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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschiiftigt sich mit Stabilitdtsresultaten von translatierenden gan-
zen Graphen unter dem Mittleren Kriimmungsfluss. Dabei ist U eine translatierende
Losung des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses, wenn U die Gleichung

0 DU
—U=5=+/1+|DU]2div | ——m—x=—
ot e V(,/1+|DU|2>

fir ein s € R auf RY x R 16st. Die translatierende Losung hat dann die Form
U(z,t) = U(z,0) + st, behilt also ihr Aussehen und translatiert in der Zeit mit
Geschwindigkeit s in Richtung z"*1-Achse. Die Stabilitit solcher Losungen, die
zusétzlich rotationssymmetrisch sind, wurde bereits von Clutterbuck, Schniirer und
Schulze in [1] bewiesen unter der Annahme, dass die Anfangsstérung g asympto-
tisch zur translatierenden Losung U zur Zeit ¢ = 0 ist. Fiir den Fall einer sta-
tionsir translatierenden Losung (s = 0), also dem RY als Hyperebene im RN+
wird ein analoges Resultat in [2] gezeigt. Stabilitétsresultate fiir Lésungen anderer
Kriimmungsfliisse wie den Gausskriimmungsfluss oder den Riccifluss wurden eben-
falls von Schulze und Schniirer untersucht.

In der vorliegenden Arbeit soll die Bedingung anfinglich asymptotisch zu einer
translatierenden Losung zu sein abgeschwiicht werden. Dabei wird der Raum RY
in zwei Richtungen aufgespalten, sodass wir RV = R"*™ und z = (z,y) mit z € R"
und y € R™ setzen. Auflerdem wird die translatierende Losung U in R™ auf R*+t™
durch U(z,t) := U(x,t) erweitert. Eine solche Losung wird in der vorliegenden Ar-
beit translatierender Trog genannt und auf Stabilitédt untersucht. Die Bedingung der
Asymptotik aus [1], [2] wird durch polynomial wachsende oder fallende Stérungen
in y-Richtung abgeschwicht, solange in z-Richtung die Stérung asymptotisch zur
translatierenden Losung U (-, 0) ist. Genauer wird im Fall der mit Geschwindigkeit
0 translatierenden Losung U(z,t) = 0 das folgende Theorem bewiesen:

THEOREM 2.1 (Stabilitit des RY). Sei MJ ™™ eine Fliche im R"™+1 gegeben
als graph ug, wobei ug : R*"™™ — R stetig ist und die Bedingung

1+ |y|?
14 |z]a

|ug(z,y)| < C

fir allex € R", y e R"™ und 0 < p+1 < n, ¢ > p+1 erfillt. Sei u(-,t) eine
Liosung in C®(R"™™ x (0,00)) N CO(R™™ x [0,00)) des graphischen Mittleren
Krimmungsflusses mit u(-,0) = ug(-). Dann gilt

u(-,t) — 0 firt — oo
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lokal gleichmdfig in y und gleichmdfig in x.
Auflerdem erhalten wir fiir n # q die Abschitzung

ptl—mn P+1*Q}
)

Ju(e, y, t)] < Ot (1 Jy)P)

und flirn =q
ptl—=g

u(z,y, 1)) < Ct7 = (log(1+ %) + 1) (1 + [y[P)
fiir alle t > 1 und alle (z,y) € R*T™,

Im zweiten Teil der Arbeit wird dieses Resultat mit Einschriankungen auf den
Fall einer echt translatierenden Losung U(+,t) = U(-,0) + st mit s > 0 iibertragen.
Dabei sind die Beweismethoden unterschiedlich. Wihrend fiir die Stabilitit des RY
Losungen der Wirmeleitungsgleichung im RN *! als Barrieren dienen, werden im
allgemeinen Fall (s > 0) Barrieren mithilfe der Konvergenzrate aus Theorem 2.1
konstruiert. Das fithrt zu dem folgenden Resultat:

THEOREM 3.5 (Stabilitit der Troglosung). Seimn > 2. MJ™™ sei eine Fliche
im R"T™FL " die als Graph einer stetigen Funktion ug : R"™™ — R gegeben ist,
sodass fir alle € > 0 ein R > 0 unabhdngig von y existiert, sodass

sup |U(:E7y70) - Uo(fE,y)| <e€
z€R™\Br(0)

fiir alle y € R™ gilt. Weiter existiere ein Ry, sodass auf Bf, (0) x R™ die Unglei-
chungen

uo(z,y) < C(1+ |y[™),
uo(w,y) = —C(1+ [y[*?)

mit p1 < 2 und ps+1 < n erfillt sind. Dann existiert eine Losung u € C°(R"T™ x
(0,00)) N CO(R™™ x [0,00)) der Gleichung (1.2) mit u(-,0) = ug, fir die

U(t) —u(-,t) =0
lokal gleichmdfig fir t — oo gilt.

Im Gegensatz zu Theorem 2.1, in dem jede Losung, die die Anfangswerte ug
annimmt, stabil ist, wird in Theorem 3.5 nur die Existenz einer stabilen Losung mit
Anfangswerten ug gezeigt. Die Losung ist jedoch eindeutig, wenn die Bedingungen
aus Theorem A.1 erfiillt sind.

Diese Losung wird konstruiert, wobei als ein weiteres Resultat das klassische Anfangs-
und Randwertproblem fiir den graphischen Mittleren Kriimmungsfluss mit transla-
tierenden Randwerten gel6st wird.

THEOREM 3.9. Sei Q) ein b_eschrdnktes Gebiet im RY. Sei 0Q € C*%, Hpq > 0
und o € C**(09Q), ug € C*%(Q). Dann hat das Anfangs- und Randwertproblem

_ 2 di Du '
uy = /14 |Dul? div (\/W) in Q0 x [0,T),
u(+,0) = ug in Q,

— 2 di Dug
1= +/1+ |Duy| d1v<m> auf 0%,
u(z,t) = p(z) +t auf 0 x [0,T)
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eine eindeutige Lisung u € C?T14/2(Q x [0,T)), wobei auch T = oo zugelassen
werden kann.
Bezeichne U, die eindeutige translatierende Losung der Gleichung

uy = /1 + [Dul? div (\/HmLle> in QxR
u(z,t) = p(z) +t auf 002 x R,

mit Uy (z,t) = Uy 0(2) +t fiir ein eindeutig bestimmtes Uy o € C**(S2). Dann gilt
auflerdem

u(z,t) — Uy(z,t) — 0
gleichmafig in z fir t — oo.

FEine komplette Klassifizierung von Funktionen, die unter dem graphischen
Mittleren Kriimmungsfluss fiir ¢ — oo zu einer translatierenden Losung konver-
gieren, ist erstrebenswert. Beitridge hierzu werden im dritten Teil der Arbeit un-
tersucht. Es wird eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz gegen eine translatie-
rende Losung hergeleitet. Ferner wird in Theorem 4.6 ein allgemeines Konvergenz-
resultat bewiesen. Genauer wird das folgende Theorem gezeigt. Dabei bezeichnet
|A|? die Norm und H die Spur der zweiten Fundamentalform und v,41 ist die n+1
Komponente der unteren Normalen.

THEOREM 4.6. Sei u(-,t) eine Lisung des graphischen Mittleren Krimmungs-
flusses (1.2) auf R™ x [0,00). Sei My = graphu(-,t), U die mit Geschwindigkeit 1
translatierende Losung wie oben und es gebe Konstanten cq, ca > 0, sodass

U(z,0) —c1 <up(z) <U(x,0) + co

fiir alle x € R™. Ferner gelte
H — Vn+1 >0
auf My und sup [VA|? < c3 sowie |A|*(t) < ¢ fiir alle t € [0, 00).
Mo

Dann qilt —H — vp 1 — 0 lokal gleichmdfsig fir t — oo.

Die Gliederung dieser Arbeit ist wie folgt. Einleitend wird die Mittlere Kriim-
mungsflussgleichung vorgestellt und in ihre graphische Form gebracht, sowie wichti-
ge grundlegende Resultate aus der Theorie des Mittleren Kriimmungsflusses zitiert.
Der darauf folgende Teil der Arbeit beweist die Stabilitit des RY mithilfe von
Losungen der Warmeleitungsgleichung und gibt explizit eine Konvergenzrate an.
Darauf folgt der Beweis von Theorem 3.5. Dafiir wird zunéchst eine wichtige Propo-
sition gezeigt, sowie Barrieren auf (R” \ B%(0)) x R™ und B%(0) x R™ konstruiert.
Im Abschnitt ,, Konstruktion einer Losung® wird das Theorem 3.9 bewiesen.

Der letzte Teil der Arbeit enthélt eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz gegen
eine translatierende Losung sowie das Konvergenzresultat Theorem 4.6.

Im Appendix werden Vergleichs- und Maximumprinzipien nachgetragen und die
Standardargumentation fiir Kurzzeitexistenz genauer dargelegt.
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KAPITEL 1

Einfithrung in den Mittleren Kriimmungsfluss

In diesem Abschnitt wird der Mittlere Kriimmungsfluss fiir eingebettete Hy-
perflichen im RV*! vorgestellt und in den Fall einer graphischen Parametrisierung
der Hyperflache iiberfiihrt. Ferner werden Kurzzeitexitenz- und Eindeutigkeitssétze
zitiert sowie die fiir Stabilitdt notwendige Langzeitexistenz im graphischen Fall.
AuBlerdem wird das Skalierungsverhalten der Mittleren Kriimmungsflussgleichung
beleuchtet und ein Vergleichstheorem eingefiihrt. Zuletzt werden spéter bendtigte
Evolutionsgleichungen verschiedener Gréflen aufgelistet.

Wir betrachten eine Familie von glatten Einbettungen Fy = F(-,t) : MY —
RN mit My = Fy(MY), wobei MY eine N-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne
Rand ist. Die induzierte Metrik (g;;) auf M, ist dann durch g;; = (D;F, D; F)pnia
gegeben und die zweite Fundamentalform A = (h;;) durch hi; = (Djv, D;F)pnis
wobei v die duflere Normale an M, ist.

Die Familie (M;);c erfiillt die Mittlere Kriimmungsflussgleichung, wenn

0 -
(1.1) 5l t) = H(E(p, 1))
gilt, wobei p € MY, t € I und H = —Huy. Dabei bezeichnet H die Mittlere

Kriimmung der Mannigfaltigkeit im RV*! und v die #ufilere Normale. Die Mittlere
Kriimmung ist die Spur der zweiten Fundamentalform, also H = g%/ h;;, wobei g%/
die inverse Metrik ist und wir {iber oben und unten stehende Indizes von 1 bis N
summieren. Diese Summenkonvention wird im Verlauf der Arbeit beibehalten ohne
erneut darauf hinzuweisen.

Fiir den Fall, dass M; als ganzer Graph gegeben ist, das heifit es existiert eine
Funktion u; : RN — R mit graphu; = M;, lisst sich die Gleichung (1.1) bis auf
tangentielle Diffeomorphismen in die Form

0 Du D;uD;u o
12)  =u=+/1+ |Dul?di — | = 5i»—H)DlDJ
(12) at" [Dul NRN( 1+|Du|2> < 7 1+ |Dul? “

umschreiben. Dies ist eine quasilineare parabolische Differentialgleichung zweiter
Ordnung. Mit einer einfachen Abschitzung sehen wir eine wesentliche Eigenschaft
dieser Gleichung. Es gilt

UL/ ;U . U 2
aij(Du)€'e’ = <5ij - M) £ = <|§|2 <D’§>)

1+ |Dul? 14 |Dul?
| Dul? 2 1 2
>(1- 2 S S
2 ( T+ oug ) & = T pa

und damit ist a;; > 0, also gleichméBig parabolisch, wenn |Du| < c.

7
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Wir wollen die graphische Mittlere Kriimmungsflussgleichung (1.2) herleiten
und tangentielle Diffeomorphismen genauer beschreiben. Ist graphu; = My, so ist
eine Parametrisierung von M; durch

(1.3) F(z,t) = (F(2, 1), u(F(z,1),1))
gegeben, wobei F : RN x I — RN, F(z,t) = %, so gewihlt ist, dass graphu, =
M, = F,(M™). Die untere Normale v ist gegeben durch

1 (Du>
- -
V1+[Du2 \ —1

und die Mittlere Kriimmung H durch

H = diven | 2%
V14 |Dul?

Multiplizieren wir Gleichung (1.1) mit v so erhalten wir

(1.4) <%F, vy = —H.

Differenzieren wir die Parametrisierung F' in (1.3) nach ¢ und multiplizieren mit v
so gilt

9 B 1 2 F(z,1) > ( Du )>
(Ge 'z 0)v) = m« Du- 2 E(t)+u )7\ 1

o
Wi
und mit (1.4) erhalten wir die Gleichung (1.2). Dabei haben wir nur verwendet,
dass %F -v = —H gilt. Sei folglich u eine glatte Losung der Gleichung (1.2) und
F(Z,t) = (%,u(2,t)) mit 2 € RV, so haben wir

(1.5) (;F(i,t)) ] = <<;F(z,t)> ,y> v=H(F(3,1)).

Sei ®(-,t) eine Familie von tangentiellen Diffeomorphismen, das heifit sei ®(-,¢) die
Familie der Diffeomorphismen von M, die die Differentialgleichung

(1.6) %@(z,t) = —%F((I)(z,t),t)_l : %F(@(z,t),t)T

®(2,0) =z
e~1rf1'illt7 wobei T die Tangentialprojektion bezeichne. Dann setzen wir F(z,t) =
F(®(z,t),t) und rechnen
9
ot

F(z,t) = %F(@(m),t) + %F(@(z,t),t) . %@(z,t)

19 (gtﬁ(<1>(z,t),t))L

W) G(F(@(2,0),1) = H(F(z,1)).

Damit haben wir die Gleichungen (1.1) und (1.2) in einen Zusammenhang gestellt.
Als n#chstes mochten wir die Frage der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
des Problems (1.2) untersuchen.
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Ecker und Huisken beweisen in [3] innere Abschitzung an den Gradienten und

die Kriimmung der Mannigfaltigkeiten M; und sind damit in der Lage das nachfol-
gende Theorem zu zeigen.
Sei ¢ € MY und U,., bezeichne die Komponente von Fy '(BN*(Fy(q)) N M),
in der ¢ enthalten ist. Dann erfiillt M, eine lokal gleichméfiige Lipschitz Bedin-
gung, wenn es Zahlen ry > 0 und Cy < oo gibt, sodass fiir jedes ¢ € M das Bild
Fy(Upry,q) als Graph einer Lipschitz stetigen Funktion iiber einer Hyperebene im
RN+! mit Lipschitzkonstante kleiner als Cy geschrieben werden kann.

THEOREM 1.1. Sei Fy : MN — RN*1 cine glatte Immersion und erfiille eine
lokal gleichmafige Lipschitz Bedingung. Dann hat das Anfangswertproblem

(17) S F 1) = H(p.1)

eine Losung Fy auf einem Zeitintervall [0,Ty). Fy ist fir t > 0 glatt und bei t = 0
Hélder stetig in der Zeit mit Holderexponent o = %
Im Fall von ganzen Graphen gilt sogar noch mehr.

THEOREM 1.2 (Langzeitexistenz fiir ganze Graphen). Sei My = Fy(RY) ein
lokal Lipschitz stetiger ganzer Graph iiber RY | also Fy(2) = (z,uo(2)) fiir eine lokal
Lipschitz stetige Funktion ug : RY — R. Dann hat das Anfangswertproblem

P t) = H(p.1)
F(p,0) = Fo(p)

eine glatte Losung My = Fy(RYN) fiir alle t > 0. Auflerdem ist My ein ganzer Graph
tiber RV,

Dieses Theorem sichert also, dass zu einem lokal Lipschitz stetigen wuy eine
Losung der Gleichung (1.2) auf ganz RY fiir alle Zeiten existiert. Es ist daher
moglich das Stabilitdtsverhalten solcher Losungen zu studieren.

Wir geben ein Beispiel fiir eine typische Lésung der Gleichung (1.1), die in endlicher
Zeit zu einem Punkt zusammen schrumpft.

BEISPIEL 1.3. Sei M, = 83?@1. Wegen der Invarianz der Mittleren Kriimmung

unter Isometrien des RN*! und der Eindeutigkeit der Losung, reduziert sich die
Gleichung (1.1) zu einer gewshnlichen Differentialgleichung fiir den Radius r(t) ge-

geben durch 7 = —%. Mit dem Anfangswert r(0) = R erhalten wir als Losung
dieser Gleichung r(t) = v R? — 2Nt. Sphéren schrumpfen also in der Zeit zu ei-

nem Punkt. Sphéren mit groflem Radius schrumpfen nur langsam (H = %) und

werden im Verlauf dieser Arbeit zusammen mit dem Vergleichsprinzip, Lemma 1.4,
angewendet.

Im Verlauf dieser Arbeit werden wir immer wieder ein wichtiges Vergleichsprin-
zip verwenden.

LEMMA 1.4. Seien My und My, zwei glatte geschlossene Flichen im RN+
und Lésungen der Mittleren Kriimmungsflussgleichung (1.1) fiir 0 <t <T. Wenn
M und My zur Zeit t = 0 disjunkt waren, so bleiben sie auf dem Intervall [0,T]
disjunkt.
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BEWEIS. Der Beweis findet sich in [4] Lemma 3.2. O

BEMERKUNG 1.5. Das Lemma ist auch dann noch giiltig, wenn M ; nicht
kompakt ist oder sogar M;; und M, nicht kompakt sind. Der Beweis benotigt
nur, dass dist{M; ;, My} := inf{|z1 — 29| }21 € My, z0 € My} fiir jedes t > 0
angenommen wird. Der Beweis in diesen Fillen funktioniert analog.

BEMERKUNG 1.6. Subtrahieren wir zwei graphische Losungen der Gleichung
(1.2) voneinander, dann erhalten wir aufgrund der Quasilinearitéit im Allgemei-
nen keine neue Losung der Gleichung (1.2). Dennoch erfiillt die Differenz zwei-
er Losungen wieder eine gleichméflig parabolische Differentialgleichung solange a
priori Gradientenschranken an die Losungen gelten. Damit ist das parabolische
Maximumprinzip anwendbar. Fiir Details verweisen wir auf Theorem 17.1 in [5].

Wir mochten als néchstes auf ein angenehmes und niitzliches Skalierungsver-
halten des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses aufmerksam machen. Sei dafiir
u(z,t) eine Losung mit Anfangswerten u(-,0) = wug. Dann ist auch die skalierte
Losung ux(z,t) := +u(Az,A*) mit A > 0 oder A < 0 wieder eine Lésung der
Gleichung (1.2) zu den Anfangswerten fuo(Az). Es gilt nédmlich

(1.8) c'?t Az, t) = aat ( u(Az, N2t )) = )\%u(/\z,)\zt)

und
D;uyD;uy . D;uD;u L
bij — ————= | D'D’ =6 — ——+L | D'D’ ,
< j 1+|Du,\|2) u/\|(z,t) < J 1+|Du2) U|(/\Z,A2t)

Zuletzt widmen wir uns einigen Evolutionsgleichungen, die spéter benotigt wer-
den. Wir definieren v := —v,, |, und bezeichnen mit dy; = p(2)dz das MaB auf

M, also p; = y/det g;;. Ferner ist A = (h;;) wieder die zweite Fundamentalform
und Ay, = ¢¥V,;V; der Laplaceoperator auf der Fliche M;.

LEMMA 1.7. Unter dem Mittleren Krimmungsfluss (1.1) gelten die folgenden
Evolutionsgleichungen
— Ay, —|APv — 207V ?,
— A, ) AP = —2|VA]2 + 2|4,

) VAP = “2]V2AP - e(n)| AP|V A,
AM>H H|AP%,

atgij _2th]7
0

—v=VH

atu VH,

0

T —H? 1

BEWEIS. Die Beweise dieser Evolutionsgleichungen stehen in [6] und [7]. O



KAPITEL 2

Stabilitit des RY unter polynomial wachsenden
Storungen

In diesem Abschnitt wird die Stabilitit des RV unter dem Mittleren Kriimmungs-
fluss bei polynomialen Stérungen, also Theorem 2.1, bewiesen. Dafiir wird ausge-
nutzt, dass eine mit /¢ multiplizierte, positive Losung der Warmeleitungsgleichung
im RV*! eine Superlosung der Wirmeleitungsgleichung auf der Fliche M, ist, die
nach dem Mittleren Kriimmungsfluss flieit (vgl. Lemma 2.12). Um die Stabilitéit
des RN zu zeigen, geniigt es also das Langzeitverhalten von Losungen der Wirme-
leitungsgleichung zu studieren, was in Lemma 2.3 getan wird.

Wir geben zunéchst das zu beweisende Theorem an.

THEOREM 2.1 (Stabilitiit des RY). Sei M{H™ eine Fliche im R" ™+ gegeben
als graph ug, wobei uy : R*"T™ — R stetig ist und die Bedingung
1+ y?
L+ |z|e
fir allex € R, y € R™ und 0 < p+1 < n, g > p+ 1 erfillt. Sei u(-,t) eine
Lésung in C(R™ ™ x (0,00)) N CO(R™™ x [0,00)) des graphischen Mittleren
Krimmungsflusses (1.2) mit u(-,0) = ug(-). Dann gilt

|u0(x,y)|§;C7

u(-,t) — 0 firt — oo
lokal gleichmdfig in y und gleichmdfig in x.
Auflerdem erhalten wir fiir n # q die Abschitzung

ptl—n p+17q}
)

lu(z,y,t)] < Opmax{ 2

(1+y[*)
und fiir n = q

ptl—g

Ju(w, y,t)| < Ct™=" (log(1+ %) + 1)(1 + [y[?)
fiir alle t > 1 und alle (x,y) € R*T™,

BEMERKUNG 2.2. i) Nehmen wir an, dass ug lokal Lipschitz stetig ist. Dann
liefert Theorem 1.2 die Existenz einer Losung der Gleichung (1.2) zu diesen
Anfangswerten. Auch wenn ug nur stetig ist, existiert eine Losung. Sie kann so
konstruiert werden wie das in Abschnit 3.2 getan wird.

ii) Die Bedingung

1+ yl?

1+ |z|e

besagt polynomialen Abfall mit Potenz ¢ in z-Richtung und polynomiales

Wachstum mit Potenz p in y-Richtung (sieche Abbildung 2.1 a)). Da p < g¢,

existiert insbesondere zu jedem € > 0 ein Radius r(y), sodass |ug(x,y)| < € fiir

|uo(z,y)| < C

11
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Rm
graph ug

(lyD)

ug < €

Rn

Rm

/ uoyuO>6

Rn
ABBILDUNG 2.1. a) Eine mogliche Wahl von ug b) sublineares Offnen

alle y € R™ und alle x € R™\ Bf(y), wobei r : R™ — R eine Funktion in y ist,

die sublinear in |y| wichst, das heifit

r(y)l
[yl
fiir |y| — oo. Anders gesagt, die Menge {(z,y) € R™™™| |ug(z,y)| > €} 6ffnet
sich hochstens sublinear in y-Richtung (siehe Abbildung 2.1 b)).
iii) Die Bedingung 0 < p < n — 1 impliziert insbesondere n > 2.

— 0

Die Mittlere Kriimmungsflussgleichung (1.1) ldsst sich in die Form

0
Ry N
ot M

fiir Z € M; umschreiben. Dabei ist die Gleichung komponentenweise zu verstehen.
Es gilt namlich fiir jeden Basisvektor e, des RV die Gleichung Ay, Zo = <I-7 , ea>.
Diese Umformung legt den Verdacht nahe, dass sich der Mittlere Kriimmungsfluss
wie eine Warmeleitungsgleichung verhilt. Wenn wir Stabilitdt des R unter dem
Mittleren Kriimmungsfluss untersuchen wollen, ist es folglich ratsam zunéchst ein-
mal Stabilitit des RY unter der Wirmeleitungsgleichung zu betrachten.

LEMMA 2.3. Sei |Dg(z,y)| < C}Imz firz €R", y eR™, einc>0 undp,q €

’ —|(x, — 2|2
N mitp < n und q > p. Dann erfillt ®(x,y,t) = (4dnt)~ E JFe— gt Do (2) dz
die Wirmeleitungsgleichung und ®(z,y,t) — 0 fir t — oo lokal gleichmdfig. Ge-
nauer ergibt sich die Konvergenzrate aus der Abschdtzung

min{n—p,g—p}

|®(z,y,t)| <Ct™ = (1+y|")
fiirn # q und
|®(2,y,1)| < Ct"2" (log(1 +12) + 1)(1 + [y[)
firn=qundt>1.

BEWEIS. In den nachfolgenden Rechnungen ist es iibersichtlicher neu auftre-
tende Konstanten nicht umzubenennen.
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Mithilfe der Darstellungsformel schlieffen wir, dass ® die Warmeleitungsgleichung
mit ®(z,y,0) = Po(x,y) 16st. Wir betrachten also @ fiir ¢ — co. Mit einer Trans-

formation und z = (21, z) € R"*™ erhalten wir

C(n,m’) 1212 =112 1
& " <% -~ (1 _ p At —————— dz1dzo.
20l SR [ H ) [ W o dey

=:A =:B

Sei nun |y| > 1 und ¢ > 1, dann haben wir

A< / e
RrRm'

2012
: / e (JylP(L+ 28 + 202 fP)) dzs
RrRm'

|22
4t

(1+2P[y|” + 27[z2|") d2

’ 2012
= |y|Pt’"T'/ e (142 4 2 |VinlP) dz
R‘V‘ﬂ,

m’ ‘Z ‘2
< |y|Pts / e 1 (t%(l + 2P 4 2P|z2|P)) dzs
R™'

m/+p

= Clylt =

und fiir |y| <1

e 2
Ag/ e FH (1427 4 27| 25[P) doy

m/ |z ‘2
=t7/ e” T (1427 + 2°|Vz2[P) dos
R

m/+p

<Ct

Insgesamt haben wir also fiir alle y die Abschitzung

"+p

A< Ot T (14 [y).

Wir schitzen nun das Integral B ab. Durch Aufsplitten erhalten wir

12112 1

2112 1
Bg/ e 4 7(1271—&—/ e A ————— (2.
R™\B () L+ |z — 21 B () L+ |z — z1]4

=:B; =:B>

Wir betrachten zunéchst By.

_=2 1

n z 2 ].
Blg/ e~ At qdzlztf/ e*‘}l‘ ——dz
R™\B /(x) L+t R™\ B; () L+t2

n— lz112 1 n—
=t 2q/ e”h ——dz <t 2q/ e” 1 dy
R\ B, (2) 72 +1 R™\ By ()

n—

<CtT.

‘Wir bemerken

1
BQS/ ——dz.
B () L+ |z — 2]
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Wir withlen 0 < § < 1 und damit Bs(z) C B ;(z), dann gilt fiir ¢ # n

5 1 Ve 1
BS// ——dS(z ds+/ / ———dS(z1)ds
? 9B, (z) 1 +|v — 217 (z1) 9B, (z) L + |7 — 21| (1)
1
< 1dz +/ / dS(z1)ds
/Bg@ ! 0B, (z) 1 + 87 (1)

|Ba\+0/

d3<|35\+0/ 1= g

1 n— Vi 1 =1 1 n—
<|Bs|+C s =0+ C t7 ———0"71
n—q 5 n—q n—q
<C+C te
=
<O+t
Fiir n = ¢ konnen wir By direkt abschétzen.
\/Z q—1
s C
By < 1 (1+s%)ds

= Clog(1 +t2).
Insgesamt haben wir also B im Fall n # ¢ abgeschétzt durch
et =) < O ).

Damit gilt fiir n # ¢

n + m’

[@(z,y,t)| < Ct™ () +)

_ th(l + |y|?) + th(l + [y|”)
<O =+t + |yP)

S CtmaX{ p;q }(1 + |y|P)

Im Fall n = q erhalten wir

[@(2,y,0)] < O 3773 (1 + [yl (log (1 +1%) + 1)

n—m +m, +p4+n—gq

= O g (1 #d) £ 1) (14 [yP?)
— Ot (log(1 + 1) + 1)(1 + [yl?).

Aus diesen Abschétzungen folgt die in y lokal gleichméiflige und in z gleichméflige
Konvergenz. O

BEMERKUNG 2.4. i) Betrachten wir im obigen Lemma 2.3 statt ® die Funk-
tion v/t®, dann bendtigen wir im Fall n # ¢ fiir die Konvergenz v/t® — 0, dass
p<n-—1,n>2und g > p+ 1. Dies folgt direkt aus dem Beweis des Lemmas
und wird spéter benotigt.

ii) Betrachten wir Anfangswerte ug, die iiber einem Kegel konstant sind, so kénnen
wir hochstens Konvergenz gegen eine von Null verschiedene Konstante erwar-
ten. Wiihlen wir iiber R? némlich eine geglitte Version der charakteristischen
Funktion {iber dem ersten und dritten Quadranten x; 3 und nehmen an, dass
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diese gegen Null konvergiert, x1,3(z,t) — 0 fiir t — co. Dann muss die Funktion
1—x1 3, die ebenfalls Losung der Warmeleitungsgleichung ist, gegen 1 konver-
gieren. Diese neue Funktion ist aber die um 90° gedrehte alte Funktion und
miisste daher ebenfalls gegen Null konvergieren. Unterteilen wir den ersten und
dritten Quadranten in k Teilkegel gleicher Grofie und bezeichnen wir mit y; die
geglittete charakteristische Funktionen iiber einem dieser Kegel, dann erhalten
wir x1,3 durch k-faches aufsummieren der Funktion x; und deren k£ Drehungen
um den Winkel %O. Da die Warmeleitungsgleichung linear ist, erhalten wir den
gleichen Widerspruch. Aus diesem Widerspruch folgern wir, dass Funktionen
iiber einem Kegel nicht gegen Null konvergieren kénnen und die Bedingung des
sublinearen Offnens in y-Richtung der Menge {(z,y) € R Jug(z,y)| > €}
in diesem Sinne scharf ist.

Wir wollen im Beweis von Theorem 2.1 ein kompaktes Maximumprinzip anwen-
den und miissen daher sicher stellen, dass wir das trotz unserer nicht kompakten
Flachen auch diirfen. Dafiir benotigen wir, dass das polynomiale Verhalten in a-
und y-Richtung unter der Warmeleitungsgleichung und der Mittleren Kriimmungs-
flussgleichung erhalten bleibt.

LEMMA 2.5. Sei ®(-,t) die durch die Darstellungsformel gegebene Lisung der
Wirmeleitungsgleichung im R mit Anfangswerten

1+ [y?
@ =
O(xvy) Cl + |.7J|q
fir p,q >0, dann gilt fir allet > 1
I+ yl”) (L+y")
T < B(a,y,t) < g Pl
TP R (eariT

fiir Konstanten c1,co > 0, die nur von n,m’, c abhingen.

BEWEIS. Wegen der Darstellungsformel der Warmeleitungsgleichung ist fiir un-
sere Anfangswerte die Darstellung der Losung zur Zeit ¢ gegeben durch

_ 1212
0.0 = Clnm 5 [yl e
Rntm/ 1+ |z — 29
2112

ntm’ |z ‘2 - L
= C(n,m')t~ + / e Em (14 |y — Z2|P)/ e " dz1dzo
R R

n 1+|$*Zl|q

und wir schitzen ab

ntm’

O(x,y,t) = C(n,m)t™ >

12112

L2512 e =
— 4 (1 _ p d d
¢ (IL+ly @)/1+WMHQWW/QQ
ly—z2(>1y| e
12112
C(n,m’) / _lzgl? / e” a
> 7 it (1 p dz1d
= HTM € ( +|y‘ ) 1+2Q|x‘q—|—2q|21|q F1022
ly—z2[>]y| R
1212
/ P At
_ Clnm)(1+ fyP) e
z e 1+ 24|x|7 + 24|z |2

R x {|y—z2|>]y[}
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Wir bemerken zunéchst, dass die Menge {|y—z2| > |y|} nicht leer ist. Bezeichnen wir
mit RT/ den Halbraum, in dem gy nicht enthalten ist und fiir den 8RT/J_y gilt, dann
gilt
RT' C {ly — 22| > |y|}- Nehmen wir an, dass |z| < 1 und ¢ > 1, dann
=12
e~ 4t
1+ 29|x]9 + 29|z |2

dz1dzo

(. y.1) > Cln,m! )t~ 2 (1 4 |y]?) /

R xR

2|2

e 4

7 d
14 29|x|9 + 29¢2 |z |2

— )1+l | sdzy
R™ xR
> Cln,m )1+ |yl?).
Nehmen wir nun an, dass || > 1 und ¢ > 1, dann folgern wir

12]2

Oz, y,t) > Cln,m )" (1 + |y|? / ¢ dzyd
(1’ Y, )7 (TL m) 2 ( +|y| ) 1+2q‘$|q+2q‘21|q 21022
R xR’
, _ 1212
> C(n,m/ )t~ = (1+|y|”) / € = dz1dzs
- |2[2(1 + 29 4 29|21|9)
R™ xR
_ 1212
> C(n,m’)(1 + |y[?) / ¢’ dz1dzs
B [0 (1 + 20 + 2083 |2 [9)
R™ xR
qa (1 p
< Gl L 10P)
|z|2
und wir erhalten insgesamt
1 p
B(w,y,1) > Cln,m') - W)
2 (1 + |z]7)

Die Abschitzung nach oben erhilt man analog, wird jedoch im Verlauf der Arbeit
nicht weiter benotigt. O

Wir folgen nun einer Idee aus [6], Proposition 2.2, um zu zeigen, dass poly-
nomiales Verhalten in x- und y-Richtung unter dem Mittleren Kriimmungsfluss
erhalten bleibt.

LEMMA 2.6. Fiirn € C°(RN*Y) mitn >0 und p € R gilt

0 0
— —_A P — Pl [ A _ — 1)pP—2 2.
(at Mt> = pn (875 Mt> n=p(p =107V
AuBerdem haben wir fir u,v,w € C°(RN*1)

0 0 0 0
(825 — AMt) (uvw) = vw <6t - AMt> u + wu <8t - AMt> v+ vu (675 - AMt) w
— 2w (Vu, Vv) — 2u (Vw, Vv) — 2v (Vw, Vu) .
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BEwEIS. Wir haben
0 0
N D — ppP—1 wv p— 1v4
( 5 Mt) =g (pn?~'V;m)
— P 1 9 p—1 ZJ P—2 1J\7. )
=P =P ViVn—plp—)nP"=g"“"VinV;n

4 (0 _
=pnP~t <8t AMt)n—p(p—l)n” ?| V2.

Ebenso einfach berechnen wir die zweite Gleichung. Wir bestimmen zunéchst eine
Formel fiir zwei Funktionen.

B ) )
(m - AMt) (nv) = vg g - 9" Vi(vV;n+nV,v)

) g g g
atn + natv —vg”V;Vin—ng”V;V;v—2¢"V;nV; v

0 0
= <8t AMt>77+77<8t AMt>v—2<V777Vv).

Fiir drei Funktionen setzen wir 7 = uw und erhalten

(2 ) = o (2 - Y u (2 ) - 28050

0
+ uv (815 AMt> w — 2u (Vw, Vv) — 2v (Vw, Vu) .
Daraus folgt die zweite Behauptung. O

Sei nun Z € Mt und Mt sei eine glatte im R"T™*! eingebettete Losung
des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses. Dann gilt

2] = I*(Z)” + [I1¥(2)[* + u,

wobei II” die Projektion auf die ersten n Komponenten und IIY die Projektion

auf die darauffolgenden m Komponenten seien und uy durch vy := (Z, e rm+1)
definiert wird.
Ferner lisst sich leicht berechnen, dass (2 — Ayg,)|Z2 = —2(n + m) gilt. Wir

bemerken noch, dass eine Orthonormalbasis {74 } 27" des Tangentialraums 7}, M, fiir
p € M; zu einer Orthonormalbasis des R"*™+1 durch {7 }727" ™ mit 7y i1 = v
erweitert werden kann.

LEMMA 2.7. Mit den obigen Bezeichnungen erhalten wir die folgenden Abschditzun-
gen

—2n < ((‘?t - AMt> (1+I*(2)*)<2-2n

Com < <§t _ AMt> (1+|1¥(2)]) < 2 — 2m,

BEwEIs. Es gilt

a €T €T a €T

8t(1+|H (2)?) = 2<H (&Z>,H (Z)>
= —2H (I*(v),I1°(2))
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und
AL+ [II*(2)P) = g7 Vi (2117 (V;2) , 11(2)))
= 2¢" ((I1"(V;V;2),11(2)) + (II°(V; 2), 11" (V. Z)))
< —2H (II*(v),1*(Z)) + 2n,
wobei wir in der letzen Ungleichung benutzt haben, dass in einer Orthonormalbasis
{7} 727! wie oben die Gleichheit
n+m n+m
> (V2 (V;Z) = ZIH%
i,5=1
und die Abschitzung

n+m n+m-+1 n+m+1 |n+m—+1
dMmEE)P < Y )P = Y | > T(legm)e)
i=1 i=1 i=1 7j=1
n+m+1 n 2 n+m+1 n
S S| = X >
=1 7j=1 j=1

n n+m-+1l

n
:Z Z ej,Ti>2221:
j=1 =1 j=1

gelten. Insgesamt erhalten wir

0

“2n< (g - B ) 0+ TP
und o

—2m < <a AMt> (1+ (0¥ (2))%)
ergibt sich analog unter Beriicksichtigung der entsprechenden Dimension.
Wir wissen, dass die Beziehung

(Z)]? = |2” - [1¥(Z)[? — uf

erfiillt ist. Wegen

d 0 |
(dt - AMﬁ) Uz = <atZa €n+m+1> - 9"Vi(V;Z, entm+1)

= —H(v,entmi1) + 97 hij (v, enymin)
= ()7

schlielen wir mit Lemma 2.6
d
— — AM: = —2|Vug|?
(G- a%) g =-2vuzP
Mit |Vuz|? < 1 rechnen wir
(gt AMt) (14|22 = |0¥(2)]* — u%) < —2(n+m) + 2|Vug|? +2m < 2 — 2n.

Daraus ergibt sich die obere Abschitzung und die obere Abschitzung fiir (1 +
IT1Y(Z)|?) folgt erneut analog unter Beriicksichtigung der entsprechenden Dimensi-
on. (]



2. STABILITAT DES RY UNTER POLYNOMIAL WACHSENDEN STORUNGEN 19

LEMMA 2.8. Sei mit den obigen Bezeichnungen und fir ein p > 0 auf My die
Bedingung
uz < co(1+ [I¥(2) )
erfillt, dann gilt
uh < co(L+ [T(Z)[2 + (2m + dp)t)?
auf M, fir alle t > 0.

BEWEIS. Wir definieren die Testfunktion 7, (Z) := 1+ [II¥(Z)|> + (2m + 4p)t
und berechnen mit Lemma 2.7

(Bat —AM,) Ny = —2m + 2m + 4p = 4p.

Ferner gilt wegen V;n, = 2(II¥(V,;Z),11¥(Z)) die Abschétzung
[V, |? < 4n,.
Damit rechnen wir

o ) . (D
<8t —AMt> uyn,? = —2ny”|Vuz2+u22(—P77yp 1 (at _AMt) Ty

—p(p+ l)ny”zlvnyz) —2(Vuy, Vn,?)

< =20, P |Vug|* — 4p”uzn, P~ — p(p + Vuzn, P>V, |?
+ 277;”|Vuz|2 + ZpQuQZny_p_QWWyF

< —dpPugn, P+ pPuyn, P2 V|2 — pugn, PR Vi, 2

< —4p2u2277y_p_1 I 4p2U2z77y_p_1

—0.

Mit dem Maximumprinzip Korollar 1.1 aus [6] schlielen wir

sup(uZny ®) < sup(udmy ) < co(l+ [IV(Z)P)P(1+ [(Z)2) 7 = ¢
My Mo
und daraus folgt die Behauptung. [

LEMMA 2.9. Sei mit den obigen Bezeichnungen und fir ein ¢ > 0 mit 2¢+3 < n
auf My die Bedingung
uy < co(1+[I17(2)[?) 7
erfillt, dann gilt
u% < co(1+ [TI*(Z)|* + (2n — 4q — 6)t) 1

auf My fir alle t > 0.
Wenn 2q+ 3 > n mit ¢ > 0 und auf My die Bedingung

uz < co(1+ [I°(2))*) 71
erfillt ist, dann gilt
u% < co(7 + 4g — 2n) 1D (1 4 11%(2) )
auf My fir alle t > 0.
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BEWEIS. Wir definieren die Testfunktion 7, (Z) := 1+|11*(Z)|? 4 (2n—4q—6)t
und berechnen mit Lemma 2.7

<6atAMt>Tlac§22n+2n4q6—4q4.

Ferner gilt wegen V;n, = 2 (II*(V,;2),11*(Z)) die Abschétzung
|Vﬁzl2 < 4.

Damit rechnen wir

0 (0

. 1)nz-2|vm2) 9 (Vu, Vi)

< =28 |Vuz | — (4g + 4)quin?™ — q(q — DuZnd?|Vn,|?
+ 20| Vuz | + 2¢>uzn? =2 |Vn,|?

—(4q + Dquzni~ + CuZni 2| Vn. [ + quini T Vn,|?

< —(4g + 4)quin? ' +4¢*uznd ™" + dquind~!
—0.

IN

Mit dem Maximumprinzip Korollar 1.1 aus [6] schliefen wir
sup(uzn) < sup(uzn?) < supco(1+[I7(Z)[*) 711 + [I°(2)*)? = co
M, Mo Mo
und daraus folgt die erste Behauptung.
Gelte nun 2¢g + 3 > n. Dann definieren wir fiir ¢ € [¢,4 + 1] Testfunktionen
Nei(Z) =14 [II(Z)]* + (2n — 6 — 4q)(t — i) + 6 + 4q — 2n.
Es gilt dann

<§t—AMt>nw7i§2—2n—|—2n—6—4q:—4—4q

und 1, ; > 0 fiir ¢ € [,4 + 1]. Analog zu obiger Rechnung erhalten wir

0
<8t - AMt) UQZUg,i <0.
Es folgt mit dem Maximumprinzip Korollar 1.1 aus [6] fiir ¢ € [0, 1]
sup(u1g o) < sup(uZ1; o) < supco(l+ [II°(Z)]*) 747 + 4g — 2n + |11 (Z)[*)?
M, My Mo
< ¢o(7+4q — 2n)?
und damit auf M;
uy < co(T+4q —2n)"(1+ [II%(2)[*) 7
fiir t € [0, 1]. Insbesondere gilt diese Abschitzung auf M;. Wir wenden nun erneut
dieselbe Argumentation auf dem Intervall [1,2] an und erhalten
uy < co(T+4q — 2n)*(1 + |II7(2)[*) 7.

Durch Iteration folgt die zweite Behauptung, wobei i durch ¢ abgeschéitzt wurde,
da i <t. O
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PROPOSITION 2.10. Sei M]"™™ C R"™ wieder eine eingebettete, glatte Losung
des Mittleren Krimmungsflusses. Seien p,q > 0 und gelte n > 8q + 3. Auf My sei
die Bedingung

14 ¥ (2)1?)P
PN o
(1+ [1I=(Z)[2)a
erfillt, dann gilt auf M,
5 (1+[I1¥(Z) > + (2m + 16p)t)P
uy < ¢
L+ [ (Z)]2 + (2n — 16q — 6)0)7

fir alle t > 0.
Gelte n < 8q + 3 und auf My

1+ |TI¥(2) )P
ool G
dann gilt auf M,
W < co (74 16¢ — 2n)9+D (1 + 2m 4 16p)PE(1 + |TIY(Z)|> + (2m + 16p)t)P
- (1+ [II*(Z)[*)
fiir alle t > 0.

BEWEIS. Es gelte zunéichst n > 8¢ + 3. Wir fiithren zunéchst die Abkiirzung
.= (% — AMt) ein. Dann definieren wir

ny(Z) =1+ |T1Y(Z)* + (2m + 16p)t,
n:(Z) := 1+ |TT*(2)* + (2n — 16q — 6)t.
Es gilt
Oy (Z) = 16p,
On.(Z) < —16q — 4.
Nun berechnen wir mit Lemma 2.6 die Evolutionsgleichung von u%ngny’ P,
O(uZndng?) = 2080, *[Vuz[* +uZniOn,® + uyn, POt
— 2u2Z <Vng, V?];p> — 277;” <Vng, Vu2Z> —2ni <Vu2Z, Vn;p> .

Wir nummerieren die Terme der rechten Seite von 1 bis 6 durch. Den ersten Term
lassen wir unverdndert. Der zweite Term wird wie folgt abgeschétzt

uzndOn,? = uznd (—pn, *~'Ony — p(p + 1), P~ [Viny|?)
< —16p*uznin, P~ — p(p + Dugnin, = |Vn,
Der dritte Term erfiillt

2.

uzn, POnd = uzn,” (qnd~'One — q(q — )0t~ Vn.|?)
< —(16q + 4)quznd~'n, P — q(q — Vuzndn, P|Vn.|>.

Die restlichen drei Terme werden mit der Cauchy Schwarz und der Youngschen
Ungleichung folgendermafien abgeschitzt:

—2uZ (Vnd, Vi, ?) = 2uzqnd™ pn, P (Vine, Vi)

< quZnd P |Vna? + pPugning P2 V[,
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—2n,"? <Vr]g, Vu22> = —4n;puzqngfl (Vng,Vuz)
<, P Vuz|? + dgPuznd 0, |V, ®
und

=20 (Vn, P, Vuy) = dnfuzpn, P~ (Vny, Vuz)

< nin, P|Vuz|® + 4p>uzn, Pl V|

Insgesamt erhalten wir
D(uzning?) < —16p*uzning =" — pugning =2V |* — (16 + 4)quzni~ ;"
+Apugn, P Vi 2 + 4P uZnd 0, P Vel + quindT g P V..
Mit den Abschétzungen |Vn,|? < 4n, und |Vn,|? < 4, folgt
O(uznin,”) < 0.

Mit Korollar 1.1 aus [6] folgern wir die erste Behauptung.
Gelte nun n < 8¢ + 3. Dann definieren wir fiir ¢ € [¢,¢ + 1] Testfunktionen

Nei(Z) =1+ |TI%(2)]> + (2n — 16q — 6)(t — i) + 6 + 16q — 2n.

Es gilt dann

0
——A e < —4 — 16
I Pp—

und 71, ; > 0 fiir ¢ € [7,7 4 1]. Analog zu obiger Rechnung erhalten wir

0 9 _
<8t - AMf) (uzngﬂ,ny p) S 0.

Es folgt mit dem Maximumprinzip Korollar 1.1 aus [6] fiir ¢ € [0, 1]

sup(uzn? o1, ")
t

co(1+[I¥(2)]%)P (L +[1%(2)] + 16¢ + 6 — 2n)"

T (L4 [II7(2)2)e (1+ ¥ (2)[2)»
< ¢o(7 + 16 — 2n)

und damit auf M;

co(7+ 16q — 2n)9(1 + |T1%(2)|? + (2m + 16p)t)P

(1+ [I=(2)[*)e
fiir t € [0, 1]. Insbesondere gilt auf M; die Abschiitzung
co(7+ 16g — 2n)9(1 + 2m + 16p)P (1 + |11¥(Z)|?)?

(14 [II=(Z)[?)4 '
Wir wenden nun erneut dieselbe Argumentation auf dem Intervall [1,2] an und
erhalten auf M, fiir ¢ € [1,2] die Abschitzung
co(7+16g — 2n)29(1 + 2m + 16p)P (1 + [II¥(2)|* + (2m + 16p)(t — 1))P

(1+[I=(Z)[?)e '

Durch Iteration folgt die zweite Behauptung, wobei ¢ durch ¢ abgeschétzt wurde,
dai<t. (]

u2Z§

u22§

u2Z§
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Mit dieser Proposition haben wir gezeigt, dass das in z- abfallende und in
y-Richtung wachsende Verhalten von ug aus Theorem 2.1 unter dem graphischen
Mittleren Krimmungsfluss erhalten bleibt.

BEMERKUNG 2.11. Eine genaue Betrachtung des Beweises von Proposition 2.10
liefert: Seien p, ¢ > 0 und n,m € N beliebig. Gelte auf MJT™ c Rr+m+1

ud < co(1+ [(Z)P)P(1 + |17 (2) )1
und sei M; eine Losung der Gleichung (1.1). Dann gilt auf M;

ul < co[l + [TI¥(Z) | + (2m + 16p)t]? - [1 + |TI%(Z)|* + (2n + 16q)t]?
fir alle ¢t > 0.

Wir wollen nun die Warmeleitungsgleichung und den Mittleren Kriimmungs-
fluss miteinander verkniipfen. Wir haben bereits gesehen, dass die Mittlere Kriim-
munsflussgleichung beziiglich des Laplace Operators auf der Fliche M; als eine
Wairmeleitungsgleichung geschrieben werden kann. Eine stidrkere Beziehung schafft
die folgende niitzliche Beobachtung von Professor Huisken. Dabei wird insbesonde-
re die differentielle Harnack Ungleichung verwendet, die urspriinglich von Li und
Yau in [8] bewiesen wurde. Hamilton beweist in [9] eine Matrixversion dieser Un-
gleichung. In [10] werden die Ungleichungen lokal bewiesen und insbesondere fiir
vollsténdige nicht kompakte Mannigfaltigkeiten.

LEMMA 2.12 (Huisken). Sei {M}N}, C RN*! eine Familie von Hyperfiichen
und Losungen des Mittleren Krimmungsflusses. Sei ® eine positive Lisung der
Wiirmeleitungsgleichung im RNTY dann gilt fir ¥ := /t® mit t € (0,00)

d
— —AM ) > 0.
(o) w=0

BEWEIS. Nach Voraussetzung erfiillt ® die Wirmeleitungsgleichung im RV+1,
also

(9 N+1
ot 0

Wir schriinken ® auf die Fliche M} ein, dann gilt

%@ _ %@ + <ﬁ7D<I>>

AMig = AR — D20 (1, 0) + <ﬁ D<I>> ,

woraus sich
(2.1) (d - AMt> d = D?*®(v,v)
dt

ergibt. Wir wollen nun die Li-Yau Harnack Ungleichung in der Matrixversion (vgl.
[10] Theorem 1.2 und Bemerkung 1.2) auf die Mannigfaltigkeit (R¥+1,(-,-)) mit ®
anwenden. Die Ungleichung besagt
Dy®Dg®

)
flir eine positive Losung der Warmeleitungsgleichung ®. Angewendet auf unseren
Fall erhalten wir

o
DoDs® — + 5005 20,

D v @
2 > <7’ — —
D*®(v,v) > > 57



24 2. STABILITAT DES RY UNTER POLYNOMIAL WACHSENDEN STORUNGEN

Setzen wir das in (2.1) ein, so ergibt sich

d (DD, v)* @
SoAM ) >
(-2 )e="5" 5

Damit erhalten wir fiir ¥

d My _L i_ M,
<dt—A )@_2ﬁ@+\/i(dt A )¢>

1 (De,v)? @\  (D®,v)?
22\/%q>+\/i<q) %>ﬁ®

> 0.

Im folgenden Beweis verwenden wir die Notation
Yy = (y17 se . 7ym+1) = (gaym+1)-

BEWEIS DES THEOREM 2.1. Wir folgen einer Idee aus dem Appendix in [2].
Wir definieren n = (0,...,0,1) € R*™*! und setzen u? = (n, Z)g~n+1, wobei
Z € M™tm ¢ R+ Jiegt. Die Funktion u? ist damit die Hohenfunktion der
Mannigfaltigkeit M; = graphu(-,t). Es gilt

d 0 y

=AM Z G gagB EAVAGR \VV AL
(dt )u Gap ;271" = 9"V i(3apV;Z2°0")
= —HGapr"n’ + 9" gashijv™n’

wobei lateinische Buchstaben fiir die Summation auf der Fliche stehen und griechi-
sche fiir die Summation im umgebenden Raum. Analog bezeichnet g die Metrik im
umgebenden Raum also das normale Skalarprodukt auf R**™+! und g die Metrik
auf der Fléche.

Wie in Lemma 2.3 definieren wir eine Losung der Warmeleitungsgleichung mit An-
fangswerten

14 [y

Yo(z,y) = W

im R*"*™+! mit € R”, y € R™*! durch

_n4m41 _ \z—(m,y)‘Q 1 + |Z2‘p+a
z,y,t) = (4nt 2 e 1w —————— dz1dz
V(z,y,t) = (4rt) /meﬂ 1+ |z1]a—7 1%=2

fiir ein @ > 0 so klein, dass p+a < n—1 und ein 8 > 0 klein, sodass ¢ — 0 > p+ 1.
Dann erfiillt nach Lemma 2.12 die Funktion ¥ := /t» die Ungleichung

d
— —AM ) > 0.
(o) w=0

Nach Bemerkung 2.4 ii) und Lemma 2.3 gilt ¥ — 0 lokal gleichmiiig auf R**m+!
fiir ¢ — oo, wobei hier m’ = m + 1 gewiéhlt wurde.

Wiéhlen wir grofle Sphéren als Barrieren, dann existiert fiir jedes T' > 0 und jedes
€ > 0 ein r(§) wie in Bemerkung 2.2 i), sodass

u?(Z,t) <

DN ™
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auf graphu(-,t)[gn+m\a fir t € [0,T], A := Ujepm Byy) x {§} und r(§) wichst
sublinear in |§|. Sei tg > 0 fest und klein, wihle dann ¢ > 0 so, dass

cW(Z,tg) + € —u?(Z,tg) >0

auf graph u(-, tg)| 4. Dieses ¢ existiert wegen Lemma A.4 im Appendix. Der Vergleich
mit Sphéren liefert

cU(Z,t)+e—u?(Z,t) > %

fiir ¢ in einem beschriankten Zeitintervall und Z € graphu(-,t)|gn+m\ 4, wobei 7()
groB genug gewihlt wird. Beachte, dass dann ein Minimum von ¢¥ + € — u?, das
kleiner als § ist, nur auf einer kompakten Menge angenommen werden kann, da
¥ in y-Richtung schneller wéchst und in z-Richtung langsamer fiillt als v und da
polynomiales Verhalten nach Proposition 2.10 und Lemma 2.5 erhalten bleibt.
Weil

d

(dt—AM‘) (c¥ 4 e —u?) >0,

liefert das kompakte Maximumprinzip, dass ¢¥ 4+ € — u? > 0 fiir alle t > ¢y. Da
¥ — 0 lokal gleichméfig fiir ¢ — oo, kénnen wir schliefen, dass

limsup sup wu(z,t) < 2e.

t—oo zcRntm
Analog erhalten wir die Abschétzung

liminf inf w(z,t) > —2e.
t—oo zeRntm

Wir lassen nun € — 0, womit Theorem 2.1 bewiesen wére. [l

Wir beweisen nun noch den Spezialfall n = 1, der wegen p + 1 < n nicht im
Theorem 2.1 enthalten ist.

PROPOSITION 2.13. Sein = 1. Sei My*™ eine Fliche im R**™ 41 gegeben als
graphug, ug : R — R mit
1
<(C——
|UO(’I},y)| = 1+|J)|q

) eine Lisung des graphischen Mittleren

fir allex € R, y € R™ und ¢ > 1. Sei u(-,t
-). Dann gilt

Krimmungsflusses (1.2) mit u(-,0) = uo(
u(-,t) — 0
lokal gleichmafig fiir t — oo.

BEMERKUNG 2.14. Wihlen wir m = N — 1, erhalten wir die Stabilitit des RY
unter endlichen Storungen, wobei nur in einer Richtung gefordert wird, dass die
Anfangsstérung asymptotisch gegen Null konvergiert.

BEWEIS. Wir bemerken zuniichst, dass sup |ug| < C. AuBlerdem existiert zu

Rl+m
jedem € > 0 ein r > 0, sodass

sup luo(z,y)| < e

(—o0,—7)U(r,00) XR™
Wir definieren also eine Barriere BS‘ durch

B(')"(x,y) = 6167|$|2 + €
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und withlen die Konstante ¢; > 0, sodass Bf — ug > 0. Analog definieren wir
eine Barriere B, und wihlen eine Konstante ¢, > 0, sodass By (z,y) — uo(z,y) =
—cpe 7 — e —ug(z,y) < 0.

Seien nun B*(z,t) und u(z,t) mit z = (2,y) Losungen des graphischen Mittleren
Kriimmungsflusses mit Anfangswerten BSE beziehungsweise ug. Dann erfiillen B+

und u die Voraussetzungen des Theorems A.1 und wir schlieBen

B~ (z,t) < u(z,t) < Bt (z,1)
fiir alle z € R'™™ und alle ¢ € [0, 00). Da B¥(z,y,t) unabhiingig von y ist, geniigt
es B*(z,y,t) fiir festes y zu betrachten. Nach Theorem A.3 im Appendix aus [2]
wissen wir aber, dass B¥(x,y,t) — e fiir t — oo. Da e beliebig war, folgt die
Behauptung. a



KAPITEL 3

Stabilitat translatierender Troge unter polynomial
wachsenden Stérungen

Im Folgenden wollen wir Losungen des graphischen Mittleren Kriimmungsflus-
ses (1.2) auf R™™™ betrachten, die in der Zeit mit konstanter Geschwindigkeit trans-
latieren. Genauer betrachten wir eine konvexe, in « rotationssymmetrische, transla-
tierende, ganze Losung U auf R™T. Die Existenz von konvexen, mit Geschwindig-
keit 1 translatierenden, rotationssymmetrischen ganzen Losungen des graphischen
Mittleren Kriimmungsflusses auf R™ wurde in [11] fiir den Fall n = 2 bewiesen.
Die Autoren von [1] bemerken, dass dieser Beweis auch in beliebigen Dimensionen
anwendbar ist. Wir nennen diese Losung U und definieren

Ulz,y,t) = Uz, t) = U(x,0) +t,

wobei hier die Geschwindigkeit = 1 gesetzt wurde. Uber eine Skalierung wie in
(1.8) lasst sich jede positive konstante Geschwindigkeit erreichen. Lassen wir auch
negative Skalierungsfaktoren zu, dann erhalten wir auch negative konstante Transla-
tionsgeschwindigkeiten. Im vorherigen Kapitel haben wir translatierende Losungen
mit Geschwindigkeit 0 untersucht.

Wir fassen unsere Bemerkungen in dem folgenden Lemma zusammen.

LeMMA 3.1 (Existenz eines translatierenden Trogs U). Es ezistiert eine kon-
vexe, in x rotationssymmetrische, translatierende, ganze Lisung U des graphischen
mittleren Krimmungsflusses (1.2) auf R"T™.

BEWEIS. Die Existenz wurde bereits oben diskutiert. Dass U auch wirklich die
genannten Figenschaften aufweist, wollen wir nun zeigen.
Es gilt ganz allgemein fiir eine Losung U der Gleichung (1.2), dass U(x,y,t) :=

U(z,t) wieder eine Losung der Gleichung (1.2) ist. Wir haben némlich

D gty = 20(,0),

ot ot

0 J -
amZU(JC,Z/vt) - asz('xat)7
0
aika(xaz%t) - 0;

PU U PU
Ox;i0yr,  Ox;iOyr  OyxOyr
U U
0x;0x; o 0z;0z;

27
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fir ¢,j = 1...n und k,! = 1...m. Damit gilt

2
1+|DU|2:\/1+‘DU ,

e D UDU
*F T 1¥|DUP

diVRn+m —_—— =
1+ |DUJ? o,f=1

= 0ij — 7DiUDjAU DiDIU
= 1+ |DU|?

) DDPU

DU

12
,/1+]DU‘

und U ist Losung des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses.
Wir zeigen nun, dass U konvex ist. Fiir 2,z € R*™™ mit z = (z,y) # z = (Z,7)
und 7 € (0,1) erhalten wir ndmlich
Ulrz+(1-7)z,t) =U(ra+ (1 —71)T, 7y + (1 — 7)7, 1)
=U(re+ (1 —1)z,t) < 7U(z,t) + (1 — 1)U (z, 1)
=71U(z,y,t) + (1 - 7)U(z,7,1).
Die Gleichheit ergibt sich fiir den Fall x = Z, was einem Weg in Trogrichtung
entspricht.

Die Rotationssymmetrie in der xz-Komponente folgt aus der Definition von U und
der Rotationssymmetrie von U. [

= diVRn

Wir kommen nun zu einem ersten Hilfs- und Stabilitdtsresultat.
PROPOSITION 3.2. Sei ug : R*™™ — R stetig und es existiere ein d > 0, sodass
U(z,y,0) = uo(x,y)| < d.
Existiere ferner fir alle e > 0 ein R unabhdngig von y, sodass

sup |U(x,y,0) —uo(a:,y)| <e€
z€R™\ B, (0)
fiir jedesy € R™. Dann ezistiert eine Funktion u € C*°(R" ™ x (0, 00))NCO (R x
[0,00)), die graphische Losung des Mittleren Kriimmungsflusses mit u(-,0) = ug ist.
AuBerdem gilt fiir jede Losung u € C(R™™ x (0,00)) N COR™™ x [0,00)) mit
Anfangswerten ug, dass firt — oo

U(gja Y, t) - U(I, Y, t) —0
gleichmdfig auf R"T™ konwvergiert.

Bevor wir diese Proposition beweisen konstruieren wir Barrieren, die wir fiir
den Beweis benttigen. Wir definieren stetige Funktionen Boi : R — R durch
BE(z) = U(x,0) £ cre—<2l2l® fiir positive Konstanten ¢;, c¢o. Nach Konstruktion
dieser Funktion gilt | B (z) — U(x, 0)| < d fiir ein d > 0. Wir wenden nun Theorem
3.1 aus [1] an, um die Existenz einer Losung BE € € (R™ x (0, 00))NC?(R™ x [0, 50))
des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses mit Anfangsdaten B*(z,0) = BSE zu
folgern.
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U

R’I’L

Rm

ABBILDUNG 3.1. Trogwellen By und By

Die kanonischen Fortsetzungen dieser Funktionen auf R"™ werden uns spiiter als
Barrieren dienen. Analog zu der Definition von U definieren wir also nun Funktionen
BT :R"™™ x [0,00) — R durch

B*(z,y,t) = B*(,1),
fir x € R"” und y € R™ (siehe Abbildung 3.1). Wie im Beweis von Lemma 3.1 ist
B¥* wieder eine Losung des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses (1.2).
LEMMA 3.3. Als Stérungen von U sind B* stabil unter (1.2), das heifst
BE(z,t) = U(z,t) — 0
gleichmdfig in z fir t — oo.

BEWEIS. B(z,y,0) = BE(z,0) = U(z,0) £ cie~2” ist also unabhiingig von
y € R™. Der Graph von BT sieht folglich fiir jedes feste y gleich aus und hat
in y-Richtung keine Kriimmung, das heifit H[B¥|(z,y1) = H[B¥](x,ys) fiir alle
y1,y2 € R™. Es geniigt also zu betrachten, was mit U(z,0) + cre—e2lel” ynter (1.2)
passiert. Das Haupttheorem aus [1] sagt uns aber, dass

BE(z,t) = U(z,t) — 0
fir alle z € R™, wenn t — oo. Das bedeutet aber nach obigem Argument, dass

BE(z,y,t) — U(x,y,t) — 0 fiir alle (x,y) € R*™, wenn t — oco. Damit folgt die
Behauptung. ]

BEWEIS DER PROPOSITION 3.2. Fiir den Beweis der Existenz einer Losung
u € C®(R™™ x (0,00)) N CO(R™™ x [0,00)) mit Anfangswerten uy verweisen
wir auf Abschnitt 3.2. Dabei kénnen die in dem Beweis auftretenden Barrieren W;f
ignoriert werden.
Fiir ¢t — oo wollen wir nun

u(z,t) = U(z,t) — 0
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gleichmiiflig auf R" ™™ zeigen. Sei € > 0 beliebig aber fest.
Da |U(z,0) — up(2)| < d gilt, wihlen wir ¢, ¢ und ¢;, ¢; so, dass
B (2,0) —e < ug(z) < BT (2,0) + €
erfiillt ist. B* und u erfiillen die Voraussetzungen aus Theorem A.1 und wir kénnen
B (z,t) —e <u(z,t) < Bt (z,t) + ¢
fiir alle t > 0 folgern, also insbesondere
B~ (z,t) = U(z,t) —e <u(z,t) —U(z,t) < BT (2,t) = U(z,t) + ¢
fiir alle t > 0. Da aber B*(z,t) — U(z,t) — 0 fiir t — oo, folgt
—e< tll{go (u(z,t) = U(z,1t)) <e.
Wir lassen € gegen Null laufen und erhalten die Behauptung. O

BEMERKUNG 3.4. In [2] wird die Stabilitét fir selbstdhnliche Losungen aus
Kegeln unter endlichen Stérungen gezeigt. Nennen wir eine solche selbstidhnliche
Losung /Ac(m, t), dann gilt die Proposition 3.2 mit den gleichen Bedingungen auch fiir
Kegeltroge k(x,y,t) = k(x,t) anstelle der translatierenden Lésung U. Der Beweis
verlduft analog.

Wir moéchten an dieser Stelle das Haupttheorem vorstellen, das in diesem Kapi-
tel bewiesen werden soll. Wir verwenden dabei die obige Notation. Es ist iibersicht-
lich das Resultat hier vorzustellen um dem Leser eine Orientierung zu verschaffen
und einen Hinweis darauf zu geben, warum die nachfolgenden Konstruktionen er-
forderlich sind.

THEOREM 3.5 (Stabilitit der Troglosung). Sei n > 2. MJt™ sei eine Fliche
im R"T™*L die als Graph einer stetigen Funktion ug : R*™™ — R gegeben ist,
sodass fiir alle € > 0 ein R > 0 unabhdngig von y existiert, sodass

sup |U(.’E,y70) - UQ(Z‘,y)| <e€
z€R™\Br(0)

fiir alle y € R™ gilt. Weiter existiere ein Ry, sodass auf Bf, (0) x R™ die Unglei-
chungen

UO(xay) S C(l + ‘y|p1)7
uo(z,y) > —C(1+[y[*?)

mit p1 < 2 und pa+1 < n erfillt sind. Dann existiert eine Losung u € C°(R"T™ x
(0,00)) N CO(R™ ™ x [0,00)) der Gleichung (1.2) mit u(-,0) = g, fiir die

U(-,t) —u(-,t) - 0
lokal gleichmdfig fiir t — oo gilt.

3.1. Konstruktion von Barrieren auf (R" \ B%(0)) x R™

In diesem Abschnitt konstruieren wir Barrieren Wi auf (R™ \ BR(0)) x R™.
Die Konstruktion solcher Barrieren im R™ findet sich in [1] unter Lemma 2.3 und
wird hier lediglich ausgearbeitet.

Die Barrieren sollen fiir ¢ — oo asymptotisch zu der translatierenden Losung U
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sein. Die asymptotische Entwicklung von U fiir  — oo findet sich in [1] und ist
gegeben durch
A~ 7’2

In der asymptotischen Entwicklung tritt eine Konstante auf, die wir durch Ver-
schiebung ohne Einschrankung als Null annehmen diirfen.
Fiir eine mit Geschwindigkeit 1 translatierende Lésung V' der Gleichung (1.2)
koénnen wir V(z,t) = V(x,0) + t schreiben. Nehmen wir auflerdem an, dass V
rotationssymmetrisch in x ist, also V() = V(x,0) mit r = ||, dann lisst sich die
Gleichung (1.2) in die gewthnliche Differentialgleichung

Vl/ V/

—In(r) +O(rh).

r

umschreiben, wobei wir V(r) = V (r) gesetzt haben. Dabei bezeichnet ' eine Ablei-
tung nach r. Setzen wir ¢ = V', so ergibt sich

/I _ 2 _ _ f
<p—(1+<p)(1 (n 1)T).
Es gilt folgendes Lemma.

LEMMA 3.6. Fiir jedes R > 0 und jedes @9 € R hat das Randwertproblem
/ _ 2 _ _ f
¢ =1+ (1-n-1)%)
¢(R) = ¢o

eine eindeutige Losung p € C®([R,00),R). Auflerdem hat ¢ fir r — oo die asym-
ptotische Entwicklung

T 1
= —Z4+007?.
o) =~ ~ 11067
BEWEIS. Der Beweis findet sich in [1], Lemma 2.1. O

LEMMA 3.7. Sein > 2. Fiir jedes R > 0 existieren rotationssymmetrische gra-
phische Lésungen des Mittleren Kriimmungsflusses W, Wy : (R™\ Bg) x [0, 00) —
R, die mit Geschwindigkeit 1 translatieren und die folgende asymptotische Entwick-
lung fiir r — oo erfiillen;

r2

2(n—1)

Auferdem bildet die abgeschlossene Vereinigung dieser Graphen eine vollstindige,
nicht konvexe Liosung des Mittleren Krimmungsflusses (1.1).

Wﬁ(r,t):t—i— —Inr+O0@ 1) +C*.

BEWEIS. Erneut folgen wir ausfiihrlich dem Beweis in [1] Lemma 2.3. Wir
betrachten eine Hyperfliche im R”*!, die invariant unter Rotationen um die e, 1-
Achse ist. Auflerdem nehmen wir an, dass diese Fldche mit Geschwindigkeit 1 in
Richtung der e, ;1-Achse translatiert. Wir konnen diese Fliche an Punkten, an
denen der Tangentialraum nicht orthogonal zu e, ist, lokal als rotierter Graph
einer Funktion h iiber der e,41-Achse reprisentieren, etwa

U (h(z™* 1) -S* 1) x {=z" T} CR" x R.

gntl
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Es gilt h(x" 1 t) = h(z"T1—¢,0). Wir wollen 2" mithilfe der Funktion h ausdriicken
und durch Einsetzen in (1.2) eine gewohnliche Differentialgleichung fiir h herleiten.
In der Nihe von Punkten mit 2™ > 0 machen wir den lokalen Ansatz

+1

Zur Vereinfachung nennen wir die letzte Komponente 2™+ wieder 2" und setzen

& = (z1,...,2""1). Wir wollen v in

( DiUDj’U

8ij — ——2 | D'DJ
J 1+|Dv2> v

einsetzen, also in (1.2). Dafiir berechnen wir zunéchst fir k,l=1,...,n —1

k
Dk;'U - _iu
xkxl 6kl
Dilv - T 3 77
hi'
Dn =
v v
D2 _ hh//+(h/)2 3 hQ(h/)Q
nn" v 03 ’
xzFhh
Dl%nv = 3

Weiter haben wir

PO T O

v3 v v v3
5 i i |j’;|4 ‘SE'|2 h3(hl)2h//+h2(h/)4 h4(hl)4 |§3|2h2(h/)2
DijvD'vD’v = =" — — o+ 5 T S A

1 2
L IDo? = g (0 4 RA0) = o (1 (?),

V2

V= —.
v
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Daraus und wegen v? = h? — |#|? erhalten wir

A DivD'vD7v
YTy |Dv|?

(_ R S U SIS U0

h =

S| <

SRS

v3 v v v3
U2 <£|4 @ B hB(h/)Qh// 4 h2(h1)4 N h4(h/)4 N 2|i?|2h2(h/)2>>
h2(1 + (h/)Q) V3 V3 V3 5 Vo
22 n—1 hh"+(K)?  h(K)?
“v2h h ) h 02 \ \
S =12 / / S12(H7)\2
s (e 0 MO S

_|_

+

v2h3 A3
S 0 G (0 0 N (10 SN (1 & N 0 1
1+ (n)? A v (14 (R)?) w1+ (R)?)  hv*(1 4 (R)?)
2 n-1 |2[* |22
TwE T h TRy D) TR )
h// n—1 (h/)2v2h2(1 + (h/)Q) _ (h/)2h4(1 + (h/)Q) _ (hl)4’l)2h2
arw®  h (1 + (W)2)
(W)*h* + 2(h")2R2%|2|% — B2|2|2(1 + (B')?) + |2|* + v?|2|?
i R+ (W)?)
B n—1 (h/)2h4 _ (h/)2h2|§3|2 + (h/)4h4 _ (h')4h2‘i‘|2 _ (h/)2h4
arw® kT W21+ (h)2)
—(h/)4h4 _ (h/)4h4 + (h/)4h2|§3|2 + (h/)4h4 + 2(hl)2h2|i‘|2
h3v2(1 + (h')?)
—h?|2? — (h)2h%|2[% + |2|* + BP|2)? — |2
i R+ (W)?)
h' n—1
1+ ()2 h
Hierbei bezeichnet ’ eine Ableitung in #""!-Richtung. Fiir den Rest des Beweises
unterdriicken wir das Zeitargument.
Wir wihlen ein festes yo € R und schreiben fiir unsere Ansatzfunktion i die An-
fangswerte h'(y9) = 0 und h(yo) = R vor. Dies entspricht einem Minimum in g
(h"(yo) > 0), das in R™Richtung R = |z| weit vom Ursprung entfernt ist. Wir
erhalten also eine strikt konvexe Losung h der gewohnlichen Differentialgleichung

/ h" n—1 " n—1 / 2

in einem kleinen Intervall um yg. Die t-Abhéngigkeit wurde dabei aufgrund des
Ansatzes h(z"1 t) = h(z"* — ¢,0) unterdriickt. Kehren wir nun zu unserem ur-
spriinglichen Koordinatensystem zuriick, so kénnen unter Verwendung von Lemma
3.6 beide Enden nach unendlich fortgesetzt werden. Dabei erhalten wir das rdumlich
asymptotische Verhalten aus Lemma 3.6, das dem unser translatierenden Losung U
des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses entspricht. Den oberen Teil bezeich-
nen wir dabei mit W5 und den unteren mit WI'{ . Die beiden Teile kénnen sich

+
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wegen der zugrundeliegenden gewohnlichen Differentialgleichung nicht tiberschnei-
den. Wir fithren nun die Zeitabhingigkeit wie folgt ein

Wi(x,t) .= Wa(z) +t.
Damit folgt auch das geforderte zeitlich asymptotische Verhalten. O

BEMERKUNG 3.8. Wir kénnen zu rotationssymmetrischen Lésungen U der Glei-
chung (1.2), die mit beliebiger Geschwindigkeit s > 0 translatieren ebenfalls Bar-
rieren Wf;ct zu jedem R > 0 finden. Dies kann durch skalieren erreicht werden oder
indem man die Beweise der Lemmata 3.6 und 3.7 fiir solche Losungen wiederholt.

Wir stellen nun einige Eigenschaften der Barrieren Wg zusammen und fiigen
eine Abbildung 3.2 hinzu.

Wg

R

ABBILDUNG 3.2. Trog mit Barrieren Wf%t

(1) |[DWi (x,t)] — oo fiir || \, R.

(2) Es existieren Konstanten ¢*, ¢~ sodass
Wg(z,t) — ¢ <U(x,t) < Wi (x,t) +c.
(3) | l‘im Wi (z,t) + ¢t — Uz, t) = 0.
Wir wollen nur den Fall Wl;t behandeln. Fiir W verlduft die Argumentation dhn-
lich. Nach der Konstruktion von W7 gilt (1) fiir alle t. AuBerdem haben W und
U das gleiche asymptotische Verhalten. Fiir (2) und (3) wollen wir zeigen, dass
f(z,t) == W (2,t) — U(z,t) streng monoton fallend in |z| ist. Wir setzen r = ||

und f(r,t) := f(|z|,t). Dann gilt Df(z) = % ~(7’)|‘;—‘ und wir folgern

%f(r, t) = (DWi(r,t), =) = (DU 1), 5 ).

Dabei ist der letzte Term beschrankt und der erste geht gegen —oo fiir r — R.
Wir erhalten also die strenge Monotonie fiir geniigend kleine |z| — R > 0. Fiir den
Rest argumentieren wir wie folgt. Wenn f nicht monoton wére, konnten wir Wg
fiir ein |z| > R vertikal verschieben, sodass sowohl W und U als auch ihre ersten
rdumlichen Ableitungen iibereinstimmen. Dies widerspricht der Eindeutigkeit der
zugrunde liegenden gewohnlichen Differentialgleichung.
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Wir setzen diese Barrieren auf (R™ \ Br(0)) x R™ in kanonischer Weise fort
und nennen die neuen Barrieren wieder Wf{, wenn es zu keinen Missverstdndnissen
kommen kann. Ansonsten gilt die Notation

Wi (z,y,t) = Wi (x,1).

3.2. Konstruktion einer L6sung

In diesem Abschnitt wird zu gegebenem ug eine Losung u der Gleichung (1.2)
konstruiert, die die Barrieren Wf{ fiir ein R > Ry respektiert. Dabei wird das
klassische Dirichlet Problem fiir den graphischen Mittleren Kriimmungsfluss mit
translatierenden Randwerten bewiesen, also Theorem 3.9.

Fiir n > 2 erhalten wir fiir jedes R > 0 analog zu Lemma 3.7 Funktionen
W}% :(R™\ BE) x R™ x [0,00) — R, die mit Geschwindigkeit s translatieren, ro-
tationssymmetrisch in x sind und graphische Losungen der Mittleren Kriimmungs-
flussgleichung (1.2). Allerdings kénnen wir mit Korollar A.2 nicht schlieflen, dass
Wf%t Barrieren fiir eine Losung u mit Anfangswerten wg sind. Diese negative Ei-
genschaft ist der Tatsache geschuldet, dass aufgrund der Nicht-Kompaktheit des

Definitionsgebietes (R™ \ B%) x R™ die Bedingung
Wy <u<Wg

auf 0B (0) x R™ x [0, T'] nicht erfiillt zu sein braucht. Fiir |y| — oo kann der Gradi-
ent einer Losung v am Streifenrand 0B (0) x R™ x [0, T'| unendlich grof werden und
damit den Rand der Barriere beriihren. Dieser Umstand konnte leider nicht beho-
ben werden, was es erforderlich macht eine Losung u zu gegebenen Anfangswerten
ug zu konstruieren, die fiir ¢ € [0, 00) die Bedingung

W5 (2,t) <u(z,t) < Wi(z,t)

fir alle z € (R™\ B}) x R™ und ein R > Ry erfiillt.

Bevor wir zu gegebenem stetigen ug eine Losung u des graphischen Mittleren
Kriimmungsflusses (1.2) auf ganz RY konstruieren, wollen wir zunichst das allge-
meine Anfangs- und Randwertproblem des graphischen Mittleren Kriimmungsflus-
ses fiir translatierende Randwerte 16sen.

THEOREM 3.9. Sei () ein beschrinktes Gebiet im RY. Sei 00 € C*, Hypg > 0
und @ € C%*(0R), ug € C**(Q). Dann hat das Anfangs- und Randwertproblem

ug = /14 [Dul? div <\/1+D“T|2) in Q x [0,T),
u(-,0) =wu in €,

(3.2) 0
1 = 4/ + ‘DUO|2 le <\/lquiOuo|2> CLUf 39,
u(z,t) = p(z) +t auf 0Q x [0,T)

eine eindeutige Losung u € C*1+2/2(Q x [0,T)), wobei auch T = oo zugelassen
werden kann.
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Bezeichne U, die eindeutige translatierende Lésung der Gleichung

ug = /14 [Dul? div <\/1+DHT|2> in QxR
u(z,t) = p(z) +t auf 002 x R,

mit Uy (z,t) = Uy 0(2) + t fiir ein eindeutig bestimmtes Uy o € C**(). Dann gilt
auferdem

u(z,t) — Uy(z,t) — 0
gleichmafig in z fir t — oo.

BEWEIS. Existenz- und Eindeutigkeitstheorie fiir quasilineare parabolische Dif-
ferentialgleichungen liefert uns Kurzzeitexistenz einer Losung u auf Q x [0, T) (siehe
Appendix). Um zu zeigen, dass T' = oo gilt, beweisen wir zunéchst innere Gradien-
tenabschéatzungen.

Da ug € C*%(Q), existiert supug =: d. Ferner wissen wir aufgrund der Folge-

Q
rung 3.5.3 aus [12], dass es zu  eine eindeutige translatierende Losung U, (2,t) =
Upo(z) +t in C*>(Q) gibt. Es existieren also Konstanten C*(d), sodass

Uy(+,0) = C~ < u(-,0) < Uy(-,0) + CT.

Mit der Bemerkung 1.6 folgern wir die Ungleichung fiir alle ¢ > 0 und erhalten
somit a priori Oszillationsschranken der Form

supu(-,t) < CF([[uollcory) +1
(3.3) @

infult) 2 ~C(Juollooay) +1
fiir alle ¢t > 0. Im Intervall [0,7) ist u(z,t) in z und ¢ also gleichm#Big beschréinkt.
Wir verwenden die zeitlich inneren Abschétzungen aus [13] in der Form, wie sie in
[1], Theorem B.2, zitiert werden, und erhalten damit innere Gradientenschranken
an v fiir alle £ > 0. Um Gradientenschranken am Rand zu erhalten machen wir den
Ansatz

6% (2,t) = wF(2) + t.

Da Hpq > 0, wissen wir aus der Minimalflichentheorie (vgl. [5], Kapitel 16), dass
es eine Barriere wt(z) gibt, die ¢ = wt auf 9Q, up < wh in Q, = {z € Q :
. . . . o + o 5 Dwt <
dist(z,09) < a} fiir ein @ > 0 klein genug und —Aw™ := div (W) <0

erfiillt. Damit haben wir

0

a(ﬁ(z,t) + /14 |D6t2(2,t)AdT (2,t) = 1+ /1 + |Dwt|2(2) Aw™ (2) > 0.
Fiir eine untere Barriere gehen wir analog vor, nehmen diesmal jedoch nicht die
Barriere der Minimalflichengleichung sondern die fiir eine vorgeschriebene Mittlere
Kriimmung. Wir hitten gerne

_ 1 . Dw~ 1
Aw™ € ————— & div > :
V14 |Dw—|? 1+ |Dw=|? V14 |Dw—|?

Dafiir betrachten wir die Gleichung

Af=— 1t

VI+Df?
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Da Hyq > 0, folgern wir aus Satz 3.2.8 in [12] die Existenz von globalen Barrieren,
insbesondere einer unteren Barriere w™ mit ¢ = w™ auf 02, ug > w™ in Q, und

div Dw _ > L . Damit haben wir
1+ Dw—2 1+ Dw—2

%crw) V11 Do (2, 8) A6 (2,1) = 1+ /1 + | Dw—2(2) Aw™(2)

—/1+ |Dw—|?
+ ——— < 0.
1+ |Dw—|?
Auflerdem kénnen wir 6= < ug < 6T in €, erreichen und wegen (3.3) gilt die
Abschitzung

7 (2,t) S wulz,t) <6 (2,1)

auf (09, N Q) x [0,T). Mit dem parabolischen Vergleichsprinzip fiir quasilineare
Differentialgleichungen schlieflen wir

07 (2,t) <u(z,t) <67 (2,1)

fiir alle ¢ > 0. Damit existiert eine Konstante, die nur von ¢, ug und 92 abhéingt,
sodass |Du| < ¢ gleichméBig auf 9 x [0,T]. Da v(z,t) := /1 + |Du|?(x,t) eine
parabolische Differentialgleichung erfiillt, auf die das Maximumprinzip angewendet

werden kann (vgl. [14] Lemma 1.2), schliefien wir, dass sup |Du| durch eine Kon-
Qx[0,T)
stante beschrénkt werden kann, die nur von ¢ und sup | Dug| abhéingt. Daraus folgt

die Langzeitexistenz wie iiblich. Sei ndmlich T das maximale Zeitintervall, auf dem
eine Losung existiert. Dann wissen wir aufgrund der obigen a priori Abschitzungen,
dass die Losung auf das abgeschlossene Intervall [0, T fortgesetzt werden kann. Da
wir eine C2T®1+2/2 T sung auf § haben, sind die Kompatibilititsbedingungen bei
t =T erfiillt. Wir wenden erneut die Kurzzeitexistenz an und erhalten eine Losung
auf dem Intervall [0, + ¢) fiir ein kleines € > 0, was der Maximalitidt von T wider-
spricht.

Wir wollen nun noch die Konvergenz zeigen. Dabei folgen wir der Argumentation
in [1] Lemma 4.2. Fiir 6 > 0 betrachten wir f :=u — U, auf

Q ={z€Q:u(z,t) - Uy(z,t) >}

und wollen u(z,t) < U, (z,t) + 0 zeigen. Eine untere Schranke erhalten wir analog.
Wir nehmen an, dass Q; # 0 fiir alle ¢ > 0. Es gilt f(z,t) = 0 fiir alle z € 9Q.
Also kann ein von Null verschiedenes Maximum von f nur im Innern angenommen
werden. Die Differenz zweier Losungen der Gleichung (1.2) erfiillt eine lineare Diffe-
rentialgleichung, die gleichméBig parabolisch ist, wenn |Du| und |DU,| beschrinkt
sind (vgl. [5] Theorem 17.1). Dass |Du| < C haben wir bereits gesehen. Wegen
|DU,(2,t)| = |DU, ()| erhalten wir aus der elliptischen quasilinearen Theorie
|DU,| < C. Nach dem starken Maximumprinzip folgern wir, dass max f(z,t) in der

Zeit streng monoton fallend ist. Wir definieren
fe Q@ x [~tg,00) = R
fk(z, t) = f(Z, t+ tk)

fiir eine Zeitenfolge ¢, — oo. Dann konvergiert eine Teilfolge (f,,) in der C*1-
Norm zu einer Grenzfunktion fo : @ X R — R und fo + U, ist wieder eine Losung
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des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses (1.2). Da méxx(u —U,) in Q strikt

gegen eine positive Konstante d féllt, folgern wir iiber das Maximumprinzip

0<d< mgx(u —Uy,)(z,t) < mgx(u —U,)(z,T)
fiir alle ¢ > T. Damit ist sup foo(+,t) Zeit unabhiingig und nicht kleiner als J. Da
Q

Q; # 0, wird ein Maximum fiir jede Zeit ¢ irgendwo in 2 angenommen. Das starke
Maximumprinzip impliziert, dass fo iiberall in € nicht kleiner als ¢ ist. Das ist ein
Widerspruch zu den Randwerten von f. [l

Wir wollen diese Losung des Dirichletproblems mit translatierenden Randwer-
ten ausnutzen um eine Losung auf ganz RY zu erhalten. Dazu betrachten wir im
Folgenden das nachstehende Problem. Sei U wie in Lemma 3.1. Sei R > 0, dann
wéhlen wir € = % und glédtten ug durch

(wo)e) = — [ 1 (222 ) wo(z) dz,
o Lo ()

wobei p € C(RY), 1> 0 und [;y = 1. Damit gilt (ug). € C°(RY).
Es existiert nun eine Abschneidefunktion n € C°°(R") mit den Eigenschaften:
) o<n<l,

ii) n =1 auf B;(0) und n = 0 auf B;(0) \ B2(0),

iii) und |Dn| < 4.
Wir setzen
z

(w)e() = 1 (5 ) (wo)e(=) + (1=n(5) ) U(z0)

und betrachten das Anfangs- und Randwertproblem

TR TR 4 e .
(B4 SuRe ) = U0 auf OBsp x [0,T)
uft(2,0) = (up)e r(2) in B3g.

Wir bemerken, dass Rlim (u0)e,r(2) = up(2) fiir alle z € RY gilt. Wegen Theo-
—00

rem 3.9 hat das Anfangs- und Randwertproblem (3.4) fiir ug € C°(B3g(0)) eine
eindeutige Losung uf* € C°°(B3g(0) x (0,00)) N C°(B3g(0) x [0,00)), wobei die
hshere Regularitét aus den inneren Abschitzungen aus [3] und der Randregula-
ritdt von u® folgt.

Das nachfolgende Lemma, zeigt, wie man Gradientenschranken an «* unabhiingig
von R auf einem kleineren Gebiet Bp, fiir alle R > Ry erhélt. Wir folgen dabei der
Argumentation des Beweises von Theorem 5.1 aus [3].

LEMMA 3.10. FEs ezxistiert ein Ry > 0, sodass fir alle R > Ry > 2Ry > 0
eine glatte Liosungen u* des graphischen Mittleren Krimmungsflusses (1.2) auf
Bgr(0) x [0,7] mit uf*(z,t) = p(2) auf OBR(0) x [0,T] und ¢ € C*(dBg) die
Abschdtzung

sup  [u”t[ < Co
BZRO X [O,T]
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erfiillt, wobei Cy = Co(n, Ry, T, sup |uf|) unabhdngig von R ist. Aufierdem gilt

BRl

sup |Duf| < Cy
By o x[0.7]

mit Cy = Cy(n, Ry, Co, sup |Dufl|) und fiir jedes e > 0

2Rg

sup |D™uf| < Cy,
BROX[€7T]

mit Cp, = Cp(m,n, €, Ry, Co, C1).

BEWEIS. Sei Ry > 0. Definiere Ry(Rp) := \/4R2 + 2nT und bemerke, dass
Ry > 2Ry gilt. Definiere

at = (0,supul’ + Ry +1) € RN*L,

Br,
Setze MF = graphuf(-,t). Fiir R > R; gilt dann nach Definition
MynBE T (at) =0
und
OMFNBR T (a) =0
fiir alle ¢ € [0, T]. Der Vergleichsatz 1.4 mit Sphéren liefert
MENBYE (at) =0
fiir alle ¢ € [0,T]. Wir bemerken, dass B,(;) unter dem Mittleren Kriimmungsfluss

(1.1) in der Zeit schrumpft wie r(t) = \/R? — 2nt (vgl. Beispiel 1.3). Wir haben
also

T(O) = R1

P(T) = \/ R} — 20T = \JARE + 2nT — 20T = 2Ry

Es folgt
sup ult < C’o.
BQROX[O,T]
Wir erhalten fiir o= := (O,Jignf ull — Ry — 1) € RV*! und Bg1+1(a_) eine untere
Ry

Schranke und damit

sup |uR| < Cy,
B2R0 X [O,T}

wobei Cy = Co(n, Ry, T, sup |ul|) unabhiingig von R ist.
Ry
Wir wenden nun die Gradientenschranken des Theorem 2.3 aus [3] an und erhalten

sup |DUR| <0
By, x[0.T]
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mit C; = Cy(n, Ro, Cy, sup |Dul|).
Bar,,
Wir wéhlen Koordinaten, in denen h;; diagonal ist und rechnen

|A|2 _ gikgjlhijhkl — Zhn‘hu(g“)Q
il

1 1
> > hihudy = ——— hii)?
= (1+ [Dul?)? zl: T 1+ [Dul?)? zi:( )

1
> Dz 27
= vy P
wobei benutzt wurde, dass (1 + |Du|?)~! der kleinste Eigenwert von g% ist. Mit
Schranken an |A|? erhalten wir also Schranken an |D?u|. Eine analoge Rechnung
lésst sich fiir hohere Ableitungen durchfiihren.
Mit Korollar 3.5 ii) aus [3] erhalten wir Schranken an |[V™A|? und damit nach
obiger Argumentation fiir jedes ¢ > 0
sup |DmuR| <Cp
BRO X [G,T]

mit Cy, = Cp(m,n, €, Ry, Co, C1). O

Wir haben also nun gesehen, wie wir fiir das Problem (3.4) unabhéngig von
R Gradientenschranken erhalten kénnen. Wir wollen diese Schranken benutzen um
eine ganze Losung des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses (1.2) auf RY zu
konstruieren.

PROPOSITION 3.11 (Anwendung Arzela Ascoli). Seien Ry, Ry > 0 mit Ry >
2Ry gegeben. Fiir alle k € N mit k > Ry > 2Rq seien u* : Br(0) x [0,7] — R
glatte Losungen des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses (1.2) mit uk € C? .

Dann existiert eine Diagonalfolge (u*)reny mit u* — u: RN x (0,T] — R und u ist
wiederum glatte Lésung der Gleichung (1.2).
BEWEIS. Lemma 3.10 liefert
sup  |uF(z,t)| < Cy
ZGBRO (O)
fiir alle k > Ry > 2R und alle ¢ € [0,T] und Cj ist unabhéngig von k, sowie
sup | Duf(z,t)] < Cy
ZEBRO (0)
fiir alle K > Ry > 2Rp und alle ¢ € [0, 7] und C} ist unabhingig von k. Auerdem
gilt
sup  |D™uf| < Cpp
BRO X [E,T]

fur alle £ > Ry > 2Ry und alle € > 0, wobei (), unabhénig von k ist.
Wir folgern also die gleichmiiflig gleichgradige Stetigkeit der u* mit

\uk(zl,t) - uk(zg,t)\ < sup |Duk(w)|\z1 — 29| < Chl|z1 — 29

’UJGBRU

Wir betrachten u* fiir K > Ry > 2Ry auf Bg,(0) und schliefen mit Arzeld Ascoli
auf die Existenz einer auf Bg,(0) konvergenten Teilfolge u* mit u* — wu auf
Bpg,(0) x [R%NT} fiir I — oo. Wir legen ein Folgenglied beiseite. Es wird spéter
das erste unserer Diagonalfolge. Nun betrachten wir u* auf Bag,(0). Fiir [ so
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grofl, dass k; > 2R; > 4Ry gilt, erhalten wir auf Bap,(0) mit Lemma 3.10 erneut
Gradientenschranken

sup | D™yt (2, )] < C | n,T,2Ry, sup |u§l|, sup |Du§l|
(2,t)€B2aRr, (0)x[0,T] Bag, Barg,
fiir m = 0,1 und
sup | D™k (2, 1)| < C(n,m,Ro,é)

(2,t)€B2Rr, (0)x[€,T]

fiir jedes € > 0 und m > 2. Wir kénnen noch einmal Arzela Ascoli anwenden und
erhalten Teilfolgenkonvergenz gegen ein 4. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwer-
tes gilt u = @ auf Bg,(0). Erneut legen wir ein Folgenglied dieser Teilfolge beiseite.
Es wird das zweite Folgenglied unserer Diagonalfolge. Wir wéhlen schliefSlich eine
Diagonalfolge und erhalten Konvergenz auf immer gréfleren Gebieten, wobei der
Grenzwert immer mit dem auf kleineren Gebieten iibereinstimmt. Also kénnen wir
die lokal gleichmifige Konvergenz der nun wieder u* genannten Diagonalfolge ge-
gen eine Funktion u : RY x (0,7] — R auf RY folgern. Wenden wir Arzela Ascoli
auf die hoheren Ableitungen von u* an, kénnen wir iiber die Konvergenz der hoher-
en Ableitungen die Regularitéit von u folgern und damit auch, dass u die Gleichung
(1.2) erfiillt. O

Konstruktion der Losung: Wie zu Beginn dieses Abschnitts erwahnt, wollen
wir nun das Theorem 3.9 und Proposition 3.11 auf unseren Fall anwenden und eine
Losung u des graphischen Mittleren Kriimmungflusses (1.2) zu gegebenen Anfangs-
werten ug konstruieren, die die Barrieren Wg fiir ein R > Ry respektiert.

Dazu sei ein ug gegeben, das die Bedingungen des Theorems 3.5 erfiillt. Sei
€ > 0 gegeben, dann existiert nach Annahme ein R > Ry unabhiingig von y, sodass

sup |U(.’L‘,y,0) - U()(z'L'7y)‘ <€
z€R™\ Br(0)

Dazu wéhlen wir Barrieren W}}t wie wir sie in Lemma 3.7 konstruiert haben. Ferner
seien W; bereits so verschoben, dass
W5 (,0) < ug < WH(-,0)
und
Wg (0) SU(,0) < WE(,0)
gilt.
Wir wéhlen r > 0 ausreichend gro§ (r > R) und bezeichnen mit u" eine Losung
des Problems (3.4).
Damit haben wir fiir t =0
W}g('vo) < u6 < W}J%r(ﬂ 0)
auf o := BN (0) N ((R™\ B%(0)) x R™). Wegen den inneren Abschiitzungen aus [3]
haben wir Gradientenschranken fiir u” auf BY (0) x [e, 00) fiir ein beliebiges € > 0
und wissen daher, dass u” die Barrieren W5 auf BN (0) N (0B%(0) x R™) nicht
beriihren kann. Nach Konstruktion von W= und »" gilt
Wr () Su(8) S WE(S1)

auf BN (0) fiir alle ¢+ > 0. Mit dem Vergleichsprinzip Korollar A.2 folgt die Unglei-
chung
Wi (t) Su'(t) S Wi (1)
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dann fiir alle ¢ > 0 und jedes r > R auf ganz BN (0). Wegen der Stetigkeit von ug
existieren Konstanten C*,C~, die von r und |uo|co(ry abhingen, sodass

U(-,0) — C~ < u"(-,0) < U(-,0) + C*.

Dies funktioniert fiir jedes feste » > R. Mit dem Vergleichsprinzip Theorem A.1
folgern wir fiir alle 0 <t < T

UG t)—C™ <u"(,t) <U(t)+CT

auf BY(0). Damit haben wir gleichméfige Oszillationsschranken an u” auf BN (0) x
[0,T) gefunden und mit den zeitlich inneren Abschétzungen aus [13] in der Form,
wie sie in [1], Theorem B.2, zitiert werden, erhalten wir Gradienten- und héhere
Ableitungsschranken im Inneren an u" fiir alle ¢t > 0, die auf einem kleineren Ball
in BY unabhingig von r sind. Proposition 3.11 liefert schliefilich eine Losung u der
Gleichung (1.2) auf RY x [0, ), die

Wi (2,t) <u(z,t) < Wi(z,t)

fiir alle (z,t) € (R™\ BE(0)) x R™) x [0, 00) erfiillt.
Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir die konstruierte Losung u auch wirklich
u(+,0) = up gilt. Dies wird {iber ein lokales Argument in [13] Theorem 5.2 gezeigt.

3.3. Konstruktion von Barrieren auf B}(0) x R™

In diesem Abschnitt werden mithilfe des Theorems 2.1 Barrieren auf B%(0) xR™
konstruiert. Hierbei wird insbesondere die Konvergenzrate ausgenutzt und mit der
Geschwindigkeit der translatierenden Losung verglichen.

Im Folgenden gehen wir zunéchst davon aus, dass U(z,t) = U(z,0) + st und
ug die Bedingungen

(1) fur alle € > 0 existiert ein R > 0 unabhingig von y, sodass

sup  |U(x,y,0) —uo(z,y)| < e
z€R™\Br(0)

fiir alle y € R™ gilt und
(2) es existiere ein Ry > 0, sodass auf Bf (0) x R™ die Ungleichungen

ug(z,y) < Cr1(1+ [y[),
uo(z,y) > —Co(1 + |y[P?)

mit festen p; <2, p2+1<n

erfiillt sind. Aulerdem translatiere U so langsam, dass

erfiillt ist und ¢y > 1 spéter bestimmt wird. Ferner nehmen wir an, dass u die wie
in Abschnitt 3.2 konstruierte Losung zu ug ist.
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3.3.1. Konstruktion unterer Barrieren. Wir wollen untere Barrieren kon-
struieren und interessieren uns daher zunéchst nur fiir die Abschitzung
up(z,y) = —C2(1 + [y|*?).

Wir haben also bereits uy gegeben und damit n und py. Wir definieren eine Funktion
By : R**™ — R durch

- —C3(1 + [y[P=+)
BO,O(xvy): 1+|$|q

fiir alle z € R™, y € R™ und wéhlen g > n sowie a > 0 so klein, dass immer noch
p2 + 1+ a < n gilt. C5 wird dadurch bestimmt, dass die Ungleichung

By o(2) +1 < uo(z)

fiir alle z € R™"™™ erfiillt sein soll. Wir fordern insbesondere Cs > 1. Ohne Ein-
schrankung kénnen wir C3 so grofl wéhlen, dass

(3.5) Byo(z) +1 < Wg(2,0)

fiir alle z € (R™\ Bg) x R™ und fiir das R > Ry, zu welchem die Barrieren Wi
gewihlt wurden. Sei By : R"™ x [0, 00) — R eine auf R"™™ x (0, 00) glatte Losung
des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses (1.2) mit

By (+,0) = By g

Wir wollen das kompakte Maximumprinzip auf dem Gebiet B%(0) x R™ auf die
Funktionen u und By + 1 anwenden. Dafiir benétigen wir, dass ein Minimum von
u— (By + 1) nur auf einer kompakten Menge angenommen werden kann. Wegen
der Konstruktion von u wissen wir, dass

Wg(z,t) < ulz,t) < Wi (z,1)
fiir alle (z,t) € ((R™\B%(0))xR™)x |0, 00). Wir erhalten also am Rand 0 B%(0) xR™
bereits
By (- t) +1 < u(-,t)

fiir alle t € [0, o] mit einem to > 0, das spiter bestimmt wird. Da der Graph von
By ¢ in y-Richtung schneller fillt als der von ug, kann ein Minimum von uo— (BO_7 ot
1) nur auf einer kompakten Menge in B%(0) x R™ angenommen werden. Aufierdem
existiert eine Sphire Sz mit Radius Ry := \/R2 +2(n + m + 1)t, und Mittelpunkt
(0,yo) fiir ein moglicherweise sehr grofes |yo|, sodass die Sphére zwischen ug und
By o+ 1 liegt (vgl. Abbildung 3.3). Wegen Beispiel 1.3 wissen wir, dass der Radius

der Sphire in der Zeit nach der Vorschrift R(t) = \/ R2 — 2(n +m + 1)t schrumpft
und daher gilt R(tp) = R. Da das Vergleichsprinzip jeweils auf Sg(), graphu(-, )
und Sg), By (+,t) + 1 angewendet werden kann und Ry so gewéhlt werden kann,
dass Ro(|yo|) — oo fiir |yo| — oo gilt, kann ein Minimum von u — (By + 1) auf
(B%(0) x R™) x [0, to] nur auf einer kompakten Menge angenommen werden.

Wir wollen die Konvergenzrate aus Theorem 2.1 auf B, anwenden. Dafiir bemerken
wir zunéchst, dass nach Voraussetzung ¢ > n > ps + 1 + « gilt und damit

: {n(pz+1+a) Q(P2+1+a)} n—(p2+1+aq)
Y = min =

2 ’ 2 2
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By +1
ABBILDUNG 3.3. Querschnitt bei y = yo fiir groies |yo].

Es wird notig sein eine genaue Abschéitzung der Konvergenzrate zu erhalten. Hatten
wir eine Anfangsfunktion der Form

a+ bly[P=*e
wo(z,y) = W
mit den wie oben gewihlten py und ¢, dann interessieren wir uns explizit dafiir,
wie die Konstanten a,b in die Abschitzung der Konvergenzrate eingehen. Dafiir
betrachten wir noch einmal den Beweis des Lemmas 2.3. Wir bemerken, dass es
nur notig ist den Term A genauer abzuschitzen. Wir setzen ps := ps + a. Wir
erhalten

m+pa —|z9|2
A<t +/ e T (a4 2Pb|y|P® + 273b|2|P°) dzo

fiir alle t > 1 und y € R™ mit m = m/. Insgesamt erhalten wir dann fiir eine Lésung
w der Gleichung (1.2) die Abschétzung

s

(3.6)  |w(z,y,t)] < t_”C(n,m,Q)/ e T (a+2Pbly[Pr + 27b|z0 ) dzo

m
—lz12

ztfvc(n,m,q)/ e~ 1 (a+2P3b|2|P?) dzo

m

:=¢o(n,m,q,a,b,p3)

—lz31?
+C(nam7qap3)/ € 42 dZQ 'bt7’y|y‘p3

m

&o(n,m,q,p3)
= t_’yéo —+ éobt_’y|y|p3
fir alle t > 1 und alle y € R™. Wir sehen sofort, dass ¢y in b monoton fillt und

gegen eine positive Konstante konvergiert, wenn b — 0 und alle anderen Variablen
festgehalten werden. Der zweite Term konvergiert in y lokal gleichméBig gegen Null,
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wenn b — 0 und alle anderen Variablen festgehalten werden.
Wir wenden die Abschétzung (3.6) auf By an und erhalten fiir ein spéter bestimm-
tes to > 1 grofl genug die Abschitzung

|By (z,y,t0)] <to ¢+ cCsty " |y|P?,

wobei in diesem Fall noch a = b = Cj5 gilt. Ferner wird ¢y nun dadurch bestimmt,
dass

C _
(3.7) - +}q —t57¢9 > st =1
und
(3.8) to e <27t

1+ R4

erfiillt sein sollen. Dabei ist R > Ry das, welches zu Beginn des Abschnitts 3.3
durch € > 0 festgelegt wurde.

Wir wissen, dass U(z,t9) = U(z,0) + 1 bei tp um 1 nach oben translatiert ist.
Gleichzeitig zeigen die Abschétzungen (3.7) und (3.8), dass fiir alle (x,y) € B xR™
die Differenz

— — — A s Cs(1 + |y|P2
(39) BO (xa:%tO) - BQ 0(33,3/) > _tO VCo — tO 70003|y|p3 + w
' 1+ |z|2
Cs s 1 o
> Tl Gt <1+Rq —t0760> Csly[P

>1

grofer als 1 ist. Dies ermoglicht es eine neue untere Barriere zu konstruieren. Wir
definieren eine weitere Funktion By, : R"™™ — R durch

—C5 — 2_103|y‘p3
14 |z|e

BiO (1’, y) =
fiir alle x € R", y € R™ und ¢ wie zuvor. Man bemerke die Verbesserung im Faktor
vor |y|P3 . Wir erhalten fiir (z,y) € B x R™

w(@,y,to) > By (,y,t0) +1

C3(1 + [y[P?)

> _ta’YéO - t676003|y|103 + 1+ |I“q

= —ty 'éo — ty "G Csly” + 1

@D Cy+27Chlyls

- 1+ R
S>o_ st 271Gyl
B 14 |z
=2+ Bio(x,y).

Wir wollen die Ungleichung fiir alle 2 € R™™™ garantieren. Dafiir zeigen wir
By o(z,y)+2 < Wi (z,y, to) fiir (z,y) € (R"\BE)xR™. Wegen Wg (2,t0) < u(z,t0)
folgt dann die gewiinschte Ungleichung. Da By o(z,y) + 2 — 2 fiir |z| — oo und
Wg (x,y,t0) — oo fiir |x| — oo geniigt es den Fall y = 0 zu betrachten. Wir wollen

C3

BT 0)+2=2— —F7—
170(x’ )+ 1+ |z|2

< WE(CE, O,to)
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zeigen, was in Betracht der Translationsgeschwindigkeit von W gleichbedeutend
ist mit der Forderung

Cs

- m < ng(l‘,o,O)

Dies gilt aber wegen (3.5), womit wir
By o(2) +2 < u(zto)
fiir alle z € R™™ gezeigt hiitten.

Sei By : R"*™ x [0,00) — R eine auf R"™ x (0, 00) glatte Lésung des graphischen
Mittleren Kriimmungsflusses (1.2) mit

Bl_(vo) = Bl_,O'

Wie in der Argumentation der unteren Barriere B schliefen wir mit dem kom-
pakten Maximumprinzip, dass fiir alle ¢ € [tg, 2t] die Ungleichung

By (-t —to) +2 < u(-t)

auf BE(0) x R™ erfiillt ist. Wir wenden erneut die Konvergenzabschétzung (3.6)
auf B mit a = C3 und b = 271C3 an und erhalten

_ —|zo12
\B; (2, t0)] < t” e(n,m, q) / T (Cy + 2771yl iy

m

:=¢1(n,m,q,a,b,p3)
+ Coty Y27 Csly|P?
<ty e + Gty 127 ClylPe.

Da ¢égt, " < 1, ist der Faktor vor |y|Ps erneut kleiner geworden. Auerdem haben
wir ¢1 < ¢g. Wir schlielen also erneut

B _ o o Cs 27 CylylPs
By (x,y,t0) — By o(w,y) > —ty ¢1 —to &2 'CslylP® + 1+ R + 1+ Re
Cs

oy _ 1 e .
TrR At <1+Rq _tovc‘)) w

>1

>

fiir alle (z,y) € Bi x R™. Wir definieren eine weitere Funktion By, : R"*" — R
durch

—Cs5 — 2—203',!/‘1)3
1+ |x|9

BQTO(xJ/) =
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Zeitintervall [0,5] | Zeitintervall [to, 2t0]

' v

'

ABBILDUNG 3.4. Iterationsprozess der Barrieren B; , Querschnitt
bei y = 0.

fir alle z € R”, y € R™ und ¢ wie zuvor. Wir erhalten fiir (z,y) € B x R™
U(l’, Y, 2t0) > Bl_ (Iv Y, tO) +2

Cs(1 427 y[™)
1+ z]

Y

—ty e — 1y @27 Cyly|P* + + Bo(z,y) +2
= —ty e —ty 0 Ca2 7 Hy|P* + 2

B8 Cy+ 2 Colyle

- 1+ R4
>3- Cs +272Csy["
- 1+ [z
=3+ B;O(m‘,y).

Ziel ist es, Barrieren B, zu definieren, die obige Argumentation iterativ anzuwenden
und zu folgern, dass der Faktor 27 fiir i — oo gegen Null konvergiert.
Die Konstruktion der Barrieren B; und B; wird in Abbildung 3.4 dargestellt.

Wir fassen unsere Uberlegungen in der folgenden Proposition zusammen.
PRrOPOSITION 3.12. Es ezistiert eine Folge von Funktionen
By :R™™ x [0,00) —» R

mit i € NU {0} mit folgenden Eigenschaften:
i) Jedes B; ist Losung des graphischen Mittleren Krimmungsflusses auf dem
Intervall [0, 00),
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i) B (z,t—itg)+(i+1) <wu(z,t) fir alle z € (BE(0)xR™) und t € [itg, (i+1)to],
ii) lim |B; (x,y,to)| < C4 lokal gleichmdfig in y fir eine Konstante Cy > 0.

BEwEIS. Nach Konstruktion der B, sind die Funktionen Losungen des gra-
phischen Mittleren Kriimmungsflusses auf dem Intervall [0, c0) mit den Anfangsbe-
dingungen

—C5 — 272'C3|y‘p3
L fafe
Die Behauptung ii) wurde fiir By in der Konstruktionsbeschreibung bereits bewie-

sen. Fiir allgemeine B; verlduft die Argumentation analog, wobei die B, fiir alle
(x,y) € B} x R™ die Abschétzung

B (z,y,t0) — B o(x,y) > sto =1

K2

B; (z,y,0) =

?

erfiillen. Die dritte Behauptung folgt aus der Abschéitzung
B (2, y.to)| < tg e + oty "2 CalylP*.
Aus (3.6) folgern wir, dass ¢; \, C4 fiir i — oo und eine Konstante Cy > 0. O

3.3.2. Konstruktion oberer Barrieren. Um die Idee fiir eine obere Bar-
riere besser préisentieren zu kénnen nehmen wir zunéchst an, dass ug in y-Richtung
weniger als linear wachsen darf, also p; < 1.

Wir konstruieren eine obere Barriere BT auf BJ%(0) x R™. Dazu definieren wir

By (z,y) = caly|
fiir eine Konstante c; > 0 und betrachten die selbstdhnliche Losung der gra-
phischen Mittleren Kriimmungsflussgleichung zu diesen Anfangswerten auf R*+™,
Wir erinnern zuvor an das Skalierungsverhalten von selbstdhnlichen Losungen. Sei
B*(x,y,t) eine Losung mit Anfangswerten B*(-,0) = By . Dann ist auch die ska-
lierte Losung B;\'(x,y,t) = %B*(Ax,)\y,/\zt) wieder eine Losung der Gleichung
(1.2) wie in der Einleitung beschrieben. Im Fall von Kegeln gilt sogar

1 c

Daraus und der Eindeutigkeit von Losungen der Gleichung (1.2) (vergl. [15]) folgt
BY(-,t) = B (-,t). Wahlen wir A = % so erhalten wir

3.10 Bt(z,y,t) = VIBT (-2, 2L 7).

(3.10) (z,y.1) ( AN )

Dieser Gleichheit entnehmen wir, dass selbstdhnliche Losungen lokal flach wer-
den und sich in der Zeit mit Geschwindigkeit ~ <= in Richtung der ey.1-Achse

aufwérts bewegen. Wir bemerken noch, dass das Verhalten in der Zeit der Losung
B*(-,t) nur von y abhiingt und fiir jedes feste x gleich ist. Dies erlaubt es die
Barriere auf das Gebiet B%(0) x R™ einzuschranken.

Die Idee diesen Kegeltrog als Barriere zu verwenden besteht darin ihn anfing-
lich tiber ug zu setzen und dann zu gegebener Zeit immer wieder nach oben zu
verschieben, siche Abbildung 3.5. Wir kénnen das kompakte Maximumprinzip an-
wenden, weil ein Minimum von Bt — u nur auf einer kompakten Menge und im
Innern von B%(0) x R™ angenommen werden kann. Ein Mimimum am Rand kann
aufgrund der Barrieren Wl}t nicht angenommen werden. BT wiichst in y-Richtung
schneller als v und wir erhalten eine untere Schranke fiir das Verhalten von B in
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y-Richtung, indem wir von unten mit riesigen Sphéren vergleichen. Das Verhalten
von ug in - und y-Richtung bleibt wegen Bemerkung 2.11 unter dem graphischen
Mittleren Kriimmungsfluss erhalten. Damit kann ein Minimum von BT — u im
Unendlichen ausgeschlossen werden. Fiir ¢ — oo wird BT (-, t) lokal gleichméBig
flach. Durch ,,Zurtickziehen in der Zeit“ erhalten wir im Grenzwert ¢ — oo eine
Grenzfunktion, die festen Abstand zur Troglosung hat. Mithilfe von Proposition
3.2 beweisen wir dann Theorem 3.5.

ABBILDUNG 3.5. Barriere Bt

Wir bemerken, dass um die Beweisidee durchzufiihren lediglich die Bedingung
erfiillt sein muss, dass die obere Barriere auf B% x R™ lokal flach wird. Finden wir
eine Barriere, die dies erfiillt, dann lésst sich die obige Argumentation anwenden. Im
néchsten Kapitel wird in Lemma 4.1 gezeigt, dass fiir Losungen w des graphischen
Mittleren Kriimmungsflusses mit Anfangswerten der Form wg(y) = ply|'T7 mit
0<y<1lund~, p€ R, ye R™ eine obere Bariere existiert, die lokal flach wird.
Aus der Abschétzung (4.1) in Lemma 4.1, ndmlich

~ 1

wy,1) < Co(1+0) 5 +U L (5,0),

sehen wir, dass sich die obere Schranke an w mit Geschwindigkeit CA'OHTV( 1+ t)%1
entlang der eyi-Achse aufwérts bewegt und fiir ¢ — oo lokal flach wird. Wir
bemerken, dass diese obere Schranke ausreicht um das Theorem 3.5 fiir p; < 2 zu
beweisen.
Wir fithren die gleiche Argumentation wie im Fall BT fiir die Barriere w durch.
Wir kénnen nicht direkt mit der oberen Schranke an w vergleichen, weil das keine
Losung der Gleichung (1.2) mehr ist und damit kein Vergleichsprinzip mehr gilt. Es
geniigt jedoch mit w zu vergleichen und dann die obere Schranke an w zu benutzen.
Wir bemerken noch, dass wegen eines Vergleichs mit riesigen Sphéren eine untere
Barriere an die Asymptotik von wy existiert. Wir erweitern w auf R"*™ ohne
Umbenennung wie folgt

w(z,y,t) = w(y,1).

Wir fassen die Ergebnisse im folgenden Lemma zusammen.



50 3. STABILITAT TRANSLATIERENDER TROGE

LEMMA 3.13. Fir alle z € BE(0) x R™ gilt

wet) <Cf vt 1+ =U | —2 o
e A R e

mit t € [0,00), einer geeigneten Konstante C;“ > 0 und ty > 0 wie zuvor.

BEWEIS. Sei w wie oben eine Losung der Gleichung (1.2) mit wo(x,y) = ply|*
fiir ein geeignetes p und ein 0 < v < 1, sodass 1 + v > p;. Wir zeigen zunéchst,
dass wir das kompakte Maximumprinzip auf

w(z,t) + ¢ —u(z,t)

fiir ¢ in einem geeigneten Intervall und eine Konstante ¢ > 0 im Bereich B%(0) x R™
anwenden konnen. Die Konstante ¢ sei so gewéhlt, dass fiir ¢ = 0 auf B}(0) x R™

w(z,0) + ¢ —u(z,0) >0

gilt. Dies ist moglich, weil w(-,0) in y-Richtung schneller wichst als ug. Nach Be-
merkung 2.11 bleibt das Wachstum von ug in z- und y-Richtung fiir alle ¢ > 0
erhalten. Der Vergleich mit riesigen Sphéren liefert eine untere Schranke an w, die
zeigt, dass das polynomiale Verhalten von wy in y-Richtung fiir w erhalten bleibt.
AuBlerdem hiingt das Verhalten von w(x,y,t) nur von y ab und wir konnen daher
die Barriere w auf das Gebiet B%(0) x R™ einschrénken. Nach Konstruktion der
Losung u gilt
Wi (2,t) <u(z,t) < Wi(z,t)

fiir alle (z,t) € (R™\ B%(0)) x R™) x [0, 00). Also kann ein Minimum der Funktion
w(z,t) +c—u(z,t) fir alle t € [0, 0] fiir gentigend grofies ¢ nicht auf dB%(0) x R™
angenommen werden. Da p; < 14+ wird ein Minimum von w(z, t) +¢—u(z,t) also
auf einer kompakten Menge in (B%(0) x R™) x [0, tp] angenommen und wir kénnen
das kompakte Maximumprinzip anwenden um

u(z,t) < c+w(z,t)
fur alle (z,t) € (BE(0) x R™) x [0, o] zu folgern. Wegen (4.1) gilt

A 1ty
w(z,yt) < Co(l+6) = +U

fiir alle (z,y,t) € (Br(0) x R™) x [0, 00). Fiir t — oo wird w in y lokal gleichméfig
flach. Das Verhalten von w(z,0,t) in ey1-Richtung wird durch Co(1 +¢) 2" be-
stimmt. Der Trog U und die Barrieren W;f translatieren jedoch mit Geschwindigkeit
to ! was es nétig macht die obere Barriere ¢4 w nach einer gewissen Zeit nach oben
zu verschieben. Wir méchten dieses Verschieben kontinuierlich in der Zeit vorneh-
men. Bisher haben wir
u(z,t) < c+w(z,t)

fiir alle (z,t) € (BE(0) x R™) x [0, to] gezeigt. Mit der gleichen Argumentation, mit
der diese Abschitzung bewiesen wurde, erhalten wir

u(z,t) < e+ c+w(z,t)

fiir alle (z,t) € (BE(0)xR™) x [to, 2to], wobei ¢; > 0. Durch wiederholtes Anwenden
dieser Argumentation wiirden wir Abschétzungen auf den Intervallen [itg, (i + 1)to]
fiir alle 4 € N erhalten. Statt jedoch immer neue Konstanten ¢; zu wihlen, wobei
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leicht einzusehen ist, dass sup; ¢; < oo, kénnen wir fiir eine moglicherweise grofie
Konstante C; und alle ¢ > 0

u(z,y,t) <CF +t5't+U

a5t @0)

auf B%(0) x R™ abschétzen. Damit erhalten wir die gewiinschte Behauptung. O

3.4. Beweis der Stabilitit translatierender Trége

Wir wollen nun das Theorem 3.5 beweisen.

BEWEIs DES THEOREMS 3.5: Es geniigt eine skalierte Version des Theorems
zu beweisen, in der U; mit einer Geschwindigkeit s klein genug (s = t;') transla-
tiert. Nehmen wir an, wir hitten das bereits gezeigt, dann folgt das Resultat iiber
folgende Argumentation: Skaliere U, sodass

1 1
Ui(z,t) = ;U(sz, st) = gU(sz70) + st = Uy(#,0) + st.
U, ist nun wieder eine translatierende Losung der Gleichung (1.2). Wir skalieren ug
in analoger Weise und erhalten
u1,0(2) = ;uo(sz).

Die Anfangswerte u; ¢ erfiillen
1
ur0(z) — Ui(z,0) = S (uo(s2) — U(sz,0))
und damit existiert zu jedem e¢; > 0 ein Ry = g, sodass

€
sup |U1(l’,y,0)*u170(l’,y)| <-<a
zER™\Bg, (0) S

fiir alle y € R™ gilt.
Auf B% (0) x R™ erfiillt u; o die Ungleichungen
uro(z,y) < Cr(1+ [yl"),
uro(w,y) > —Ca(1 + |y|”)
mit p; < 2, p2 + 1 < n und neuen Konstanten C7,Csy. Ferner wihlen wir s so, dass
s=15"

erfiillt ist, wobei £y das aus Abschnitt 3.3.1 ist.Wir haben angenommen, dass Theo-
rem 3.5 fiir s = ¢; ! bereits gezeigt wurde. Es existiert also eine Losung wq mit
u1(-,0) = w10 und wg — Uy — 0 fiir ¢ — oo lokal gleichméflig in y. Skalieren wir

nun up, etwa
z t
u(z,t) :=s-u1 | —, =
(1) ()

so gilt u(z,0) = su1(%,0) = stug(z) = up(z). AuBerdem haben wir

w(zt) — U(zt) = 5 <u1 (j ;2) —u, <z ;)) ~0

fir t — oo lokal gleichméfig in y und damit die Konvergenz der urspriinglichen
unskalierten Losung u zu gegebenem wug.
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Wir miissen das Theorem also fiir langsam translatierende Troge beweisen. Wir
nehmen also nun an, dass

Uz, t) =U(z,0) +t5't
gilt.

Nach Konstruktion unserer Losung u wissen wir bereits
Wi (2,1) < ulz,t) < Wi (z,t)

fir alle z € (R™\ B%(0)) x R™ und ein R > Ry. Auflerdem haben wir nach Kon-
struktion unser Barrieren

BF(z) = Cf +tyt+ 1+ 07U [ —L 0
1+4+¢t)=

aus Lemma 3.13 und B;” aus Proposition 3.12,
By (z,t —itg) + (i + 1) < u(z,t) < BT (z,1)

fiir z € BR(0) x R™ und t € [itg, (i + 1)to]. Hierfiir haben wir s = ¢, ' verwendet,
andernfalls existieren die unteren Barrieren B; eventuell gar nicht.
Wir definieren nun

wi(2,t) :=u(z,t +tr) — Uz, t + t)
fiir eine Folge t;, — oo. Fiir wy gelten lokal gleichméflige Oszillationsschranken.

Aufgrund der inneren Gradientenabschétzungen aus [3] und [13] konvergiert ei-
ne Teilfolge in jeder C'2-Norm lokal gleichméBig gegen eine Grenzfunktion we :
RY x R — R und we, + U ist wieder eine Losung von (1.2). Da U(0,0) = 0 und
Uc(z,y,0) — 0 lokal gleichmifig in « und gleichmiifig in y fiir € — 0, gilt

limsup (Bt (z,t) — U(z,t)) =

t—oo
limsup | Cf — U(z,0)+ (1+8) > U [ —2—,0] | <C
t—00 (1+t)=
lokal gleichméBig in y. Setzen wir t = (i + 1)tg so erhalten wir

limsup (Bi_(x7y7t0) + (Z + 1) - U(xay7 (Z + 1)t0))
= limsup(B; (z,y,t0) — U(z,y,0)) <C
lokal gleichmé&Big in y. Folglich gilt fiir we
(3.11) |weo (2, 1)] < d

fiir alle t € (—00,00) mit einer Konstanten d > 0. Sei nun € > 0 gegeben. Dann
gibt es wegen der Barrieren W}% Konstanten c¢1, co > 0, sodass

(3.12) w(z,y,t) < cre” 2l 4

fiir alle (x,y) € R"™™ und alle t € R. Die Losung wo, + U erfiillt also wegen (3.11)
und (3.12) die Voraussetzungen der Proposition 3.2.

Wir wollen nun noch ws, = 0 zeigen. Dazu withlen wir eine Barriere W wie im
Beweis von Proposition 3.2, also eine Lésung zu den Anfangswerten W (z,y,0) =
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U(zx,y,0)+ crecelel’ Wegen Lemma 3.3 wissen wir, dass W+ — U fiir t — co. Es
gilt wegen (3.12) und weil ¢1, o > 0 so gewihlt wurden,

(3.13) WH(,0) +e—U(-,0) — weo(z,0) = creell’ e Woo(2,y,0) >0
fiir alle (z,y) € RV.
Wir definieren Wi (+,t) ;== W*(-,t + T) und analog Ur. Es gilt
: + _
TIE};O (WT (at) - UT(vt)) =0.
Ferner haben wir wegen (3.12)
Wi (,=T)+e—Ur(,—T) — weo(-,t) >0
fiir alle t € R also auch fiir t = —T. Mit Theorem A.1 gilt
Wi (1) +e—Ur(-t) — weo(z,t) >0
fiir alle ¢ € [T, c0). Und schliefllich kénnen wir folgern
0< Tlim (Wi (1) + € = Ur(-,t) — weo(z, 1))
=€ — Weo(2,1).
Analog schlieen wir mit einer unteren Barriere W, Losung der Gleichung (1.2)
mit Anfangswerten W~ (z,y,0) := U(z,y,0) — 016*52“"2, dass
Weo (-, 1) > —¢

fiir alle ¢ € (—o0, 00). Lassen wir € — 0, dann gilt we, = 0.
Da wir diese Argumente fiir jede Zeitenfolge ¢, — oo anwenden konnen, ist der
Grenzwert unabhéngig von der Folge und die Behauptung folgt. O






KAPITEL 4

Konvergenzresultate fiir translatierende Losungen

4.1. Obere und untere Schranken an Polynome

In diesem Abschnitt wollen wir das Verhalten anfinglich polynomialer Funk-
tionen unter dem graphischen Mittleren Kriimmungsfluss (1.2) charakterisieren.
Dabei bezeichne U die konvexe, rotationssymmetrische, mit Geschwindigkeit 1
translatierende Losung des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses (1.2). Wei-
ter sei mit U, gemiB der Skalierung (1.8) aus der Einleitung die konvexe, rota-
tionssymmetrische, mit Geschwindigkeit € translatierende Losung bezeichnet. Zur
Erinnerung

1
Uc(z,t) = EU(EI, €’t).

LEMMA 4.1. (1) Sei wo(z) := plz|*™7 firx € R", n > 2, p >0 und ein
0 <~y < 1. Sei w eine Lisung der Gleichung (1.2) mit Anfangswerten wg
und sei U wie oben. Dann gilt

(4.1) w(z,t) < Co(1+18) 2 + Uy st (@:0)

fir alle (z,t) € R™ x [0,00) mit einer Konstanten
éO = é(ﬂv’)/anaaaf{) >0,

wobei a > 0 und K > 0 Konstanten sind, die nur von wo und n abhdngen.

(2) Seiwo(z) := plz|?>T firx € R", n>2, p>0 und ein 0 < . Sei w eine
Lésung der Gleichung (1.2) mit Anfangswerten wo und sei U wie oben.
Dann gilt

(4.2) Uit (43

fir alle (z,t) € R™ x [0,00), mit

2\ 2
wo= (e (1+2))
Y

2\\ 2 2
co = colp,y,m)=(Co 1+ = —~ >0,
b0 = Colp,7.m) (0( 7)) 2+y

¢ =c(K, po,p,a,v) >0, K = K(n,wy) >0, a =a(n,wy) > 0.

~

(2,0)+ (1 +1) 7 — g '(1+4)% — ¢ < w(z, 1)

und Konstanten

BEwEIS. (1)
Weil U fiir |z| — oo etwa wie mm2 — In(|z|) wichst (vgl. (3.1)), existiert ein
Co > 0 und ein Radius a > 0, sodass

wo(z) = plz|"*7 < Co + U(z,0)

55
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auf R™ \ B,(0). Wir definieren K := sup |wo(z) — U(z,0)|, dann gilt
B, (0)
wo(z) < Co+ K +U(z,0)

auf ganz R"™. Das C\ wird spéiter genauer bestimmt.
Skalieren wir die translatierende Losung zu U, wie oben, dann existiert ebenfalls
ein C, > 0, sodass

1
wo(z) < Ce+ =Ulex,0)
€

auf R™ \ Be (0). Wir definieren K. := sup |wo(z) — 1U(ex,0)| und erhalten
Ba (0)

1
wo(x) < Ce+ K + EU(ELE,O)
auf ganz R™. Wir schitzen K. durch

K. = sup

1
plz* — ZU(ex,0)
Ba (0) €

1+~
gp(g) + e sup |Ulex,0)]
€ Ba (0)

14 N
:p(g> +€_1K
€

mit K := sup |U(x,0)| ab und erhalten
Ba(0)

wo(z) < Ce+p (%)H_W +e K+ %U(eoj, 0)
auf ganz R"™.
Die Frage ist nun, wie C, skaliert? Das heifit, in welchem Zusammenhang stehen
C. und Cy?
Wir wollen diese Frage beantworten und reduzieren das Problem der Skalierung auf-
grund der Rotationssymmetrie der Funktionen wg und U(-,0) auf eine Dimension.

Der Leserlichkeit halber setzen wir A(n) := ﬁ Wir betrachten also Funktionen

g(z) = Ax? =27 h(z) == pr' 7 und g.(2) == 2(ex)? — L (ex)!*7 = Nex? — V2!t

auf Ry. Wir definieren f(x) := h(z) — g(x). Es gilt
F() = (p+ 1)1 +7)27 — 2

und an einem Extrempunkt

1

(p+1)(v+ 1))” »
-~ = Z-.

0=(p+1)(1+7)2" -2\ < x:( X

Da

(o) = (p+ V(L +)yag " =23 = (p+ DL +9)y (W) o

=20y —2A =2A\(y— 1) <0,

entspricht dies einem lokalen Maximum und f(xzg) = Cy entspricht der Verschie-
bung von g in es-Richtung, sodass f — Cyp < 0 auf Ry. Damit hingt Cy von n,~y
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und p ab. Betrachten wir als néchstes fc(z) := h(z) — ge(z). Es gilt
f1@) = (p+ (1 + )27 — ex

und an einem Extrempunkt

(p+e)(y+ 1))” N
e U — =1 Tg(e)-

0= (1 72 =
(p+e)1+y) € & x ( he

Ferner liegt bei zg() wegen
(A=)

o) = (ot i) (LEGEED) T e ey -1 <o

ein lokales Maximum vor. Erneut entspricht f(zo()) = Cc der Verschiebung von
ge in eg-Richtung, sodass fo — C. < 0 auf Ry. Mit € < 1 rechnen wir

Ce = fe(wo) = (p+¢€7) (W)lg “ e (W)lf”

14y —2_
€<l 144 1)(1 T—v 5 (1 T—
E mz(pﬂ)((ﬁ ) +7>> _61+“A(<p+6>(+7>)

2X )
+/\<W)&_/\(p(12—;7))1—27}

1+

=71 (f(zo) + c(A,p,7))
1

= €£ (CO + c()‘vpa 7)) .
Wir haben nun C¢ bestimmt. Dabei haben wir eine Funktion g. verwendet, die fiir
|z| — oo langsamer wichst als U,. Folglich erhalten wir

1 1+~ N
wop(z) < e%(CO +c)—|—p<g) + e 'K 4 Ud(z,0).
€

Wegen des Theorems A.1, gilt

1+~ ~
w(z,t) < 5 (Co +¢) + p (a) + e K+ Ul(a,t).

€
fiir alle ¢ > 0 und alle € > 0. Wir setzen ¢ = (1 + t)wal und erhalten

il _72

w(@,t) < (1+1) 7 (Co+c)+ pa (1 +1)
> 1y iy
+ K(1+1)2 +U(1+t)wT_1(x,0)+(1+t) 2
14y 1—v

=(Co+e+1)A+t) = +pa'(1+1)2

K1+t = +U 0
R+ (1+t)”%1(x’)'

2

Wir bemerken, dass die rechte Seite keine Losung der Gleichung (1.2) mehr ist aber
dennoch eine obere Schranke fiir w. Wir wollen die Abschitzung iibersichtlicher
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machen und schitzen erneut ab um

w(z,t) < (Co +c4 1+ pa't? —|—K) (1 —&—t)1+Tw + U(1+t)wT—1 (x,0)

A 14y
=Co(L+1) +U(1+t)%1 (z,0)

mit einer Konstante
Cp := C()—l—c—‘rl—i-pal-i_’y—‘rK

zu erhalten. Damit folgt die erste Behauptung.

(2)
Als néchstes mochten wir eine analoge Argumentation fiir Funktionen wg(z) :=
p|z|?>T7 durchfithren. Wie in den obigen Schritten berechnet man den Zusammen-
hang zwischen C. und Cj iiber die Funktionen g(z) := a2, h(z) := pa®T7 und
ge(z) = 2(ex)? = Aex? auf R;. Wir definieren wieder f(z) := g(z) — h(z) und
fe(x) := gc(z) — h(x). Ahnlich wie in den obigen Rechnungen erhalten wir

24y

C =€ 7 CO
Es gilt folglich
v 2+
Uelw,0) = €5 Co— Ke ' = p(2) 7 < plaf®* = wo ()
€

auf ganz R"™.
Wegen des Theorems A.1 gilt

Uc(x,t) — € Co— Ke ' — p (ﬂ) < w(zx,t).
€

fiir alle ¢ > 0 und alle € > 0. Diesmal wollen wir jedoch ¢ — oo betrachten und
setzen daher € = i(l +¢)* fiir ein g > 0 und « > 0. Damit erhalten wir

2+y

24y o
(1) > Uy 1y (2,0 7 (14 0% — 5= o1 +1)
— Kp(1+)" = plap)*™7 (1 4 1)+
> U1 (1400 (2,0) + p~
24y 2
=U,-1(14¢)e (,0) + ™~ M1+t —p vvCo(l—&—t) v — (K, p,p,a,7).

Wir wéhlen a = 3 und folgern

(1+
)
(14 0)% — = 5 Co(1+ )5 = Kp— plap)>™
(

Q

w@,t) 2 U s (@0 + (L - o1+ —c

(1+t)2
_ 24y 24y — x
*1(1+t)%($’0>+ (M 1_/~L 7AfC’O) (1+t) 2 — 1(1+t)2 —c.

Waihle also u so, dass

gilt. Umformen ergibt u > CO% . Wollen wir p so wéhlen, dass % — ,u_HTWCO ein Ma-

2
ximum annimmt, so miissen wir yu = (CO (1 + %)) R 1o setzen. Dann erhalten

wir die Abschéitzung

U 71 1+t) (l‘ O) +00(1 +t) 7:“‘51(1 +t)% 7C(K7N’07p7a37) S w(m,t)
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X
2

2\\ 2 2
o= (Col1+2 -
“ <0(+7)> 2+y

und damit die zweite Behauptung. (]

w(z,

ii)

iii)

iv)

Uitain?

BEMERKUNG 4.2. i) Eine genaue Betrachtung des Beweises liefert eine ex-
aktere obere Abschitzung an w(-,t) mit wo(z) = p|z|**7, ndmlich

o4 —~2 ~ —
)< (Cotet1)(1+t) 2 +pa A+t 7 +K(1+1) = Uyt (@:0).
AuBlerdem erhalten wir eine exaktere untere Abschétzung an w(-, t) mit wo(z) =
plz|?>T7, nidmlich

247 2
2 2

(2,0) +é(1+t) = —pg (1 +1)

(2

— Kpo(L+6)7% = plapo)* (14172 < w(z,1).

Die obere Abschéitzung sollte mit den polynomialen Wachstumsschranken aus
[6] verglichen werden. Die zusétzliche Information besteht darin, dass in dieser
Arbeit die obere Barriere lokal flach wird.

Die polynomialen Wachstumsabschéitzungen aus [6] ergeben unter den Vor-
aussetzungen aus (2) eine Abschitzung w(z,t) < c(1 + |22 + t727). Aus
(4.2) erhalten wir eine untere Abschitzung, die sich mit der gleichen Potenz
in t entlang der e, 1-Achse aufwirts bewegt wie die obere Abschitzung und
auBerdem gegen die e, 1-Achse zusammenklappt. Das charakterisiert das Ver-
halten polynomialer Lésungen unter dem Mittleren Kriimmungsfluss recht gut.

Um die Abschitzungen zu erhalten haben wir die Existenz einer translatie-
renden Losung und die Kenntnis deren Asymptotik, das parabolische Skalie-
rungsverhalten und ein Vergleichsprinzip verwendet. Diese Methode lésst sich
folglich auf andere geometrische Fliisse, fiir die diese Voraussetzungen erfiillt
sind, tibertragen.

Aus dem Lemma folgt eine notwendige Bedingung dafiir, dass eine Startfunk-

tion unter dem graphischen Mittleren Kriimmungsfluss gegen eine translatierende
Losung U konvergieren kann.

mit w(z,0) > plx

KOROLLAR 4.3. Fine Losung w des graphischen Mittleren Krimmungsflusses
|22 oder w(x,0) < plz[>~ kann fir jedes o > 0 und p >

0, a,p € R nicht zu einer mit positiver Geschwindigkeit translatierenden Liosung
konvergieren.

BEWwEIS. Wir beweisen zuniichst die Behauptung fiir eine Losung w mit w(z, 0) >

p|z|?>Te. Sei w eine Losung des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses mit w(x, 0)
plz|?>T. Wegen dem Vergleichsprinzip A.1 gilt

w(z,t) < w(zx,t)

fiir alle (x,t) € R™ x [0,00). Wegen der Abschéitzung (4.2) angewandt mit v = «
und pg, ¢o wie in Lemma 4.1 erhalten wir

e 1 o
B — (141 —e <@, t) S w(ab).

Url()(1+t)%(x,0)+éo(1+t) o
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An der Stelle z = 0 haben wir

[e3 1 o
Go(1+0)" — —(1+1)% —c < w(0,1),

Ho
wodurch die Konvergenz gegen eine translatierende Losung verhindert wird.
Umgekehrt folgt fiir w(x,0) = p|z|>~* aus der Abschiitzung (4.1) mit 0 < y=1—«a

durch analoge Argumentation die zweite Behauptung. O

Wir diirfen in den oben angefiihrten Féllen also keine Konvergenz gegen eine
translatierende Losung des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses erwarten. Wir
wollen als néichstes der Frage nachgehen, ob wir im Fall einer quadratisch wachsen-
den Anfangsfunktion Konvergenz erwarten diirfen.

KOROLLAR 4.4. Sei wo(x) = ﬁ\xﬁ fir x € R". Sei w eine Lisung der
Gleichung (1.2) mit Anfangswerten wo und sei U die rotationssymmetrische, mit
Geschwindigkeit 1 translatierende Lésung des graphischen Mittleren Krimmungs-
flusses. Dann gilt

U(z,0)+t—c<w(x,t) <c+ mm2 + Zi_?t
fir alle (z,t) € R™ x [0, 00).
BEWEIS. Aus Proposition 2.2 in [6] folgt fiir w
w(z,t) < c+ ﬁm? 2”;(3(_21_)1)
und damit die obere Abschétzung. Die untere Abschitzung folgt aus der Asympto-
tik von U und dem Vergleichsprinzip A.1. |

4.2. Konvergenzresultat fiir translatierende Lésungen

Damit wissen wir zwar, dass eine Losung mit den Anfangswerten wgy zwischen
zwei unterschiedlich schnell translatierenden Losungen liegt, aber um ein Konver-
genzresultat zu erhalten miissen wir noch weiter einschranken und betrachten sol-
che Anfangswerte, die zwischen zwei mit gleicher Geschwindigkeit translatierenden
Losungen liegen, etwa

U(z,t) —c1 <wo <U(x,t) + co

fiir Konstanten ¢y, cy > 0.
Als Vorbereitung fiir das néchste Theorem benétigen wir folgendes Lemma.

LEMMA 4.5. Sei Fy : M™ — R"*! eine glatte isometrische Immersion einer
vollstindigen Mannigfaltigkeit mit n > 1. Sei My = Fy(M™) eine glatte Lisung der
Gleichung (1.1). Seien cy, ¢y > 0 Konstanten und sei |A|*(t) < cq fiir alle t € [0, 00)
und sup |VA|? < ¢1. Definiere f := H — vy,41, wobei v die duflere Normale und H

M

0
die Mittlere Kriimmung bezeichne. Gelte f > 0 auf Fo(M™) = My. Dann gilt f >0
auf My = Fy(M™) fiir alle t € [0, 00).

BEWEIS. Da |A|?(t) < ¢ fiir alle t € [0, 00), gilt fiir jedes € > 0 wegen Theorem
3.7 aus [3], dass |[VA|? und |V2A|? beschrinkt sind fiir alle ¢ € [¢, 00) auf ganz M,.
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Wir folgen nun der Argumentation aus [3] Korollar 4.4. Wir wollen das Maximum-
prinzip Theorem A.3 aus dem Appendix anwenden und miissen dafiir die Voraus-
setzungen priifen. Dafiir rechnen wir zunéchst die Evolutionsgleichung von f aus.
Mit den aus Lemma 1.7 bekannten Evolutionsgleichungen fiir v und H erhalten wir
fiir Basisvektoren 7% des Tangentialraums an M;

0
(at AMt) f H|A|2 <VH en+1> +g]v < ]kT en+1>

= H|AP — (VH, ent1) — 9 hjihfvnsr + g7 (Vihjith, enyr)
Codazzi (H — v 1)|A? = (VH, epy1) + g* (th”T s €nt1)
= (H —vap1)|A] = fIAP.
Aus den Gauss Codazzi Gleichungen erhalten wir R;; = Hh;; — gklhik hj; und damit
Ric > —(n+ 1)|A]*> > —(n + 1)co.

Mit dem Bishop-Cheeger-Gromov Volumenvergleichssatz (vgl. [16], S.269, Lemma
35) sehen wir

vo ( ) (n—l) |k|r
I(B,(p)) < 3 e i

mit k = (n’_‘H)l . Damit ist die Volumenwachstumsbedingung erfiillt. Weiter rechnen

co’
wir

VI < AVHP + 40, = AVH? + 4|AP < AVHP + deg.

Es gilt |[VH|]? < n|VA?* (vgl. [7], Lemma 2.2). Mit den Gradientenschranken
|[VA? < t~!c aus [3], Theorem 3.7, erhalten wir fiir ein geeignetes ag > 0 und
ein kleines § > 0 zusammen mit der Volumenwachstumsbedingung

/: (/MeXp( asrt(p,y)*) IV (y )dut> dt < .

Berechnen wir die Evolutionsgleichung von e~ |V A|? fiir ein spiter gewihltes a >
0, dann erhalten wir
0
((‘% AMt> e UVA? < —ae” VAP — 2" V2AP? 4 c(n)|A]?|VA|2e™*

< (c(n)co —a)e ™| VA2 <0
fiir a gro genug. Mit dem Maximumprinzip Korollar 1.1 aus [6] schlieflen wir
e VA? <supe ™| VA <sup|VAP> =
M, Mo

Wir haben also [VA|?(t) < ¢1e® und damit schlieflen wir fiir ein geeignetes o

/06 (/MGX” azr'(p,y)) IV (y )dut) dt < .

Zuletzt bemerken wir, dass

=2|H||A| < 2vn|A|]? < 2v/nco

0

ot
fiir alle t € [0,00) gilt. Wir haben nun alle Bedingungen gepriift um das Ecker
Huisken Maximumprinzip anwenden zu kénnen. Daraus folgt die Behauptung. [



62 4. KONVERGENZRESULTATE FUR TRANSLATIERENDE LOSUNGEN

Das nachfolgende Konvergenzresultat beruht auf einer Idee und Testfunktion,
die dem Autor von Professor Ecker vorgeschlagen wurde.

THEOREM 4.6. Sei u(-,t) eine Lisung des graphischen Mittleren Krimmungs-
flusses (1.2) auf R™ x [0,00). Sei My = graphu(-,t), U die mit Geschwindigkeit 1
translatierende Losung wie oben und es gebe Konstanten cq, co > 0, sodass

U(z,0) —c1 <up(z) <U(x,0) + c2
fiir alle x € R™. Ferner gelte
H — Un+1 >0
auf Mo und sup |[VA|? < c3 sowie |A|*(t) < ¢ fiir alle t € [0, 00).
Mo
Dann gilt —H — vp1 — 0 lokal gleichmdfig fir t — oo.

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dass wegen des Vergleichsprinzips A.1 die

Bedingung U(z,0) — ¢1 < ug < U(x,0) + ¢ erhalten bleibt, dass also
U(z,t) —c1 <u(z,t) <U(z,t) + co
fiir alle (z,t) € R™ x [0, 00) gilt.

Wir betrachten die Funktion e!~*»+! fir X € M, C R®"! und berechnen deren
Evolutionsgleichung. Es gilt
0 0
aethn-u — ethn+1 (1 _ atX”"'l)
AMt et—Xn+1 —_ gijvi (_et—Xn+1 Van+1)
=t (IVM X, — Apg, Xnt1)
und daraus ergibt sich
0 _ _ _
(43) <8t _ AMt) et~ Xn+1 — ot Xn+1 (1 _ |thXn+1|2) = et~ Xnt1 V721+17
da
(VM X = (DX 1) = lent1 — (enp, ) VP =1 — vy
Da OM; = () und dpu;, et~ X»+! differenzierbar in der Zeit sind und e=*+1 in X,,
schnell genug abféllt, schlieffen wir

9 t—Xny 9 i x + / t—Xpi1 172
_ n+1 — _ n+1 _ n+l [T
- / t e dp /Mt o (6 ) dpi : e dpt

YT i e
M, M
:/ et Xnt1 (VZ_H — H2) dpy.

My

Integrieren wir diese Gleichung im Intervall [0, T] so ergibt sich
(4.4)

T
/ e dpg — / e X dpg = / / e N (—vp gy — H)(H — vy dpg dt.
M, Mo o Ju,

Auf einer mit Geschwindigkeit 1 translatierenden Losung der Gleichung (1.2) gilt
Up1 — H =0, da
1l=u; =vH = fy,:ilH.
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Wir schiitzen die linke Seite aus (4.4) ab und verwenden die Bezeichnung X =
(X, Xni1)-

/ eT_X"+1 dNT _ / e—Xn+1 d,u,o < / eT—U(X,O)-T—i—m dMT —c
MT MO MT
_ / 6—U(X,0)+cl dNT —ec.
M

Das ist ein beschrénktes Integral, da wie im Beweis von Lemma 4.5 volps,. (B,) <
¢;e%" beschrinkt werden kann und U wie 2 wichst. Wir lassen T — oo und
erhalten

/ / e Xt (—ypy — HY(H — vpar) dpg dt < C.
0 M,

Da X, 1 < U(X,0) +t + ¢, gilt e~ X»+1 > ¢ auf BP(0) fiir alle ¢ > 0 und eine
positive Konstante c. Aus Lemma 4.5 wissen wir, dass H —v,,+1 > 0 erhalten bleibt.
Wegen Lemma A.5 existiert eine Teilfolge t;, — oo fiir & — oo, fiir die

/ e X (—vy 1 — H)(H — vpy1) dpg — 0.
M,

In Betracht der Schranken an |A|? und |[V™A|? haben wir Schranken an
V(e X (H? =02 ) < et Xt (VX [(H? + 1) + 2|H||VH| + | Vg a]) -
Wir folgern, dass —v,+1 — H — 0 lokal gleichméf8ig in X gilt.

Wenn wir auflerdem noch

0

*/ e X (i — H?) dpy| < ¢
ot I,

fir ¢ > 0 zeigen konnen, diirfen wir die lokal gleichméflige Konvergenz fiir jede
Folge schlieflen. Es gilt

o (4.3)
&/ e X (v = HY) dpy| < ’/et_x"“ [(1 — AXpi1) (Vg — H?)
M
9 9 2 2y 172
+ 21/n+1a1/n+1 - QHEH — (Vo — H)H? | dpy

< /et—XnH {|1 — AX, 1 |(1+ H?) +2|VH| + 2|H||AH| + 2H?|A* + H? + H*| dy,

< c/et*X"+1 [T+ AP + [AP + |A]* + [VA]? + |V2A?] dpe < .

Damit haben wir die lokale Konvergenz von —v,+1 — H — 0 fiir jede Zeitenfolge
(tk)ken gezeigt. O

BEMERKUNG 4.7. Die Aussage des Theorems 4.6 ldsst sich folgendermafien
prézisieren.
i) Fiir jede Zeitenfolge (;);eny mit t; — oo fiir ¢ — oo existiert eine Teilfolge
(ti;)jen und eine mit Geschwindigkeit 1 translatierende Losung U, sodass

u(yts,) = U ts,) — 0
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fiir j — oo. Dabei ist U nicht notwendigerweise die rotationssymmetrische,
konvexe Losung U des graphischen Mittleren Kritmmungsflusses (1.2), aber es
gilt

U(x,0) — ¢y < U(x,0) < U(x,0) + cs.

Nehmen wir an, dass ug rotationssymmetrisch ist. Dann kénnen wir eine Losung
u des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses (1.2) konstruieren, die die An-
fangsdaten ug annimmt und fiir alle ¢ > 0 rotationssymmetrisch bleibt. Die
Konstrution verlduft dabei &hnlich wie in Theorem 3.1 aus [1]. Ist es moglich
|V™ A|?2-Schranken fiir alle t > 0 und alle m € N zu erhalten, so ist die Losung u
71 uy wegen Theorem 5.2 aus [17] eindeutig. In diesem Fall ist U eine rotations-
symmetrische, konvexe Losung U des graphischen Mittleren Kriimmungsflusses
(1.2) mit
Ul(z,0) —¢; < U(x,0) < U(x,0) + .



ANHANG A

Existenzsatz und Maximumprinzipien

A.1. Vergleichssétze

In diesem Appendix werden dem Leser einige Vergleichssétze und Maximum-
prinzipien in Erinnerung gerufen, die in der Arbeit verwendet wurden. Desweiteren
wird ausfiihrlicher auf die Standardtheorie fiir Existenzbeweise eingegangen.

In [18] beweisen die Autoren ein Vergleichsprinzip fiir Viskositétslosungen, das
auf den graphischen Mittleren Kriimmungsfluss angewendet werden kann. Wir wer-
den das Theorem hier zitieren wie wir es benétigen (vergl. Appendix in [1]).

THEOREM A.1. Seien uj,us : RN x [0,7] — R Lésungen des graphischen
Mittleren Krimmungsflusses, die hichstens polynomial wachsen, das heifst
ui(x,t)
1+ |z
Sei entweder uy (-,0) oder us(-,0) lokal Lipschitz stetig und erfillt
|Du;(2,0)] < C(1+ |=|*)  fir fast alle x € RV,
wobei v < (1+V/5) /2. Wenn ui(z,0) < us(x,0), dann gilt u; < us in RN x [0, T7].

— 0 fiir |x| — oo, gleichmdfig in t und fiir ein 1 € N.

Auflerdem werden wir eine Version dieses Theorems bendtigen.

KOROLLAR A.2. Erfiillen uy, us die Bedingungen aus Theorem A.1 auf (R™\
B%(0)) x R™ und gelte zusdtzlich

ur < Uz
auf OB} (0) x R™ x [0,T], dann erhalten wir

uy < ug
auf R™ \ B(0) x R™ x [0,T7].

BEWEIS. Der Beweis verlauft analog zum Beweis des Theorems A.1, wobei wir
zusétzlich die Randbedingung fordern miissen. (I

Ferner verweisen wir auf das nicht kompakte Maximumprinzip von Ecker und
Huisken aus [3]. Sei dafiir M™ eine vollsténdige, nicht kompakte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit zeitabhingiger Metrik g(¢t) = {g;;(¢t)} fir ¢ € [0,7). Mit Bf(p)
bezeichnen wir den geodétischen Ball mit Radius r zur Zeit ¢ um den Punkt p
und mit rt(p,y) bezeichnen wir die Distanzfunktion auf M zwischen p und y mit
p,y e M™.

THEOREM A.3. Erfille (M™,g(t)) die Volumenwachstumsbedingung
vol' (Bl (p)) <

65
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fiir ein gleichmifliges k > 0 und einen Punkt p € M™ fiir alle t € [0,T). Sei f eine
Funktion auf M™ x [0,T), die glatt auf M™ x (0,T] und stetig auf M™ x [0,T] ist.
Erfiillen f und g(t) die Bedingungen

i) %f < A'f + aVf + bf, wobei die Funktion b die Bedingung

sup |b| < «g fiir ein ap < oo und das Vektorfeld a die Bedingung sup |a| <
Mnx[0,T] M7 x[0,T]
ay fiir ein aq < oo erfiillen,

i) f(p,0) <0 fiir allep € M™,

iii) [y (o exp(=a3rt(p, 1))V fI*(y) dpue) dt < oo fiir ein as > 0,

iv)  sup |%gij| < ag fiir ein az < co.
Mnx[0,T)

Dann gilt f <0 auf M™ x [0,T].

BEWEIS. Dieses Theorem wird in [3] bewiesen. O

A.2. Existenztheorie

In diesem Abschnitt folgen wir der Vorlesung ,, Introduction into Mean Curva-
ture Flow“ von Professor G. Huisken, die an der FU Berlin 2010 gehalten wurde.
Wir definieren zunéchst einige Banachrdume und Normen. Sei

E = {® c 0?1420 % [0,T))}
und
F:={(f,g,h) € COF®0+/2(Q) x [0,T)) x C>F1H+/2(5Q x [0,T)) x C>*(Q)}.

Fiir eine genaue Definition von C?T®1+¢/2 yerweisen wir auf Kapitel 4 in [19]. Wir
bemerken, dass E ein Banachraum ist und definieren eine Norm auf F' durch

1(f, 9, Wl g = [ fllgoraorars + [19llcarantars + Al g2 s

wodurch F' zu einem Banachraum wird. Wir definieren nun den Operator T : £ —
F durch

0
TU = <8tu — aij(Du)DiDju, u|39X[O,T), U|t—0)
mit a;;(p) = dij — 141z wie in (1.2). Ziel ist es, den inversen Funktionensatz

anzuwenden. Dabei geniigt es jedoch nicht um @(z,t) = ug(z) + ¢ zu linearisieren.
Stattdessen ist es erforderlich zunéchst eine Losung der linearen Gleichung

Lu = a;;(Dug)D; Djuy
u1(z,t)]oq =¢(z) +1
aij(Duo)D;Djus|aax oy =1

u1(z,0) = ug(2)

zu suchen. Existenztheorie fiir lineare parabolische Differentialgleichungen zweiter
Ordnung (vergl. Theorem 5.3 in [20]) sichert die Existenz einer solchen Losung u;.
Wir linearisieren nun um u;. Berechne also

0 0
a‘ezo <at(ul + Eh) — aij(D(ul + eh))DiDj(ul + Eh)> =: Lulh-
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Es gilt
0
&‘620 aij(D(ul + eh))DiDj(ul + Gh)
0 (Djuy + €D;h) (D uy + eDjh)
=% la h) — J 1" p,p, h
8€|_0|: (w1 +ch) 1+ |Duy + eDh|? i(u +eh)
N <(DihDju1 + Diuleh)(l + |Du1|2) B 2Dlu1DlhDiu1Dju1) DD
(1 + [Duy]?)? (1+ [Duy]?)? S
Diuleul
it S et 3 5 W 5 WY N
1+ ‘D’U,1|2 H
DiulD‘ul Dthul + D-hDiul
=|(6; — ——2L—= )| D;D;jh— J J D;D;
( d 1+|Du12> 7 1+ [Duy 2 it
2DlulDlhDZ"U,1DjU1
D;D;
1+ [Dui)? s
2<Du1 Dh>Du1Du1 2D'u1DlD‘U1
= i'D Dth ! ! J DZD —#Dh
@i (D) DiDsh+ === e T T Du
2DiU1D'U1DiD"UJ1DlU1 2D'U1D1D'U1
=a;;(Duy)D;D;h J J — J J Dih
oD+ (PEET ) P

:=bl
= a"(Duy)D;D;h + b Dyh.
Da u; € C?t®1+e/2 haben wir a™, bt € COt*0+a/2  AuBerdem ist a® elliptisch

und damit erfillt L,, die Voraussetzungen der linearen Schauder Theorie. Wir
folgern, dass L invertierbar in einer Umgebung von a;;(Dui)D;Dju, ist. Es gilt:

0
DTulu = <8tu - LU1 (Du7 Dzu)7 U§Qx[0,T)> u|t=0)

ist ein linearer Homoomorphismus von E nach F. Damit ist der inverse Funktionen-
satz anwendbar. Um eine Losung der Gleichung (3.2) zu finden miissen wir also nun
noch (0, ¢ +t,up) in die Umgebung von T'u; bekommen, in der die Invertierbarkeit
gegeben ist. Also betrachten wir

100, + ¢, ug) = Tun ||
= ' Qul — aij(Dul)DiDjul
= H(aij(Duo) - aij(Dul))DiDjulHco+a,0+a/2 .

ot
Da aber uj — ug in C2T*1+2/2 fiir ¢ — 0, gilt a” (Dug) — a¥ (Duy) — 0 fiir t — 0
und wir erhalten fiir jedes € > 0

100, 0 +t,up) — Tui|lp <€

+ |l +t = utloaxjo.r) || + luo — utle=oll

=0 =0

solange nur ¢ klein genug gewéhlt wurde. Damit haben wir die Kurzzeitexistenz fiir
eine Losung der Gleichung (3.2) gezeigt.

A.3. Technische Abschitzungen

Wir tragen ein technisches Lemma nach, das im Beweis von Theorem 2.1 be-
nutzt wurde. Die Notation bezieht sich auf diesen Abschnitt.
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LEMMA A4. Seix € R?, y € R™ und sei U = \/t1), wobei
il _nimil _le=ay™h2 14 |zt
,t) = (4nt 2 it _
vl = (et [ B
fira, B,q,p>0mitp+a<n—1undq— 0 >p+1 eine Lisung der Wirme-
leitungsgleichung auf R sei. Brfiille u : R*™™ x [0,T) — R die graphische
Mittlere Kriimmungsflussgleichung (1.2) mit
Co(1+ [yf?)
L4 fale

Dann existiert fiir jedes € > 0 ein ¢ > 0 und ein kleines to € [0,T), sodass

u(z,y,0)] <

U(Z,to) +e—uZ(Z,t5) > 0

gilt, wobei Z = (x,y,y") und y™t = u(z,y, to).

BEWEIS. Wir schiitzen die Funktion ¢¥(Z,ty) 4+ € — u? (Z,to) mit Hilfe des
Lemmas 2.5 folgendermaflen ab.

_ ntmt1 I CRR i | |22|p+0‘
c/to(4mt 2 e to e dz+e—u(x,y,t
\/>O( 4 0) /]Rn_*_m_*_1 1+ |2’1‘q_ﬂ € ( Y, 0)

_ 1
q+2ﬁ+1 1+ ‘(y7yn+ )|p+a

ZCt +€_u($7y7t0)

0 R NP

—atpi1 ] 4 |(y,y" L) P 1+ |ylP
>cty 2 -C C(t
> ct c1 1+ ] 7 +e€ 1+|m|q+ (to,p,q)
>0,

wenn c¢ grofl genug gewihlt wurde. Hierbei wurde in der vorletzten Abschitzung
Proposition 2.10 verwendet. Die Proposition liefert ebenfalls, dass die Konstante
C(to, p, q) beliebig klein wird, wenn ¢; — 0. In Abhiingigkeit von dem gegebenen
€ > 0 wahlen wir also ¢y klein genug. [l

LEMMA A.5. Sei f: R — R eine stetige und auf [0,00) integrierbare Funktion
mit f > 0. Dann existiert eine Folge t;, — oo mit f(t;) — 0.

BEWEIS. Da f integrierbar ist gilt

/Ooof(t)dt<c

fiir eine positive Konstante ¢. Wir beweisen das Lemma per Widerspruch. Wir
nehmen an es existiert ein € > 0, sodass fiir jede Folge (tx)ren die Abschétzung
f(tx) > € gilt. Hieraus folgt: Es existiert ein T > 0, sodass fiir alle ¢ > T die
Ungleichung f(t) > e erfiillt ist. Dies ist aber ein Widerspruch zur Integrierbarkeit
der Funktion f.

Wir beweisen die Implikation, die es erlaubt hat den Widerspruch zu folgern. Wir
tun dies per Kontraposition. Wir nehmen also an, dass fiir alle 7> O ein t > T
existiert, sodass f(t) < e. Dann wihlen wir 7' = 1. Es existiert nun ein ¢ > T
mit f(t1) < e. Wir wihlen ein neues T = 1 + ¢;. Dann existiert ein to > T mit
f(t2) < e. Wir erhalten sukzessive eine Folge (tg)ren mit f(tx) < €. Damit ist die
Kontraposition bewiesen. (I
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