Kapitel 2

Zentrumsmannigfaltigkeiten

2.1 Forward-Backward-Delay Gleichungen, Definitio-
nen

Fiir eine stetige Abbildung z : R — R¥ fiihren wir folgende Notation ein:

Notation

Im folgenden bezeichne z; € C°([—a, b], RY) diejenige stetige Funktion, die durch x;(6) =
z(t+6) fiir 6 € [—a,b], a,b > 0 definiert ist. Alle Ergebnisse in diesem Kapitel gelten also
insbesondere auch fiir den Fall einer Delay Gleichung a > 0,b = 0.

Wir interessieren uns nun fiir Losungen des Systems
&(t) = Lxy + g(xy). (2.1)

Hierbei bezeichnet L : C°([—a,b],RY) — RY eine beschréinkte lineare Abbildung und
g : C%—a,b],RY) — RN eine glatte Funktion mit Dg(0) = 0. Wir nennen nun eine
Abbildung 7 : [—a, b] — CV*¥ von beschriinkter Variation, falls

P?upb) Z In(0:) — n(ois1)] < oo

gilt und P(—a,b) = {o; : i = 1,...n} eine Partition des Intervalls (—a,b) ist (siehe
auch den Appendix des Lehrbuches [28]). Es ist bekannt (siehe etwa [28], Theorem 1.1,
Seite 12), dass es fiir jede beschréinkte lineare Abbildung L : C°([—a,b],CY) — CV eine
Abbildung 7 : [—a, b] — C¥*¥ von beschriinkter Variation gibt, so dass

b
L) = [ el6)an(o) (22)
gilt. Wir definieren nun, was wir unter einer Losung der Gleichung (2.1) verstehen.

Definition 8

Wir nennen eine stetige Funktion x : [t; — a,t; + b] — R” eine Lésung von (2.1) auf
dem Intervall [ty,t,], falls x : [t1,ts] — RY absolut stetig ist und (2.1) auf [ty,t,] fast
tiberall erfiillt ist.
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Wir wollen bemerken, dass das Problem (2.1) nicht wohlgestellt ist: selbst im Fall einer
linearen Gleichung (g = 0) muss nicht zu jedem Anfangswert ¢ € C°([—a,b],RY) eine
Losung existieren. Dies steht natiirlich in scharfem Gegensatz zu Delaygleichungen, fiir
die b = 0 gilt und ein lokaler Semifluss ¥ : C%([—a, b], RY) — C%([—a, b], RY) existiert,
der als Shiftabbildung auf den Losungen der Delaygleichung operiert (siehe etwa [16]).
Wir nehmen nun an, dass ¢ = 0 eine Gleichgewichtslosung von (2.1) ist. Unser Ziel ist es,
alle beschriankten Losungen von (2.1) nahe null zu studieren. Um dieses Ziel zu erreichen,
werden wir eine Zentrumsmannigfaltigkeit fiir diese Gleichung konstruieren. Dazu miissen
wir (2.1) zunéchst in einer anderen Form schreiben.
Wir definieren den Operator

A: XCY =Y

mit Y := RYxL?([—a,b],RY)und X := {({,¢) € Y | ¢ € H'((—a,b),RY) und p(0) = £}
durch
A( 3 ) _ ( L(y) )
@ oo
fir (€,¢) € X.
Man beachte, dass bei der Definition von X die Bedingung ¢(0) = ¢ wohldefiniert ist,
da H'([—a,b],RY) — C°([—a,b], RY) stetig einbettet. Desweiteren ist eine Funktion ¢ €

H'([—a,b],RY) fast iiberall differenzierbar, da sie absolut stetig ist.
Betrachte nun die Gleichung

U(t) = AU(1) + G(U (1)) (2.3)
mit

g: X—=Y

tc.o= (/)

definiert durch

fiir (&, ) € X.

Definition 9

Wir nennen eine stetige Funktion U(t) : [t1,t2) — Y eine Lésung von (2.3) auf (t1,ts)
fiir —oo < t; < ty < o0, fallst — U(t) € X als Abbildung von (tq,t3) nach X stetig
ist, t — U(t) als Abbildung von (t,t3) nach Y differenzierbar und (2.3) in Y~ auf (t1,ts)
erfiillt ist.

Wir nennen eine Funktion U(t) : (—o0,ty) — Y eine Losung von (2.3) auf (—oo,t3)
fiirty € R, fallst — U(t) € X als Abbildung von (—o0,t5) nach X stetig ist, t — U(t) als
Abbildung von (—o0,ts) nach Y differenzierbar und (2.3) in Y auf (—oo, ty) erfiillt ist.

Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen Lésungen unserer urspriinglichen Gleichung
(2.1) und Gleichung (2.3) her, wozu wir folgendes Lemma bendtigen (siehe dazu auch [43],
Lemma 2.1 und 2.2)

Lemma 2.1
Sei

U@:<¢%b)

eine Losung von (2.3) auf (t1,t2). Dann gilt ¢(t)(0) = £(t + 0) fiir alle t € (t1,t2) und
0 e [—a, b] mitt+6 € (tl,tQ)
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Beweis
Um das Lemma zu beweisen, zeigen wir

p(t+0)(0) = (t)(0)

fir alle t € (t1,t2) und 0 € [—a,b] mit t + 60 € (t1,t2). Denn da p(t)(0) = £(¢) fiir alle ¢
aufgrund der Definition von X gilt, folgt die Behauptung des Lemmas.
Es empfiehlt sich nun fiir ¢ € (¢, ?2) die Koordinaten (7,6) = (t + 6, 6) einzufiihren, und

die Funktion
[p(7)](6) = [o(T — 0)](6)

zu betrachten. Sei nun ¢ € (¢, t3) und t+6 € (t1,t2), dann ist auch 7 € (t1,t2) und 7—0 €
(t1,%2). Danach Annahme 0, = 0y auf (t1, ty) beziiglich der urspriinglichen Koordinaten
(t,0) gilt, konnen wir in den neuen Koordinaten (7,6) die Identitat ¢(7,6) = @(7,0) fiir
fast alle 7 schlussfolgern. Da aber ¢(7,0) = [p(7)](0) und [p(7)](0) = £(7) stetig in T ist,
gilt &(7,¢) = ¢(7,0) sogar fiir alle 7. Also haben wir gezeigt: ¢(7 — 0)(0) = ¢(7)(0) fur
alle 7 und ¢ und daraus folgt ¢(t + 6)(0) = ¢()(0). O

Zusammenfassend haben wir also folgendes Lemma bewiesen:

Lemma 2.2
Sei U(t) eine Losung von (2.3) auf (t; — a,t2+b) und bezeichne mit £(t) die erste Kompo-
nente von U(t). Dann ist £(t) geméf der Definition (8) eine Losung von (2.1) auf [t, to].

Auflerdem erhalten wir natiirlich Losungen U(t) von (2.3) mittels glatter Losungen x(¢)
von (2.1), indem wir

setzen.

2.2 Lineare Mixed-Type Gleichungen

2.2.1 Die lineare Mixed-Type Gleichung im abstrakten Setting

In diesem Abschnitt wollen wir einige Eigenschaften des linearen Operators A zusam-
mentragen. Da wir insbesondere das Spektrum spec(A) C C ndher beschreiben wollen,
arbeiten wir in diesem Abschnitt mit dem komplezifizierten Banachraum Cg([—a, b], RY),
den wir mit C°([—a, b], C") identifizieren, sieche dazu etwa [28] Seite 81.

Wenn man nun Gleichung (2.1) auf C°([—a,b],CY) studiert, so spielt im linearen Fall
(g = 0) der Operator

B:D(B) c C°([—a,b],CN) — C°([—a,b],CN),

definiert durch
By = 0y,

mit p € D(B) := {p € C([—a,b],C") | $(0) = L(p)} eine wichtige Rolle. Sei etwa z(t)
eine Losung von (2.1) auf R mit g = 0. Dann 16st t — x; die Gleichung

(%:L’t = Bl’t.

und es gilt &(t) = Ly, also z; € D(B).
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Sei auf der anderen Seite ¢t — o(t) € C°([—a,b], C) eine glatte Lésung von

Aip(t) = Be(t)

auf R. Nach der Methode der Charakteristiken (siehe [52]) existiert dann eine Funktion
x(t) mit o(t)(0) = x(t+0) (genauer ist x(t) = ¢(¢)(0)). AuBerdem gilt ©(t) = 9, (¢(t))(0) =
Je(@(1))(0) = L(p(t)) = L(x;), wobei das dritte Gleichheitszeichen wegen ¢(t) € D(B)
gilt.

Der Operator B erzeugt im Fall einer Delaygleichung b = 0 eine Halbgruppe auf dem
Raum C°([—a,b],CY) und liefert so fiir alle ¢ € D(B) Lésungen unserer urspriinglichen
Gleichung (2.1). Obwohl nun der Operator B im Fall b # 0 keine Halbgruppe auf
C%([~a, b],CN) generiert, erweist er sich trotzdem als niitzlich.

Man kann nun zeigen, dass B eine kompakte Resolvente hat und nur Punktspektrum
besitzt, siche [40]. Genauer gilt:

A € spec(B) & det A (\) =

wobei A(X) wie folgt definiert ist:

b
A()\) = )\(id(chN) - / 6)‘9(id(chN)d77(9)

und die Abbildung 7(+) ist durch die Darstellung Ly = ffa ©(0)dn(0) charakterisiert.
Insbesondere besitzt B nur isoliertes Punktspektrum. Falls det A (A\g) = 0, so definiert
e*% fiir einen geeigneten Vektor v € CV eine Eigenfunktion von B. Desweiteren gilt wie
im Fall von Delaygleichungen:

Satz 2.1
Die algebraische Vielfachheit des Figenwertes \g von B stimmt mit der Vielfachheit von
Ao als Nullstelle von det A\ (\) iiberein.

Alle diese Resultate sind bekannt (siche [16] Kapitel 7.3, [31, 32] und [40]). Ebenso kann
man den folgenden Satz beweisen:

Satz 2.2
In jedem vertikalen Streifen {A € C | —r < ReX < s} C C fiir r, s > 0 liegen nur endlich
viele Eigenwerte von B.

Beweis

Der Beweis folgt analog zu dem in [28] von Theorem 4.1, Seite 28 und wir geben nur
die wesentlichen Beweisschritte wieder. Wir zeigen folgendes: Es existieren Konstanten
Co > 0 und C > 0, so dass fiir alle z € C mit |z| > Cple*™®iab}| und |2| > C die
Abschitzung |det A (2)| > (1/2)]z|" gilt.

Wie wir etwas weiter oben bemerkt haben, kann die lineare Abbildung L : C°([—a, b], CY) —
C¥ (die in der Formulierung des Definitionsbereiches der Abbildung B vorkommt) in der
Form Ly = f_ba ©(0)dn(0) dargestellt werden kann, wobei 7(6) eine Funktion beschrankter
Variation ist (siehe auch Gleichung (2.2)). Wir betrachten nun die Abbildung det/A(z).
Diese Abbildung erlaubt die Darstellung

det A (z) = 2" — Z (H/ e*dn™ () ) n=d (2.4)
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fiir gew1sse Linearkombinationen 7% von 7. Sei nun Cjy > 0 beliebig. Dann gilt auBerdem
|f e?dn(0)| < (1/Co)TV (n)|z| fiir alle z € C, die die Ungleichung |z| > Cy|e*meriab}|
fiir |z| > C und C > C erfiillen. Hierbei bezeichnet TV (n) die totale Variation von 7,

d-h. TV/(1) := SUP_qgy<...<on=b 2o j—1 [1(05) — 0(0j-1)|. Also gilt

det A (2)] = [l2]" - Z(H e (6) |> 2"

7j=1

> |2"(1 —q(C,n)),

wobei q(C,n) :=>7"_ C7J [The, Co ' TV () gilt. Gilt nun |z| > Cplexmelabt| | |2| > C
und ist C' grof} genug, so gilt ¢(C,n) < 1/2 und wir haben die Behauptung bewiesen. [

Wir wollen nun den Zusammenhang von B und A kldren. Dazu bestimmen wir die Re-
solvente von A. Die Gleichung

aes($)-(3)

) € Y genau dann eine Losung, wenn

( s@(§9) ) N ( AMa+ [ jw—s) F(s)ds ) (2.5)

= (AW (- L / T f(s)ds)) (2.6)

gilt. Also existiert (A — A)~! genau dann, wenn die Inverse (N x N)-Matrix (A(N))™!
existiert. Dies tritt genau dann ein, wenn det A (\) # 0. Also gilt

hat fiir gegebenes ( ?

und

jSN

A € spec(A) & det A (A) =

AuBlerdem sehen wir an der Darstellung (2.5), dass (£, ¢) € X, falls die Inverse (A—\)~!
existiert. Da H'([—a, b], C") kompakt in L?([—a, b],C") einbettet (in der H'-Norm be-
schriinkte Funktionen sind bereits in C%([—a, b], C") fiir ein o > 0 beschriinkt und lassen
deswegen eine konvergente Teilfolge in L?([—a, b], CV) zu), ist (A=) : L*([—a,b],CY) —
L*([—a, b], CY) eine kompakte Abbildung. A besitzt deswegen nur Eigenwerte endlicher
Vielfachheit. Es gilt sogar folgender Satz

Satz 2.3

Es gilt Ay € spec(A) < detA(N\) = 0. Desweiteren stimmt die algebraische Vielfachheit m
eines Eigenwertes \g von A (d.h. die Dimension des verallgemeinerten Eigenraumes von
A — X\o) mit der Vielfachheit von X\ als Nullstelle der Abbildung det /\ (\) tiberein. Die
Eigenfunktionen von A— Xy haben die Form (p(0), e*’p(6)), wobei p(0) € C°([—a, b], CV)
komponentenweise ein Polynom vom Grad < m ist.

Beweis

Wir beweisen zunichst die Aussage, dass die Eigenfunktionen von A — )\g die Form
(p(0), e*?p(0)) haben, wobei p(d) € C°([—a, b], C") komponentenweise ein Polynom vom
Grad < m ist.
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Da A nur isolierte Eigenwerte mit endlicher Vielfachheit besitzt, konnen wir die Spektral-
projektion Py : Y — Y beziiglich eines Eigenwertes A durch

1
PU = — —A)!
U 5 L(A A)7 UdA

definieren, wobei v eine geschlossene Kurve in der komplexen Ebene um A\ bezeichnet
(siche etwa [23]). Also gilt

2 (st ) =3 ] Comany oo ) =0

a(A) = (AWN) (- L(/O. M) f(s)ds)). (2.8)

Betrachten wir zunéchst die zweite Komponente von (2.7) und nehmen N = 1 an, also
A(N) = det A (A). Wir erhalten also u.a. im Integranden von (2.7) eine meromorphe
Funktion a(\) =: h(\)/ A (), die in Ay eine Polstelle der Ordnung m besitzt. Die zweite
Komponente der Spektralprojektion nimmt also die Gestalt

1 / Ma(N)dN, (2.9)

21

wobel

an, denn da der Term foe eM0=9) f(s)ds analytisch in X ist, fillt er in der Berechnung des
Kurvenintegrals weg. Es ist nach Annahme

AN =d- (A= X)™ + O((A = X))

mit d # 0. Nach dem Residuensatz der Funktionentheorie ldsst sich also die zweite Kom-
ponente der Spektralprojektion durch

% RO)O = Ag)™dA = A (o) (2.10)

N
berechnen, wobei wir i durch (A(A)(A — Ag)™™ = e*a(\) definieren. Wegen d # 0 ist
dann A()\) analytisch in Ag. Mit ™' bezeichnen wir den (m — 1)-ten Koeffizient der
Laurentreihenentwicklung im obigen Ausdruck, mit der Konvention h°(\) := h(\). Bei
der Berechnung von A™1()\g) miissen wir insbesondere den im Z#hler auftretenden Term

e L(/Oa No=9) f(s)ds) € C°([—a, b],C) (2.11)

nach A ableiten. In dieser Gleichung bezeichnet « die Variable derjenigen Funktion, die in
L : C°%[—a,b],C) — C eingesetzt wird. An dem Ausdruck (2.11) kénnen wir nun unsere
oben gestellte Behauptung ablesen: Fiir h™~1()\) erhalten wir

A" (Xo) € span <1, el Mfg e’\oeé’m_l>

durch ableiten von (2.11).
Da nach [23] Bild(P),) = E(\o) ist und E(\g) C X den verallgemeinerten Eigenraum des
Operators A zum Eigenwert Ay bezeichnet, haben wir gezeigt

E(Xo) C span {(1,e*%),(0,e9),...,(0,e*0™ ")), (2.12)
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wobei span (e) den durch diese Elemente aufgespannten, linearen Unterraum von Y be-
zeichnet. Dies zeigt die Behauptung fiir N = 1.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall, in dem A(X)™! eine (N x N)-Matrix ist und be-
trachten die durch die Cramerschen Regel bestimmten Eintréige a;;(\) der Matrix A(X) ™!

CLZ'j(>\) = (—1)i+j . detSZ-j . (det AN ()\))_1

Hierbei bezeichnet S;; die Streichungsmatrix von A()), in der man die i-te Zeile und j-te
Spalte der Matrix A(\) streicht. a;;()) ist also fiir alle 4, j eine meromorphe Funktion,
die in A = Ay eine Polstelle der Ordnung hochstens m hat. Fiir manche ¢, 7 kann a;;(\)
sogar analytisch in A = )¢ sein (man beachte etwa den Fall A(\) = X - iden i on). Fiihrt
man nun den oberen Beweis (im Fall N = 1) komponentenweise fiir jedes a;;(\) aus, so
haben wir die erste Behauptung bewiesen: alle Eigenfunktionen von A — A\ besitzen die
Form (p(O), e)‘o(’p(e)), wobei p(f) € C°([—a, b], CV) komponentenweise ein Polynom vom
Grad < m ist.

Die Aussage, dass die algebraische Vielfachheit m eines Eigenwertes A\g von A mit der
Vielfachheit von Ag als Nullstelle von det A () iibereinstimmt, folgt nun aus [18], Korollar
3.1, Seite 203. O
Auflerdem kénnen wir folgendes Lemma zeigen:

Lemma 2.3
eMp(0) ist genau dann eine (verallgemeinerte) Eigenfunktion von B wenn (p(0), e*p(0)) €
X eine (verallgemeinerte) Eigenfunktion von A ist.

Beweis

Wir zeigen nur eine Richtung; die andere beweist man dann vollstéindig analog. Sei nun
#(0) := eMp(0) fiir ein A € spec(B) eine verallgemeinerte Eigenfunktion von B. Dann
existiert eine Funktion ¢(-) € C°([—a,b],C") mit B(¢) = 1 und zur Vereinfachung
stellen wir uns vor, dass (6) = ¢’ gilt. Nun gilt 9p¢p(0) = e*?. Wegen ¢ € D(B) gilt
weiterhin p(6)] oo = L(0), also 1 = e = L(¢). Zusammengefasst gilt damit

()-(4)-(4)
und das zeigt die Behauptung. O

Bezeichne nun mit P. die Spektralprojektion beziiglich A auf den Zentrumseigenraum
(also den verallgemeinerten Eigenraum aller Eigenwerte mit ReA = 0). Mit II; bezeichnen
wir die entsprechende Projektion beziiglich B. Dann gilt sogar folgendes Resultat, das man
durch explizites Nachrechnen verifizieren kann.

Lemma 2.4
Sei ¢ € D(B) eine glatte Funktion und bezeichne mit J die Abbildung J : ¢(-) —
(p(0),(+)) € X. Dann gilt J o 1lz(p) = P.o J(p).

Wir verzichten auf einen Beweis, da wir diesen Satz im weiteren Verlauf nicht benotigen
werden.
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2.2.2 Dichotomien autonomer Gleichungen im C'-Setting
Wir werden in diesem Abschnitt den Operator B etwas genauer studieren und betrachten
B :D(B) C C°([—a,b],CN) = C°([~a,b],CN),
definiert durch
By = 0yp

mit ¢ € D(B) = {¢ € CY[~a,b],C") | »(0) = L(p)}. Bezeichne mit det/A()\) die
charakteristische Funktion von B, wobei

b
AN) =\ — / eMdn(0)
eine N x N-Matrix ist und Ly = f_ba ©(@)dn(0) gilt. Wir streben eine Zerlegung des
Phasenraumes C°([—a, b],C") in der Form

C[~a,b],CN)=Z +P+Q (2.13)

mit abgeschlossenen Unterrdumen P, Q, Z von C° := C%([—a, b], C") an. Desweiteren sind
wir an der Existenz von C%-Semigruppen Tp(t) : P — P fiir t > 0,To(—t) : Q — Q fiir
t >0und T%(t) : Z — Z fiir t € R mit Generatoren B‘P bzw. —B‘Q bzw. B}Z interessiert,
die folgenden Eigenschaften erfiillen:

1 Tp(t)|L(co,coy < Me™P t>0
1T (—t)|p(co,coy < Me™ P t>0 (2.14)
1T (t)| 1(co,00) < Me teR

fiir ein geeignetes 3 > 0, ein beliebiges 6 > 0 und ein M = M (J). Falls solche Halbgruppen
existieren und Z = {0} gewihlt werden kann, so sagt man, der Operator B besitze
exponentielle Dichotomien. In diesem Fall kann man also Unterrdume P und () finden,
auf denen man die Gleichung

Op(t) = By(t) (2.15)

fiir positive Zeiten t > 0 bzw. negative Zeiten t < 0 l6sen kann. Man kann nicht erwarten,
(2.15) auf ganz C°([—a, b], C") zu lésen, da der Operator B bi-infinites Spektrum besitzt
und deswegen keine Halbgruppe auf C°([—a, b], CV) generiert.

Mallet-Paret und Lunel [31] konnten nun zeigen, dass fiir einen beliebigen, hyperbolischen
Operator B, d.h. fiir den spec(B) NiR = () gilt, Semigruppen Tr(t), T(t) und ein 5 > 0
existieren, so dass (2.16) mit Z = {0} gilt. Wir zeigen folgenden Satz:

Satz 2.4 (Dichotomien)

Sei B durch By = 0pp mit ¢ € D(B) := {¢p € C'([—a,b],CY) | $(0) = L(p)} de-
finiert, L : C°([—a,b],CY) — CN linear und stetig. Dann existieren C°-Semigruppen
Tp(t), To(t),Tz(t) und ein B > 0, so dass (2.16) fiir ein beliebiges § > 0 erfiillt ist.

Um diesen Satz zu beweisen, benutzen wir einen Satz von Mallet-Paret und Lunel, der
im Fall von Hyperbolizitit gilt, siche [31], Theorem 3.1. Dieser lautet (fiir unsere Zwecke
aufgeschrieben):
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Satz 2.5 (exponentielle Dichotomien)

Sei B hyperbolisch. Dann existieren abgeschlossene Unterrédume P, Q von C°([—a, b}, CN),
mit P& Q = C°([—a,b],C") und Semigruppen Tp(t) : P — P, To(—t) : Q — Q, die den
Generator B‘ p bzw. —B‘ G besitzen und

Ts(t)| < Me™P* fiir allet € Ry

T (—t)] < Me=Pt fiir allet € R, (2.16)

mit einem geeigneten (3 > 0 erfiillen.

Beweis von Satz 2.4

Wir nehmen also ohne Einschréinkung an, dass der Operator B Eigenwerte mit Realteil
null besitzt, da ansonsten der Satz von Mallet-Paret und Lunel schon die Behauptung
liefert.

Sei nun ¢(t) eine auf R definierte Losung der linearen Gleichung

Orp(t) = Be(t). (2.17)

Dann gilt (wie schon frither bemerkt) (¢)(0)
differenzierbare Funktion £(¢) (genauer ist £(t) :
von

E(t+0) fiir t + 0 € I und eine stetig
©(t)(0)). Weiterhin ist £(¢) eine Losung

i(t) = La,. (2.18)

Setze nun fiir ein pu > 0
y(t) = e e (D)
Dann 16st y(t) fiir ¢ € R die Gleichung

y(t) = L(e"yi(e)) — pu-y(t). (2.19)

Setzen wir also L,p := L(e**¢p(e)) — - p(0), so ist L, eine beschrinkte, linare Abbildung
von C°([—a,b],C") nach CV. Die lineare Abbildung L, definiert nun einen Operator
B, :D(B,) C C%([—a,b],C") — C°([—a, b], C") mittels

B = Opp (2.20)

und ¢ € D(B,) == {p € C'([—a,b],C") | ¢(0) = L,(¢)}. Es ist A € spec(B,) genau
dann, wenn det A, (A) = det(A(idy) — L, (e®)) = 0 ist.

Bezeichne Weiterhin mit detA(X\) die charakteristische Funktion beziiglich B. Dann be-
steht folgender Zusammenhang:

AN = DA = p) (2.21)

fiir alle A € C, was man direkt an den jeweiligen Definitionen ablesen kann. Ist also
insbesondere p klein genug, so ist B, hyperbolisch, d.h. es existieren keine Eigenwerte mit
Realteil null.

Es bietet sich also folgende Strategie an: Wahle zunédchst p > 0 klein genug, so dass
B,, hyperbolisch ist. Wende dann den Satz von Mallet-Paret an, um die Existenz von
Losungen auf gewissen Unterrdumen zu erlangen. Konstruiere aus diesen Funktionen wie-
der Losungen des urspriinglichen Problems und definiere dann die gesuchten Unterrdume
mit Hilfe der Losungen.
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Sei also p klein genug, so dass B,, hyperbolisch ist und bezeichne mit 7'5(¢) fiir alle t € Ry
und TQ(t) fiir alle t € R_ die nach obigen Satz existierenden C°-Semigruppen. Betrachte

nun P. Dann besitzt B, nur Spektrum in der offenen linken Halbebene der komplexen
Ebene. Bezeichne nun mit rqg > 0 den kleinsten positiven Abstand, den ein Eigenwert
A € spec(B,) mit negativen Realteil zur imagindren Achse hat. Sei weiterhin E_,  der
verallgemeinerte Eigenraum von B, zu Eigenwerten mit Realteil —rq. Da B nicht hyper-
bolisch ist, ist natiirlich 7o = r9(p) = p. Nach Definition von ry ist dann E_,, # {0},
da wir das Spektrum vom nichthyperbolischen Operator B nach links verschoben haben.
Wir betrachten nun die Spektralprojektion Ilg P — P mit

Mp, =—— [ (B-N)|,) " dx.

271 -

Hierbei ist v eine positiv orientierte, geschlossene Jordankurve der komplexen Ebene, die
gerade alle Eigenwerte von B,, mit Realteil —ry umlduft. Die Abbildung (B — )\)‘ 5 be-
zeichnet die Einschréinkung der linearen Abbildung B — A auf den invarianten Unterraum
P. Man beachte, dass diese Abbildung wohldefiniert ist, d.h. tatsichlich nach P abbildet,
da T3(t) : P — P gilt. Mittels Il ,, kann man mit K = Kern(Ilg_, ) einen abgeschlos-
senen, unter B, invarianten Unterraum K C C°([—a, b], CV) definieren, der K+ E_,, = P
erfiillt.

Bezeichne nun mit 74 den kleinsten positiven Abstand, den ein Eigenwert ¢ € spec((B, ‘ 7))
mit negativen Realteil zur imagindren Achse hat. Dann gilt zunéchst 0 < ry < r; und
es existiert eine Semigruppe 7% (t) auf K, nimlich die Einschrinkung von Tp(t) auf K.
Auflerdem gilt

T (1)) < Mel+e)t

fiir jedes € > 0 und einem M = M (e) > 0. Abschétzungen der Wachstumsbeschrankung
der Halbgruppe T’ (t) mit Hilfe des Spektrums des Generators (B,,)| 7 gelten nicht immer;
sie sind aber richtig, falls (Bu)‘ 7 nur Punktspektrum besitzt, siehe [16], Kapitel 7.6.

Wir wéhlen nun € und p klein genug, so dass r; +c+p < 0 ist. Sei nun etwa ¢ € K. Dann
existiert nach Definition von K eine Lésung z(t) von #(t) = Lz, auf R, mit Anfangswert
xo = ¢, die durch z; := T (t)p gegeben ist. Definiere

E(t) == eMa(t)

auf R;. Nach den obigen Uberlegungen ist dann &(t) eine Losung unser urspriinglichen
Gleichung £(t) = L&, die die Abschétzung

l&:lloc < Mel=r =1l o (2.22)

mit —f := —r; + ¢ + p < 0 erfiillt.
Wir definieren also den abgeschlossenen Unterraum P durch

P = {e"p(0)|o() € K}. (2.23)

Fiir jedes e p(f) € P existiert nun nach Konstruktion eine Losung & € C°([—a, b], CV)
von 9yp(t) = Be(t) mit &(0) = e"?o(0). Desweiteren ist wegen der Invarianz von K
beziiglich der Semigruppe T (t) auch & € P fur alle t > 0. Wir definieren die gesuchte
Semigruppe Tp(t) durch

Tp(t)p =& (2.24)
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fiir ¢ € P, wobei & die eindeutige konstruierte Losung mit £ = ¢ bezeichnet. Wegen
Abschétzung (2.22) gilt dann
[ Tp(t)] < Me™™. (2.25)

Definiere nun Z durch
Z = {e"p(0)|p(-) € E_p,}. (2.26)

Da E_,, invariant beziiglich B, und endlichdimensional ist, existiert eine Losungsgruppe
eBit auf R, wobei hier die Einschrinkung Bg = (Bu)‘ o By — E_,, gemeint ist.
o

Analog definiert dann T'(t)

(T4 (1)9)(6) = "+ (%) (6) (2.27)

fiir alle ¢ eine Losung von 0;p(t) = By(t) zum Anfangswert ¢ € Z. Nach Definition von
E_,, und insbesondere r( existiert fiir jedes 6 > 0 ein M = M (6), so dass

1Ty (t)] < Met (2.28)

fiir alle ¢ € R gilt. Anders ausgedriickt besitzt die Losungsgruppe Tz (t) nur Eigenwerte
vom Betrag eins, deren verallgemeinerter Eigenraum aber nicht eindimensional sein muss.
Wir setzen nun noch

Q = {"0(0)]() € Q}. (2.29)
Ganz analog kann man nun auf @ eine C°-Semigruppe Tg(—t), fiir ¢ 0, mit den

>
gewiinschten Eigenschaften definieren. Da insbesondere P + Q + Z = C%([—a, b],CN)
gilt (dies galt bereits fiir P und @), folgt die Behauptung des Satzes. O

2.3 Das Hauptresultat

Wir rekapitulieren zunéchst die Definition einer Zentrumsmannigfaltigkeit im Sinne von
Ioos und Vanderbauwhede [54]. Dazu benétigen wir die Spektralprojektion P. : Y — Y,
die auf den verallgemeinerten Zentrumseigenraum von A projiziert, siehe Gleichung (1.42)
der Einleitung. Die zu P. komplementére Projektion idy — P, bezeichnen wir im folgenden
mit P,. Wir setzen nun E. := P.[X], E;, := P,[X] und versehen beide mit der X-Norm.
Wir betrachten im folgenden Gleichung (2.3), also

U(t) = AU(t) + G(U(t)) =: F(U(1)) (2.30)
und wollen annehmen, dass 0 € X eine Gleichgewichtslosung ist.

Definition 10

Wir sagen, dass Gleichung (2.30) eine C*-Zentrumsmannigfaltigkeit besitzt, falls eine
fiir (2.30) lokal invariante, endlichdimensionale C*-Mannigfaltigkeit M existiert, die als
Graph einer C* Abbildung ¥ : E,N O — Ej, iiber dem Zentrumseigenraum E, von A
gegeben ist und O eine geniigend kleine Umgebung der Null bezeichnet. Aufierdem soll
M folgende Eigenschaften besitzen:

e An der Stelle 0 € M ist M tangential an E..

e Es existiert eine Umgebung U C Y der Null, so dass U(t) € M fiir alle t € R, falls
die Funktion U(t) fiir alle Zeiten t € R eine Losung von (2.30) ist und U(t) € U fiir
alle t gilt.
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Man beachte, dass diese Definition zu der in der Einleitung &quivalent ist. Wir kommen
nun zu unserem Hauptresultat:

Satz 2.6 (Zentrumsmannigfaltigkeit)

Sei f : C°([—a,b],RY) — RY eine C*-Funktion, mit f(0) = 0. Setze L := Df(0) mit
L:C%[—a,b],RY) — RY. Definiere g : C°([—a, b], RY) — RN durch g(¢) = f(v) — L(p).
Dann besitzt das System

U(t) = AU(t) + G(U(t)) = F(U(t))

( £(1) ) _ ( L(p(t)) ) n ( 9(p(t)) )
o(t) Dpp(t) 0
fir A: X — Y und G : X — Y eine C*-Zentrumsmannigfaltigkeit der Dimension

m, wobei m die Dimension des (verallgemeinerten) Zentrumseigenraumes E,. von A ist.
Auflerdem gilt:

mit

e Hingt f = f, zusdtzlich k-mal stetig differenzierbar von einem Parameter o €
(—=¢,¢) ab, d.h. a — f, mit f, € C°([—a,b],RY) ist eine C*-Abbildung, so ist auch
die Zentrumsmannigfaltigkeit k-mal stetig differenzierbar beziiglich a.. Dies bedeutet
in unserem Fall, dass eine lokal null definierte Abbildung V(-,-) : (ONE.)x(—(,() —
Ey, mit Graph(¥(-,0)) = M existiert, die k—mal stetig differenzierbar beziiglich «
ist.

e Seil' C L(Y,Y)NL(X, X) eine Untergruppe aller beschrénkten, linearen Abbildun-
gen von Y nach Y beziiglich der Hintereinanderausfiihrung. Gelte F(yU) = vF(U)
fiir alle v € I' und U € X. Dann existiert eine Zentrumsmannigfaltigkeit M =
Graph(¥) mit W(yU) = y¥(U) fiir alle U € E,, falls (yU,~U)y = (U,U)y fiir
das Skalarprodukt in X gilt. Ebenso gilt V(yU) = —yV(U) fiir alle v € T, falls
F(yU) = —F(U) fir alle U € X und (yU,~U) = (U, U) y fiir das Skalarprodukt
in X gilt.

Notation

Mit Y}, bezeichnen wir im Folgenden das Bild von Y unter der Projektion P, = (Id —
P.) : Y — Y. Wir erinnern, dass P, die Spektralprojektion auf den verallgemeinerten
Zentrumseigenraum FE,. von A bezeichnet. Es sei bemerkt, dass sowohl P, : Y — Y als
auch P, : Y — X, mit P.U := P.U, beschriinkte Operatoren sind, da Bild(P.[Y]) Cc X
endlichdimensional ist. Falls keine Milverstdndnisse zu erwarten sind, bezeichnen wir im
weiteren aber beide Projektionen mit P.. Wir bezeichnen weiterhin fiir einen Banachraum
Z mit BC"(R, Z) und ein n € R den Banachraum BC"(R, Z) = {w € C°(R, Z)|||w]|, <
o0}, wobei

[wll, := sup e w(t)| 2 (2.31)
teR

ist. Die Funktionen w € BC" diirfen also im Fall 7 > 0 exponentiell anwachsen (mit Rate
<1n).
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2.4 Beweis der Zentrumsmannigfaltigkeit

Unser Beweis richtet sich nach dem von Ioos und Vanderbauwhede [54], wo Zentrums-
mannigfaltigkeiten fiir eine abstrakte Differentialgleichung

U= AU(t) + G(U(t)) (2.32)

konstruiert werden. In dem abstrakten Setting von [54] existieren nun Banachriume
X,Y, Z, so dass X stetigin Y und Y stetig in Z einbettet. Auferdem ist A : X — Z eine
beschrinkte Abbildung und die nichtlineare Abbildung G : X — Y ist eine C*-Abbildung
fiir ein £ > 1 und erfiillt G(0) = DG(0) = 0. AuBerdem besitzt die lineare Abbildung A
einen endlichdimensionalen Zentrumseigenraum. Wir wollen nun das Resultat von Van-
derbauwhede auf den Fall A := A, G =G, X := X und Y := Z := Y anwenden und
miissen folgende Bedingung iiberpriifen:

Bedingung 2.1
Es existiert ein 3 > 0, so dass fiir alle H € BC"(R,Y}) ein U, € BC"(R, E},) existiert
und folgendes gilt: U, ist die eindeutige Losung der linearen Gleichung

Un(t) = AUL(t) + H(t) (2.33)

und definiert eine Abbildung K}, durch U, = K, H, wobei K}, € L(BC"(R,Y}), BC"(R, E},))
fiir alle n € (0,m0) ist. Weiterhin gelte

[ Knlly < ~v(n)

fiir alle n € (0,1m) und eine stetigen Funktion v : (0,19) — R.

Ist dies gezeigt, so folgt nach [54] die Existenz einer C*-Mannigfaltigkeit der Gleichung
(2.30) im Sinne der Definition 10.

Bemerkungen

a) Aufgrund der Tatsache, dass Y, X Hilbertrdume sind, reicht es in der Bedingung 2.1
die nichtnegative Zahl 1 in dem offenen Intervall (0,3) zu betrachten. Dies zeigen die
Autoren von [54] im Anschluss an Korollar 2, Seite 135.

b) Weiterhin reicht es, sich bei der Verifizierung der Bedingung 2.1 auf alle H € BC"(R, Y},)
zu beschrinken, die von der Form

_mw:a(ay) (2.34)

fiir eine stetige Funktion o € BC"(R, R”") sind. Dies kann man wie folgt einsehen: Nach
Lemma 2 von [54] ist U(t) genau dann eine Losung von (2.30), falls U.(t) := P.U(t) eine
Losung von '

Ue(t) = AU(t) + PG(U(1))

ist und P,U(t) = K(P,G(U(t))) gilt. Also ist man nur an allen H € BC"(R,Y}) interes-
siert, die H(t) = P,G(U(t)) fiir eine Abbildung U € BC"(R, X) erfiillen. Wegen unserer
speziellen Form von G, reicht es also H in der Form (2.34) zu wihlen.
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2.4.1 Eindeutigkeit von Losungen der hyperbolischen Gleichung

Betrachten wir zunéchst die Eindeutigkeit der Lésung Uy, von
Un(t) = AUL(t) + H(2) (2.35)

fiir gegebenes H € BC"(R,Y’). Unter Beachtung der Bemerkung ii) des vorigen Abschnitts
konnen wir uns auf Abbildungen H (t) beschrénken, die (2.34) erfiillen. Wir halten uns an
folgende Konvention:

Notation

Im folgenden fassen wir den verallgemeinerten Zentrumseigenraum F. C X von A als ab-
geschlossenen Unterraum von X auf. Analoges gelte fiir Ej,. Also sind beide Vektorrdume
mit der X-Norm versehen.

Seien Uj(-) und Us(-) zwei Losungen der Gleichung (2.35) mit Ui (-), Us(-) € BC"(R, E},).
Definiere
Ui(t) = Ur(t) — Us(2) (2.36)

fiir alle t. Dann 16st U, die homogene Gleichung

U.(t) = AU, (t) (2.37)
t)
)()

Ap(t)(+) = Opo(t)(-)-
Da U, als Differenz zweier Losungen in C°(R, X) N CY(R,Y) ist, gilt
P(1)(6) = B(t +0).

fiir alle ¢, 0 € [—a, b] und eine H'-Funktion (. Da weiterhin ¢(t)(0) = £(¢) fiir alle ¢ wegen

U,(t) € X gilt, ist » = £ und £(t) stetig differenzierbar (ebenfalls wegen U, € C1(R,Y)).
&(t) 1ost also

&(
(t

auf R. Schreiben wir U, (t) = ( -

) mit p(t)(-) € H'([—a,b],CY), so folgt aus (2.37)

£(t) = L& (2.38)
auf R.
Wir werden nun zeigen, dass & € Bild(Ilz) fiir alle ¢ € R ist. Wir erinnern daran,
dass Iz : C%([—a,b],RY) — C°([—a,b],RY) die Projektion auf den Zentrumseigenraum
von B bezeichnet, siche dazu den Abschnitt 2.2.2. In 2.2.1 haben wir gezeigt, dass die
Zentrumseigenrdume von B und A mittels der natiirlichen Abbildung 7, mit

J: H' ([~a,b],CY) — CY x H([~a,b],C")
T () = (6(0),¢(-)),

zueinander isomorph sind: Ist etwa e(-) € Bild(Ilz) ein Element in dem Zentrumseigen-
raum von B, so ist J(e(-)) = (e(0), e(-)) ein Element des Zentrumseigenraumes E, von .4
und jedes Element kann in dieser Form dargestellt werden (siche Lemma 2.3).

Gilt also & € Bild(Ilz), so ist U.(t) = (£(t),&:) € (E. N Ey) fir alle t und deswegen gilt
U.(t) = 0 wegen E.N Ej;, = {0}.



53

Da &(t) eine Losung von

£(t) = L& (2.39)

ist, ist t — @(t) := & eine Losung von
Op(t) = Be(t) (2.40)

mit p(t) € D(B) fiir alle ¢. Bezeichne nun mit P und @ die wegen Satz 2.4 existierenden
abgeschlossenen Unterrdume mit entsprechenden Projektionen Il, Ilp, Ilg, die durch die
Zerlegung C°([—a, b], RY) = P®Q® Z induziert werden. Man beachte, dass hier das Bild
von Iz dem verallgemeinerten Zentrumseigenraum von B entspricht.

Um zu zeigen, dass & € Z mit Z = Bild(Ilz), schreiben wir

& = Hz& + 1p& + 11oé,
und zeigen I1p&; = I = 0O fiir alle t € R. Wir machen die folgende Beobachtung

Lemma 2.5
Die Abbildung t — (I1p&;)(0) ist eine Losung der Gleichung @(t) = Lx;. Analoges gilt fiir
die Abbildung t — (I1p&;)(0).

Beweis
Wir zeigen die Behaupung nur fiir I1p¢;. Da der Operator B mit seinen Spektralprojek-
tionen kommutiert, gilt

HP (@] B = B (@] HP
Da t — & eine Losung von 0yp(t) = Bp(t) auf R ist, ist deswegen auch ¢ — IIp&; eine
Losung von (2.40). Insbesondere erfiillt ¢ +— I1p&; also

(Ip&;)(0) = (I1p&s10)(0).
Daraus folgt, dass t — (I1p&;)(0) eine Losung von & (t) = Lay ist. O

Setze zur Vereinfachung &,(t) := (I1p&)(0). Nach dem eben gezeigten Lemma ist dann
£(t) eine Losung von @(t) = Lx; auf R. Nach Definition von &, (t) ist (&) € P fiir alle ¢.
Weiterhin erfiillt £,(t) die Abschétzung

(€]l < Me, (2.41)
da nach Annahme £(-) € BC"(R, RY) fiir ein < 19 und einem noch zu wihlenden 7y > 0

gilt.
Wegen (&,)o € P gilt nun weiterhin

[(€)ell < Me=o+er (2.42)

nach Satz 2.4 fiir ein € > 0. Das § kann dabei so grof§ gewihlt werden, wie der Abstand
eines Eigenwertes von B mit negativen oder positiven Realteil von der imagindren Achse
ist. Wir definieren nun 7y durch g = 4ny und zeigen, dass &,(t) = 0 fiir alle ¢ gilt: Es gilt
namlich nach (2.41) und (2.42) fiir ¢t > 0

1€l TP (£) (&) |

1T () |lcp,pyll (§) ]
Ce(—5+6+n)t,

IN AN IA

also ist wegen der Wahl von 1y > n > 0 gerade (&) = 0. Analog kann man nun zeigen,
dass t — (I1p&;)(0) identisch Null ist; dies zeigt dann &, € Z fiir alle t € R. Deswegen gilt
£(t) = 0 und wir haben die Eindeutigkeit gezeigt.
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2.4.2 Existenz von Losungen der hyperbolischen Gleichung

Wir kiimmern uns nun um die Existenz einer Abbildung U,(-) € BC"(R, E}), die fiir
gegebenes H(-) € BC"(R,Y},) (mit H in der Form (2.34) und einem a(-) € BC"(R,RY))
die Gleichung (2.33) 16st.

Aufgrund unserer Annahmen an A gibt es nun endlich viele Eigenwerte \; € spec(.A) mit
Re)\; =0 fiir e = 1, ..., n und Vielfachheiten k;, so dass m = k; + ...+ k,, die Dimension
des verallgemeinerten Zentrumseigenraumes FE,. von A ist. Mit algebraischer Vielfachheit
von \; meinen wir hierbei die Vielfachheit von \; als Nullstelle der charakteristischen
Funktion detA(-) beziiglich der linearen Abbildung L = D f(0) (man beachte Satz 2.3).
Wir betrachten nun die zweite Komponente von (2.33) und erinnern daran, dass P, auf

Y durch X .
R<ﬂ5)ziﬂﬁ<WM»+%QHV@w)ﬁ (243)

a(A) = (AN) (- L(/ M) f(s)ds)). (2.44)

0
gegeben ist, wobei (7, f(0)) € Y ist. Hierbei bezeichnet v eine positiv orientierte, geschlos-
sene Jordankurve der komplexen Ebene, die alle A\; mit ¢« = 1,...,n, einschliesst. Dann
gilt fiir H(t) = Py(«(t),0) aufgrund der Definition von P, mit K = 1+ p1(0) +...p,(0)

() - ()-n()

< a(t)K )
a(t)(eMp(0) + ... + e, (0)))

mit Polynomen p;(0) € H*([—a,b], CY), die hochstens vom Grad k; — 1 fir i = 1,...,n
sind. Dies wurde bereits beim Beweis des Satzes 2.3 durch Anwendung des Residuensatzes
gezeigt und gilt auch hier (mittels mehrfacher Anwendung des Residuensatzes). Man be-
achte, dass alle Basisvektoren des verallgemeinerten Zentrumseigenraumes E, = Bild(P,)
von der Form

mit

(P1(0) + ... pa(0), M7pi(6) + ... + 7, (6))
sind.
Setzen wir p(6) 1= e*%p;(0) +. .. +e*p, (), so nimmt die zweite Komponente von (2.33)
folgende Form an:

p(1)(0) = Bpp(t)(0) + a(t)p(0), (2.45)
falls wir Uy, (t) = (£(t), p(t)(+)) setzen und £(t),(t)(+) zu bestimmen sind. Da p(6) €
Ct([~a,b], RY) ist, kann man die Lésung von (2.45) mittels der Methode der Charakte-
ristiken bestimmen (siehe [52] fir die Methode der Charakteristiken). Es ist also

o(t)(0) = @t +0) + /0 t a(s)p(0 +t — s)ds (2.46)

fiir eine differenzierbare Funktion ¢ : R — RY. Man beachte, dass die Funktion 5(#)
natiirlich auch fiir Werte # € R Sinn bringt und deswegen der Integralterm in (2.46) fiir
t € R wohldefiniert ist. Da ¢(t)(0) = £(t) fiir alle ¢ gelten soll, damit Uy (t) = (£(t), p(t)) €
X fir festes ¢, suchen wir £(¢) in der Form

aw=mmm=@w+4a@mwwMa (2.47)
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Eine leichte Umformung der Gleichung (2.45) liefert unter Beachtung von (2.47) die
aquivalente Gleichung

o(t)(0) = E(t+0) + /t N a(s)p(t+ 0 — s)ds. (2.48)

oder
o(t)(0) =&(t+0) + /0 a(s+t)p(6 — s)ds. (2.49)

Wir setzen nun ¢(t), gegeben durch die letzte Gleichung, in die erste Komponente von
(2.33) ein und erhalten

E(t)=LEt+-)+ /0. als+t)p(- — s)ds| + Ka(t). (2.50)

Gelingt es uns, (2.50) auf R zu losen, d.h. eine stetig differenzierbare Abbildung & €
BC"(R,RY) zu finden, fiir die (2.50) gilt, so definieren wir ¢(¢)(-) durch die Gleichung
(2.49) und setzen Uy (t) := (£(t), p(t)(+)). Wir bendtigen folgendes Lemma.

Lemma 2.6
Sein > 0 und a(-) € BC"(R,RY), dann ist fiir festes 6 auch t — foe a(s+t)p(d — s)ds
ein Element von BC"(R, RY)

Beweis
Der Beweis ergibt sich durch direktes Nachrechnen unter Benutzung der oben definierten
Norm || - [|,,. Wichtig ist allerdings die Tatsache, dass p(#) durch

Mpi(0) + ...+ e (6)

gegeben ist und alle \; € C Realteil null fir 7+ = 1,...,n haben. Aulerdem sind die p;
Polynome, so dass p héchstens polynomielles Wachstum besitzt. O

Natiirlich ist dieses Lemma fiir n = 0 nicht richtig; diesen Fall brauchen wir aber nicht zu
betrachten. Unter der Benutzung dieses Lemmas konnen wir (2.50) in der Form

E(t) = LI&] + a(t). (2.51)

mit &(t) := L[] a(s+t)p(e — s)ds] + Ka(t) schreiben, wobei & € BO"(R,RY) nach dem
obigen Lemma gilt. Wir werden nun folgenden Satz beweisen, der uns die Existenz einer
eindeutigen Losung &(-) € BC" von (2.51) garantiert.

Satz 2.7
Es existiert ein ny > 0, so dass fiir jedes & € BC"(R,Y’) eine eindeutige Lésung & von

§(t) = L& + a(t).
existiert, falls ng > n > 0 gilt.

Bevor wir den Satz beweisen, machen wir eine wichtige Beobachtung, die sich im Beweis
als wichtig herausstellen wird:
Sei £ eine Losung von &(t) = L& + a(t) fir ein & € BC"(R,Y). Setze fir p > 0:

y(t) = e"{(2).
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Dann 16st y(t) die Gleichung
§t) = L{e " ye(®)) + 1 y(t) + e"a(t). (2.52)

Setzen wir also L,y := L(e "*¢(e))+pu-(0), so ist L, eine beschrénkte, linare Abbildung
von H'([—a,b],RY) nach RY. Die lineare Abbildung L, definiert nun einen Operator

A, X CY — Y mittels
x L,(p) )
p— 2.
Ay ( <p) < Opp ’ (2.53)

fir (x, ) € X. Esist genau dann A € spec(A,,), wenn detA,(A) = det(A(idy)—L,(e"*)) =
0 ist.

Bezeichne nun mit det/A(A) die charakteristische Funktion beziiglich L. Dann besteht zwi-
schen den charakteristischen Funktionen det/A(-) bzw. detA,(-) von L und L, folgender
Zusammenhang:

det (A(N)) = det (Au(A + 1) (2.54)

fiir alle A € C, was man direkt an den jeweiligen Definitionen ablesen kann. Ist also ins-
besondere p klein genug, so ist A, hyperbolisch, d.h. es existieren keine Eigenwerte mit
Realteil null. Nun zum Beweis des Satzes:

Beweis von Satz 2.7
Wir zeigen nur die Existenz einer Losung, da wir die Eindeutigkeit bereits gezeigt haben.
Wir schreiben &(t) fur ein to > 0 > ¢; in der Form

() = at) t>tg>0

() = a(t) t<t; <0 (2.55)

mit beliebigen Funktionen a. : R — RY, so dass a, (t) +a_(t) = a(t) fiir alle t € R gilt.
Es bezeichnet also etwa @ (t) den ,positiven* Anteil von a&(t), d.h. &, = 0 auf (—oo, t;).
Die genaue Definition dieser beiden Funktionen auf den , Reststiicken* ist egal, solange
nur & (t) + a_(t) = a(t) auf R gilt.

Sei nun 1y > n > 0 und —p < 0 klein genug, so dass n—u > 0 ist. Betrachte die Gleichung

§(8) = Loy(yn) + e (1) (2.56)

wobei L_,, wie oben durch L_,p = L(e"*p(e)) — i - ©(0) definiert ist. Sei weiterhin
() € BC(R,RV).

Wir zeigen nun, dass eine Lésung y, () € BC"#(R,RY) von (2.56) existiert. Analog kann
man dann zeigen, dass fiir 4 > 0 die Gleichung

§(0) = L (yr) + 6 (1) (2.57)

eine Losung y_ € BC"# besitzt. Dann ist £.(t) := ey, (t) € BC" nach der obigen
Bemerkung eine Losung von .

Ex(t) = L(&x)e + o (t)
und deswegen & := &, + £_ eine Losung von

§(t) = L& +a(t),

wegen a.(t) + a_(t) = a(t) fir alle t € R.
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Aufgrund unserer modifizierten Funktion «., die fiir geniigend kleine Werte identisch
verschwindet, ist es uns moglich, eine explizite Losung y,. € BC"* von (2.56) direkt
anzugeben. Definiere dazu

yo (f) = / Golt — 8)e P, (5)ds, (2.58)
wobei G, : R — CN¥*N die Greensfunktion

1 > : —1 is
Gi(s) = %/_w(A_u(zk‘)) Letsk dk
bezeichnet. Damit G, wohldefiniert ist, sollte det A_, (A) # 0 fiir A € iR gelten bzw.
A_,, hyperbolisch sein. Wir erinnern daran, dass 3 = 47, den kleinsten positiven Abstand
einer Nullstelle Ay von det A (A) mit Re)g # 0 zur imagindren Achse bezeichnet. Ist dann
i > 0 so klein, dass 19 > > 0 gilt, so ist nach (2.54) gerade

det A, (tk) = det A (tk — ) #0

fiir alle k£ € R. Also ist G, nach dieser Wahl von 1y > p > 0 wohldefiniert. Wir definieren
p fiir ein festes n < 1y durch g := 31/4. und halten uns nun an den Beweis des Theorems
4.1 aus [32]. Dort wird gezeigt, dass die Greensfunktion G, die Abschétzung

|G.(s)] < Kye sl

fiir gewisse ag, Ky > 0 und alle s € R erfiillt. In unserem Fall kann man ag :=n — u+¢
fiir ein beliebig kleines ¢ > 0 wihlen, wobei Ky = Ky(¢) fiir £ — 0 beliebig grofl werden
kann. Man beachte, dass Ky — oo fiir ¢ — 0 auftreten kann.

Diese Wahl von aq ist deswegen moglich, da durch unsere Wahl von u = 31/4 jede
komplexe Nullstelle von A, mindestens den Abstand p zur imaginédren Achse hat.
Desweiteren erfiillt G, (s) die Identitét

0sGi(s) = L_,G.(s+") (2.59)
fiir fast alle s € R und es gilt
G*(O—l—) - G*(O—) - id(ch(cN, (260)

d.h. G, ist unstetig an der Stelle Null mit Sprung idc~ o~ . Die Identitdt (2.59) kann man
schnell mit der Fouriertransformation nachrechnen; sie besagt, dass die Matrix-wertige
Funktion G, fast iiberall eine Losung der linearen Gleichung ist. Insbesondere folgt aus
den beiden letzten Gleichungen, dass G, bis auf die Stelle s = 0 absolut stetig ist.

Um zu zeigen, dass der Ausdruck (2.58) wohldefiniert ist, also insbesondere die Funktion
s+ G, (t—s)e " a, (s) integrierbar ist fiir jedes fest t, reicht es festzustellen, dass (—p+
)+ n—p)=-1/2-n+e=-2/3-pu+e <0 fir e := p/4. Mit dieser Wahl von ¢ fallt
nun der Integrand von (2.58) exponentiell mit Rate —p/2 + & = —pu/4. Also ist (2.58)
wohldefiniert.

Man kann nun durch eine elementare Rechnung verifizieren, dass die Abschitzung

00 o 1 ) 1 _
/;OO |G*(t - S) ceH Oé+($)|d8 S K1m€(n 2 + Kgme( ] (261)
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gilt. Also gilt nach Definition y (t) = [*°_ G.(t — s) - e *a(s)ds € BC" M.
Analog zu dem Beweis in [32] kann man nun zeigen, dass y, tatséchlich eine Losung von
(2.56) definiert. Wir wihlen dazu eine Testfunktion x(-) € C°(R, RY) und zeigen

/ " Oux(s) -y (s)ds = — / (L)) + e (5)) - x(s)ds.

Es gilt nun:
X(8)Lop(ys)sds = x(s) - L- G.(s =7 +e)-e"ay(r)dr]ds
I I / .
_ /Z/ZX Gu(s — 7+ ) - e Gy (7)]drds
— /OO /OO x(s (s —7)-e " ay(r)dsdr

_ / / 0.x(s) - Gu(s — 7) - e "y (7)dsdr

+ / X(s) - € (s) - (G(0-) — GL(0+))ds

= [ o - [ x9)-eansds

was die Behauptung zeigt. Beachte, dass wir den Satz von Fubini sowie (2.59) und (2.60)
benutzt haben.

Also ist y, (-) € H} (R, RY) eine Lésung von (2.56). Da aber die rechte Seite von (2.56)
sogar stetig in t ist, ist t — y, (t) stetig differenzierbar auf R.

Bestimme nun ganz analog zu dem eben beschriebenen eine Losung y_(-) von (2.57).
Definiere dann (wie oben beschrieben) &4 (t) := eTHy, (t) und setze £ := £, + £_. Dann
ist die stetig differenzierbare Funktion £ nach dem eben gezeigten ein Element in BC"
und 16st

E(t) = L& + alt).

Damit ist unser Satz bewiesen. O

Sei von nun an stets 0 < 1 < 7, mit dem in Satz 2.7 bestimmten 7y. Dieser Satz er-
laubt es uns nun, fiir gegebenes

H(t) = P, ( O‘(()t) ) (2.62)
und af-) € BO"(R,RY) eine eindeutige Losung U;, € BO" von

Un(t) = AUL(t) + H(2) (2.63)

wie folgt zu bestimmen. Bezeichne mit £(-) € BC" die durch Satz 2.7 bestimmte Losung
von

E(t) = L& +al1),
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Setze Up(t) = < £ ) ) mit p(t)(-) € X gegeben durch

o(t)(0) =&+ 0) + /0 a(s+t)p(0 — s)ds

gegeben, siehe (2.49) fiir die Bezeichnung von p.
Dies definiert eine wohlbestimmte Abbildung K via K,H = U, Bezeichne nun mit
BC? . (R,Y},) den abgeschlossenen Unterraum aller H € BC"(R,Y},), die (2.62) erfiillen.

spez

Es bleibt dann zu {iberpriifen, ob Kj, € L(BCY,.(R,Y}), BC"(R, E},)) fiir alle n € (0, 7o)
ist. Dies geschieht in dem néchsten Satz.

Satz 2.8
Der lineare Operator Ky, erfiillt K, € L(BC? __(R,Y},), BC"(R, Ey,)) fiir alle n € (0,n0).

spez
Auferdem existiert eine stetige Funktion vy : (0,19) — R, so dass

1nlly < v(n)
fiir alle n € (0,1) gilt.

Beweis
Wir iiberpriifen zuerst einmal, dass t — Uy(t) in BC"(R, E},) liegt. Dazu stellen wir fest,
dass £(t) wie im Beweis des Satzes 2.7 definiert, die Abschétzung

€lly < K, (2.64)

erfiillt, wobei ||-||, die gewichtete Norm beziiglich BC"(R, R") bezeichnet. Diese Abschitzung
ergibt sich unmittelbar aus der Definition von & mit & = ey, (t) + et y_(t) (in der
Notation des Satzes 2.7) zusammen mit der Definition von yy (siehe (2.58)) und der
Abschitzung (2.61).

Da &(t) stetig differenzierbar auf R ist und die Gleichung

(1) = L& + a(t)
erfiillt, ldsst sich daraus schnell die Abschétzung
10l < Mlex]]

ablesen.
Mit Hilfe dieser Zwischenresultate und der expliziten Darstellung von ¢(t)(+) durch

0
p(t)(0) =&t +0)+ / a(s+t)p(0 — s)ds,
0
kann man nun unmittelbar unter Verwendung von Lemma 2.6 die Abschitzung

ol Bon(r,L2) < MHO‘Hn

verifizieren, wobei Lemma 2.6 verwendet wurde. Da t — ¢(¢)(0) fiir festes 6 € [—a, ]
stetig differenzierbar ist, kann man diese Abbildung differenzieren und erhélt

Dip(£)(0) = DE( + 0) — a(t)p(0) + /t " a(s)0p(0 + t — s)ds. (2.65)
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Insbesondere ist also
t+(-)
Dp(t)(-) = &(t + ) — a(t)p(-) + /t a(s)0ip(- +t — s)ds (2.66)

in L2([—a,b],C") und stetig in t. Bezeichne diese Abbildung mit ¢ — d;¢. Es gilt dann

[t = OollBenmrzy < Cillt = 0y + Calllly
< Csllal,

fiir gewisse Konstanten C4, Cy, C5. Also ist

el e,y < Clled,.

Nach Definition der Norm von ||Uy || pen(r,g,) haben wir nun

Ul Ben@,g,) < Cllally.

gezeigt. Wegen ||H|[gcn  wy,) < Callall, (siehe die Definition von H), haben wir ¢
Un(t) € BC"(R, E},) gezeigt.
Den Abschéitzungen kann man weiterhin entnehmen, dass eine stetige Funktion v : (0,7) —

R existiert, die || K}, < v(n) fiir alle n € (0,n) erfiillt. Damit ist der Satz bewiesen. [

Dieser Satz zeigt, dass die Bedingung 2.1 erfiillt ist. Wir haben damit die Existenz ei-
ner Zentrumsmannigfaltigkeit gezeigt. Die Aussage beziiglich der Aquivarianz des auf
der Zentrumsmannigfaltigkeit reduzierten Vektorfeldes (im Falle, dass die urspriingliche
Gleichung dquivariant ist), sowie die Abhéngigkeit beziiglich eines Parameters folgen nun
ebenfalls aus dem Theorem von Vanderbauwhede: siehe Seite 137 bzw. Kapitel 2.2, Seite
135 in [54].

2.5 Anwendung auf eine Modellgleichung der Elasti-
zitat

In diesem Kapitel wollen wir unser Theorem 2.6 auf eine Modellgleichung aus der Ela-
stizitdt anwenden, die wir als zweites Beispiel in der Einleitung eingefiihrt haben. Diese
lautet

Juw(t,z) — Oyv(t,x) = 0 (2.67)
ow(t,z) — Op(o(w(t,z))) = ped*v —y0,([K® *w(t, )] (z) — w(t,x)).

Unter Nichtbeachtung regularisierender Terme, d.h. fiir ¢ = 0, nimmt die Gleichung die
Form einer zweidimensionalen, nichtlinearen Erhaltungsgleichung

Ow(t,z) — dyv(t,z) = 0 (2.68)
ow(t,z) — Op(c(w(t,x))) = 0
an, wobei (w(t,z),v(t,z)) € R? fiir alle (t,x) € R? ist. Entscheidend ist bei dieser Mo-

dellgleichung, dass die genaue Form der nichtlinearen Funktion o zwar abhéngig von dem
Material des elastischen Balkens ist, die Existenz nicht konvexer Bereiche der Abbildung
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o aber eine wichtige Voraussetzung ist (siche etwa [22]). Bei Gedéchtnislegierungen z.B.
existiert typischerweise genau ein beschrianktes Intervall I C R, auf dem o streng mono-
ton fallend ist. Die beiden so entstehenden Bereiche, auf denen ¢ monton wachsend ist,
reprisentieren dann verschiedene Phasen-Zusténde des elastischen Balkens. Die Tatsa-
che, dass o nicht iiberall konvex ist, macht die analytische Handhabung dieser Gleichung
(schon im Fall ¢ = 0) wesentlich schwieriger, da viele in der klassischen Theorie bekannten
Resultate nur im Fall konvexer Nichtlinearitéten gelten. Allerdings geben die betrachteten
Funktionen ¢ Anlass zu Schockwellen, die unterkompressiv und somit nicht vom klassi-
schen Lax-Typ sind, siehe [39].

Betrachtet man nun die Gleichung (2.67) mit € # 0, so fithrt ein Travelling-Wave-Ansatz
(wie in der Einleitung beschrieben) auf eine Forward-Backward-Delay Gleichung. Dies ist
eine Konsequenz der speziellen Modellierung der Kapillaritdt in Form eines nichtlokalen
Terms ist. Wir sind nun an der Frage interessiert, inwiefern sich Schockwellen der un-
terliegenden Erhaltungsgleichung durch Profile der Travelling-Wave Gleichung realisieren
lassen. Es wird sich herausstellen, dass dies zumindest fiir kleine Schockwellen mit Ge-
schwindigkeiten nahe den charakteristischen Geschwindigkeiten gilt. Damit beschéftigen
wir uns im Abschnitt 2.5.3.

Im letzten Abschnitt betrachten wir die regularisierte Gleichung im Fall verschwinden-
der Viskositdat. Wir zeigen, dass nahe einer geeigneten Gleichgewichtslosung eine Familie
periodischer Losungen kleiner Amplitude und eine kleine homokline Losung existiert.

2.5.1 Herleitung der Modellgleichung

Wir betrachten im folgenden einen elastischen Balken, den wir uns zur Vereinfachung
eindimensional vorstellen. Fiir ein gegebenes Intervall I C R bezeichnen wir nun mit
u(t, ) die skalare Funktion beziiglich (¢,x) € R x I, die als Funktion von ¢ fiir festes
xr = xy die Position des Teilchens xg zum Zeitpunkt ¢ angibt. Das Teilchen xy befindet
sich also nach der Zeit ¢t > 0 am Punkt x; = x¢ + u(t, zo).

Der Balken besitzt nun eine spezielle Energiefunktion W(:) : R — R und wir betrachten
den Fall einer nichtkonvexen Abbildung W(-). Diese Abbildung hat dabei typischerweise
die in Abbildung 2.1 skizzierte Form; allerdings sind auch Abbildungen W(-) von Bedeu-
tung, deren Ableitung wie in Abbildung 2.2 (a) aussieht. In Abbildung 2.2 haben wir zwei
in der Praxis auftretende Graphen skizziert.

Abbildung 2.1: Der Graph von W(+)

Stellen wir uns zunéchst einmal vor, dass die Funktion u(¢, ) = u(z) nur von x abhéngt,
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so lasst sich die Energie des Balkens in der Form
E%(u) = / W(0,u(z))dx (2.69)
I

angeben. Ein grofieres Problem ist nun die Tatsache, dass Gleichgewichtslosungen u(z), die
dieses Energiefunktional beziiglich geeigneter Randbedingungen minimieren, nicht eindeu-
tig sind (siehe etwa [9]). Um dieses Problem zu vermeiden, kann man etwa Terme hoherer
Ableitungen beziiglich u in der Definition von E° mit einbeziehen und so das Problem der
Nichteindeutigkeit umgehen, siche etwa [51]. Allerdings besitzen dann Losungen u, die
(2.69) minimieren, automatisch hohere Regularitit als man von Losungen des urspriing-
lichen Problems i.a. erwartet.

Auch nichtlokale Modelle werden betrachtet, siehe [2]. Fir ¢ > 0 nimmt dann unser
Energiefunktional die Form

E° jiopar (1) = E°(uf) + % /I/IKe(:L’ — ) |0puf () — Opu (y)|*dx dy (2.70)

an. Hierbei ist v > 0 ein Parameter und die mittels £ > 0 skalierte C'-Funktion K¢ : R —

R, ist durch

Ko(x) == éK(é)

gegeben. Die Funktion K(-) ist hierbei eine achsensymmetrische, positive C'-Funktion,

die
/K(l’)dl’ =1
R

erfiillt und einen kompakten Triger, etwa im Intervall [—1, 1], besitzt.
Nach dem Lagrange-Prinzip ist die Dynamik der Abbildung u(t,z) auf (0,7") x I durch
Extremalpunkte des Funktionals

I (%) = /0 ' /I <W(8xu€(t,x)) - M) ddt

T
% / / / K (z — y)|0su(t, ) — Opu(t, y)|*dydxdt
0 I1JI

gegeben, siehe auch [39], Abschnitt 2.2, Seite 5. Extremalpunkte dieses Funktionals sind
klassische Losungen der zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichung. Eine kurze Rechnung
zeigt, dass diese durch

Ofu(t, ) — 0.(0(Dpult, 2))) = =70y ([K° * dyult, )] (z) — Dyul(t, x)) (2.71)

gegeben ist. ,,x“ bezeichnet hier und im folgenden stets die Faltung, d.h.
[K* % Opul(t,-)|(x) :== / K (z — y)0,u(t,y)dy. (2.72)
R

o(+) bezeichnet in Gleichung (2.71) die Ableitung von W(-), also o(x) := 0, W(z).

Fiir eine Herleitung von (2.71) verweisen wir auch auf [39]. Die irreversible Viskositét
haben wir allerdings noch nicht in unser Modell mit einbezogen. Wir fiigen diesen Term
deswegen noch in unsere Gleichung (2.71) ein und erhalten

82u — 0, (0(Dput)) = pedhdult, 1) — 10, ([K*= * Opult, )|(x) — doult,z)).  (2.73)
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Abbildung 2.2: Zwei verschiedene Funktionen o mit nicht-konvexen Bereichen ; Abbildung
(a): Es existiert je ein Intervall, auf dem o konkav bzw. konvex ist. Dieser Fall tritt etwa
bei gummiartigen Materialien auf; siehe [24]. Abbildung (b): o ist bis auf ein beschrinktes

Intervall streng monoton steigend. Dieser Fall tritt bei Gedéachtnislegierungen auf, siehe
[22]

Wir gehen auf die Skalierung beziiglich ¢ zwischen dem Viskositéitsterm pued;0%u(t, r) und
dem Term ~0, ([K*© * O,u(t,-)](z) — O u(t, z)) spater ein (siche dazu auch [39]).

Wir betrachten nun zur Vereinfachung die Gleichung (2.73) fiir Funktionen u(t, -), die auf
ganz R definiert sind und erweitern dazu den physikalischen Definitionsbereich (-1, 00)
von o(-) auf ganz R.

Auflerdem definieren wir folgende Grofien. Bezeichne mit w(-,-),v(-,-) : R x R — R die
Funktionen

w(t,x) := dyu(t,x) v(t, x) = Owu(t, x).

Also bezeichnet etwa v die Geschwindigkeit beziiglich der Léngsrichtung des Balkens.
Nach Einfiihrung dieser Groen liest sich unsere Gleichung (2.73)

Oyw(t,x) — dyv(t,z) = 0 (2.74)
ow(t, ) — Oy (c(w(t,z)) = ped*v — 0, ([K**w(t,-)](z) — w(t,x)).

Man beachte, dass (2.74) eine Erhaltungsgleichung fiir ¢ = 0 ist. Wir suchen nun , Travelling-
Wave“ Losungen dieser Gleichung, d.h. Losungen v(t, x),w(t,z) von (2.74), die in der
Form v(t,x) = V(x — ct) bzw. w(t,x) = W(x — ct) fiir geeignete Funktionen V' (-), W(+)
gegeben sind. Dieser Ansatz fiihrt uns nun auf folgende Gleichung:

W V' = 0 (2.75)
—cV' = (W)W = pueV" —~([K*«W'] = W').

Diese lasst sich unter Verwendung der ersten Komponente weiter zu
EW' - (WYW' = —pecW” —y([K« W' — W) (2.76)

vereinfachen, wobei ,, > ¢ die Ableitung nach dem Argument der Funktionen V' (-), W (-)
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bezeichnet. Wir betrachten nun den Term K¢+W’, der sich folgenderweise umformen laft:

(K W) = [ K= )W
= — /R@y(Ks(T —y)W(y)dy = /RD1K€(T —y)W(y)dy

= /RDlKE(y)W(T —y)dy = /RDlKa(—y)W(Ter)dy.

Also gibt K*xWW' Anlass zu einem beschriinktem linearem Funktional L. auf C°([—1, 1], R),
das durch

Lp = / Dy K (—y)ply)dy

definiert und wohldefiniert ist, wenn support(K¢) C [—1,1] ist (d.h. K¢ identisch Null
auBerhalb [—1, 1] ist). Also gilt

(K=« W")(1) = /_1 DK (—y)W (7 +y)dy = LW,.

Damit lasst sich Gleichung (2.76) in der Form
pecW’(1) = W'(1)(y — &+ o' (W(7))) — yLW, (2.77)

schreiben. Wir haben also gezeigt, dass Losungen v(t,x), w(t,z) von (2.74) in der Form
v(t,z) = V(r — ct) bzw. w(t,z) = W(x — ct) fiir beschrankte Funktionen V(-), W(:) :
R — R, eine Losung W (7) von (2.77) induzieren. Andererseits definiert eine beschrénkte
Losung W (r) von (2.77) auf R mittels Integration der Gleichung —cW’ = V"’ eine Funktion
V(+). Setzt man v(t, z) := V(x —ct) und w(t, z) := W(x — ct), so erhilt man beschrinkte
Losungen von (2.74). In diesem Sinne korrespondieren Travelling-Waves w(t, z) = W (x —
ct), die lim;_, 4+ w(t,-) = wx erfiillen (wobei wy € R Konstanten sind), zu heteroklinen
Losungen W (7) von (2.77), fir die lim;_, 1 W (t) = w4 gilt.

Wir sammeln noch ein paar spezielle Eigenschaften der Gleichung (2.77).

Lemma 2.7
Sei W(r) eine Lésung von (2.77) fiir e = 1. Definiere W= (7) := W(Z). Dann ist W= (7)
eine Losung von (2.77) fiir € = €.

Der Beweis hiervon folgt durch eine kurze, elementare Rechnung.

Wegen dieses Lemmas konnen wir uns also darauf beschrinken, (2.77) fir ¢ = 1 zu
studieren. Wir werden dazu die beiden Félle 4 = 0 und g > 0 betrachten, wobei wir
daran erinnern, dass das Modell fiir ¢ = 0 direkt als Euler-Lagrange Gleichung aus dem
Funktional I}, gewonnen wurde.

Bevor wir diese beiden Fille betrachten, gehen wir im néchsten Abschnitt noch kurz auf
eine spezielle Klasse von Losungen der reinen Erhaltungsgleichung (2.74) fiir € = 0 ein,
die Schockwellen heiflen und fiir unsere Betrachtungen eine wichtige Rolle spielen.
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2.5.2 Schockwellen und die Rankine-Hugoniot Bedingung

Wir sammeln nun einige Eigenschaften der reinen Erhaltungsgleichung (2.74) fiir € = 0.
Diese hat folgende Form:

ow—30v = 0 (2.78)
O — Opo(w) = 0.

)= ( _of )

so kann man (2.78) in der abstrakten Form

<8tw)+amf<w):0
Oy v

schreiben. Die Eigenwerte Ay = Ay (w, v) und zugehorigen Eigenvektoren ro = r.(w,v)
der Jacobimatrix von f sind durch

Ae(w,0) = F/o'(w), re(w,v) = ( i\/%)

gegeben. Eine spezielle Klasse von Losungen w(t, z),v(t,z) der Gleichung (2.78) sind
Schockwellen. Diese haben die Gestalt

( w (@, ) ) _ { (wo,v )t x =t <0 (2.79)

v0(z, 1) (we,v )t ¢z —ct>0

Setzen wir

fir (wy,v+) € R? und ein ¢ € R, falls die Zustéinde (w.,v.) die Bedingungen
—c(wy —w_) = vy —v_, —c(vy —v) =0o(wy) —o(w-) (2.80)

erfiillen. Diese Bedingungen sind die sogenannten Rankine-Hugoniot-Bedingungen und
lassen sich ebenfalls fiir U_ = (w_,v_), Uy = (w4, v,) in der Form

E(U-) — £(U) = ¢ (U= — U2)

schreiben. Sie sichern uns zu, dass Schockwellen schwache Losungen des Anfangswertpro-
blems (2.78) mit w(-,0) = w_,v(-,0) = v_ sind, siehe [49, 52].

2.5.3 Realisierung schwacher Schocks

Mit Hilfe von Zentrumsmannigfaltigkeiten wollen wir in diesem Abschnitt zeigen, dass die
Gleichung (2.78) mit p # 0 in der Nihe eines Zustandes U_ = (w_,v_) € R? generisch
Schockwellen mit Geschwindigkeiten ¢ ~ c, besitzt, falls o/(w_) = ¢? gilt. Die Strategie
ist die folgende: wir stellen uns den Zustand U_ = (w_v_) als linken Endzustand der
gesuchten Schockwelle vor und suchen fiir ¢ ~ ¢, einen Zustand U, (c) = (wi(c),v4(c)),
so dass das Tripel ((w4(c),v4(c)), (w—,v_),c) eine Schockwelle induziert. Um sicherzu-
stellen, dass die so erhaltenen Schockwellen physikalisch relevant sind, konstruieren wir
die Schockwellen als Limes von Travelling-Wave Losungen der regularisierten Gleichung
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(2.74) fiir € # 0. Dazu beweisen wir die Existenz von Losungen (w(z,t),v(z,t)) der Glei-
chung (2.74), die in der Form v(z,t) = V(%) w(x,t) = W(2=2) geschrieben werden
kénnen und

tl}imoo V(T) = vy, tl}imoo W(r) = w4 (2.81)

erfiillt ist. Da wir also insbesondere an der Existenz von Travelling-Wave Losungen inter-
essiert sind, betrachten wir die Travelling-Wave Gleichung

W -V = 0 (2.82)
—cV' = (W)W = uV" —~([K' = W] —W).

Wir stellen uns nun vor, dass es bereits eine Losung (W (-), V(+)) dieser Gleichung gibt,
die (2.81) erfiillt. Integration der ersten Gleichung iiber das Intervall (a, 7) liefert dann

—cW(r)=V(r) = —cw_ —v_:=¢ (2.83)
fir a — —oo und v_ :=lim,_,_, V(a). Integration der zweiten Gleichung ergibt
—Y LW = W(T)) + peW'(7) = —o(W(7)) = c(=cW (7) — c1) + (—o(w-) — cv_),

wobei wir ¢p := (—o(w_) — cv_) setzen. Man beachte dabei, dass bei dieser Berechnung
der Term lim,, oo (L1 W, — W(a)) = 0 verschwindet. Wir erhalten also aus (2.82) nach
Integration die Gleichung

pucW'(1) = V(LW = W (1)) +o(W (7)) — EW (1) + Fw_ — (o(w_)) =: F(Wy,w_,v_,c).

(2.84)
Die rechte Seite dieser Gleichung definiert damit eine glatte Abbildung F von H' :=
H'([-1,1],R) nach R. Wir kénnen nun das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren.

Satz 2.9 (Realisierung schwacher Schocks)
Sei (w_,v_) und ¢, mit ¢'(w_) = ¢ und o"(w_) # 0 fest gewéhlt. Betrachten wir nun
die Gleichung (2.74) mit pu,~v > 0, dann existiert eine Losung W (-) = W (-,¢) von (2.84)
und ein Zustand wy = w,(¢), so dass genau fiir einen der beiden Fille £(¢ —c¢) > 0

glim W(,¢) =wi(c), glim W(,¢) =w_

gilt. Fiir diesen Fall von ¢ kann man eine Funktion V(-) = V(-,¢) durch die Gleichung
W (&) + V(§) = cw_ + v_ definieren, die

I V(E = e @, Im V€ =v,
fiir einen Zustand v, = wvy(¢) € R erfiillt. Setzt man schlieBlich (w(z,t),v(z,t)) =
(W((x—¢t)/e), V((x—¢ct)/e), so definiert (w(z,t),v(z,t)) eine Losung von (2.74), die fiir
festes © — ¢t # 0 und € — 0 punktweise gegen die durch das Tripel ((w4,v4), (w—,v_),¢)
induzierte Schockwelle konvergiert.

Wir beweisen diesen Satz mit einer Zentrumsmannigfaltigkeitenreduktion und zeigen, dass
in dem reduzierten Vektorfeld eine transkritische Verzweigung auftritt. Die Dynamik auf
der Zentrumsmannigfaltigkeit nimmt dann etwa die in Abbildung 2.3 skizzierte Form an.
Fiir festes ¢ ~ ¢, erhalten wir dann einen heteroklinen Orbit W (¢, ¢), der genau fiir ¢ < ¢,
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Abbildung 2.3: Dargestellt ist das auf der Zentrumsmannigfaltigkeit M reduzierte Vek-
torfeld.

in Vorwiértszeit gegen w, (¢) und in Riickwértszeit gegen w_ konvergiert. Abhéngig von
dem Vorzeichen der Terme ¢, und ¢”(c,) kann dann das reduzierte Vektorfeld auch wie in
Abbildung 2.3 aussehen, wobei nun alle Pfeile in die andere Richtung zeigen: In diesem
Fall existieren die gesuchten Losungen W (¢, ¢) geanu fiir alle ¢ = ¢, und ¢ > c¢,.

Beweis
Wir kiitmmern uns zundchst um Gleichgewichtslosungen. Eine konstante Funktion ¢(-) =
C' ist fur ein C' € R genau dann eine Gleichgewichtslésung von F(-,w_,v_, ¢), wenn

o(C) - 2C = —cw_ +o(w.)

gilt. Erfiillen also die Zusténde (wy,v;) und (w_,v_) die Rankine-Hugoniot-Bedingung

—c(wy —w_) = vy —ov_
e(os —v) = olws) —o(w),
so ist ¢(+) := w, eine Gleichgewichtslosung von F(-,w_,v_,c). Wir stellen uns nun ¢

als Verzweigungsparameter vor, fixieren w_,v_ und schreiben die Gleichung W'(r) =
F(W;,c) in der Form (2.30), die in unserem Fall mit (¢, -) die Form

B0\ (L (L) —n() + o) - E0) + A(e)
(é(tﬁ))‘( o068, 0) ) (2.85)

mit 3(c) := c*w_ — o(w_) annimmt. Desweiteren ist (n(t), ¢(t,-)) € X fiir festes t. Der
Raum X ist in unserem Fall durch X := {(n,¢(:)) € R x H'([-1,1],R) : ¢(0) = n}
gegeben.

Wie wir bereits festgestellt haben, ist w_ trivialerweise ein Gleichgewicht fiir alle ¢ € R.
Fiigen wir nun ¢ = 0 hinzu und linearisieren dann diese Gleichung im Gleichgewicht
(w_, ¢,), so erhalten wir mit ¢(t,-) = (¢'(¢, ), ¥2(t,))

n(t) T(n(t), c(t), ¥'(t,-)) r(n(t), c(t), o' (t,-))
o) | = 0 + 0 . (2:86)
¢(t,0) Aoep(t, 0) 0
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Hierbei ist '(n, ¢, ¢'(-)) : R x R x C°® — R definiert durch

C(n, e, ¢1()) — (v(L19'() —m) + Ul(w—);]c*— 2c,w_c) — c2n + ﬂ’(c*)07

wobei '(c,) = 2c,w_ ist und
r(n, e, ¢'(+)) = i (V(Lrg' (t,-) = n(t) + a(n(t)) = A(n(t)) + B(c)) = T(n,¢,¢'(-)).

Man beachte, dass (1, ¢, é(-)) — T'(n,¢, ¢*(+)) linear ist. Der erste Term der linken Seite
von (2.82) definiert also eine lineare Abbildung A_ : X C Y — Y, mit

X = {(n,e,6()) € R x H'([-1,1, R : 6(0) = (m,))} ¥ = R? x LA(|~1,1], R2),
Wir kénnen deswegen auf Gleichung (2.82) den Satz 2.6 anwenden, wenn wir noch zeigen,

dass A_ rein imaginére Eigenwerte besitzt. Eigenwerte A von A_ sind durch Nullstellen
der Determinante der charakteristischen Gleichung

AN = A — L(e™)

gegeben, wobei £ : C°([—1,1],C?) — C? durch

L(p(-), () = < F<s0<0>n/6<0>,¢<~>> )

definiert ist. Die Determinante von A(\) berechnet sich also durch

1

det A (N) = A = —(y(Lie* = 1) + o' (w_) = &2)).

Wir beobachten, dass A = 0 stets ein Eigenwert ist. Dieser ist genau dann algebraisch
doppelt, wenn

o'(w-) = ci,
also wenn £4/0'(w_) = ¢, gilt (im Fall, dass die Wurzel definiert ist). Um eventuell

andere rein imagindre Nullstellen ix der charakteristischen Gleichung aufzuspiiren, setzen
wir A =ik in det/A(-) ein und erhalten

L (Lae™ = 1) + o () — ). (2.87)

*

0 =ir(ik —

Wegen L (sin(-k)) = 0, ist der Realteil der letzten Gleichung —x?2. Also ist (2.87) genau
dann erfiillt, wenn x = 0 ist.
Nach Satz 2.6 besitzt die Gleichung (2.82) eine zweidimensionale Zentrumsmannigfaltig-
keit. Bevor wir nun die reduzierte Gleichung bestimmen, berechnen wir die (gegebenfalls
auch verallgemeinerten) Eigenvektoren zum Eigenwert 0 von A_. Man beachte, dass ein
Eigenvektor stets durch
1
U, = 0
(1,0)



69

gegeben ist, wenn o’ (w_) = 2 erfiillt ist. Der zweite Eigenvektor ist durch

1
U.. = 1
(1,1)
gegeben. Wir sehen also, dass 0 ist ein algebraisch und geometrisch doppelter Eigenwert
ist. Das auf der Zentrumsmannigfaltigkeit reduzierte Vektorfeld hat dann in den Koordi-

naten (z,y) € R? (wobei x die Koordinate beziiglich U, und y die beziiglich U, ist) die
folgende Form

( @ ) _ ( (x —z_)(ary + az(z —z_) + as(z —2x_)y + h.o.t.) ) . (2.89)
Y 0
In dieser Gleichung identifizieren wir y als Parameter, der Wert y = 0 korrespondiert zu

¢ = ¢,. Die Stelle z = x_ spiegelt in dieser Gleichung die triviale Losung w_ wieder. Wir
bestimmen nun die Konstante as. Eine kurze Rechnung zeigt, dass

1
=

as o’ (w_)

gilt. Nach unserer Annahme ist nun ay # 0 und fiir die reduzierte Gleichung tritt eine
transkritische Verzweigung auf. Aufler der trivialen Linie von Gleichgewichten x = x_ fiir
alle y alias ¢, erhalten wir einen weiteren Zweig © = (a1/a2)y + - =: z(y), wenn die
hoheren Ordnungsterme in (2.88) vernachléssigt werden. Um zu zeigen, dass das Gleich-
gewicht nichttrivial ist (d.h. z(y) = x_), miissen wir noch den Koeffizienten a; berechnen
und a; # 0 sicherstellen. Dazu miissen wir den Vektor

1 1 (YL (™) —1) = A+ odw_ —2)7?
2 Jyn 0 dA (2.89)
P (e (L () = 1) = A+ o'w_ — 2] 71, 0)

berechnen, wobei ¥ eine geschlossene Kurve in der komplexen Ebene um den Ursprung
bezeichnet. Bezeichnen wir die Nichtlinearitét der Gleichung (2.86) fiir ((n,¢), ¢) € X mit
G((n,c), ), so entspricht der Vektor in (2.89) genau dem Term

D*(P.G((n, ). 9)]

wobei P, : Y — Y die Spektralprojektion auf den Zentrumseigenraum bezeichnet, siehe
Gleichung (1.42) oder [23]. Stellt man dann den Vektor aus Gleichung 2.89 als Linear-
kombination der Vektoren U, und U,, dar, so ist der Koeffizient des Vektors U, der
Linearkombination gerade die gesuchte Zahl a;. Eine Berechnung des Vektors (2.89) fiihrt
nun auf

)) [U*a U**] )

7770780):(1”7 70*7(11]7 yCx

1 [ 2 (vL1(e) =1+ OMN) ™! 1
SR 0 d==1 0 |. (2.90)
o 1A (- (yLu(e) 1+ O().0) "o

Insbesondere ist also a; = % #0.

Bezeichnen wir nun mit ¥(-) eine Funktion, deren Graph lokal nahe w_ die Zentrumsman-
nigfaltigkeit darstellt, so ist die gesuchte Familie w$ durch w$ := z(c+c.) + ¥(2(c+¢))
gegeben.



70

Fiir festes y ist die reduzierte Gleichung (2.88) eine eindimensionale gewthnliche Diffe-
rentialgleichung ( hier benutzen wir u.a. die Tatsache, dass die charakteristische Funktion
keine weiteren rein imagindren Nullstellen hat, die die Dimension der reduzierten Glei-
chung vergrofern wiirden). Fiir Parameterwerte y ~ 0 alias ¢ & ¢, besitzt diese eindi-
mensionale Gleichung dann zwei Gleichgewichte, die trivialerweise durch eine heterokline
Losung verbunden werden. Diese heteroklinen Loésung definiert uns die gesuchte Funktio-
nen W (-, c) := We¢. Die Funktion V(-,¢) = V¢ ist nun durch die Identitat (2.83)

—cW(r,¢) =V(r,c) = —cw_ —uv_
gegeben und es gilt V¢ = —cW*°+ cw_ 4+ v_. Damit sind alle Behauptungen gezeigt. [J

2.5.4 Die regularisierte Gleichung ohne Viskositét

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass das System (2.91) eine Familie periodischer Orbits
und einen homoklinen Orbit nahe einem geeigneten Gleichgewicht W, besitzt.
Dazu betrachten wir das System (2.77) fiir p = 0, also

0 = W(n)(y—E+dW(r)) —vLiW,.
Ist der Faktor (y—c*+0'(W)) # 0 (falls etwa v > 0 grof§ genug ist), so kann man letztere
Gleichung in folgender Form schreiben:
-1
L
o=@ rawm)

Man beachte, dass mit W (7) auch W (—7) eine Losung ist. Es gilt namlich fiir Z(7) :=
W(—r):

W'(r) = W, (2.91)

1

Z(r)=-W(-1) = O O',(W(—T)))VLIW_T
1 ! 1y/
B a'(W(_T)))V/_l(K ) (=0)W (6 —7)d6
T -+ al'(W(_T)))V/_1(K1)'(9)W(—9 —7)df
O ;i'(Z(T)))V /_I(Kl)'(—H)Z(é’ +7)df
~1

BRIV i
Man beachte im vorletzten Schritt, dass (K')(-) aufgrund der Symmetrie-Annahmen an
K'(-) punktsymmetrisch ist.
Wir bemerken, dass jeder konstante Zustand ¢(-) = k € C°([—a,b],R) eine Gleichge-
wichtslosung von (2.91) ist. Wir kénnen nun (2.91) in unserem abstrakten Setting schrei-
ben, um unter geeigneten Voraussetzungen eine Zentrumsmannigfaltigkeiten-Reduktion
zu vollziehen:

() = (7=mh™) 2

1 1
+ < ((’7—624_0'/(];:)) - (7—024_0'/(5(15)))) fyLlQS(t’ ) ) .

0
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Der Term der rechten Seite definiert nun fiir ein beliebiges & € R eine beschréankte lineare
Abbildung A von X nach Y. Und wieder gilt

X ={(&¢()) € R x H'([-a,b],R) : (0) = £}, Y =R x L*([~a,b],R).

Wir beobachten eine Reversibilitit in Gleichung (2.92): Bezeichne dazu mit S : H'([—a, b], R) —
H'([~a,b],R) die lineare Abbildung (S¢(+))(0) := ¢(—0) und mit F (&, ¢(-)) die rechte Sei-

te von (2.92), so gilt F(&,S¢(+)) = —(idg x S)F (&, ¢(+)).

Wir untersuchen nun das Spektrum von A. Dazu betrachten wir die charakteristische
Funktion A(X) von A. Fiir diese gilt

v ' 1 Y
AW = A= s /_1(K )(—0)AeMdd
Speziell fiir A = 0 gilt A(0) = A'(0) = A”(0) = 0 und A”(0) # 0, falls o'(k) = ¢* ist.
Wegen der Achsensymmetrie von K' kann es keine weiteren rein imaginiren Eigenwerte
von A geben. Also existiert eine dreidimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit M nahe eines
geeigneten Gleichgewichtes (W,, W,) € X, falls die traveling wave Geschwindigkeit ¢, die
Bedingung
o' (W,) = ¢

erfiillt.
Wir konnen das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren

Satz 2.10

Sei W, eine Gleichgewichtslosung von (2.91), so dass die Bedingungen o'(W,) = ¢? und
o"(W,) < 0 erfiillt sind. Dann existiert nahe dem Gleichgewicht (W,, W,) von (2.92)
eine dreidimensionale, invariante Mannigfaltigkeit. Das reduzierte Vektorfeld F.q(x,y, z)
erfiillt die Reversibilitéit SFyeq(z,y, 2) = —Frea(S(x,y, 2)) mit S(z,y, 2) := (z, —y, 2) und
Iisst sich als beliebig kleine, S-reversible Stérung der gewéhnlichen Differentialgleichung

T Y
y | = z (2.93)
z —zy

auffassen: Fiir gegebenes ¢ > 0 existieren nahe null definierte Koordinaten (Z,7, Z) und
eine Zeittransformation, so dass die reduzierte Gleichung die Form

<

+ O(g?) (2.94)

Ny e
Il

|

N

<

annimmt.

Korollar 2.1
Die Gleichung (2.91) besitzt eine Familie kleiner periodischer Losungen P(-,d) und eine
homokline Lésung H(-) nahe W,. Setzt man nun

w(x,t) := P((x — ct) /e, 9), v (z,t) =V ((x —ct)/e,0),

wobei V(7) durch die Gleichung —cP(7,d) — V(7,0) = K fiir ein beliebiges K € R
bestimmt werden kann, so definiert (w®,v®) eine Lésung von (2.74) fiir pn = 0. Analog
definiert auch H(-) eine Lésung von (2.74).
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Beweis des Korollars

Die Aussagen des Korollars ergeben sich sofort aus der Analyse der gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichung (2.94), siche etwa [12], Kapitel 6. Schreiben wir (2.94) als eine Gleichung
dritter Ordnung, so erhalten wir

2
und wir konnen ein erstes Integral angeben:
1 1
O=7i+ 51'2 =z+ 5932. (2.95)

Betrachtet man (2.95) als Differentialgleichung zweiter Ordnung in z, so kénnen wir ein
weiteres erstes Integral angeben:

R _ 1y L

H—Q(z) +6:B @a:—Qy 2T — 1.
Mit diesen beiden ersten Integralen kann man nun alle beschréankten Losungen nahe Null
beschreiben (siehe auch [12], Kapitel 6). O

Bevor wir den Satz 2.10 beweisen, machen wir einige Bemerkungen. Zunéchst einmal
ist die in dem Satz auftretende Reversibiltéit lediglich die Einschriankung der Reversi-
biltat id x S auf die invariante Zentrumsmannigfaltigkeit. Man beachte ndmlich, dass der
Zentrumseigenraum durch die Vektoren

() G) ()

aufgespannt wird. Insbesondere ist also der Fixpunktraum der linearen Abbildung S als
Einschrankung der Abbildung S auf die invariante Mannigfaltigkeit zweidimenional.

Der Satz erlaubt uns nun, das reduzierte Vektorfeld F,.q4 als kleine (S—reversible) Storung
der gewohnlichen Differentialgleichung (2.94) aufzufassen, die ebenfalls S-reversibel ist.
Also sind ,,vom Wesen her” im wesentlichen alle Losungen dieser Gleichung, deren Orbit

in zwei Punkten transversal zum Fixpunktraum Fix(.S) ist, auch Losungen der reduzierten
Gleichung.

Beweis des Satzes 2.10

Um den Satz zu beweisen, bestimmen wir das auf die Zentrumsmannigfaltigkeit redu-
zierte System. Da der Eigenwert 0 algebraisch dreifach ist (und es keine weiteren rein
imaginiren Eigenwerte gibt), ist die Zentrumsmannigfaltigkeit ebenfalls dreidimensional.
O.E. nehmen wir von nun W, = 0 an.

Wir bestimmen zunéchst die Projektion auf den Zentrumseigenraum von A. Dazu benéti-
gen wir die Resolvente von A, die fiir ein 7 ¢ spec(A) durch

oo (5)- (528

mit (£,0) € Y gegeben ist. Man beachte, dass wir aufgrund der speziellen Struktur unserer
Nichtlinearitdt nur die Aktion der Zentrumsprojektion P. auf Elementen (£,0) kennen

miissen. Es gilt also
r ()= [a—n (5 ) an
0 » 0
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wobei «v eine geschlossenen Kurve um den Ursprung der komplexen Ebene darstellt. Wir
benétigen nun die Taylorentwicklung von A(n) = 7%(a® +asn+asn*+(0)(n®)) nahe n = 0

und es gilt etwa az3! = — f_ll K'(0)36%df. Man kann nun ausrechnen, dass
(n.(§)) = wam [camra
1 y

fiir die erste Komponente der Projektion P, gilt. Wir bestimmen nun die zweite Kompo-

nente und erhalten
1S B . _
(7(5)), - wzm [eam e

1925_ é
217 a5 a2

und man beachte, dass insbesondere ag, a; # 0.

Der zweite Klammerterm der rechten Seite von (2.92) definiert eine differenzierabare
Abbildung G von X nach Y. Die zweite Ableitung dieser Funktion im Gleichgewicht
(W, W) = (0,0) ist gegeben durch

DG (0) [(y, @()), (2, ¥ ()] = (@%%%WM@*»X@%%%VMWO>).

Insbesondere gilt also

D*G(0)[(1,1),(1,D)]=0  D*G(0)[(0,6),(0,8)] =0
D*G(0) [(0,6%),(0,6%)] =0  D*G(0) [(0,6),(0,6%)] =0
D*G(0) [(1,1),(0,6%)] =0

und

—y0"(0)
D*G(0) [(1,1), (0,6)] = <wwg@v)
Wir setzen zur Abkiirzung ¢ = % und bestimmen die Projektion des letzten
Terms, namlich

oGO L0.0.0] = (¢ )

as

Bezeichnen wir also mit = bzw. y bzw. z die Koordinate beziiglich des Basisvektors (1, 1)
bzw. (0,60) bzw. (0,6%), so nimmt das auf den Zentrumseigenraum reduzierte Vektorfeld
folgende Form an:

@ Y — 36Ty

y | = z + h.o.t.. (2.96)

. 1
: —-Cay
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Wir fiihren nun mit den neuen Koordinaten z = €22,y = €3,z = €*Z eine Blow-up

Skalierung durch und wihlen ¢ = e ¢ als neue Zeit. In diesen Koordinaten erhalten wir
nach differenzieren nach der neuen Zeit ¢

IS
IS AN

+ O(€). (2.97)
~ 32079

INITNE N
Il

und das mit €2 beginnende Vektorfeld ist eine S-reversible Storung des ersten Klammer-
terms der rechten Seite von (2.97). Wir haben damit den Satz gezeigt. Es sei bemerkt,
dass der Koeflizient —ig negativ ist, falls ¢”(0) (alias o”(W,)) negativ ist. O



