
Kapitel 6
Gemis
hte Integraldarstellungen
Das eigentli
he Ziel dieses Textes war es, eine allgemeine Integraldarstellung mit Hilfe beider Dira
-operatoren zu �nden, um eine Lösung für eine Glei
hung wie ∂ µ∂̄ νw = f mit beliebigen µ, ν ∈ N0,

0 < µ < ν zu �nden. Das ist hier für die Fälle gerader m oder für 0 ≤ 2k − 1 < m, (m < 1) dur
h-geführt. Für die verbleibenden Fälle ist von der Darstellung (4.5) auszugehen und Stammfunktionender anderen Kernfunktionen in (4.13) zu �nden. Dazu benutzt man wiederholt den Satz von STOKESmit der iterierten Integraldarstellung in ∆ (4.2). Man benötigt dazu eine allgemeine Stammfunktioneines modi�zierten Cau
hy Kernes. Die Mittel dazu �ndet man im vorangegangen Kapitel.
6.1 Darstellung einfa
her Ordnung in ∂Satz 6.1.1 Sei G ⊂ R

m+1 ein bes
hränktes Gebiet mit glattem Rand, und f ∈ C2k+1(G,A), 1 ≤ k,dann gilt für gerade m oder für 0 ≤ 2k − 1 < m und m > 1

f(x) =
k

∑

µ=0

1

ωm+1

∫

∂G

(y − x) |y − x|2µ−m−1

2µ µ!
µ
∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy∆
µf(y)

−
k

∑

µ=1

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2µ−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ
∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

{

∂ ∆µ−1f(y)
}

−
1

ωm+1

∫

G

(y − x) |y − x|2k−m−1

2k k!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)

{

∂∆kf(y)
} dVy.

(6.1)
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6.1 Darstellung einfa
her Ordnung in ∂ 105Beweis:Hier no
h einmal die Glei
hung (4.2):
f(x) =

k
∑

µ=1



















1

ωm+1

∫

∂G

(y − x) |y − x|2(µ−1)−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ−1
∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy∆
µ−1f(y)

−
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2µ−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ
∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

{

∂ ∆µ−1f(y)
}















+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|2k−m−1

2k−1 (k − 1)!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)

∆kf(y) dVy.

Betra
htet man den letzten Teil, das Gebietsintegral mit f ∈ C2k+1(G,A) und benutzt (2.1), so erhältman
Ik(x) :=

1

ωm+1

∫

G

|y − x|2k−m−1

2k−1 (k − 1)!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)

{

∆kf(y)
} dVy

=
1

ωm+1

∫

∂G

(y − x) |y − x|2k−m−1

2k k!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy∆
kf(y)

−
1

ωm+1

∫

G

(y − x) |y − x|2k−m−1

2k k!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)

{

∂∆kf(y)
} dVy,

da
∂



















x |x|2k−m−1

2k k!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)



















=
∂

(

x
|x|m+1 |x|

2k
)

2k k!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)

=
2k|x|2(k−1) xx

|x|m+1

2k k!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)

=
|x|2k−m−1

2k−1 (k − 1)!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)



106 6. Gemis
hte Integraldarstellungengilt.Also gilt
f(x) =

k
∑

µ=1



















1

ωm+1

∫

∂G

(y − x) |y − x|2(µ−1)−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ−1
∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy∆
µ−1f(y)

−
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2µ−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ
∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

{

∂ ∆µ−1f(y)
}















+
1

ωm+1

∫

∂G

(y − x) |y − x|2k−m−1

2k k!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy∆
kf(y)

−
1

ωm+1

∫

G

(y − x) |y − x|2k−m−1

2k k!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)

{

∂∆kf(y)
} dVy

=
k

∑

µ=0

1

ωm+1

∫

∂G

(y − x) |y − x|2µ−m−1

2µ µ!
µ
∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy∆
µf(y)

−

k
∑

µ=1

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2µ−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ
∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

{

∂ ∆µ−1f(y)
}

−
1

ωm+1

∫

G

(y − x) |y − x|2k−m−1

2k k!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)

{

∂∆kf(y)
} dVy.



6.2 Darstellungen höherer Ordnungen in ∂ 1076.2 Darstellungen höherer Ordnungen in ∂De�nition 6.2.1 Seien für gerade m oder für 0 ≤ 2
(

k +
[

1
2
(l + 1)

])

− 1 < m, l ∈ N und ν ∈ N

El(x) :=
xl+1|x|2k−m−1

ωm+12k+l(k + l)!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)

+

[ 1

2
(l−1)]
∑

n=0

l−2n
∑

µ=1

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

xl−µ−2nxµ−1|x|2(k+n+1)−m−1

ωm+12k+l(k + l)!
k
∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1
∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

,

E−1,ν−1(x) :=
|x|2ν−m−1

ωm+12ν−1(ν − 1)!
ν
∏

j=1

(2j − m − 1)und
E0,ν(x) :=

x|x|2ν−m−1

ωm+12νν!
ν
∏

j=1

(2j − m − 1)
.Bemerkung 6.2.1 Es gelten E0,0(x) = E(x), E0(x) = E0,k(x), na
h Satz (5.2.1), ∂El+1(x) = El(x)und für ν ≥ 0

∂E0,ν(x) =
∂

(

x
|x|m+1 |x|

2ν
)

ωm+12νν!
ν
∏

j=1

(2j − m − 1)

=

x
|x|m+1 2νx|x|2(ν−1)

ωm+12νν!
ν
∏

j=1

(2j − m − 1)

=
|x|2ν−m−1

ωm+12ν−1(ν − 1)!
ν
∏

j=1

(2j − m − 1)

= E−1,ν−1(x)und
∂E−1,ν−1(x) =

(2ν − m − 1)x|x|2(ν−1)−m−1

ωm+12ν−1(ν − 1)!
ν
∏

j=1

(2j − m − 1)

=
x|2(ν−1)−m−1

ωm+12ν−1(ν − 1)!
ν−1
∏

j=1

(2j − m − 1)

= E0,ν−1(x)..



108 6. Gemis
hte IntegraldarstellungenSatz 6.2.1 (gemis
hte Integraldarstellung) Sei G ⊂ R
m+1 ein bes
hränktes Gebiet mit glattemRand, und f ∈ C2k+l+1(G;A), 1 ≤ k, dann gilt für l ∈ N0, m > 1 und für gerade k oder für

0 ≤ 2
(

k +
[

1
2
(l + 1)

])

− 1 < m

f(x) =
k

∑

ν=0

∫

∂G

(y − x)|y − x|2ν−m−1

ωm+12νν!
ν
∏

j=1

(2j − m − 1)
d~σy{∆

νf(y)}

+
l

∑

ν=1

(−1)ν

∫

∂G

{

(y − x)
ν+1

|y − x|2k−m−1

ωm+12k+ν(k + ν)!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)

+

[ 1

2
(ν−1)]
∑

n=0

ν−2n
∑

µ=1

(

ν − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

(y − x)
ν−µ−2n

(y − x)µ−1

ωm+12k+ν(k + ν)!
k
∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1
∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×|y − x|2(k+n+1)−m−1d~σy

{

∂ν∆kf(y)
}

}

−
k

∑

ν=1

∫

∂G

|y − x|2ν−m−1

ωm+12ν−1(ν − 1)!
ν
∏

j=1

(2j − m − 1)
d~σy{∆

ν−1∂f(y)}

+(−1)l−1

∫

G

{

(y − x)
l+1

|y − x|2k−m−1

ωm+12k+l(k + l)!
k
∏

j=1

(2j − m − 1)

+

[ 1

2
(l−1)]
∑

n=0

l−2n
∑

µ=1

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

(y − x)
l−µ−2n

(y − x)µ−1

ωm+12k+l(k + l)!
k
∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1
∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×|y − x|2(k+n+1)−m−1

}

{

∂l+1∆kf(y)
} dVy.

(6.2)

Beweis:Mit den Abkürzungen aus De�nition 6.2.1 hat (6.2) folgende Form:
f(x) =

k
∑

ν=0

∫

∂G

E0,ν(y − x)d~σy{∆
νf(y)} +

l
∑

ν=1

(−1)ν

∫

∂G

Eν(y − x)d~σy{∂
ν∆kf(y)}

−
k

∑

ν=1

∫

∂G

E−1,ν−1(y − x)d~σy{∂∆ν−1f(y)} + (−1)l+1

∫

G

El(y − x){∂l+1∆kf(y)}dVy

(6.3)Der Beweis erfolgt dur
h Induktion über l.



6.2 Darstellungen höherer Ordnungen in ∂ 1091. Der Induktionsanfang (l = 0) ist die Glei
hung (6.1).2. Induktionsannahme: Die Glei
hung (6.3) gilt für l ∈ N0.3. Induktionss
hritt: Na
h (2.3) gilt
∂l+1∆kf(y) =

∫

∂G

E(z − y)d~σz∂
l+1∆kf(z) −

∫

G

E(z − y)
{

∂l+2∆kf(z)
} dVz. (6.4)Seien

Ψ(x, z) :=

∫

G

El(y − x)E(y − z)dVyund
Ψ̃(x, z) :=

∫

∂G

El+1(y − x)d~σyE(y − z).Es gilt
Ψ̃(x, z)∂z = 0.Setzt man (6.4) in (6.3) ein, ergibt si
h na
h Vertaus
hung der Integrationsreihenfolge

f(x) =
k

∑

ν=0

∫

∂G

E0,ν(y − x)d~σy{∆
νf(y)} +

l
∑

ν=1

(−1)ν

∫

∂G

Eν(y − x)d~σy{∂
ν∆kf(y)}

−
k

∑

ν=1

∫

∂G

E−1,ν−1(y − x)d~σy{∂∆ν−1f(y)}

+(−1)l+1

∫

∂G

Ψ(x, z)d~σz

{

∂l+1∆kf(z)
}

− (−1)l+1

∫

G

Ψ(x, z)
{

∂l+2∆kf(z)
} dVz.Na
h (2.5) gilt El+1(z − x) = Ψ̃(x, z) + Ψ(x, z),also

Ψ(x, z) = El+1(z − x) − Ψ̃(x, z),also gilt
f(x) =

k
∑

ν=0

∫

∂G

E0,ν(y − x)d~σy{∆
νf(y)} +

l
∑

ν=1

(−1)ν

∫

∂G

Eν(y − x)d~σy{∂
ν∆kf(y)}

−

k
∑

ν=1

∫

∂G

E−1,ν−1(y − x)d~σy{∂∆ν−1f(y)}

+(−1)l+1

∫

∂G

El+1(z − x)d~σz

{

∂l+1∆kf(z)
}

−(−1)l+1

∫

G

El+1(z − x)
{

∂l+2∆kf(z)
} dVz

−(−1)l+1

∫

∂G

Ψ̃(x, z)d~σz

{

∂l+1∆kf(z)
}

+ (−1)l+1

∫

G

Ψ̃(x, z)
{

∂l+2∆kf(z)
} dVz.



110 6. Gemis
hte IntegraldarstellungenFür die letzte Zeile gilt na
h (2.1)
−(−1)l+1

∫

∂G

Ψ̃(x, z)d~σz

{

∂l+1∆kf(z)
}

+ (−1)l+1

∫

G

Ψ̃(x, z)
{

∂l+2∆kf(z)
} dVz

= (−1)l

∫

G

〈

(Ψ̃(x, z)∂z){∂
l+1∆kf(z)} + Ψ̃(x, z){∂l+2∆kf(z)}

〉dVz

−(−1)l

∫

G

Ψ̃(x, z){∂l+2∆kf(z)}dVz

= 0.Also gilt (6.3).Satz 6.2.2 Unter den Voraussetzungen von Satz 6.2.1 sind die s
hwa
h- singulären Kernfunktionen
Kl,k(x) := (−1)l+1El(x) Fundamentallösungen von ∂l+1∆k.Beweis:Es gelten

∂Kl,k(x) = −Kl−1,k(x),

∂K0,k(x) = −E−1,k−1(x),

∆E−1,k−1(x) = E−1,k−2und
E−1,0(x) =

|x|1−m

ωm+1(1 − m)
.Satz 6.2.3 Für f ∈ L1(G,A) und unter den Voraussetzungen von Satz 6.2.1 ist

Tl,kf(x) :=

∫

G

Kl,k(y − x)f(y)dVyeine spezielle Lösung von ∂l+1∆kw = f in G, für die gilt ∂l+1∆kw = 0 in R
m+1 \ G.Beweis:Mit

∂l+1∆k−1Tl,kf(x) =
(−1)l+1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m
f(y)dVy,folgt

∂l∆kTl,kf(x) = (−1)l

∫

G

E(y − x)f(y)dVy



6.2 Darstellungen höherer Ordnungen in ∂ 111und mit Satz 3.1.3,
∂l+1∆kTl,kf = fin G.


