
Kapitel 5
Hilfsmittel
In diesem Kapitel werden die Hilfsmittel für die im nä
hsten Kapitel folgende gemis
hte Integraldar-stellung bereitgestellt. Im Folgenden stellen die e
kigen Klammern [.] die Gröÿte-Ganze Funktion auf
R dar.
5.1 Allgemeine HilfsmittelIn der Cli�ord Algebra gilt ni
ht die Produktregel der Di�erenziation:Es gilt ∂(xx) = ∂|x|2 = 2x, aber für m > 1 gilt

(∂x)x + x(∂x) = (1 − m)x + x(m + 1)

= x + x + m(x − x)

= 2x0 + 2m
m∑

k=1

xkek

6= 2x.

Die Produktregel ist also ni
ht anwendbar, da die Kommutativität fehlt.Man kann jedo
h immer gemis
hte Potenzen von x und x dur
h Ausnutzung von xx = |x|2 verändern.55



56 5. Hilfsmittel
Es gilt (für x ∈ R

m+1): |x|2 =
m∑

k=0

x2
k, und deshalb

∂(x|x|2) =
m∑

k=0

ek

∂

∂xk

(
m∑

l=0

xlel

m∑

µ=0

x2
µ

)

=
m∑

k=0

m∑

l=0

ekel

∂xl

∂xk

|x|2 +
m∑

k=0

m∑

l=0

m∑

µ=0

ekelxl

∂x2
µ

∂xk

=
m∑

k=0

e2
k|x|

2 +
m∑

k=0

ek

m∑

l=0

elxl2xk

= (1 − m)|x|2 + x2x

= (∂x)|x|2 + x(∂|x|2)bzw. (α, β ∈ N):
∂(xα|x|β) =

m∑

k=0

ek

∂

∂xk







(
m∑

l=0

xlel

)α (
m∑

µ=0

x2
µ

)β
2







= |x|β(∂xα) + βx|x|β−2xα

= (∂xα)|x|β + xα(∂|x|β)(mit x, bzw. ∆ analog.)Satz 5.1.1 Es gilt
l∑

µ=1

(l − µ + 1) x l−µxµ−1 =

[ 1
2
(l+1)]
∑

µ=1

(l − µ + 1)x l−2µ+1|x|2(µ−1)

+
l∑

µ=[ 1
2
(l+3)]

(l − µ + 1) x2µ−l−1|x|2(l−µ).

(5.1)
Beweis :

[ 1
2
(l+1)]
∑

µ=1

(l − µ + 1)x l−2µ+1|x|2(µ−1) +
l∑

µ=[ 1
2
(l+3)]

(l − µ + 1) x2µ−l−1|x|2(l−µ)

=

[ 1
2
(l+1)]
∑

µ=1

(l − µ + 1)xl−2µ+1+µ−1xµ−1 +
l∑

µ=[ 1
2
(l+3)]

(l − µ + 1)x2µ−l−1+l−µxl−µ

=

[ 1
2
(l+1)]
∑

µ=1

(l − µ + 1)xl−µxµ−1 +
l∑

[ 1
2
(l+3)]

(l − µ + 1)xµ−1xl−µ

=
l∑

µ=1

(l − µ + 1)xµ−1xl−µ,



5.1 Allgemeine Hilfsmittel 57da [
1
2
(l + 1)

]
+ 1 =

[
1
2
(l + 3)

]
.Satz 5.1.2 (Umformung der Di�erenziationsregeln)Für 2 ≤ k gilt

∂xk = (m + 2k − 1)xk−1 + (m − 1)x







[ k
2 ]∑

ν=1

xk−2ν |x|2(ν−1) +
k−1∑

ν=[ 1
2
(k+2)]

x2ν−k|x|2(k−1−ν)





Für 1 ≤ k gilt
∂xk = (1 − m)







[ 1
2
(k+1)]
∑

ν=1

xk−2ν+1|x|2(ν−1) +
k∑

ν=[ 1
2
(k+3)]

x2ν−k−1|x|2(k−ν)







.Beweis :
∂xk = (m + 2k − 1)xk−1 + (m − 1)

k−2∑

ν=0

xk−2−νxν+1 = (m + 2k − 1)xk−1 + (m − 1)x
k−2∑

ν=0

xk−2−νxν1.
k−2∑

ν=0

xk−2−νxν =
k−1∑

ν=1

xk−2−(ν−1)xν−1

=
k−1∑

ν=1

xk−1−νxν−1

(∗)(l=k−1
µ=ν )
=

[ k
2 ]∑

ν=1

xk−2ν |x|2(ν−1) +
k−1∑

ν=[ 1
2
(k+2)]

x2ν−(k−1)−1|x|2(k−1−ν)

=

[ k
2 ]∑

ν=1

xk−2ν |x|2(ν−1) +
k−1∑

ν=[ 1
2
(k+2)]

x2ν−k|x|2(k−1−ν)2.
∂xk

1 − m
=

k−1∑

ν=0

xk−ν−1xν =
k∑

ν=1

xk−(ν−1)−1xν−1 =
k∑

ν=1

xk−νxν−1

(∗)( l=k
µ=ν)
=

[ 1
2
(k+1)]
∑

ν=1

xk−2ν+1|x|2(ν−1) +
k∑

ν=[ 1
2
(k+3)]

x2ν−k−1|x|2(k−ν)



58 5. HilfsmittelSatz 5.1.3 Für l, n ∈ N, 2n < l + 1 und 1 ≤ µ ≤ l − 2n + 1 gilt
µ−1
∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−

l−2n+1∑

ν=l−2n−µ+2

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

=

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

−

(

l − n − µ + 1

n

)(

n + µ − 1

n

)

.Beweis:Die Aussage gilt o�enbar für µ = 1.1. Induktionsanfang (µ = 2): Es gilt
1∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−
l−2n+1∑

ν=l−2n

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

=

(

l − n + 1

n + 1

)

−

(

l − n + 2 − l + 2n

n + 1

)(

n − 1 + l − 2n

n

)

−

(

l − n + 2 − l + 2n − 1

n + 1

)(

n − 1 + l − 2n + 1

n

)

=

(

l − n + 1

n + 1

)

− (n + 2)

(

l − n − 1

n

)

−

(

l − n

n

)

=

(

l − n

n

)

+

(

l − n

n + 1

)

− (n + 2)

(

l − n − 1

n

)

−

(

l − n

n

)

=

(

l − n − 1

n + 1

)

+

(

l − n − 1

n

)

− (n + 2)

(

l − n − 1

n

)

=

(

l − n − 1

n + 1

)

− (n + 1)

(

l − n − 1

n

)

=

(

l − n − 1

n + 1

)(

n + 1

n + 1

)

−

(

l − n − 1

n

)(

n + 1

n

)

.2. Induktionsvoraussetzung: Die Aussage gilt für 2n < l + 1 und 1 ≤ µ ≤ l − 2n + 1.3. Induktionss
hritt: Es ist
µ

∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−

l−2n+1∑

ν=l−2n−µ+1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

=

(

l − n − µ

n + 1

)(

n + µ

n + 1

)

−

(

l − n − µ

n

)(

n + µ

n

)



5.1 Allgemeine Hilfsmittel 59zu zeigen. Es gilt
µ−1
∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

+

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

−

l−2n+1∑

ν=l−2n−µ+2

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−

(

l − n + 2 − l + 2n + µ − 1

n + 1

)(

n − 1 + l − 2n − µ + 1

n

)

Iv.
=

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

−

(

n + µ + 1

n + 1

)(

l − n − µ

n

)

+

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

−

(

l − n − µ + 1

n

)(

n + µ − 1

n

)

=

[(

l − n − µ + 1

n + 1

)

+

(

l − n − µ + 1

n

)](

n + µ − 1

n

)

−

(

l − n − µ + 1

n

)(

n + µ − 1

n

)

+

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

−

(

n + µ + 1

n + 1

)(

l − n − µ

n

)

=

(

l − n − µ + 1

n + 1

) [(

n + µ − 1

n

)

+

(

n + µ − 1

n + 1

)]

−

(

n + µ + 1

n + 1

)(

l − n − µ

n

)

=

[(

l − n − µ

n + 1

)

+

(

l − n − µ

n

)](

n + µ

n + 1

)

−

(

l − n − µ

n

) [(

n + µ

n + 1

)

+

(

n + µ

n

)]

=

(

l − n − µ

n + 1

)(

n + µ

n + 1

)

−

(

l − n − µ

n

)(

n + µ

n

)

.



60 5. HilfsmittelSatz 5.1.4 Es gilt für 2n < l + 1 und 1 ≤ µ ≤ l + 1 − 2n

l−2n−µ+1
∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−

l−2n+1∑

ν=µ+1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

=

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ

n + 1

)

.Beweis:1. Induktionsanfang: µ = 1: Es gilt
1∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−
l−2n+1∑

ν=l−2n+1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

=

(

l − n + 1

n + 1

)

−

(

l − n

n

)

=

(

l − n

n + 1

)

.2. Induktionss
hritt: Es ist
l−2n−µ+2

∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−
l−2n+1∑

ν=µ

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

=

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

zu zeigen.Es gilt
l−2n−µ+2

∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−
l−2n+1∑

ν=µ

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

=

l−2n−µ+3
∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−
l−2n+1∑

ν=µ−1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−

(

n + µ − 1

n + 1

)(

l − n − µ + 2

n

)

+

(

l − n − µ + 3

n + 1

)(

n + µ − 2

n

)

I.v.
=

(

l − n − µ + 3

n + 1

)(

n + µ − 2

n + 1

)

−

(

n + µ − 1

n + 1

)(

l − n − µ + 2

n

)
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+

(

l − n − µ + 3

n + 1

)(

n + µ − 2

n

)

=

(

l − n − µ + 3

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

−

(

l − n − µ + 2

n

)(

n + µ − 1

n + 1

)

=

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

.

5.2 StammfunktionenUm die im nä
hsten Kapitel folgende gemis
hte Integraldarstellung zu �nden, wird eine allgemeineStammfunktion der Funktion
F0 :=

x|x|2k−m−1

2kk!
k∏

j=1

(2j − m − 1)

,bzgl. ∂ benötigt. Weiterhin seien mit den e
kigen Klammern [α] die Gröÿte-Ganze Funktion (von α)gemeint.De�nition 5.2.1 Sei für 1 ≤ k und 1 ≤ m

F0 :=
x|x|2k−m−1

2kk!
k∏

j=1

(2j − m − 1)

.Satz 5.2.1 Dann hat die l-te Stammfunktion Fl von F0 bzgl. ∂ die Form
Fl(x) :=

xl+1|x|2k−m−1

2k+l(k + l)!
k∏

j=1

(2j − m − 1)

+

[ 1
2
(l−1)]
∑

n=0

l−2n∑

µ=1

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

xl−µ−2nxµ−1|x|2(k+n+1)−m−1

2k+l(k + l)!
k∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

.

Beweis: (dur
h Induktion)Benuzt man die Umformung na
h (5.1) für Fl, so ergibt si
h
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Fl(x) =

x l+1|x|2k−m−1

2k+l(k + l)!
k∏

j=1

(2j − m − 1)

(2)

+
|x|2(k+1)−m−1

2k+l(k + l)!
k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}







[ 1
2
(l+1)]
∑

µ=1

(l − µ + 1)x l−2µ+1|x|2(µ−1)

+
l∑

µ=[ 1
2
(l+3)]

(l − µ + 1)x2µ−l−1|x|2(l−µ)







+

[ 1
2
(l−1)]
∑

n=1

〈

|x|2(k+n+1)−m−1

2k+l(k + l)!
k∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×







[ 1
2
(l−2n+1)]
∑

µ=1

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

x l−2µ−2n+1|x|2(µ−1)

+
l−2n∑

µ=[ 1
2
(l−2n+3)]

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

x2(n+µ)−l−1|x|2(l−2n−µ)







〉

.Induktionsanfang:Es gilt
F1(x) :=

x2 |x|2k−m−1

2k+1 (k + 1)!
k∏

j=1

(2j − m − 1)

+
|x|2(k+1)−m−1

2k+1 (k + 1)!
k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}und
2k+1(k + 1)!

k∏

j=2

(2j − m − 1)∂F1(x) =
|x|2k−m−1

1 − m
{(m + 3)x + (m − 1)x}

+
x2

1 − m
x(2k − m − 1)|x|2(k−1)−m−1

+
{2(k + 1) − m − 1}x

{2(k + 1) − m − 1}
|x|2k−m−1

=
|x|2k−m−1

1 − m
{x(m + 3 + 2k − m − 1) + x(m − 1 + 1 − m)}

=
2(k + 1) x |x|2k−m−1

1 − m
.



5.2 Stammfunktionen 63Also ist F1(x) bezügli
h ∂ die Stammfunktion von F0 = 1
k∏

j=1
(2j−m−1)

x |x|2k−m−1.Nun zum Induktionss
hritt:Es gilt
Fl+1(x) =

x l+2|x|2k−m−1

2k+l+1(k + l + 1)!
k∏

j=1

(2j − m − 1)

+
|x|2(k+1)−m−1

2k+l+1(k + l + 1)!
k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

×







[ 1
2
(l+2)]
∑

µ=1

(l − µ + 2)x l−2µ+2|x|2(µ−1) +
l+1∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

(l − µ + 2)x2µ−l−2|x|2(l−µ+1)







+

[ l
2 ]∑

n=1

〈

|x|2(k+n+1)−m−1

2k+l+1(k + l + 1)!
k∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×







[ 1
2
(l−2n+2)]
∑

µ=1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

x l−2µ−2n+2|x|2(µ−1)

+
l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

x2(n+µ)−l−2|x|2(l−2n−µ+1)







〉

,

also gilt mit l − 2
[

l
2

]
= l mod 2

2k+l+1 (k + l + 1)! ∂Fl+1(x)

=
|x|2k−m−1

k∏

j=1

(2j − m − 1)

〈

{m + 2(l + 2) − 1}xl+1 + (m − 1)x







[ 1
2
(l+2)]
∑

ν=1

xl+2−2ν |x|2(ν−1)

+
l+1∑

ν=[ 1
2
(l+4)]

x2ν−(l+2)|x|2(l+2−1−ν)







〉

+
|x|2(k−1)−m−1x(2k − m − 1)

k∏

j=1

(2j − m − 1)

xl+2
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+

|x|2(k+1)−m−1

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

×

〈 [ 1
2
(l+2)]
∑

µ=1

(l − µ + 2)
{
|x|2(µ−1)(∂xl+2(1−µ)) + xl+2(1−µ)(2µ − 2)x|x|2(µ−2)

}

+
l+1∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

(l − µ + 2)
{
|x|2(l−µ+1)(∂x2(µ−1)−l) +x2(µ−1)−l2(l − µ + 1)x|x|2(l−µ)

}

〉

+
|x|2k−m−1x{2(k + 1) − m − 1}

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

×

〈[ 1
2
(l+2)]
∑

µ=1

(l − µ + 2)x l+2(1−µ)|x|2(µ−1) +
l+1∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

(l − µ + 2)x2(µ−1)−l|x|2(l−µ+1)

〉

+

[ l
2 ]∑

n=1

(

|x|2(k+n+1)−m−1

k∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×

〈 [ 1
2
(l−2n+2)]
∑

µ=1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)
{

|x|2(µ−1)(∂xl+2(1−µ−n))

+xl+2(1−µ−n){2(µ − 1)}x|x|2(µ−2)
}

+
l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)
{

|x|2(l−2n−µ+1)(∂x2(n+µ−1)−l)

+
l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 1

n

)(

n + µ − 1

n

)

x2(n+µ−1)−l|x|2(l−2n−µ+1)

〉

+
|x|2(k+n)−m−1 x {2(k + n + 1) − m − 1}
k∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×

〈 [ 1
2
(l−2n+2)]
∑

µ=1

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

xl+2(1−µ−n)|x|2(µ−1)

+
l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

x2(n+µ−1)−l|x|2(l−2n−µ+1)

〉)
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=
|x|2k−m−1

k∏

j=1

(2j − m − 1)

xl+1 (m + 2l + 4 − 1 + 2k − m − 1)
︸ ︷︷ ︸

2(k+l+1)

+
|x|2k−m−1x{2(k + 1) − m − 1}

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

〈

−

[ 1
2
(l+2)]
∑

ν=1

xl+2(1−ν)|x|2(ν−1)

−

l+1∑

ν=[ 1
2
(l+4)]

x2(ν−1)−l|x|2(l−ν+1) +

[ 1
2
(l+2)]
∑

ν=1

(l − ν + 2)xl+2(1−ν)|x|2(ν−1)

+
l+1∑

ν=[ 1
2
(l+4)]

(l − ν + 2)x2(ν−1)−l|x|2(l−ν+1)

〉

+
|x|2(k+1)−m−1

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

×

( [ 1
2
(l+2)]
∑

µ=1

(l − µ + 2)

〈
(

|x|2(µ−1){m + 2(l + 2 − 2µ) − 1}xl−2µ+1

+(m − 1)|x|2(µ−1)x

{ [ 1
2
(l−2µ+2)]
∑

ν=1

xl−2µ+2−2ν |x|2(ν−1)

+

l−2µ+1
∑

ν=[ 1
2
(l−2µ+4)]

x2ν−l+2µ−2|x|2(l−2µ+2−1−ν)

}
)

+2(µ − 1)xl−2µ+1|x|2(µ−1)

〉

+
l+1∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

(l − µ + 2)

〈

|x|2(l−µ+1)(1 − m)

{ [ 1
2
(2µ−1−l)]
∑

ν=1

x2µ−l−2−2ν+1|x|2(ν−1)

+

2µ−l−2
∑

ν=[ 1
2
(2µ+1−l)]

x2ν−2µ+2+l−1|x|2(2µ−l−2−ν)

}

+2(l − µ + 1)x2µ−l−1|x|2(l−µ)

〉)
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+

[ l
2 ]∑

n=1

(

|x|2(k+n+1)−m−1

k∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×

〈 [ 1
2
(l−2n+2)]
∑

µ=1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

×

{
(

|x|2(µ−1)
{

m + 2(l + 2 − 2µ − 2n) − 1
}

xl+1−2µ−2n

+|x|2(µ−1)(m − 1)x
〈 [ 1

2
(l+2−2µ−2n)]

∑

ν=1

xl+2−2µ−2n−2ν |x|2(ν−1)

+

l+1−2µ−2n
∑

ν=[ 1
2
(l+4−2µ−2n)]

x2ν−l−2+2µ+2n|x|2(l+1−2µ−2n−ν)
〉) sgn{l + 2(1 − µ − n)}

+2(µ − 1) sgn{2(µ − 1)} xl+1−2µ−2n|x|2(µ−1)

}

+
l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

×

{

|x|2(l−2n−µ+1)(1 − m)
〈 [ 1

2
{2(n+µ)−1−l}]

∑

ν=1

x2(n+µ−1)−l−2ν+1|x|2(ν−1)

+

2(n+µ−1)−l
∑

ν=[ 1
2
(2(n+µ)+1−l)]

x2ν−1−2(n+µ−1)+l|x|2{2(n+µ−1)−l−ν}
〉 sgn{2(n + µ − 1) − l}

+2(l − 2n − µ + 1) sgn{2(l − 2n − µ + 1)} x2(n+µ)−1−l|x|2(l−2n−µ)

}〉

+
|x|2(k+n+1)−m−1{2(k + n + 1) − m − 1}
k∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×

〈 [ 1
2
(l−2n+2)]
∑

µ=1

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

xl+1−2µ−2n|x|2(µ−1)

+
l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

x2(n+µ)−l−1|x|2(l−2n−µ)

〉)

+

[ 1
2
(l−2)]
∑

n=0

|x|2(k+n+1)−m−1 x (2n + 4 − m − 1)
k∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×

〈 [ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=1

(

l − n − µ

n + 1

)(

n + µ

n + 1

)

xl−2(µ+n)|x|2(µ−1)

+
l−2n−1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+2)]

(

l − n − µ

n + 1

)(

n + µ

n + 1

)

x2(n+µ)−l|x|2(l−2n−2−µ+1)

〉
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=

2(k + l + 1)xl+1|x|2k−m−1

k∏

j=1

(2j − m − 1)

+
|x|2(k+1)−m−1 {2(k + 1) − m − 1}
k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

〈 [ 1
2
(l+2)]
∑

ν=1

(l − ν + 1)xl−2ν+1|x|2(ν−1)

+
l∑

ν=[ 1
2
(l+4)]

(l − ν + 1)x2ν−l−1|x|2(l−ν)

〉

+
|x|2(k+1)−m−1

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

×

( [ 1
2
(l+2)]
∑

µ=1

〈

xl−2µ+1|x|2(µ−1)
{

(l − µ + 2)(m + 2l + 3 − 4µ) + (l − µ + 2) 2(µ − 1)
}

+(m − 1)(l − µ + 2)

[ 1
2
(l−2µ+2)]
∑

ν=1

xl−2µ−2ν+1|x|2(µ+ν−1)

+(m − 1)(l − µ + 2)

l−2µ+1
∑

ν=[ 1
2
(l−2µ+4)]

x2(µ+ν)−l−1|x|2(l−µ−ν)

〉

+
l+1∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

〈

(l − µ + 2) 2(l − µ + 1)x2µ−l−1|x|2(l−µ)

+(1 − m)(l − µ + 2)

[ 1
2
(2µ−1−l)]
∑

ν=1

x2(µ−ν)−l−1|x|2(l−µ+ν)

+(1 − m)(l − µ + 2)

2µ−l−2
∑

ν=[ 1
2
(2µ+1−l)]

x2(ν−µ)+l+1|x|2(µ−ν−1)

〉)

+
|x|2(k+1)−m−1(3 − m)

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

〈 [ l
2 ]∑

µ=1

(l − µ) µ xl−2µ−1|x|2µ

+
l−1∑

µ=[ 1
2
(l+2)]

(l − µ) µ x2µ−l+1|x|2(l−µ−1)

〉
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+

[ 1
2
(l−2)]
∑

n=1

(

|x|2(k+n+1)−m−1

k∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×

〈 [ 1
2
(l−2n+2)]
∑

µ=1

{

xl+1−2µ−2n|x|2(µ−1)
〈
(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

×
{

(m + 2l + 3 − 4µ − 4n) sgn{l + 2(1 − µ − n)} + {2(µ − 1)}
}

+

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

{2(k + n + 1) − m − 1}
〉

+

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

) sgn{l + 2(1 − µ − n)} (m − 1)

×

[ 1
2
(l+2−2µ−2n)]

∑

ν=1

xl+1−2(µ+n+ν)|x|2(µ+ν−1)

+

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

) sgn{l + 2(1 − µ − n)} (m − 1)

×

l+1−2µ−2n
∑

ν=[ 1
2
(l+4−2µ−2n)]

x2(µ+ν+n)−l−1|x|2(l−µ−2n−ν)

}

+

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=1

{(

l − n − µ

n + 1

)(

n + µ

n + 1

)

(2n + 4 − m − 1)xl−2(µ+n)−1|x|2µ

}

+
l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

{

x2(n+µ)−l−1|x|2(l−2n−µ)

×
〈
(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

{2(k + n + 1) − m − 1}

+

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

2(l − 2n − µ + 1) sgn{2(l − 2n − µ + 1)}
〉

+

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

) sgn{2(n + µ − 1) − l} (1 − m)

×

[ 1
2
(2(n+µ)−l−1)]

∑

ν=1

x2(n+µ−ν)−l−1|x|2(l−2n+ν−µ)

+

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

) sgn{2(n + µ − 1) − l} (1 − m)

×

2(n+µ−1)−l
∑

ν=[ 1
2
(2(n+µ)−l+1)]

x2(ν−n−µ)+1+l|x|2(µ−ν−1)

}

+
l−2n−1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+2)]

x2(n+µ)−l+1|x|2(l−2n−µ−1)

(

l − n − µ

n + 1

)(

n + µ

n + 1

)

(2n + 4 − m − 1)
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+

|x|2(k+[ l
2 ]+1)−m−1

k∏

j=[ l
2 ]+2

(2j − m − 1)
[ l
2 ]+1
∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×

〈 [ 1
2
(l−2[ l

2 ]+2)]=1
∑

µ=1

{

xl+1−2µ−2[ l
2 ]|x|2(µ−1)

〈
( [

1
2
(l + 1)

]
− µ + 2

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

)

×
{

(m + 2l + 3 − 4µ − 4

[
l

2

]

) sgn{l + 2(1 − µ −

[
l

2

]

)} + {2(µ − 1)}
}

+

( [
1
2
(l + 1)

]
− µ + 1

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

)

{2(k +

[
l

2

]

+ 1) − m − 1}
〉

+

( [
1
2
(l + 1)

]
− µ + 2

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

) sgn{l + 2(1 − µ −

[
l

2

]

)} (m − 1)

×

[ 1
2
(l+2−2µ−2[ l

2 ])]=(1−µ)=0
∑

ν=1

xl+1−2µ−2[ l
2 ]−2ν |x|2(µ+ν−1)

+

( [
1
2
(l + 1)

]
− µ + 2

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

) sgn{l + 2(1 − µ −

[
l

2

]

)} (m − 1)

×

l+1−2µ−2[ l
2 ]≤0

∑

ν=2−µ=1

x2ν−l−1+2µ+2[ l
2 ]|x|2(l−µ−2[ l

2 ]−ν)

}

+

1+(l mod 2)
∑

µ=2

{

x2[ l
2 ]+2µ−l−1|x|2(l−2[ l

2 ]−µ)

×
〈
( [

1
2
(l + 1)

]
− µ + 1

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

)

{2(k +

[
l

2

]

+ 1) − m − 1}

+

( [
1
2
(l + 1)

]
− µ + 2

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

)

2(l − 2

[
l

2

]

− µ + 1)
〉

+

( [
1
2
(l + 1)

]
− µ + 2

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

) sgn{2(

[
l

2

]

+ µ − 1) − l}

×(1 − m)

[ 1
2
(2[ l

2 ]+2µ−1−l)]=1
∑

ν=1

x2(µ−ν)−1−(l mod 2)|x|2(l−2[ l
2 ]−µ+ν)

+

( [
1
2
(l + 1)

]
− µ + 2

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

) sgn{2(

[
l

2

]

+ µ − 1) − l}

×(1 − m)

2[ l
2 ]+2µ−2−l=2µ−2−(l mod 2)

∑

ν=2

x2(ν−µ)+1+(l mod 2)|x|2(µ−ν−1)

}〉
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Υ1 :=

2(k + l + 1)xl+1|x|2k−m−1

k∏

j=1

(2j − m − 1)

,

Υ2 :=
|x|2(k+1)−m−1 {2(k + 1) − m − 1}
k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

〈 [ 1
2
(l+2)]
∑

ν=1

(l − ν + 1)xl−2ν+1|x|2(ν−1)

+
l∑

ν=[ 1
2
(l+4)]

(l − ν + 1)x2ν−l−1|x|2(l−ν)

〉

+
|x|2(k+1)−m−1

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

×

( [ 1
2
(l+2)]
∑

µ=1

〈

xl−2µ+1|x|2(µ−1)
{

(l − µ + 2)(m + 2l + 3 − 4µ) + (l − µ + 2) 2(µ − 1)
}

+(m − 1)(l − µ + 2)

[ 1
2
(l−2µ+2)]
∑

ν=1

xl−2µ−2ν+1|x|2(µ+ν−1)

+(m − 1)(l − µ + 2)

l−2µ+1
∑

ν=[ 1
2
(l−2µ+4)]

x2(µ+ν)−l−1|x|2(l−µ−ν)

〉

+
l+1∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

〈

(l − µ + 2) 2(l − µ + 1)x2µ−l−1|x|2(l−µ)

+(1 − m)(l − µ + 2)

[ 1
2
(2µ−1−l)]
∑

ν=1

x2(µ−ν)−l−1|x|2(l−µ+ν)

+(1 − m)(l − µ + 2)

2µ−l−2
∑

ν=[ 1
2
(2µ+1−l)]

x2(ν−µ)+l+1|x|2(µ−ν−1)

〉)

+
|x|2(k+1)−m−1(3 − m)

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

〈 [ l
2 ]∑

µ=1

(l − µ) µ xl−2µ−1|x|2µ

+
l−1∑

µ=[ 1
2
(l+2)]

(l − µ) µ x2µ−l+1|x|2(l−µ−1)

〉

,
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Υ3 :=

[ 1
2
(l−2)]
∑

n=1

(

|x|2(k+n+1)−m−1

k∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×

〈 [ 1
2
(l−2n+2)]
∑

µ=1

{

xl+1−2µ−2n|x|2(µ−1)
〈
(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

×
{

(m + 2l + 3 − 4µ − 4n) sgn{l + 2(1 − µ − n)} + {2(µ − 1)}
}

+

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

{2(k + n + 1) − m − 1}
〉

+

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

) sgn{l + 2(1 − µ − n)} (m − 1)

×

[ 1
2
(l+2−2µ−2n)]

∑

ν=1

xl+1−2(µ+n+ν)|x|2(µ+ν−1)

+

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

) sgn{l + 2(1 − µ − n)} (m − 1)

×

l+1−2µ−2n
∑

ν=[ 1
2
(l+4−2µ−2n)]

x2(µ+ν+n)−l−1|x|2(l−µ−2n−ν)

}

+

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=1

{(

l − n − µ

n + 1

)(

n + µ

n + 1

)

(2n + 4 − m − 1)xl−2(µ+n)−1|x|2µ

}

+
l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

{

x2(n+µ)−l−1|x|2(l−2n−µ)

×
〈
(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

{2(k + n + 1) − m − 1}

+

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

2(l − 2n − µ + 1) sgn{2(l − 2n − µ + 1)}
〉

+

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

) sgn{2(n + µ − 1) − l} (1 − m)

×

[ 1
2
(2(n+µ)−l−1)]

∑

ν=1

x2(n+µ−ν)−l−1|x|2(l−2n+ν−µ)

+

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

) sgn{2(n + µ − 1) − l} (1 − m)

×

2(n+µ−1)−l
∑

ν=[ 1
2
(2(n+µ)−l+1)]

x2(ν−n−µ)+1+l|x|2(µ−ν−1)

}

+
l−2n−1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+2)]

x2(n+µ)−l+1|x|2(l−2n−µ−1)

(

l − n − µ

n + 1

)(

n + µ

n + 1

)

(2n + 4 − m − 1)
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Υ4 :=

|x|2(k+[ l
2 ]+1)−m−1

k∏

j=[ l
2 ]+2

(2j − m − 1)
[ l
2 ]+1
∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×

〈 [ 1
2
(l−2[ l

2 ]+2)]=1
∑

µ=1

{

xl+1−2µ−2[ l
2 ]|x|2(µ−1)

〈
( [

1
2
(l + 1)

]
− µ + 2

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

)

×
{

(m + 2l + 3 − 4µ − 4

[
l

2

]

) sgn{l + 2(1 − µ −

[
l

2

]

)} + {2(µ − 1)}
}

+

( [
1
2
(l + 1)

]
− µ + 1

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

)

{2(k +

[
l

2

]

+ 1) − m − 1}
〉

+

( [
1
2
(l + 1)

]
− µ + 2

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

) sgn{l + 2(1 − µ −

[
l

2

]

)} (m − 1)

×

[ 1
2
(l+2−2µ−2[ l

2 ])]=(1−µ)=0
∑

ν=1

xl+1−2µ−2[ l
2 ]−2ν |x|2(µ+ν−1)

+

( [
1
2
(l + 1)

]
− µ + 2

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

) sgn{l + 2(1 − µ −

[
l

2

]

)} (m − 1)

×

l+1−2µ−2[ l
2 ]≤0

∑

ν=2−µ=1

x2ν−l−1+2µ+2[ l
2 ]|x|2(l−µ−2[ l

2 ]−ν)

}

+

1+(l mod 2)
∑

µ=2

{

x2[ l
2 ]+2µ−l−1|x|2(l−2[ l

2 ]−µ)

×
〈
( [

1
2
(l + 1)

]
− µ + 1

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

)

{2(k +

[
l

2

]

+ 1) − m − 1}

+

( [
1
2
(l + 1)

]
− µ + 2

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

)

2(l − 2

[
l

2

]

− µ + 1)
〉

+

( [
1
2
(l + 1)

]
− µ + 2

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

) sgn{2(

[
l

2

]

+ µ − 1) − l}

×(1 − m)

[ 1
2
(2[ l

2 ]+2µ−1−l)]=1
∑

ν=1

x2(µ−ν)−1−(l mod 2)|x|2(l−2[ l
2 ]−µ+ν)

+

( [
1
2
(l + 1)

]
− µ + 2

[
l
2

]
+ 1

)( [
l
2

]
+ µ − 1
[

l
2

]

) sgn{2(

[
l

2

]

+ µ − 1) − l}

×(1 − m)

2[ l
2 ]+2µ−2−l=2µ−2−(l mod 2)

∑

ν=2

x2(ν−µ)+1+(l mod 2)|x|2(µ−ν−1)

}〉

,
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2k+l+1 (k + l + 1)! ∂Fl+1(x) = Υ1 + Υ2 + Υ3 + Υ4.Nun haben wir die Formel in 4 Teile zerlegt, die einzeln betra
htet werden:1. Υ1 ist der erste Bru
h mit |x|2k−m−1, er ist bereits in der gewüns
hten Form.2. Nun wird Υ2 betra
htet:Mit

0 = l + 2(1 − µ) ⇔ µ =
l + 2

2
=

{
2α+2

2
= α + 1 = [α + 1] =

[
1
2
(l + 2)

] , falls l gerade
2α−1+2

2
= 2α+1

2
= α + 1

2
/∈ N0 , falls l ungerade,und 0 = 2(l − µ + 1) ⇔ µ = l + 1 gilt

Υ2 =
|x|2(k+1)−m−1

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

(

xl−1(l + 1)(m + 2l − 1) + l{2(k + 1) − m − 1}xl−1

+

[ l
2 ]∑

µ=2

xl−2µ+1|x|2(µ−1)
〈

(l − µ + 2)
{
m + 2l + 3 − 4µ + 2µ − 2

}

+(l − µ + 1){2(k + 1) − m − 1}
〉

+

[ l
2 ]∑

µ=2

(l − µ + 1)(µ − 1)(3 − m)xl−2µ+1|x|2(µ−1)

+

[ l
2 ]∑

µ=1

(m − 1)(l − µ + 2)

[ 1
2
(l−2µ+2)]
∑

ν=1

xl−2µ−2ν+1|x|2(µ+ν−1)

+(l mod 2) xl−2[ 1
2
(l+2)]+1|x|2{[

1
2
(l+2)]−1}

{

l −

[
1

2
(l + 2)

]

+ 2

} {

m + 2l + 3 − 4

[
1

2
(l + 2)

]}

+{2(k + 1) − m − 1}

{

l −

[
1

2
(l + 2)

]

+ 1

}

xl−2[ 1
2
(l+2)]+1|x|2{[

1
2
(l+2)]−1}

+xl−2[ 1
2
(l+2)]+1|x|2{[

1
2
(l+2)]−1}

{

l −

[
1

2
(l + 2)

]

+ 2

} 〈

2

{[
1

2
(l + 2)

]

− 1

}〉

+(l mod 2) (m − 1)

{

l −

[
1

2
(l + 2)

]

+ 2

}

×

[ 1
2{l−2[ 1

2
(l+2)]+2}]=[ 1

2
(l mod 2)]=0

∑

ν=1

xl−2[ 1
2
(l+2)]−2ν+1|x|2{[

1
2
(l+2)]+ν−1}

+

[
1

2
(l + 1)

] [
l

2

]

(3 − m)xl−2[ l
2 ]−1|x|2[

l
2 ]

+
l+1∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

(1 − m)(l − µ + 2)

[ 1
2
(2µ−l−1)]
∑

ν=1

x2(µ−ν)−l−1|x|2(l−µ+ν)
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+

[ l
2 ]∑

µ=1

(m − 1)(l − µ + 2)

l−2µ+1
∑

ν=[ 1
2
(l−2µ+4)]

x2(µ+ν)−l−1|x|2(l−µ−ν)

+(l mod 2) (m − 1)

{

l −

[
1

2
(l + 2)

]

+ 2

} l−2[ 1
2
(l+2)]+1
∑

ν=[ 1
2{l−2[ 1

2
(l+2)]+4}]

x2[ 1
2
(l+2)]+2ν−l−1|x|2{l−[ 1

2
(l+2)]−ν}

+
l∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

(l − µ + 1){2(k + 1) − m − 1}x2µ−l−1|x|2(l−µ)

+
l∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

(l − µ + 2) 2(l − µ + 1)x2µ−l−1|x|2(l−µ)

+
l+1∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

(1 − m)(l − µ + 2)

2µ−l−2
∑

ν=[ 1
2
(2µ−l+1)]

xl+1−2(µ−ν)|x|2(µ−ν−1)

+
l∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

(l − µ + 1)(µ − 1)(3 − m)x2µ−l−1|x|2(l−µ)

)

.Folgende Terme werden in einfa
he Summen umgewandelt:1. Sei
S1 :=

[ l
2 ]∑

µ=1

(l − µ + 2)

[ 1
2
(l−2µ+2)]
∑

ν=1

xl−2µ−2ν+1|x|2(µ+ν−1).Sei λ := µ + ν. Für ν = 1 gilt λ = µ + 1, für ν =
[

l
2

]
− µ + 1 gilt λ = µ +

[
l
2

]
− µ + 1, also gilt

S1 =

[ l
2 ]∑

µ=1

(l − µ + 2)

[ l
2 ]+1
∑

λ=µ+1

xl−2λ+1|x|2(λ−1).Es gilt 2 = 1 + 1 ≤ µ + 1 ≤ λ ≤
[

l
2

]
+ 1 und 1 ≤ µ ≤ λ − 1. Also gilt

S1 =

[ l
2 ]+1
∑

λ=2

xl−2λ+1|x|2(λ−1)

λ−1∑

µ=1

(l − µ + 2)

=

[ l
2 ]+1
∑

λ=2

xl−2λ+1|x|2(λ−1)

{

−
λ(λ − 1)

2
+ (λ − 1)(l + 2)

}

=

[ l
2 ]+1
∑

λ=2

xl−2λ+1|x|2(λ−1)(λ − 1)(l −
λ

2
+ 2).
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[
1

2
(−l − 1)

]

=

{
−l−2

2
= − l+2

2
= −

[
1
2
(l + 2)

]
= −

[
1
2
(l + 3)

]
, falls l gerade

−l−1
2

= − l+1
2

= −
[

1
2
(l + 1)

]
, falls l ungerade.

}

= −

[
1

2
(l + 1 + 2{1 − (l mod 2)})

]

.Sei
S2 :=

l+1∑

µ=[ l
2 ]+2

(l − µ + 2)

µ−[ 1
2
(l+1+2{1−(l mod 2)})]

∑

ν=1

x2(µ−ν)−l−1|x|2{l−(µ−ν)}.Sei λ := µ − ν. Für ν = 1 gilt λ = µ − 1.Für ν = µ −
[

1
2
(l + 1 + 2{1 − (l mod 2)})

] gilt
λ = µ − µ +

[
1
2
(l + 1 + 2{1 − (l mod 2)})

]
=

[
1
2
(l + 1 + 2{1 − (l mod 2)})

].Also gilt
S2 =

l+1∑

µ=[ l
2 ]+2

(l − µ + 2)

µ−1
∑

λ=[ 1
2
(l+1+2{1−(l mod 2)})]

x2λ−l−1|x|2(l−λ).Mit
[
1

2
(l + 1 + 2{1 − (l mod 2)})

]

≤ λ ≤ µ − 1 ≤ l + 1 − 1 = l,

λ + 1 ≤ µ ≤ l + 1und
l + 1 −

[
1

2
(l + 1 + 2{1 − (l mod 2)})

]

=

{

l + 1 −
[

1
2
(l + 1 + 2)

]
= l + 1 −

[
1
2
(l + 3)

]
, falls l gerade

l + 1 −
[

1
2
{l + 1 + 2(1 − 1)}

]
= l + 1 −

[
1
2
(l + 1)

]
, falls l ungerade

}

=

{

l + 1 − l+2
2

= 1
2
l =

[
l
2

]
=

[
1
2
(l + 1)

]
, falls l gerade

l + 1 − l+1
2

= l+1
2

=
[

1
2
(l + 1)

]
, falls l ungerade

}

=

[
1

2
(l + 1)

]

,folgt
S2 =

l∑

λ=[ 1
2
(l+1+2{1−(l mod 2)})]

x2λ−l−1|x|2(l−λ)

l+1∑

µ=λ+1

l − µ + 2

=
l∑

λ=[ 1
2
(l+1+2{1−(l mod 2)})]

x2λ−l−1|x|2(l−λ)

l−λ+1∑

µ=1

l − µ − λ + 2
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=

l∑

λ=[ 1
2
(l+1+2{1−(l mod 2)})]

x2λ−l−1|x|2(l−λ)
{

−
(l − λ + 1)(l − λ + 2)

2
+ (l − λ + 1)(l − λ + 2)

}

=
l∑

λ=[ 1
2
(l+1+2{1−(l mod 2)})]

1

2
(l − λ + 1)(l − λ + 2)x2λ−l−1|x|2(l−λ)

=
l∑

−λ=[ 1
2
(l+1+2{1−(l mod 2)})]

1

2
(l + λ + 1)(l + λ + 2)x−2λ−l−1|x|2(l+λ)

=

−[ 1
2
(l+1+2{1−(l mod 2)})]

∑

λ=−l

1

2
(l + λ + 1)(l + λ + 2)x−2λ−l−1|x|2(l+λ)

=

−[ 1
2
(l+1+2{1−(l mod 2)})]+l+1

∑

λ=−l+l+1

1

2
(l + λ − l − 1 + 1)(l + λ − l − 1 + 2)x −2(λ−l−1)−l−1|x|2(l+λ−l−1)

=

[ 1
2
(l+1)]
∑

λ=1

λ

2
(λ + 1)xl−2λ+1|x|2(λ−1)

3. Sei
S3 :=

[ l
2 ]∑

µ=1

(l − µ + 2)

l−2µ+1
∑

ν=[ l
2 ]−µ+2

x2(µ+ν)−l−1|x|2{l−(µ+ν)}.

Sei λ := µ + ν.Für ν =
[

l
2

]
− µ + 2 gilt dann λ = µ +

[
l
2

]
− µ + 2 =

[
l
2

]
+ 2 und für ν = l − 2µ + 1 gilt

λ = µ + l − 2µ + 1 = l − µ + 1.Also gilt
S3 =

[ l
2 ]∑

µ=1

(l − µ + 2)

l−µ+1
∑

λ=[ l
2 ]+2

x2λ−l−1|x|2(l−λ).

Es gelten [
l
2

]
+ 2 ≤ λ ≤ l − µ + 1 ≤ l und 1 ≤ µ ≤ l − λ + 1.
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S3 =

l∑

λ=[ l
2 ]+2

x2λ−l−1|x|2(l−λ)

l−λ+1∑

µ=1

l − µ + 2

=
l∑

λ=[ l
2 ]+2

x2λ−l−1|x|2(l−λ)

{

−
(l − λ + 1)(l − λ + 2)

2
+ (l − λ + 1)(l + 2)

}

=
l∑

λ=[ l
2 ]+2

x2λ−l−1|x|2(l−λ)

{

(l − λ + 1)
2l + 4 − l + λ − 2

2

}

=
l∑

λ=[ l
2 ]+2

1

2
(l − λ + 1)(l + λ + 2)x2λ−l−1|x|2(l−λ)

4. Sei
S4 :=

l+1∑

µ=[ l
2 ]+2

(l − µ + 2)

2µ−l−2
∑

ν=µ+[ 1
2
(1−l)]

xl+1−2(µ−ν)|x|2(µ−ν−1).Sei weiterhin λ := µ − ν.Dann gilt für ν = µ+
[

1
2
(1 − l)

]: λ = µ−µ−
[

1
2
(1 − l)

]
= −

[
1
2
(1 − l)

] und für ν = 2µ− l−2gilt λ = µ − 2µ + l + 2 = l − µ + 2.Also gilt
S4 =

l+1∑

µ=[ l
2 ]+2

(l − µ + 2)

−[ 1
2
(1−l)]

∑

λ=l−µ+2

xl−2λ+1|x|2(λ−1)und mit 1 = l − l − 1 + 2 ≤ l − µ + 2 ≤ λ ≤ −
[

1
2
(1 − l)

] und l − λ + 2 ≤ µ ≤ l + 1 gilt
S4 =

−[ 1
2
(1−l)]

∑

λ=1

xl−2λ+1|x|2(λ−1)

l+1∑

µ=l−λ+2

l − µ + 2

=

−[ 1
2
(1−l)]

∑

λ=1

xl−2λ+1|x|2(λ−1)

l+1−l+λ−1=λ∑

µ=1

l + 2 − µ − l + λ − 1

=

−[ 1
2
(1−l)]

∑

λ=1

xl−2λ+1|x|2(λ−1)

λ∑

µ=1

λ − µ + 1

=

−[ 1
2
(1−l)]

∑

λ=1

xl−2λ+1|x|2(λ−1)

{

−
λ(λ + 1)

2
+ λ(λ + 1)

}

=

−[ 1
2
(1−l)]

∑

λ=1

λ

2
(λ + 1)xl−2λ+1|x|2(λ−1).
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l + 1 +

[
1

2
(1 − l)

]

= l + 2 +

[
1

2
(−1 − l)

]

= l + 2 −

[
1

2
(l + 1 + 2{(l mod 2)})

]

=

{ [
1
2
(l + 2)

]
, falls l gerade

[
1
2
(l + 4)

]
, falls l ungerade

}

=

[
1

2
{l + 2 + 2(l mod 2)}

]folgt
S4 =

−[ 1
2
(1−l)]

∑

−µ=1

−
µ

2
(1 − µ)xl+2µ+1|x|2(−1−µ)

=
−1∑

µ=[ 1
2
(1−l)]

−
µ

2
(1 − µ)xl+2µ+1|x|−2(µ+1)

=
−1+l+1∑

µ=l+1+[ 1
2
(1−l)]

−
µ − l − 1

2
(1 − µ + l + 1)xl+2(µ−l−1)+1|x|−2(1+µ−l−1)

=
l∑

µ=[ 1
2{l+2+2(l mod 2)}]

l − µ + 1

2
(l − µ + 2)x2µ−l−1|x|2(l−µ)

=
l∑

µ=[ 1
2{l+2+2(l mod 2)}]

1

2
(l − µ + 1)(l − µ + 2)x2µ−l−1|x|2(l−µ).Also gilt

Υ2 =
|x|2(k+1)−m−1

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

(

xl−1(l + 1)(m + 2l − 1) + l{2(k + 1) − m − 1}xl−1

+

[ l
2 ]∑

µ=2

xl−2µ+1|x|2(µ−1)
〈

(l − µ + 2)
{
m + 2(l − µ) + 1

}
+ (l − µ + 1){2(k + 1) − m − 1}

〉

+

[ l
2 ]∑

µ=2

(l − µ + 1)(µ − 1)(3 − m)xl−2µ+1|x|2(µ−1)

+(m − 1)

[ l
2 ]+1
∑

µ=2

xl−2µ+1|x|2(µ−1)(µ − 1)(l −
µ

2
+ 2)

+(l mod 2) x(l mod 2)−1|x|2[
l
2 ]

[
1

2
(l + 3)

]

{m − 1 + 2(l mod 2)}

+{2(k + 1) − m − 1}

[
1

2
(l + 1)

]

x(l mod 2)−1|x|2[
l
2 ]

+x(l mod 2)−1|x|2[
l
2 ]

[
1

2
(l + 3)

]

2

[
l

2

]

+

[
1

2
(l + 1)

] [
l

2

]

(3 − m)x(l mod 2)−1|x|2[
l
2 ]
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+(1 − m)

[ 1
2
(l+1)]
∑

µ=1

µ

2
(µ + 1)xl−2µ+1|x|2(µ−1)

+(m − 1)
l∑

µ=[ l
2 ]+2

1

2
(l − µ + 1)(l + µ + 2)x2µ−l−1|x|2(l−µ)

+(l mod 2) (m − 1)

[
1

2
(l + 3)

] (l mod 2)−1≤0
∑

µ=1

x2[ l
2 ]+2µ−l+1|x|2{[

1
2
(l+1)]−µ−1}

+
l∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

(l − µ + 1){2(k + 1) − m − 1}x2µ−l−1|x|2(l−µ)

+
l∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

(l − µ + 2) 2(l − µ + 1)x2µ−l−1|x|2(l−µ)

+(1 − m)
l∑

µ=[ 1
2{l+2+2(l mod 2)}]

1

2
(l − µ + 1)(l − µ + 2)x2µ−l−1|x|2(l−µ)

+
l∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

(l − µ + 1)(µ − 1)(3 − m)x2µ−l−1|x|2(l−µ)

)

=
|x|2(k+1)−m−1

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

×

(

xl−1
〈

lm + 2l2 − l + m + 2l − 1 + 2kl + 2l − lm − l + 1 − m
〉

+

[ l
2 ]∑

µ=2

xl−2µ+1|x|2(µ−1)
〈

lm + 2l2 − 2lµ + l − µm − 2lµ + 2µ2 − µ + 2m + 4l − 4µ + 2

+2kl + 2l − lm − l − 2kµ − 2µ + µm + µ + 2k + 2 − m − 1

+(lµ − l − µ2 + µ + µ − 1)(3 − m)

+(m − 1)(lµ −
1

2
µ2 + 2µ − l +

µ

2
− 2) + (1 − m)(

1

2
µ2 +

µ

2
)
〉

+x(l mod 2)−1|x|2[
l
2 ]

〈

(m − 1)(

[
1

2
(l + 2)

]

− 1)

{

l −
1

2

[
1

2
(l + 2)

]

+ 2

}

+(l mod 2)

[
1

2
(l + 3)

]

(m + 1) + {2(k + 1) − m − 1}

[
1

2
(l + 1)

]

+

[
1

2
(l + 3)

]

2

[
l

2

]

+

[
1

2
(l + 1)

] [
l

2

]

(3 − m) + (1 − m)
1

2

[
1

2
(l + 1)

] [
1

2
(l + 3)

]

+(1 − m){1 − (l mod 2)}
1

2

(

l −

[
1

2
(l + 2)

]

+ 1

) (

l −

[
1

2
(l + 2)

]

+ 2

) 〉
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+

l∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

x2µ−l−1|x|2(l−µ)
〈1

2
(l2 + lµ + 2l − lµ − µ2 − 2µ + l + µ + 2)(m − 1)

+2kl + 2l − lm − l − 2kµ − 2µ + µm + µ + 2k + 2 − m

−1 + 2l2 − 2lµ + 2l − 2lµ + 2µ2 − 2µ + 4l − 4µ + 4

+(1 − m)
1

2
(l2 − lµ + 2l − lµ + µ2 − 2µ + l − µ + 2)

+(lµ − l − µ2 + µ + µ − 1)(3 − m)
〉
)

=
|x|2(k+1)−m−1

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

(

2l(k + l + 1)xl−1

+

[ l
2 ]∑

µ=2

xl−2µ+1|x|2(µ−1)
〈

2l2 − 4lµ + 6l + 2µ2 − 6µ + m + 3 + 2kl − 2kµ + 2k + 3lµ − 3l

−3µ2 + 6µ − 3 − mlµ + ml + mµ2 − 2mµ + m + mlµ −
1

2
mµ2

+2mµ − lm +
1

2
mµ − 2m − lµ +

1

2
µ2 − 2µ + l −

1

2
µ + 2 +

1

2
µ2

+
1

2
µ −

1

2
mµ2 −

1

2
mµ

〉

+x(l mod 2)−1|x|2[
l
2 ]

〈

(m − 1)(

[
1

2
(l + 2)

]

− 1)

{

l −
1

2

[
1

2
(l + 2)

]

+ 2

}

+(l mod 2)

[
1

2
(l + 3)

]

(m + 1) + {2(k + 1) − m − 1}

[
1

2
(l + 1)

]

+

[
1

2
(l + 3)

]

2

[
l

2

]

+

[
1

2
(l + 1)

] [
l

2

]

(3 − m) + (1 − m)
1

2

[
1

2
(l + 1)

] [
1

2
(l + 3)

]〉

+
l∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

x2µ−l−1|x|2(l−µ)
〈1

2
ml2 −

1

2
l2 +

1

2
mlµ −

1

2
lµ + lm − l −

1

2
mlµ +

1

2
lµ −

1

2
mµ2

+
1

2
µ2 − mµ + µ +

1

2
ml −

1

2
l +

1

2
mµ −

1

2
µ + m − 1 + 2kl

+7l − lm − 2kµ − 7µ + µm + 2k + 5 − m + 2l2 − 4lµ + 2µ2

+
1

2
l2 −

1

2
lµ + l −

1

2
lµ +

1

2
µ2 − µ +

1

2
l −

1

2
µ + 1 −

1

2
ml2

+
1

2
mlµ − ml +

1

2
mlµ −

1

2
mµ2 + mµ −

1

2
ml +

1

2
mµ − m

+3lµ − 3l − 3µ2 + 6µ − 3 − mlµ + ml + mµ2 − 2mµ + m
〉
)

.
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Υ2,1 := 2l2 − 4lµ + 6l + 2µ2 − 6µ + m + 3 + 2kl − 2kµ + 2k + 3lµ − 3l − 3µ2 + 6µ − 3 − mlµ

+ml + mµ2 − 2mµ + m + mlµ −
1

2
mµ2 + 2mµ − lm +

1

2
mµ − 2m − lµ +

1

2
µ2 − 2µ

+l −
1

2
µ + 2 +

1

2
µ2 +

1

2
µ −

1

2
mµ2 −

1

2
mµ,

Υ2,2 := x(l mod 2)−1|x|2[
l
2 ]

〈

(m − 1)(

[
1

2
(l + 2)

]

− 1)

{

l −
1

2

[
1

2
(l + 2)

]

+ 2

}

+(l mod 2)

[
1

2
(l + 3)

]

(m + 1) + {2(k + 1) − m − 1}

[
1

2
(l + 1)

]

+

[
1

2
(l + 3)

]

2

[
l

2

]

+

[
1

2
(l + 1)

] [
l

2

]

(3 − m) + (1 − m)
1

2

[
1

2
(l + 1)

] [
1

2
(l + 3)

]〉und
Υ2,3 :=

1

2
ml2 −

1

2
l2 +

1

2
mlµ −

1

2
lµ + lm − l −

1

2
mlµ +

1

2
lµ −

1

2
mµ2 +

1

2
µ2 − mµ + µ +

1

2
ml −

1

2
l

+
1

2
mµ −

1

2
µ + m − 1 + 2kl + 7l − lm − 2kµ − 7µ + µm + 2k + 5 − m + 2l2 − 4lµ + 2µ2

+
1

2
l2 −

1

2
lµ + l −

1

2
lµ +

1

2
µ2 − µ +

1

2
l −

1

2
µ + 1 −

1

2
ml2 +

1

2
mlµ − ml +

1

2
mlµ −

1

2
mµ2

+mµ −
1

2
ml +

1

2
mµ − m + 3lµ − 3l − 3µ2 + 6µ − 3 − mlµ + ml + mµ2 − 2mµ + m.Dann gilt

Υ2 =
|x|2(k+1)−m−1

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}

(

2l(k + l + 1)xl−1 +

[ l
2 ]∑

µ=2

xl−2µ+1|x|2(µ−1)Υ2,1

+Υ2,2 +
l∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

x2µ−l−1|x|2(l−µ)Υ2,3

)

.Es gelten
Υ2,1 = l2(2) + lµ(−4 + 3 − 1) + l(6 − 3 + 1) + µ2(2 − 3 +

1

2
+

1

2
) + µ(−6 + 6 − 2 −

1

2
+

1

2
)

+m(1 + 1 − 2) + (3 − 3 + 2) + kl(2) + kµ(−2) + k(2) + mlµ(−1 + 1) + ml(1 − 1)

+mµ2(1 −
1

2
−

1

2
) + mµ(−2 + 2 +

1

2
−

1

2
)

= 2l2 − 2lµ + 4l − 2µ + 2 + 2kl − 2kµ + 2k

= 2kl − 2kµ + 2k + 2l2 − 2lµ + 2l + 2l − 2µ + 2

= (l − µ + 1) 2(k + l + 1)
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Υ2,3 = ml2(

1

2
−

1

2
) + l2(−

1

2
+ 2 +

1

2
) + mlµ(

1

2
−

1

2
+

1

2
+

1

2
− 1) + lµ(−

1

2
+

1

2
− 4 −

1

2
−

1

2
+ 3)

+lm(1 +
1

2
− 1 − 1 −

1

2
+ 1) + l(−1 −

1

2
+ 7 + 1 +

1

2
− 3) + mµ2(−

1

2
−

1

2
+ 1)

+µ2(
1

2
+ 2 +

1

2
− 3) + mµ(−1 +

1

2
+ 1 + 1 +

1

2
− 2) + µ(1 −

1

2
− 7 − 1 −

1

2
+ 6)

+m(1 − 1 − 1 + 1) + (−1 + 5 + 1 − 3) + kµ(−2) + kl(2) + k(2)

= 2l2 − 2lµ + 4l − 2µ + 2 − 2kµ + 2kl + 2k

= (l − µ + 1) 2(k + l + 1).Fallunters
heidung:1. Sei l ungerade. Dann gilt mit [
l
2

]
= l−1

2
und [

1
2
(l + 1)

]
= l+1

2

Υ2,2 = (m − 1)

{
l + 1

2
− 1

}

︸ ︷︷ ︸
l−1
2

{

l −
1

2

l + 1

2
+ 2

}

+
l + 3

2
(m + 1) + (2k + 1 − m)

l + 1

2

+
l + 3

2
2
l − 1

2
+

l + 1

2

l − 1

2
(3 − m) + (1 − m)

1

2

l + 1

2

l + 3

2

=

(
1

2
ml −

1

2
m −

1

2
l +

1

2

)(

l −
1

4
l −

1

4
+ 2

)

︸ ︷︷ ︸
3
4
l+ 7

4

+
1

2
ml +

1

2
l +

3

2
m +

3

2
+ kl + k +

1

2
l

+
1

2
−

1

2
ml −

1

2
m +

1

2
l2 −

1

2
l +

3

2
l −

3

2
+

(
1

4
l2 −

1

4
l +

1

4
l −

1

4

)

(3 − m)

+
1

2
(1 − m)






1

4
l2 +

3

4
l +

1

4
l

︸ ︷︷ ︸

l

+
3

4






=
3

8
ml2 +

7

8
ml −

3

8
ml −

7

8
m −

3

8
l2 −

7

8
l +

3

8
l +

7

8
+ 2l + m +

1

2
+ kl + k +

1

2
l2

+
3

4
l2 −

1

4
ml2 −

3

4
+

1

4
m +

1

8
l2 +

1

2
l +

3

8
−

1

8
ml2 −

1

2
ml −

3

8
m

= ml2
(

3

8
−

1

4
−

1

8

)

+ ml

(
7

8
−

3

8
−

1

2

)

+ m

(

−
7

8
+ 1 +

1

4
−

3

8

)

+l2
(

−
3

8
+

1

2
+

3

4
+

1

8

)

+ l

(

−
7

8
+

3

8
+ 2 +

1

2

)

+

(
7

8
+

1

2
−

3

4
+

3

8

)

+ kl + k

= l2 + 2l + 1 + kl + k

= 2l2 − l2 − l + 4l − l − 1 + 2 + 2kl − kl − k + 2k

= 2l2 − 2l
l + 1

2
+ 4l − 2

l + 1

2
+ 2 + 2kl − 2k

l + 1

2
+ 2k
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= 2l2 − 2l

[
1

2
(l + 2)

]

+ 4l − 2

[
1

2
(l + 2)

]

+ 2 + 2kl − 2k

[
1

2
(l + 2)

]

+ 2k

=

[ 1
2
(l+2)]
∑

µ=[ 1
2
(l+2)]

2l2 − 2lµ + 4l − 2µ + 2 − 2kµ + 2kl + 2k

=

[ 1
2
(l+2)]
∑

µ=[ 1
2
(l+2)]

(l − µ + 1) 2(k + l + 1).

Da
2l(k + l + 1)xl−1 =

1∑

µ=1

(l − µ + 1)xl−2µ+1|x|2(µ−1),

x(l mod 2)−1|x|2[
l
2 ] = |x|l−1 =

[ 1
2
(l+2)]
∑

µ=[ 1
2
(l+2)]

xl−2µ+1|x|2(µ−1)und [
1
2
(l + 2)

]
= l+1

2
gilt, wird Υ2 zu

2(k + l + 1)|x|2(k+1)−m−1

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}







l+1
2∑

µ=1

(l − µ + 1)x l−2µ+1|x|2(µ−1)

+
l∑

µ=[ 1
2
(l+4)]

(l − µ + 1)x2µ−l−1|x|2(l−µ)







=
2(k + l + 1)|x|2(k+1)−m−1

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}







[ 1
2
(l+1)]
∑

µ=1

(l − µ + 1)x l−2µ+1|x|2(µ−1)

+
l∑

µ=[ 1
2
(l+3)]

(l − µ + 1)x2µ−l−1|x|2(l−µ)







.

In diesem Fall ist Υ2 in der gewüns
hten Form.



84 5. Hilfsmittel2. Sei l gerade. Dann gilt mit [
l
2

]
= l

2
und [

1
2
(l + 1)

]
= l

2

Υ2,2 = (m − 1)
l

2

{

l −
l + 2

4
+ 2

}

︸ ︷︷ ︸
3
4
l+ 3

2

+(2k + 1 − m)
l

2
+

l + 2

2
2

l

2
+

1

4
l2(3 − m)

+(1 − m)
1

2

l

2

l + 2

2

=
3

8
ml2 +

3

4
ml −

3

8
l2 −

3

4
l + kl +

1

2
l −

1

2
ml +

1

2
l2 + l +

3

4
l2 −

1

4
ml2 +

1

8
l2 +

1

4
l

−
1

8
ml2 −

1

4
ml

= ml2
(

3

8
−

1

4
−

1

8

)

+ ml

(
3

4
−

1

2
−

1

4

)

+ l2
(

−
3

8
+

1

2
+

3

4
+

1

8

)

+l

(

−
3

4
+

1

2
+ 1 +

1

4

)

+ kl

= l2 + l + kl

= 2l2 − l2 − 2l + 4l − l − 2 + 2 − kl − 2k + 2kl + 2k

= 2l2 − 2l
l + 2

2
+ 4l − 2

l + 2

2
+ 2 − 2k

l + 2

2
+ 2kl + 2k

=

l+2
2∑

µ= l+2
2

2l2 − 2lµ + 4l − 2µ + 2 − 2kµ + 2kl + 2k

=

l+2
2∑

µ= l+2
2

(l − µ + 1) 2(k + l + 1).Da x(l mod 2)−1|x|2[
l
2 ] = x−1|x|l = x|x|l−2 =

l+2
2∑

µ= l+2
2

x2µ−l−1|x|2(l−µ) , und [
l
2

]
=

[
1
2
(l + 1)

] gilt,wird Υ2 in diesem Fall zu
2(k + l + 1)|x|2(k+1)−m−1

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}







[ l
2 ]∑

µ=1

(l − µ + 1)x l−2µ+1|x|2(µ−1)

+
l∑

µ=[ 1
2
(l+2)]

(l − µ + 1)x2µ−l−1|x|2(l−µ)







=
2(k + l + 1)|x|2(k+1)−m−1

k∏

j=2

(2j − m − 1){2(k + 1) − m − 1}







[ 1
2
(l+1)]
∑

µ=1

(l − µ + 1)x l−2µ+1|x|2(µ−1)

+
l∑

µ=[ 1
2
(l+3)]

(l − µ + 1)x2µ−l−1|x|2(l−µ)







.In diesem Fall ist Υ2 in der gewüns
hten Form.



5.2 Stammfunktionen 853. Nun wird Υ3 betra
htet:Es gilt
Υ3 =

[ 1
2
(l−2)]
∑

n=1

(

|x|2(k+n+1)−m−1

k∏

j=n+2

(2j − m − 1)
n+1∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

〈

xl−1−2n

{(

l − n + 1

n + 1

)

(m + 2l − 1 − 4n) +

(

l − n

n + 1

)

{2(k + n + 1) − m − 1}

}

+

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl+1−2µ−2n|x|2(µ−1)

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

×(m + 2l + 3 − 4µ − 4n + 2µ − 2)

+

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl+1−2µ−2n|x|2(µ−1)

(

l + 1 − n − µ

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

{2(k + n + 1) − m − 1}

+

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

(2n + 3 − m)xl−2(µ+n)+1|x|2(µ−1)

+

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

(m − 1)

[ l
2 ]+1−µ−n

∑

ν=1

xl+1−2(µ+n+ν)|x|2(µ+ν−1)

+
l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

(1 − m)

×

n+µ+[ 1
2
(−l−1)]

∑

ν=1

x2(n+µ−ν)−l−1|x|2(l−2n+ν−µ)

+(l mod 2)xl+1−2[ 1
2
(l−2n+2)]−2n|x|2{[

1
2
(l−2n+2)]−1}

( [
1
2
(l + 3)

]

n + 1

)( [
l
2

]

n

)

×

{

m + 2l + 3 − 4

[
1

2
(l − 2n + 2)

]

− 4n

}

+xl+1−2[ 1
2
(l−2n+2)]−2n|x|2{[

1
2
(l−2n+2)]−1}

( [
1
2
(l + 3)

]

n + 1

)( [
l
2

]

n

)

2

{[
1

2
(l − 2n + 2)

]

− 1

}

+{2(k + n + 1) − m − 1}

( [
1
2
(l + 1)

]

n + 1

)( [
l
2

]

n

)

xl+1−2[ 1
2
(l−2n+2)]−2n|x|2{[

1
2
(l−2n+2)]−1}

+(l mod 2)(m − 1)

( [
1
2
(l + 3)

]

n + 1

)( [
l
2

]

n

)

×

[ 1
2{l+2−2[ 1

2
(l−2n+2)]−2n}]=0
∑

ν=1

xl+1−2([ 1
2
(l−2n+2)]+n+ν)|x|2([

1
2
(l−2n+2)]−1)
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+

( [
1
2
(l + 1)

]

n + 1

)( [
l
2

]

n + 1

)

(2n + 3 − m)xl−2([ 1
2
(l−2n)]+n)−1|x|2[

1
2
(l−2n)]

+

[ l
2 ]−n
∑

µ=1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

(m − 1)

l+1−2µ−2n
∑

ν=[ 1
2
(l+4−2µ−2n)]

x2(µ+ν+n)−l−1|x|2(l−µ−2n−ν)

+(l mod 2)(m − 1)

( [
1
2
(l + 3)

]

n + 1

)( [
l
2

]

n

)

×

l+1−2[ 1
2
(l−2n+2)]−2n=(l mod 2)−1≤0

∑

ν=[ 1
2{l+4−2[ 1

2
(l−2n+2)]−2n}]=1

x2([ 1
2
(l−2n+2)]+ν+n)−l−1|x|2(l−[ 1

2
(l−2n+2)]−2n−ν)

+
l−2n∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l + 1 − n − µ

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

{2(k + n + 1) − m − 1}x2(n+µ)−l−1|x|2(l−2n−µ)

+0

(

l − n

n

)

{2(k + n + 1) − m − 1}x2(n+l−2n+1)−l−1|x|2(l−2n−l+2n−1)

+
l−2n∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

2(l − 2n − µ + 1)x2(n+µ)−l−1|x|2(l−2n−µ)

+
l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(1 − m)

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)
2(n+µ−1)−l

∑

ν=[ 1
2
{2(n+µ)−l+1}]

x2(ν−n−µ)+l+1|x|2(µ−ν−1)

+
l−2n∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

(2n + 3 − m)x2(n+µ)−l−1|x|2(l−2n−µ).1. Sei
S5 :=

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

) [ 1
2
{l+2(1−µ−n)}]

∑

ν=1

xl+1−2(n+µ+ν)|x|2(µ+ν−1).Sei λ := µ + ν. Für ν = 1 gilt λ = µ + 1; für ν =
[

1
2
{l + 2(1 − n)}

]
− µ gilt λ = µ +

[
1
2
{l + 2(1 − n)}

]
− µ =

[
1
2
{l + 2(1 − n)}

], also
S5 =

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

) [ 1
2
{l+2(1−n)}]

∑

λ=µ+1

xl+1−2(n+λ)|x|2(λ−1).Es gilt 2 = 1 + 1 ≤ µ + 1 ≤ λ ≤
[

1
2
{l + 2(1 − n)}

] und 1 ≤ µ ≤ λ − 1, also
S5 =

[ 1
2
{l+2(1−n)}]

∑

λ=2

xl+1−2(n+λ)|x|2(λ−1)

λ−1∑

µ=1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

.



5.2 Stammfunktionen 872. Sei
S6 :=

l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

) n+µ+[ 1
2
(−l−1)]

∑

ν=1

x2(n+µ−ν)−l−1|x|2(l−2n−µ+ν).Sei λ := µ − ν. Dann gilt für ν = 1, λ = µ − 1 und mit
[

1
2
(−l − 1)

]
= −

[
1
2
〈l + 1 + 2{1 − (l mod 2)}〉

] gilt für ν = n + µ +
[

1
2
(−l − 1)

],
λ = µ − n − µ −

[
1
2
(−l − 1)

]
=

[
1
2
〈l + 1 + 2{1 − (l mod 2)}〉

]
− n.Also gilt

S6 =
l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)
µ−1
∑

λ=[ 1
2
〈l+1+2{1−(l mod 2)}〉]−n

x2(n+λ)−l−1|x|2(l−2n−λ).Mit [
1
2
〈l + 1 + 2{1 − (l mod 2)}〉

]
− n ≤ λ ≤ µ − 1 ≤ l − 2n, λ + 1 ≤ µ ≤ l − 2n + 1 und

l + 1 −
[

1
2
〈l + 1 + 2{1 − (l mod 2)}〉

]
=

[
1
2
(l + 1)

] folgt
S6 =

l−2n∑

λ=[ 1
2
〈l+1+2{1−(l mod 2)}〉]−n

x2(n+λ)−l−1|x|2(l−2n−λ)

l−2n+1∑

µ=λ+1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

=
l−2n∑

λ=[ 1
2
〈l+1+2{1−(l mod 2)}〉]−n

x2(n+λ)−l−1|x|2(l−2n−λ)

l−2n−λ∑

µ=0

(

l − n − µ − λ + 1

n + 1

)(

n + µ + λ

n

)

=
l−2n∑

−λ=[ 1
2
〈l+1+2{1−(l mod 2)}〉]−n

x2(n−λ)−l−1|x|2(l−2n+λ)

l−2n+1∑

µ=1−λ

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

=

n−[ 1
2
〈l+1+2{1−(l mod 2)}〉]

∑

λ=2n−l

x2(n−λ)−l−1|x|2(l−2n+λ)

l−2n+1∑

µ=1−λ

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

=

1+l−2n+n−[ 1
2
〈l+1+2{1−(l mod 2)}〉]
∑

λ=2n−l−2n+l+1

x2(n−2n+l+1−λ)−l−1|x|2(l−2n+λ+2n−l−1)

×

l−2n+1∑

µ=1−λ−2n+l+1=l−λ−2n+2

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

=

[ 1
2
(l+1)]−n
∑

λ=1

xl−2(n+λ)+1|x|2(λ−1)

×

l−2n+1−l+λ+2n−1∑

µ=l−λ−2n+2−l+λ+2n−1

(

l − n + 2 − µ − l + λ + 2n − 1

n + 1

)(

n + µ − 1 + l − λ − 2n + 1

n

)

=

[ 1
2
(l+1)]−n
∑

λ=1

xl−2(n+λ)+1|x|2(λ−1)

λ∑

µ=1

(

n + 1 − µ + λ

n + 1

)(

l − n + µ − λ

n

)

.
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S7 :=

[ l
2 ]−n
∑

µ=1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)
l+1−2µ−2n

∑

ν=[ 1
2
(l+4−2µ−2n)]

x2(µ+ν+n)−l−1|x|2(l−µ−2n−ν).

Sei λ := µ+ν, dann gilt für ν =
[

1
2
(l + 4 − 2µ − 2n)

], λ = µ+
[

1
2
(l + 4 − 2µ − 2n)

]
=

[
l
2

]
−n+2und für ν = l + 1 − 2(µ + n), λ = µ + l + 1 − 2µ − 2n = l − 2n − µ + 1, also

S7 =

[ l
2 ]−n
∑

µ=1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)
l−2n−µ+1

∑

λ=[ l
2 ]−n+2

x2(λ+n)−l−1|x|2(l−λ−2n).

Es gilt [
l
2

]
− n + 2 ≤ λ ≤ l − 2n − µ + 1 ≤ l − 2n und 1 ≤ µ ≤ l − 2n + 1 − λ, also gilt

S7 =
l−2n∑

λ=[ l
2 ]−n+2

x2(λ+n)−l−1|x|2(l−λ−2n)

l−2n−λ+1∑

µ=1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

.

4. Sei
S8 :=

l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)
2(n+µ−1)−l

∑

ν=[ 1
2
{2(n+µ)−l+1}]

x2(ν−µ−n)+l+1|x|2(µ−ν−1).

Sei λ := µ − ν. Dann gilt für ν = n + µ +
[

1
2
(1 − l)

],
λ = µ−n−µ−

[
1
2
(1 − l)

]
= −n−

{[
1
2
(−l − 1)

]
+ 1

}
= −n−1+

[
1
2
〈l + 1 + 2{1 − (l mod 2)}〉

]und für ν = 2(n + µ − 1) − l, λ = µ − 2n − 2µ + 2 + l = l − 2n − µ + 2, also gilt
S8 =

l−2n+1∑

µ=[ l
2 ]−n+2

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

) [ 1
2
〈l+1+2{1−(l mod 2)}〉]−n−1

∑

λ=l−2n−µ+2

xl+1−2(λ+n)|x|2(λ−1).

Es gilt 1 = l− 2n + 2− l + 2n− 1 ≤ l− 2n−µ + 2 ≤ λ ≤
[

1
2
〈l + 1 + 2{1 − (l mod 2)}〉

]
−n− 1
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S8 =

[ 1
2
〈l+1+2{1−(l mod 2)}〉]−n−1

∑

λ=1

xl+1−2(λ+n)|x|2(λ−1)

l−2n+1∑

µ=l−2n−λ+2

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

=

[ 1
2
〈l+1+2{1−(l mod 2)}〉]−n−1

∑

−λ=1

xl+1+2(λ−n)|x|−2(λ+1)

l−2n+1∑

µ=l−2n+λ+2

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

=
−1∑

λ=n+1−[ 1
2
〈l+1+2{1−(l mod 2)}〉]

xl+1+2(λ−n)|x|−2(λ+1)

l−2n+1∑

µ=l−2n+λ+2

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

=
−1−2n+l+1∑

λ=n+1−[ 1
2
〈l+1+2{1−(l mod 2)}〉]−2n+l+1

xl+1+2(λ+2n−l−1−n)|x|−2(λ+2n−l−1+1)

×
l−2n+1∑

µ=l−2n+2+2n−l−1+λ

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

=
l−2n∑

λ=l+2−n−[ 1
2
〈l+1+2{1−(l mod 2)}〉]=l+2−n−{1−(l mod 2)}−[ 1

2
(l+1)]

x2(n+λ)−l−1|x|2(l−2n−λ)

×

l−2n+1∑

µ=1+λ

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

=
l−2n∑

λ=[ l
2 ]+2−n−{1−(l mod 2)}=[ 1

2
(l−2n+4)]−{1−(l mod 2)}

x2(n+λ)−l−1|x|2(l−2n−λ)

×

l−2n+1∑

µ=1+λ

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

.Für gerade l gilt
S8 =

l−2n∑

µ=[ 1
2
(l−2n+2)]

x2(n+µ)−l−1|x|2(l−2n−µ)

l−2n+1∑

ν=µ+1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

=
l−2n∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

x2(n+µ)−l−1|x|2(l−2n−µ)

l−2n+1∑

ν=µ+1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

+x−1|x|l−2n

l−2n+1∑

ν= l
2
−n+2

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

.Seien
Υ3,1 :=

(

l − n + 1

n + 1

)

(m + 2l − 1 − 4n) +

(

l − n

n + 1

)

{2(k + n + 1) − m − 1}

+(1 − m)
1∑

µ=1

(

n + 1 − µ + 1

n + 1

)(

l − n + µ − 1

n

)

,
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Υ3,2 :=

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl+1−2µ−2n|x|2(µ−1)

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

×(m + 2l + 3 − 4µ − 4n + 2µ − 2)

+

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl+1−2µ−2n|x|2(µ−1)

(

l + 1 − n − µ

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

{2(k + n + 1) − m − 1}

+

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

(2n + 3 − m)xl−2(µ+n)+1|x|2(µ−1)

+

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

(m − 1)

[ l
2 ]+1−µ−n

∑

ν=1

xl+1−2(µ+n+ν)|x|2(µ+ν−1)

+
l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

(1 − m)

×

n+µ+[ 1
2
(−l−1)]

∑

ν=1

x2(n+µ−ν)−l−1|x|2(l−2n+ν−µ)

−(1 − m)
1∑

µ=1

(

n + 1 − µ + 1

n + 1

)(

l − n + µ − 1

n

)

−(m − 1)x(l mod 2)−1|x|2[
1
2
(l−2n)]

[ 1
2
{l+2(1−n)}]−1

∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

+(l mod 2)(m − 1)x(l mod 2)−1|x|2[
1
2
(l−2n)]

[ 1
2
(l−2n+1)]
∑

ν=1

(

n + 1 − ν + µ

n + 1

)(

l − n − ν + µ

n

)

,

Υ3,3 := (l mod 2)xl+1−2[ 1
2
(l−2n+2)]−2n|x|2{[

1
2
(l−2n+2)]−1}

( [
1
2
(l + 3)

]

n + 1

)( [
l
2

]

n

)

×

{

m + 2l + 3 − 4

[
1

2
(l − 2n + 2)

]

− 4n

}

+xl+1−2[ 1
2
(l−2n+2)]−2n|x|2{[

1
2
(l−2n+2)]−1}

( [
1
2
(l + 3)

]

n + 1

)( [
l
2

]

n

)

2

{[
1

2
(l − 2n + 2)

]

− 1

}

+{2(k + n + 1) − m − 1}

( [
1
2
(l + 1)

]

n + 1

)( [
l
2

]

n

)

xl+1−2[ 1
2
(l−2n+2)]−2n|x|2{[

1
2
(l−2n+2)]−1}

+

( [
1
2
(l + 1)

]

n + 1

)( [
l
2

]

n + 1

)

(2n + 3 − m)xl−2([ 1
2
(l−2n)]+n)−1|x|2[

1
2
(l−2n)]

+(m − 1)x(l mod 2)−1|x|2[
1
2
(l−2n)]

[ 1
2
{l+2(1−n)}]−1

∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)
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−(l mod 2)(m − 1)x(l mod 2)−1|x|2[

1
2
(l−2n)]

[ 1
2
(l−2n+1)]
∑

ν=1

(

n + 1 − ν + µ

n + 1

)(

l − n − ν + µ

n

)

+{1 − (l mod 2)} (1 − m) x|x|l−2n−2

l−2n+1∑

ν= l
2
−n+2

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

und
Υ3,4 :=

[ l
2 ]−n
∑

µ=1

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

(m − 1)

l+1−2µ−2n
∑

ν=[ 1
2
(l+4−2µ−2n)]

x2(µ+ν+n)−l−1|x|2(l−µ−2n−ν)

+
l−2n∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l + 1 − n − µ

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

{2(k + n + 1) − m − 1}x2(n+µ)−l−1|x|2(l−2n−µ)

+
l−2n∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

2(l − 2n − µ + 1)x2(n+µ)−l−1|x|2(l−2n−µ)

+
l−2n+1∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(1 − m)

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)
2(n+µ−1)−l

∑

ν=[ 1
2
{2(n+µ)−l+1}]

x2(ν−n−µ)+l+1|x|2(µ−ν−1)

+
l−2n∑

µ=[ 1
2
(l−2n+4)]

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

(2n + 3 − m)x2(n+µ)−l−1|x|2(l−2n−µ)

−{1 − (l mod 2)} (1 − m) x|x|l−2n−2

l−2n+1∑

ν= l
2
−n+2

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

.Dann gilt
Υ3 = Υ3,1 + Υ3,2 + Υ3,3 + Υ3,4.Für Υ3,1 gilt

(

l − n + 1

n + 1

)

(m + 2l − 1 − 4n) +

(

l − n

n + 1

)

(2k + 2n + 1 − m)

+

(

n + 1

n + 1

)(

l − n

n

)

(1 − m)

=
(l − n + 1)!

(n + 1)!(l − 2n)!
(m + 2l − 1 − 4n) +

(l − 2n)!

(n + 1)!(l − 2n − 1)!
(2k + 2n + 1 − m)

+
(l − n)!

n!(l − 2n)!
(1 − m)

=
(l − n)!

n!(l − 2n − 1)!

{
(l − n + 1)(m + 2l − 1 − 4n)

(n + 1)(l − 2n)
+

2k + 2n + 1 − m

n + 1
+

1 − m

l − 2n

}
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=

(l − n)!

n!(l − 2n − 1)!

1

(n + 1)(l − 2n)
(lm + 2l2 − l − 4ln − nm − 2ln + n + 4n2 + m

× + 2l − 1 − 4n + 2kl + 2ln + l − lm − 4kn − 4n2 − 2n + 2nm + n − mn + 1 − m)

=

(

l − n

n + 1

)

1

l − 2n

{
lm(1 − 1) + l2(2) + l(−1 + 2 + 1) + ln(−4 − 2 + 2) + nm(−1 + 2 − 1)

+n(1 − 4 − 2 + 1) + n2(4 − 4) + m(1 − 1) + 2kl − 4kn + (−1 + 1)
}

=

(

l − n

n + 1

)

1

l − 2n

{
2kl − 4kn + 2l2 − 4ln + 2l − 4n

}

=

(

l − n

n + 1

)

2(k + l + 1)(l − 2n)

l − 2n

=

(

l − n − 1 + 1

n + 1

)(

n + 1 − 1

n

)

2(k + l + 1).Also hat Υ3,1 die ri
htige Form.Seien
S ′

5 := (m − 1)

µ−1
∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

) (

µ ∈

{

2, . . .

[
1

2
(l − 2n + 2)

]})und
S ′

6 := (1 − m)

µ
∑

ν=1

(

n + 1 − ν + µ

n + 1

)(

l − n + ν − µ

n

)

= (1 − m)

µ+l−2n−µ+1
∑

ν=1+l−2n−µ+1

(

n + 1 + µ − ν + l − 2n − µ + 1

n + 1

)(

l − n − µ + ν − l + 2n + µ − 1

n

)

= −(m − 1)
l−2n+1∑

ν=l−2n−µ+2

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

(

ν ∈ {l − 2n + 1 −

[
1

2
(l − 2n + 2)

]

=

[
1

2
(l + 1)

]

− n =

[
1

2
(l − 2n + 1)

]

, . . . , l − 2n + 1}

)

.

(5.2)
Dann gilt mit Satz 5.1.3

S ′
5 + S ′

6 = (m − 1)

{
µ−1
∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−
l−2n+1∑

ν=l−2n−µ+2

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)}

= (m − 1)

{
µ−2
∑

ν=0

(

l − n − ν + 1

n + 1

)(

n + ν

n

)

−

l−2n∑

ν=l−2n−µ+1

(

l − n − ν + 1

n + 1

)(

n + ν

n

)}
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= (m − 1)

{
l−2n∑

ν=0

(

l − n − ν + 1

n + 1

)(

n + ν

n

)

−
l−2n∑

ν=µ−1

(

l − n − ν + 1

n + 1

)(

n + ν

n

)

−
l−2n∑

ν=l−2n−µ+1

(

l − n − ν + 1

n + 1

)(

n + ν

n

)}

.

Damit sind die Koe�zienten von [ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl+1−2µ−2n|x|2(µ−1) in Υ3,2

S ′
5 + S ′

6 +

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

(m + 2l + 1 − 2µ − 4n)

+

(

l + 1 − n − µ

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

(2k + 2n + 1 − m)

+

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

(2n + 3 − m)

= S ′
5 + S ′

6 +
(l − n − µ + 1)!

(n + 1)!(l − 2n − µ)!

(n + µ − 1)!

n!(µ − 2)!

{
(m + 2l + 1 − 2µ − 4n)(l − n − µ + 2)

(l − 2n − µ + 1)(µ − 1)

+
2k + 2n + 1 − m

µ − 1
+

2n + 3 − m

n + 1

}

= S ′
5 + S ′

6 +
(l − n − µ + 1)!

(n + 1)!(l − 2n − µ)!

(n + µ − 1)!

n!(µ − 2)!

1

(l − 2n − µ + 1)(µ − 1)(n + 1)

×
{

(n + 1)(lm − mn − µm + 2m + 2l2 − 2ln − 2lµ + 4l + l − n − µ + 2 − 2lµ + 2µn + 2µ2

−4µ − 4ln + 4n2 + 4µn − 8n)

+(l − 2n − µ + 1)(2kn + 2k + 2n2 + 2n + n + 1 − mn − m)

+(l − 2n − µ + 1)(2nµ − 2n + 3µ − 3 − µm + m)
}

= S ′
5 + S ′

6 +
(l − n − µ + 1)!

(n + 1)!(l − 2n − µ)!

(n + µ − 1)!

n!(µ − 2)!

1

(l − 2n − µ + 1)(µ − 1)(n + 1)

×
{

(n + 1)(lm − mn − µm + 2m + 2l2 − 6ln − 4lµ + 5l − 9n − 5µ + 2 + 6µn + 2µ2 + 4n2)

+(l − 2n − µ + 1)(2kn + 2k + 2n2 + n − mn + 2nµ + 3µ − 2 − µm)
}

= S ′
5 + S ′

6 +
(l − n − µ + 1)!

(n + 1)!(l − 2n − µ)!

(n + µ − 1)!

n!(µ − 2)!

1

(l − 2n − µ + 1)(µ − 1)(n + 1)

×
{

lmn − mn2 − µmn + 2mn + 2l2n − 6ln2 − 4lµn + 5ln − 9n2 − 5µn + 2n + 6µn2 + 2µ2n

+4n3 + lm − mn − µm + 2m + 2l2 − 6ln − 4lµ + 5l − 9n − 5µ + 2 + 6µn + 2µ2 + 4n2

+2knl + 2kl + 2n2l + ln − mnl + 2nµl + 3µl − 2l − µml − 4kn2 − 4kn − 4n3 − 2n2

+2mn2 − 4µn2 − 6µn + 4n + 2µmn − 2knµ − 2kµ − 2µn2 − µn + µmn − 2nµ2 − 3µ2

+2µ + µ2m + 2kn + 2k + 2n2 + n − mn + 2nµ + 3µ − 2 − µm
}
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= S ′

5 + S ′
6 +

(l − n − µ + 1)!

(n + 1)!(l − 2n − µ)!

(n + µ − 1)!

n!(µ − 2)!

1

(l − 2n − µ + 1)(µ − 1)(n + 1)

×
{

lmn(1 − 1) + mn2(−1 + 2) + µmn(−1 + 2 + 1) + mn(2 − 1 − 1) + l2n(2) + ln2(−6 + 2)

+lµn(−4 + 2) + ln(5 − 6 + 1) + n2(−9 + 4 − 2 + 2) + µn(−5 + 6 − 6 − 1 + 2)

+n(2 − 9 + 4 + 1) + µn2(6 − 4 − 2) + µ2n(2 − 2) + n3(4 − 4) + lm(1) + µm(−1 − 1)

+m(2) + lµ(−4 + 3) + l(5 − 2) + l2(2) + µ(−5 + 2 + 3) + (2 − 2) + 2knl + 2kl + µml(−1)

+kn2(−4) + kn(−4 + 2) + knµ(−2) + kµ(−2) + µ2(2 − 3) + µ2m(1) + 2k
}

= S ′
5 + S ′

6 +
(l − n − µ + 1)!

(n + 1)!(l − 2n − µ)!

(n + µ − 1)!

n!(µ − 2)!

1

(l − 2n − µ + 1)(µ − 1)(n + 1)

×
{

mn2 + 2µmn + 2l2n − 4ln2 − 2lµn − 5n2 − 4µn − 2n + lm − 2µm + 2m − lµ + 3l

+2l2 + 2knl + 2kl − µml − 4kn2 − 2kn − 2knµ − 2kµ − µ2 + µ2m + 2k
}

Für Υ3,2 sind no
h die letzten Summanden von (m − 1) S5 und (1 − m) S6 zu bea
hten:Es gilt
Υ3,2 =

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl+1−2µ−2n|x|2(µ−1)

〈(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

1

(l − 2n − µ + 1)(n + 1)

×

{

n2m + 2nmµ + 2l2n − 4l2n − 2lnµ − 5n2 − 4nµ − 2n + lm − 2mµ

+2m − lµ + 3l + 2l2 + 2kln + 2kl − lmµ − 4kn2 − 2kn − 2knµ − 2kµ

}

+(m − 1)

µ−1
∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

+(1 − m)

µ
∑

ν=1

(

n + 1 − ν + µ

n + 1

)(

l − n + ν − µ

n

)〉

+(m − 1)x(l mod 2)−1|x|2[
1
2
(l−2n)]

[ 1
2
{l+2(1−n)}]−1

∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−(l mod 2)(m − 1)x(l mod 2)−1|x|2[
1
2
(l−2n)]

[ 1
2
(l−2n+1)]
∑

ν=1

(

n + 1 − ν + µ

n + 1

)(

l − n − ν + µ

n

)

−(m − 1)x(l mod 2)−1|x|2[
1
2
(l−2n)]

[ 1
2
{l+2(1−n)}]−1

∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

+(l mod 2)(m − 1)x(l mod 2)−1|x|2[
1
2
(l−2n)]

[ 1
2
(l−2n+1)]
∑

ν=1

(

n + 1 − ν + µ

n + 1

)(

l − n − ν + µ

n

)
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=

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl−µ−2nxµ−1

〈(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

1

(l − 2n − µ + 1)(n + 1)

×

{

n2m + 2nmµ + 2l2n − 4l2n − 2lnµ − 5n2 − 4nµ − 2n + lm − 2mµ

+2m − lµ + 3l + 2l2 + 2kln + 2kl − lmµ − 4kn2 − 2kn − 2knµ − 2kµ

}

+(m − 1)

µ−1
∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−(m − 1)
l−2n+1∑

ν=l−2n−µ+2

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)〉

=

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl−µ−2nxµ−1

(

(l − n − µ + 1)!

n!(l − 2n − µ)

(m + µ − 1)!

n!(µ − 2)!

〈

1

(l − 2n − µ + 1)(n + 1)2(µ − 1)

×

{

n2m + 2nmµ + 2l2n − 4l2n − 2lnµ − 5n2 − 4nµ − 2n + lm − 2mµ

+2m − lµ + 3l + 2l2 + 2kln + 2kl − lmµ − 4kn2 − 2kn − 2knµ − 2kµ

}

+
m − 1

(n + 1)2
−

m − 1

(l − 2n − µ + 1)(µ − 1)
︸ ︷︷ ︸

= mµ−µ−m+1

(µ−1)(n+12)
− nm−n+m−1

(n+1)(l−2n−µ+1)(µ−1)

〉)

=

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl−µ−2nxµ−1

(

(l − n − µ + 1)!

n!(l − 2n − µ)

(m + µ − 1)!

n!(µ − 2)!

〈

1

(l − 2n − µ + 1)(n + 1)2(µ − 1)

×

{

n2m + 2nmµ + 2l2n − 4l2n − 2lnµ − 5n2 − 4nµ − 2n + lm − 2mµ + 2m

−lµ + 3l + 2l2 + 2kln + 2kl − lmµ − 4kn2 − 2kn − 2knµ − 2kµ + lmµ − lµ

−lm + l − 2nmµ + 2nµ + 2nm − 2n − mµ2 + µ2 + mµ − µ + mµ − µ − m

+1 − n2m + n2 − nm + n − nm + n − m + 1

}〉)

=

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl−µ−2nxµ−1

(

(l − n − µ + 1)!

n!(l − 2n − µ)

(m + µ − 1)!

n!(µ − 2)!

〈

1

(l − 2n − µ + 1)(n + 1)2(µ − 1)

×
{

n2m(1 − 1) + nmµ(2 − 2) + l2n(2) + ln2(−4) + lnµ(−2) + n2(−5 + 1)

+nµ(−4 + 2) + n(−2 − 2 + 2) + lm(1 − 1) + mµ(−2 + 1 + 1) + m(2 − 1 − 1)

+lµ(−1 − 1) + l(3 + 1) + l2(2) + kln(2) + kl(2) + lmµ(−1 + 1) + kn2(−4)

+kn(−2) + knµ(−2) + kµ(−2) + µ2(−1 + 1) + mµ2(1 − 1) + k(2) + (1 + 1)

+nm(2 − 1 − 1) + µ(1 − 1)
}

〉)
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=

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl−µ−2nxµ−1

〈(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

1

(l − 2n − µ + 1)(n + 1)

×(2l2n − 4ln2 − 2lnµ − 4n2 − 2nµ − 2n − 2lµ + 4l + 2l2 + 2kln + 2kl − 4kn2

−2kn − 2knµ − 2kµ + 2k + 2 − 2µ)

〉

=

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl−µ−2nxµ−1

〈(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

1

(l − 2n − µ + 1)(n + 1)

× 2(kln + l2n + ln + kl + l2 + l − 2kn2 − 2ln2 − 2n2 − 2kn − 2ln − 2n

−knµ − lnµ − nµ − kµ − lµ − µ + kn + ln + n + k + l + 1)

〉

=

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl−µ−2nxµ−1

〈(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

1

(l − 2n − µ + 1)(n + 1)

× 2(l − 2n − µ + 1)(kn + ln + n + k + l + 1)

〉

=

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl−µ−2nxµ−1

〈(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

1

(l − 2n − µ + 1)(n + 1)

× (l − 2n − µ + 1)(n + 1) 2(k + l + 1)

〉

=

[ 1
2
(l−2n)]
∑

µ=2

xl−µ−2nxµ−1

〈(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

2(k + l + 1)

〉

.

Damit hat Υ3,2 die gewüns
hte Form.Nun wird Υ3,3 betra
htet:1. Sei l ungerade.Es gilt µ =
[

1
2
(l − 2n + 1)

]
=

[
1
2
(l − 2n + 2)

]
.Mit (5.2), Satz 5.1.3,

µ−1
∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−

l−2n+1∑

ν=l−2n−µ+2

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

=

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

−

(

l − n − µ + 1

n

)(

n + µ − 1

n

)
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=

(

l − n −
[

l
2

]
+ n − 1 + 1

n + 1

)(

n − 1 +
[

l
2

]
− n + 1

n + 1

)

−

(

l − n + 1 −
[

l
2

]
+ n − 1

n

)(

n − 1 +
[

l
2

]
− n + 1

n

)

=

( [
1
2
(l + 1)

]

n + 1

)( [
l
2

]

n + 1

)

−

( [
1
2
(l + 1)

]

n

)( [
l
2

]

n

)

,

xl+1−2n−2[ 1
2
(l−2n+2)]|x|2{[

1
2
(l−2n+2)]−1} = x(l mod 2)−1|x|2[

1
2
(l−2n)],und x(l mod 2)−1|x|2[

1
2
(l−2n)] = |x|l−2n−1 = x

l
2
−n− 1

2 x
l
2
−n− 1

2 gilt
Υ3,3

|x|l−2n−1
= (m − 1)

(
l+1
2

n + 1

)(
l−1
2

n + 1

)

− (m − 1)

(
l+1
2

n

)(
l−1
2

n

)

+

(
l+3
2

n + 1

)(
l−1
2

n

)

{m − 1 + 2(l mod 2)} +

(
l+3
2

n + 1

)(
l−1
2

n

)

(l − 2n − 1)

+(2k + 2n + 1 − m)

(
l+1
2

n + 1

)(
l−1
2

n

)

+

(
l+1
2

n + 1

)(
l−1
2

n + 1

)

(2n + 3 − m)

=
( l+1

2
)!

n!( l+1
2

− n − 1)!

( l−1
2

)!

n!( l−1
2

− n − 1)!

{

m − 1

(n + 1)2
−

m − 1

( l+1
2

− n)( l−1
2

− n)

+
(m + 1) l+3

2

(n + 1)( l+1
2

− n)( l−1
2

− n)
+

(l − 2n − 1) l+3
2

(n + 1)( l+1
2

− n)( l−1
2

− n)

+
2k + 2n + 1 − m

(n + 1)( l−1
2

− n)
+

2n + 3 − m

(n + 1)2

}

=
( l+1

2
)!

n!( l+1
2

− n − 1)!

( l−1
2

)!

n!( l−1
2

− n − 1)!

{

ln + l + n + 1 − 2n2 − 2n

(n + 1)2( l+1
2

− n)

+
−2n + 3

2
+ 1

2
l2 + 2l + kl + k − 2kn − 2n2

(n + 1)( l+1
2

− n)( l−1
2

− n)

}

=
( l+1

2
)!

n!( l+1
2

− n − 1)!

( l−1
2

)!

n!( l−1
2

− n − 1)!

×

{
1
2
l2n + 1

2
l2 + l

2
− ln2 − 1

2
ln − 1

2
ln − l

2
− 1

2
+ n2 + 1

2
n − ln2 − ln − n + 2n3 + n2

(n + 1)2( l+1
2

− n)( l−1
2

− n)

−2n2 +
3

2
n +

1

2
k2n + 2ln + kln + kn − 2kn2 − 2n3 − 2n +

3

2
+

1

2
l2 + 2l

+kl + k − 2kn − 2n2

}
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=

l+1
2

!

n!( l−1
2

− n)!

( l−1
2

!)

n!( l−1
2

− n − 1)

1

(n + 1)2( l−1
2

− n)( l+1
2

− n)

×
{
kln − kn − 2kn2 + kl + k + l2n − 2ln2 + l2 + 2l − n − 2n2 + 1

}

=
l+1
2

!

n!( l−1
2

− n)!

( l−1
2

!)

n!( l−1
2

− n − 1)

1

(n + 1)2( l−1
2

− n)( l+1
2

− n)

×
{
kln − kn − 2kn2 + kl + k + l2n − 2ln2 + l2 + 2l − n − 2n2 + 1

}

=
l+1
2

!

n!( l−1
2

− n)!

( l−1
2

!)

n!( l−1
2

− n − 1)

1

(n + 1)2( l−1
2

− n)( l+1
2

− n)

×
{
kln + kn − 2kn2 + kl + k − 2kn + l2n + ln − 2ln2 + l2 + l − 2ln + ln + n

−2n2 + l + 1 − 2n
}

=
l+1
2

!

n!( l−1
2

− n)!

( l−1
2

!)

n!( l−1
2

− n − 1)

1

(n + 1)2( l−1
2

− n)( l+1
2

− n)

×

{

(2kn + 2k + 2ln + 2l + 2n + 2)

(
l+1

2
− n

)}

=
l+1
2

!

n!( l−1
2

− n)!

( l−1
2

!)

n!( l−1
2

− n − 1)

2(k + l + 1)(n + 1)( l+1
2

− n)

(n + 1)( l−1
2

− n)(n + 1)( l+1
2

− n)

=

(
l+1
2

n + 1

)(
l−1
2

n

)

2(k + l + 1)

=

(

l − 1 + 1 − l+1
2

+ n

n + 1

)(

n + l+1
2

− n − 1

n

)

2(k + l + 1)

µ= l+1
2

−n
=

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

2(k + l + 1).In diesem Fall hat Υ3,3 also die gewwüns
hte Form.2. Sei l gerade. Also gilt mit µ =
[

1
2
(l − 2n + 2)

]
= l

2
− n + 1 und Satz 5.1.3

Υ3,3

x|x|l−2n−2
= (m − 1)

l
2
−n

∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−(m − 1)
l−2n+1∑

ν= l
2
−n+2

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

+

(
l+2
2

n + 1

)(
l
2

n

)

(l − 2n)

+(2k + 2n + 1 − m)

(
l
2

n + 1

)(
l
2

n

)

+

(
l
2

n + 1

)(
l
2

n + 1

)

(2n + 3 − m)

= (m − 1)

l
2
−n

∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−(m − 1)
l−2n+1∑

ν= l
2
−n+1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)



5.2 Stammfunktionen 99
+(m − 1)

(

l − n + 2 − l
2

+ n − 1

n + 1

)(

n − 1 + l
2
− n + 1

n

)

+
( l

2
)!

(n + 1)!( l
2
− n − 1)!

( l
2
)!

n!( l
2
− n − 1)!

{

(l − 2n) l+2
2

( l
2
− n)2

+
2k + 2n + 1 − m

l
2
− n

+
2n + 3 − m

n + 1

}

= (m − 1)

l
2
−n+1−1
∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−(m − 1)
l−2n+1∑

ν=l−2n+2− l
2
+n−1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

+ (m − 1)

(
l
2

+ 1

n + 1

)(
l
2

n

)

+
( l

2
)!

(n + 1)!( l
2
− n − 1)!

( l
2
)!

n!( l
2
− n − 1)!

{
1
2
l2 + l − ln − 2n

( l
2
− n)2

+
kl + ln + l

2
− 1

2
lm − 2kn − 2n2 − n + nm

( l
2
− n)2

+
ln + 3

2
l − 1

2
lm − 2n2 − 3n + nm

(n + 1)( l
2
− n)

}

= (m − 1)

{(
l
2

n + 1

)2

−

(
l
2

n

)2

+

(
l
2

+ 1

n + 1

)(
l
2

n

)}

+
( l

2
)!

(n + 1)!( l
2
− n − 1)!

( l
2
)!

n!( l
2
− n − 1)!

{
1
2
l2 + 3

2
l − 3n + kl − 1

2
lm − 2kn − 2n2 + nm

( l
2
− n)2

+
1
2
l2n + 3

4
l2 − 1

4
l2m − ln2 − 3

2
ln + 1

2
lnm − ln2 − 3

2
ln + 1

2
lnm + 2n3 + 3n2 − n2m

(n + 1)( l
2
− n)2

}

=

( (
l
2

)
!

n!( l
2
− n − 1)!

)2 {

m − 1

(n + 1)2
−

m − 1

( l
2
− n)2

+
(m − 1) l+2

2

(n + 1)( l
2
− n)2

+
1
2
l2 + 3

2
l − 3n + kl − 1

2
lm − 2kn − 2n2 + nm

(n + 1)( l
2
− n)2

+
1
2
l2n + 3

4
l2 − 1

4
l2m − ln2 − 3

2
ln + 1

2
lnm − ln2 − 3

2
ln + 1

2
lnm + 2n3 + 3n2 − n2m

(n + 1)2( l
2
− n)2

}

=

( (
l
2

)
!

n!( l
2
− n − 1)!

)2 {
1
2
lm − l

2
− nm + n

(n + 1)2( l
2
− n)

+
−nm + n − m + 1 + 1

2
lm + m − l

2
− 1

(n + 1)( l
2
− n)2

+
1
2
l2n + 3

2
ln − 3n2 + kln − 1

2
lnm − 2kn2 − 2n3 + n2m + 1

2
l2 + 3

2
l − 3n + kl

(n + 1)2( l
2
− n)2

+
−1

2
lm − 2kn − 2n3 + nm

(n + 1)2( l
2
− n)2

+
1
2
l2n + 3

4
l2 − 1

4
l2m − ln2 − 3

2
ln + 1

2
lnm − ln2 − 3

2
ln + 1

2
lnm + 2n3 + 3n2 − n2m

(n + 1)2( l
2
− n)2

}

=

( (
l
2

)
!

n!( l
2
− n − 1)!

)2
1

(n + 1)2( l
2
− n)2

{

1

4
l2m −

1

4
l2 −

1

2
lnm +

1

2
ln −

1

2
lnm +

1

2
ln + n2m − n2

−n2m − n2 − nm +
1

2
lnm + nm −

1

2
ln − nm + n − m +

1

2
lm + m −

l

2
+ l2n −

3

2
ln
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−2n2 + kln +

1

2
lnm − 2kn2 +

5

4
l2 +

3

2
l − 3n + kl −

1

2
lm − 2kn + nm −

1

4
l2m − 2ln2

}

=

( (
l
2

)
!

n!( l
2
− n − 1)!

)2 {

l2 − ln − 2n + l − 2n2 + l2n + kln − 2kn2 + kl − 2kn − 2ln2

}

=
( l

2
)!

(n + 1)!( l
2
− n − 1)!

( l
2
)!

n!( l
2
− n − 1)!

×
kln − 2kn2 + kl − 2kn + l2n − 2ln2 + l2 − ln − 2n2 + l − 2n

(n + 1)( l
2
− n)2

=
( l

2
)!

(n + 1)!( l
2
− n − 1)!

( l
2
)!

n!( l
2
− n − 1)!

×
kln − 2kn2 + kl − 2kn + l2n − 2ln2 + l2 − 2ln + ln − 2n2 + l − 2n

(n + 1)( l
2
− n)2

=
( l

2
)!

(n + 1)!( l
2
− n − 1)!

( l
2
)!

n!( l
2
− n − 1)!

(2kn + 2k + 2ln + 2l + 2n + 2)( l
2
− n)

(n + 1)( l
2
− n)2

=
( l

2
)!

(n + 1)!( l
2
− n − 1)!

( l
2
)!

n!( l
2
− n − 1)!

2(k + l + 1)
l
2
− n

(n + 1)( l
2
− n)

(n + 1)( l
2
− n)

=

(
l
2

n + 1

)(
l
2

n

)

2(k + l + 1)

=

(

l − n − l
2

+ n − 1 + 1

n + 1

)(

n − 1 + l
2
− n + 1

n

)

2(k + l + 1).Also hat au
h in diesem Fall Υ3,3 die gewüns
hte Form.Für Υ3,4 gilt
Υ3,4 = (m − 1)

l−2n∑

µ=[ l
2 ]−n+2

x2(µ+n)−l−1|x|2(l−µ−2n)

l−2n−µ+1
∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−(m − 1)
l−2n∑

µ=[ l
2 ]−n+2−{1 − (l mod 2)}

︸ ︷︷ ︸
in Υ3,3

x2(µ+n)−l−1|x|2(l−2n−µ)

×

l−2n+1∑

ν=µ+1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

+
l−2n∑

µ=[ l
2 ]−n+2

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

{2k + 2n + 1 − m}x2(µ+n)−l−1|x|2(l−2n−µ)

+
l−2n∑

µ=[ l
2 ]−n+2

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

2(l − 2n − µ + 1)x2(n+µ)−l−1|x|2(l−2n−µ)
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+

l−2n∑

µ=[ l
2 ]−n+2

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

(2n + 3 − m)x2(µ+n)−l−1|x|2(l−2n−µ).Also gilt
Υ3,3

l−2n∑

µ=[ l
2 ]−n+2

x2(n+µ)−l−1|x|2(l−µ−2n)

= (m − 1)

{
l−2n−µ+1

∑

ν=1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)

−
l−2n+1∑

ν=µ+1

(

l − n − ν + 2

n + 1

)(

n + ν − 1

n

)}

+

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

(2k + 2n + 1 − m)

+

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

2(l − 2n − µ + 1)

+

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

(2n + 3 − m)

Satz 5.1.4
= (m − 1)

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

n + µ

n + 1

+

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

(2k + 2n + 1 − m)

+

(

l − n − µ + 2

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

2(l − 2n − µ + 1)

+

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n + 1

)

(2n + 3 − m)

=
(l − n − µ + 1)!

(n + 1)!(l − 2n − µ)!

(n + µ − 1)!

n!(µ − 1)!

{

(m − 1)(n + µ)

n + 1
+ 2k + 2n + 1 − m

+
(l − n − µ + 2) 2(l − 2n − µ + 1)

l − 2n − µ + 1
+

(2n + 3 − m)(µ − 1)

n + 1

}

=
(l − n − µ + 1)!

(n + 1)!(l − 2n − µ)!

(n + µ − 1)!

n!(µ − 1)!

1

n + 1

(

nm + mµ − n − µ + 2kn + 2n2 + n − nm

+2k + 2n + 1 − m + 2nµ − 2n + 3µ + m + 2ln − 2n2 − 2nµ + 4n + 2l − 2n − 2µ + 4
)

=
(l − n − µ + 1)!

(n + 1)!(l − 2n − µ)!

(n + µ − 1)!

n!(µ − 1)!

1

n + 1
(2kn + 2n + 2k + 2 + 2ln + 2l)
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=

(l − n − µ + 1)!

(n + 1)!(l − 2n − µ)!

(n + µ − 1)!

n!(µ − 1)!
(2k + 2l + 2)

n + 1

n + 1

=

(

l − n − µ + 1

n + 1

)(

n + µ − 1

n

)

2(k + l + 1).

Damit hat Υ3,4 die gewüns
hte Form.4. Nun wird Υ4 betra
htet:1. Fall: l ist gerade, d.h. es gilt [
l
2

]
=

[
1
2
(l + 1)

]
= l

2
.In diesem Fall gilt

Υ4 =
|x|2(k+[ l

2 ]+1)−m−1

k∏

j=[ l
2 ]+2

(2j − m − 1)
[ l
2 ]+1
∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×

{

x(l mod 2)−1
〈

1 {m − 1 + 2(l mod 2)} sgn(l mod 2) + 0
{

2
(

k +

[
l

2

]

+ 1
)

− m − 1
}〉

}

=
|x|2(k+[ l

2 ]+1)−m−1

k∏

j=[ l
2 ]+2

(2j − m − 1)
[ l
2 ]+1
∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

0.

In diesem Fall hat Υ4 also die gewüns
hte Form.2. Fall: l ist ungerade, d.h. es gilt [
l
2

]
= l−1

2
und [

1
2
(l + 1)

]
= l+1

2
.Also gilt

Υ4 =
|x|2(k+ l−1

2
+1)−m−1

k∏

j= l−1
2

+2

(2j − m − 1)

l−1
2

+1
∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×

〈

x(l mod 2)−1
{ l + 3

2
{m − 1 + 2(l mod 2)} sgn(l mod 2) + 1

(

2k + 2
l − 1

2
+ 2 − m − 1

) }

+x3−(l mod 2)|x|2{(l mod 2)−2}
〈

0

{

2

(

k +

[
l

2

]

+ 1

)

− m − 1

} 〉

+

(
l+1
2

l−1
2

)

2{(l mod 2) − 1} sgn{2(l mod 2) − 2}

+

(
l+1
2

l−1
2

) sgn{2 − (l mod 2)} (1 − m) x 2−1−(l mod 2)|x|2{(l mod 2)−1} + 0

〉
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=

|x|2(k+ l−1
2

+1)−m−1

k∏

j= l−1
2

+2

(2j − m − 1)

l−1
2

+1
∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

{
l + 3

2
(m + 1) + 2k + l − m +

l + 1

2
(1 − m)

}

=
|x|2(k+ l−1

2
+1)−m−1

k∏

j= l−1
2

+2

(2j − m − 1)

l−1
2

+1
∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×

(
1

2
lm +

1

2
l +

3

2
m +

3

2
+ 2k + l − m +

l−

2

1

2
lm +

1

2
−

1

2
m

)

=
|x|2(k+ l−1

2
+1)−m−1

k∏

j= l−1
2

+2

(2j − m − 1)

l−1
2

+1
∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

2(k + l + 1)

=
|x|2(k+ l−1

2
+1)−m−1

k∏

j= l−1
2

+2

(2j − m − 1)

l−1
2

+1
∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

2(k + l + 1)

(
l+1
2

l+1
2

)(
l−1
2

l−1
2

)

=
|x|2(k+ l−1

2
+1)−m−1

k∏

j= l−1
2

+2

(2j − m − 1)

l−1
2

+1
∏

j=1

{2(k + j) − m − 1}

×2(k + l + 1)

(

l − l−1
2

− 1 + 1
l−1
2

+ 1

)(
l−1
2

+ 1 − 1
l−1
2

)

xl−1−2 l−1
2 x1−1|x|2(k+ l−1

2
+1)−m−1.Au
h in diesem Fall hat Υ4 die gewüns
hte Form.Daher ist Fl+1 die Stammfunktion von Fl bzgl. ∂, d.h. der Satz 5.2.1 ist bewiesen.


