Kapitel 4

Integraldarstellungen mit Hilfe des

Laplaceoperators

Da der Laplaceoperator das Produkt der Diracoperatoren 0 und 0 ist, kann man durch Tteration der
beiden CAUCHY-POMPEIU Formeln (2.3) und (2.4) eine Integraldarstellung mit Hilfe des Lapla-

ceoperators gewinnen.

4.1 Darstellungen 1. Ordnung

Es gelten die iiblichen Voraussetzungen: G ist ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand des R™*!,

Weiterhin wird m > 1 vorausgesetzt; der Fall m =1 (C) ist bekannt, siche z.B. [Beg97].

Satz 4.1.1 (einfache Integraldarstellung fiir A) Ist f € C*(G,A), so gilt fir x € G:

_ ly — fffll "
f@) = Wmn+1 / ly — 9C|m+1 42,1(v) Wit / 45,01 )]

Iy—fv|1 i
dV,.
o / AFw)Y,

(4.1)

Bewess:

Wendet man (2.4) auf Of an, so erhdlt man

” (x)_wmﬂf TR me/ TEE i
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Das setzt man wieder in (2.3) ein und benutzt den Satz von Fubini:

flx) = me/‘y_x‘mﬂdayf wmﬂ/yy—xymﬂ F)ldv,
N wWJ/}y_med%f()
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- wm+1/|y—x|m+1 7y ()
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gilt, folgt mit (2.3) fiir € hinreichend klein mit |x — z| > 2¢ > 0 und
G.=G\{yeG:ly—z <e}
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Mit
- y—u ly — 2! ytz—z fy'"
) = d
1(, 2) / ly—z"™t1 Y 1—m ly+z—af™ Y1 —m
ly—z|=¢ ly|=e
gilt
- i
Br(e )y < SO@E) e [ s
Wm+1
lyl==
= ¢-const(z,2)
s:)O 0.
Da
= -y 1 y—x -y
Y = dV, dvj,
1(@,2) Wm+1 / ly — JJ\mH |Z — y|m * Wm+1 / |y — x|m+! |Z — y|m
|z—y|<e
und
- £=Y e—0
dV, < e-const(x,z) — 0,
|y _ x|m+1 |z _ y‘m-i-l 0 v
|z— y|<€
gilt
— 1-m 1-m
o= 2P _ / 7= gl / 0y
1—m Wil J |y — x]m“ 1—m wm+1 ly — Jf‘mﬂ ‘Z y[m
= Uy(x, z) + Uy (z, 2).
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U, (z,2)0, = —3z
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_ / y—=z
B Wt J Jy— xl’"+1 % ly — 2|+
= Do (z, 2)
Lemm:a 3.2.1 07

U, € C* und f € C? gilt, folgt mit (2.2)
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Also

B 1 |z — z|17™ B
S Wil / |y_x|m+1dayf( v)= W1 /[ 1—m b

1 / {|x — z[tmm
_l’_ - @ @
Wm+1 I—m

T W / ly — x|m+1

|$—Z‘1 m

+wm+1 I-
G

Hiermit erhdlt man (4.1).

2)| dd.[0f(2)]

oG

-—wmazﬂ[Af@ndv

1 |z — 2|t™™

Wm+1 IL—m
oG

d7.[0f ()]

W (y) —

[Af(2)]dV.

4.2 Darstellungen hoherer Ordnung

Lemma 4.2.1 Firk € N, k > 2 und x # 0 gelten

1. Ak71|x‘2k7m71 — 2k 1

und

Beweis (durch Induktion,).

1. (a) Induktionsanfang (k = 2):

A2_1 ’x‘2~2—m—1

k
~O ] @i —m= 1)
7j=2

2. AF|z|?=m=1 = 0.

A’aj‘?)—m

5[(3 - m)x|m|1_m]

{3 = m)[(m+ Ve + (1= m)aziaf )}
2(3 = el "

227t 2= [T (25 —m— 1)l

=2
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(b) Induktionsschritt:

A(k+1)—1’$‘2(k+1)—m—1 Ak|$‘2(k+l)—m—1

— AIB[{2(k 1) = m — afet
= {2(k+1)—m—1}A*19 (’ ‘m+1| |2k)

= {2(k+1)—m—1}AF! (‘ ™ +12k:£\:v]2k 2)
= {2(k+1)—m — 1}2kA g2t

A (k4 1) —m — 132k 281 (k 'ﬁ (2j —m — D)]z|™
= olk+D-1 [(k+1) - 1]! kﬁ@j —m— 1)z,
2
AF|g[R-m=1 k=1 _1)| ﬁz(z]— —1>[A|x|1—m]

= 2k n'[1<27— - 1){8[(1 = m)alal |}

= 2" (k- 1)! ﬁl(%— —1>[(m+1)|a:| Ly (—m - 1)zl

=0

[

Satz 4.2.1 Sei G C R™" ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand, f € C**(G;A) N C*71(G;A)
und 1 < k, dann gilt fiir m > 1 und gerade m oder ungerade m mit 0 < 2k <m +1

fo) = z’“: 1 / (y—1) Iy—uﬂcllﬂ”‘”‘m‘1 43, [ ()]

Wm .
o 2071 (u—1)! T (25 —m — 1)
j=1

1 ly — z|mmt = jm1 (4.2)
“’m“al TR r—— {o a1}
j=1
s [ ) a,

& 201 (k— 1) T (2) —m —1)

Jj=1
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Beweis:

Fiir k =1 ist das die Gleichung (4.1):

_ ly — 93\1 "
fz) = W1 / |y — $|m+1d0 Wit / 4,007 w)

ly — wll m
dV,
Wm-i—l / (y)] Y

_ 21: 1 / (y— =) |y_u_x1|2(u—1)—7n—1 dﬁy[N_lf(y)]

W, .
Toe 2 (=1 T (25 —m—1)

ki
L

j=1
1 / ly — x’j"_m_l d3, {8 [A“‘lf(y)}}
Wbl I ou=1 (4 — 1)! -H1 (2 —m—1)
=
1 _ ]21-m—1
el e AF ()] av,.
mHL ) 911 1= J[ (25 —m—1)

J=1

Der Beweis erfolgt durch Induktion iber k, wobei aus Griinden der Ubersichtlichkeit als Induktions-
anfang k = 2 benutzt wird.

1. Induktionsanfang (k = 2):
Benutzt man (4.1) fir Af, erhdlt man

Afle) = Wm+1/’y_$’m+1day[Af wm+1/|y o _{ [ (y)]}

!y—xll "
dv,,.
wm+1/ (y)] Yy

Das setzt man wieder in (4.1) ein:

I-m
@) = wm+1/|y—:p|m+1 wm+1/|y g [Qf(y)]

ly — x|1 " / i3
wm—H / Wm+1 |Z - y|m+1 oz [Af(Z)]

[t ofase]

Wm+1 1-—
oG

1 ER
+ — [A f(z)}dvz dv,

Wm+1 1-—
G
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_ ‘y ‘1 m
B Wm+1 / ly — :U]mH me / y[af(y)}
’y _ l”l m y
dV,da, | A
+u)m+1 /merl/ —m ’Z— ‘ m+1 V UZ|: f(Z):|
1 ’y_ ’1_771 ’Z_y|1—m -
_Wm+1 / W41 / 1— 1—m dv@lng{a[Af(z)} }

_ 1-m _ 1-m
+ / / /e W el A [Agf(z)] dv..
Wm+1 Wm+1 —m 1—m

Mit
1 Yy—x
= da
#ol) Wm41 / ly — z|m! Tl W),
|y xll m [
- o1,
901 wm+1 / y f(y)
Dy (2, 2) = /'y_"ﬂl "z v,
) Wint1 m |Z _ y‘erl
und | |1 | ’1
y—x| " -yl ™
= d
Uy (z, 2) o / — T v,
Jfolgt
1
fl@) = wola) +ei(z) + — ) /cb (z,2 daz[Af }
mr oG
1 _
——— [ {o[ar0)] )+ —— [ [a2@)]av
Wm+1 wm+1
oG G
Es gilt
— |y |1 m —|Z— |17m
= Z d
O 2) W41 / 1—m Yy
’y o I"l m y
= dV,
Wm+1 / —m ’Z — |m+1
= (I>1(9:,z)
= \Ifl(x,z)a_z.
Seien ’ |1 ( | ’1
) =
1(@,2) Wm+1 / 2(1 —m)
und

’y _ Z|3—m

)= me/ T )
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Dann kann man mit x # z (4.1) benutzen:

|z — 27 ly — 2™

23— m)(1—m) me/ |y—:c|m+1 733 —m) (1~ m)
/!y s 2y -2
Wit y 2(1 —m)

o 1-m 1-m
/ ly — " [y — | av,
wm—i—l —m I-

= Uy (x, ) Dy (2, 2) + Uy (x, 2).

(4.3)

Von rechts nach 0, abgeleitet, ergibt

F=2)|z — |

— |:li]1<$,z)a—z:| - [‘i’l(ﬂf 2)8] + & (2,2),

2(1—m)
Also gilt L o
(o) = U TS (6 - ) 005
und aus (4.3)
Wioy) = - 6 By
N = oG —my—m) Y

Also gilt

f@) = b))+ [ g [

W1 2(1—m)
oG

[z -y =
_w,:ﬂal 2(3 — m?)J(l —m) day{8 [Af(y)] }

o | i (2]

wm+1aG 3—m)(1—m)
ok [0 weslon o]
_w; / (B1 — 0 (x, y)da{a[m“ (y)} }
oG
+—— [@ - W) [arw)]av.

Die letzten drei Zeilen seien mit A bezeichnet. Sie sind zusammen null:
Mit (2.1) und (2.2) ergeben sich

J({1@ —0).)3,]a,} | A7w)] + (@ — ¥).)3,] {9 A7) }>dvy

G

= [ @ = 0)(@,9)8,)d5, |21 )],

oG
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und

/ { (@ = 0)@.w8)] {0, [arw)]} + @ - W)@ (9{a,[arw)]}) }dvy
f 0, A1) }-

[o5)
Q
—

, (01 — Uy)(2,y)dd,

omeid = [ {[(él—wx,y)a_y}ay}[Af(y)}+[(él—@1><x,y>a_y]{a[Af<y>]}>dw
G

-/ < (@ = 0) (@93, | {0[AFw)] | + @ — B )(3]0]ar )] }>>dvy
[ @ - 0w 2200y,

= [ [@ - s, [srw]av,
G

Mit |y — 2> ™0, = (3 —m)(y — 2)|ly — 2|*™™ und

(y=2)ly—=21""08. = =[m+Dz—y|" "+ E=y)A-—m)(z—y)lz—y| "]
= 2y -2
gelten
= . 1 ly—a['™" Sy =2
(I) az - — d )
(z,2) Wint1 1—m ¥ 1_m
e
also
1 ly—z'™ 5 y-—z
d A, = do = &y (x,
1(@:2) Wint1 I—m Uy — zm+t ol:2)
und
5 -1 y—xr L (E=yly—z"
U 0, =
W20 =0 | = a1
also
1 y—r L ly—z'
\\ A, = =
1(77) Wt J [y — a7 1T —m ol2)

Also gilt mit (2.1) und (2.2)
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oz 1 y—=""=\ y-—= y—="" (= y—
_ A = 0 0
(B1= W) 23 wm/[( =m0y Tom \ -2

z
|m+1
>

G ~~
=0

(v g\l ymx gy =TT
y —af"") 1-—m  |y—zmt Y 1-m

-

=0

av,

B 1 / y—x y—z y—x y—z qv
W) \Jy =l fy =zt y =gty — et )
G

= 0.
Also ist A = 0.
Also gilt

U—1x —r 2(1-1)—m—1
@) = wl / (y — )|y : | a3, [Al—lf(y)}
e 2 (=D [ (25 —m—1)

j=1
_ 1 ‘y B x‘2-1—m—1 d:y ) Al_lf( )
Wm+18£211(1_1)!ﬁ(2j_m_1) U{ |: y]}
j=1

U—x —r 2(2—1)—m—1
+w1 / (y )|y - | do—_»y [A271f(y)i|
e 22— [ (25 —m—1)

— 1 |y_‘;|:2.27mi1 dgy o A2_1f( )
wm+18£ 221 (2 — 1)1 ﬁ (2 —m—1) { [ Yy ]}
1 y—al 7 A f(y)]av,
+”m“£221(2—1) 121(23— _1)[ v,

Jj=

2
L[ Geoly et
_ Z{ / 2 a3,

oo 2 (p—=DV [T (2j —m—1)

L—

A (y)]
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2. Induktionsschritt:
Man nimmt an, (4.2) gilt fir k — 1, und wendet dies auf Af(zx) an

k=l Ty — p2e—1)-m—1
{w H/ (y — )y uﬂ dc?y[A”f(y)}
e L 9t (1 T2 —m - 1)
j=1

: /Qu—l ( v x|ju_m_1 dgy{ﬁ[Aﬂf(yﬂ }}

meaG p—1)! H1 (27 —m—1)
j=
1 _2(k=1)—m—1
+w / ‘y m‘k_l [Akf(y)}dVy
"G 22 (k= 2)l T (25 —m — 1)
j=1

Finsetzen in (4.1) erqibt

l-m _
f N Wm+1/|y_x|m+l wm—l—l/’y ’ [af( )}

| ’”‘”’”@{ L[ GERR  f

Wm
1 U e 2 (= 1) T (25 —m — 1)
j=1

1 /zul ( |z — y\uu—m— d?z{a[A“f(Z)} }}

Win .
e p—1)! 'H1 (27 —m—1)
J:

1 |z — y[2k-D-m-1 A (2) dvz>dvy
+%“/%2%—wrnw—~AJ |

_ 1-m
- wm+1/|y—x|m“ wmﬂ/’y al [&f( )}

!y—xll " E=yls —ye et = [ A
’ Z <wm+1 /merl / pot AVyda [A f(z)}

p=1 21 (=TT (2 = m = 1)

_wiﬂ/me/w I;m |z — Iz”_m—1 dx/yda{a[wf(z)]}>

G 201 (p — )IH(QJ_ —1)
1 1 —_ pll-m _ 12k 1) m—1
+W /W / ‘yl —x‘m - y’k—l dv,, [Akf(z)]d‘Q
m+1 G m+1 26=2 (k — 2! ] (2§ —m — 1)
j=1

Nun setzt man
x|1—m (

L [ly= y)lz
Ppti(z, 2) = 1/ 1—m [
" 2t 1125 =m—=1)

j:

y|2u—m—1

av,
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und
‘1 m

ly—=
U, (z,2) = - +1/ —

’Z _ ’2,u,—m—1

201 (= 1) H(Qj—m—l)

dv;,.

Dann gilt

flw) = Wm+1 / |y—90|erl Wm+1 / |y_g:|1 ~a7 [8f( )}

+z;<wm+1 / (1, 2)dé, [A“f - / (z,2) doz [Nf(z)”>

K= oG
1

Wm—|—1

+

/ Wi (2, 2)[ A4 (2)] V.

)z -yl

_ — x| 2u—m—1
(2, 2)0 — /Iy e[ (2p—m—1)(z av,
Wm+1

201 (= 1)! ﬁ (2j —m—1)

_ /|y—x|1m E=9)lz — W homt
- Y
. 2t (= 1)1 T (27 —m — 1)

j=1

= P,(x,2).

Mit (4.1) und analog dem Beweis zu (4.1) (zuerst fir © # z, € klein genug mit 0 < 2e < |x — 2|
und G. = G\ {y : |y — z| < e}) ergibt sich

|Z _ x|2(u+l)—m—1 y|2(u+1)—m—l

|2 -

u+1 = / _ m+1 _) n+1
2 T 25 —m=1) " I ””' S 12 =m-1)
‘7:

/Iy Ny 5 2yl —ypPr
i ph 1T (2= m = 1)

Jj=

ly — m|1 m z( —y)lz —y[r
SN
o 20 ! H (2j —m—1)
= W, — m+1 pn+1
5 |y | 2#M!H(2j—m—1)
j=1
/'y—fil " g7, oyl
i "0 4 H (2) —m—1)
Jj=

1 - 1-m 2 . 2u m—1
N /Iy x| 1z =yl av,,
W1 1—m L )
20! T (2 —m —1)
i=1
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Mit i . |2 — 2D -me1
Uy(z, 2) = W1 / ly _x’m+1 pt1
mE 2m!n(2j—m—1)
j=1
und

: ly — fcll S Gk )| ok
¢, (x,2) = / m
Wm41

2“ ! H1 (2j —m—1)

wird aus (4.4)

|Z _ x|2(u+1)fm—1

=0, (z,2) — Oz, 2) + U, (z,2) (peN).

pt1
20! I] (2 —m — 1)
j=1
Differenzieren von rechts mit 0, liefert

(z—1)|z — z—m1

1 :‘i’u( 2)0; — ( 2)0, + &, (z, 2),
20 1;[1(2j—m—1)

also ) )
— — p|2mm— s . _
D, (z,2) = 2=z IZ|Z il -V, (x,2)0, + ®,(z, 2)0,.

20! TT (2 —m —1)

j=1
Also gilt
fo) = / / v ™" 3, orw)
Wnt1 J |y — $|m+1 Wi

+Z 1 / (y—= -’EN?/ — e da, [A“f(y)}

=1 Ot I ou ) };[1 (2j —m—1)

Sy L [ ol
n=1 dc 2 pul jl;[l (2 —m—1)

. - lyl; xlzlf(;.l — A fw)]av,

_ S wiﬂ / 0, + ,)(2, 2)47-{0[ A" F(v)] }
p=t Glel

5> —— [{[ Butw2) + 2|0 [

=1 oc
[l b [ae)av
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Die letzten drei Zeilen seien mit A bezeichnet.
Mit

_ ~ _ 1-m . _ _ 2pu—m—1 -
B, — 0@ A = 1 [l | Eowlzmy 7.0,
K K Wil 1—m v # .
[1(2j —m—1)

j=1

P 2(p+1)—m—1 .
Wi / ly — w!m“ | “*yl’ -0
mE 2 ) TT (25 —m — 1)

j=1

1 _ 1-m 2 2 2u—m—1
_ ly—al ™ = plz =yl 0.
Wit 1 1—-m Y ®
mE 20l 11 (2 —m —1)
=1

pt1 #

20wl TT (2 —m — 1)
j=1

/ g, |20+ —m = 1) =yl =yt
Wm-i—l |y - $|m+1

/\y—x\l "3 |Cumm =1 —y)|z — y[Hr-Dmmt
m
md 20 (=D T (2 =m = 1)

]:
2p|z — y|

m
20wl T2 —m—1
j=1

Wm-i-l / |y - x|m+l

= ¢, 4(x,2) =V, 4(x,2),

gilt

s vl

oG

(p1 — Ty 1)(z, 2) [A’f f(z)] dv.

ol



4. Integraldarstellungen mit Hilfe des Laplaceoperators

(2.1),

IIZ
M e
—

([0 g7 oo} + b gty

@ = B A [ A1) - (@ = D) (202 {0405 (2)] }>dvz

/ (Byy — Ty 2) [ A ()| v,

k‘

= 3 {/(cﬁ# T,)(z, 2) [N+1f( )} — (1 — U, 1)(, 2) [Nf(z)} }dvz

= G

=
—

(Bes = i), 2) [ AR F(2) AV,

(Bpr — Tyo1)(z, 2) [M f(z)] By — Wp)(z,2) [A f(z)} }dVZ

Il
Q—_
Q\ Q\ PRI Q\

(et = i), 2) [ AR F(2) AV,

(%0 — Fo)(w,2) | Af(2)] V.
= 0.

Also ergibt sich

U —x — 2(1-1)—m—1
i) 1 / (y — )|y 1_1| a3, [Al—lf(y)]
oc 271 (1-1) 1:[1 (2j —m—1)
U—x — 2(p—1)—m—1
i 21 (u— DU TT (25 —m— 1)

- ly =z ’ -
84 21-1 (1 — 1) ﬁ (2% —m— 1>d y{@[A f(y)}}

— 1 |y_x|juimil 47,4 0| A" f(y)
MZ:;(.Um—HaZ 211 (1 — 1)! ]1;[1(2j—m—1) { [ y]}

1 _ p|2k—m—1
s [ D= 2k p(w)]av,,
M 2k (k=) T[ (25 —m — 1)
j=1

das ergibt die zu beweisende Gleichung (4.2).



4.2 Darstellungen héherer Ordnung 47

Wenn m + 1 = 2a > 2 hat die Darstellung héherer Ordnung fiir den Laplaceoperator folgende Form.

Satz 4.2.2 (iterierte Integraldarstellung fiir A) Fir 0 < k, G C R?™ ein beschrinktes Gebiet

mit glattem Rand und
f e C2eth (G A) N C2eHR-1(GL A) gilt

(=D [ a— )y =)y — et
flx) = Z{( ) /( 221(9—(1?(/1—)'1?;! (Oé|—1)! A AW

1 Woq
H= oG

(" [ (a—p—Dly— ol
i Waq /2%—1(“_1)!(@_1)! dg, 0A f(y)}

+(_1)a—1 / (y — o)y — =] dé, A f(y)

Wag 221 (o — 1)1
G
<_1)a_1 / 10g|y_$|2 = —1
— do, OA®
W, 22—l —1)12 Ty 1)
G

TN 2(u—1) 2 “_11 e (4.5)
(o=l — a2 {logly —a = % 3 = 5 i)

k
(~1)! o
+§;< | T iy N e 3 R

oG

M p—1
20 _ |2 1_ 1
y—x {log y— - U}
_( 1)a—1 / | | | | p; p O’Z:O +
Woa 22t =1yl (o — ) (o + p — 1)!
oG

dg, oA=L f (y)>

k k—1
y—al*{logly —a - 2 ;- ¥ o5

_'_(_1)01—1 / =1 p
Woa 220k -1l (o = 1) (a + k — 1)!
G

ATEf(y) dV,.

Beweis:

Der Beweis erfolgt durch Induktion.
1. Induktionsanfang: Die Formel (4.2) lautet fir m+1=2a und k = a — 1

a-1 T o al2(p—1—0)

flz) = Z{wi o) ,ﬂ - da, A" (y)
=1 U200 au1( — DI 2(v — )

v=1

1 — r|2(=e) _
Sl B dwwﬁ@} (46)
oo 20— DT 2(v — @) '

v=1

1 — |2 B
+——/ by~ AL f(y) AV,
Waq

G 297 2(a—=2) [] 2(v — «)

v=1
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Fiir k =1 wird diese Gleichung zu

ly — x|2 -
d
W / |y - x|2a w?a / Uy af(y)

4.7)
ly — 2 (
dv,.

wza / 201 — ) Af(y) dV,
Gleichung (4.7) auf A" f(y) angewendet ergibt
| T 2(1-a)
Aa—lf(y) - 27y2 d AS™ 1f /‘Z | do—:z OAO‘_lf(z)
Waa ’Z - y‘ @ wQa
4.8)
R (
dV..
w2a / 1 - O[ f(Z) "
Seien
1 — z|? -
bo(o2) = [Pty
Wl ge2q — 2w —a) Y
v=1
und
1 —x|2 — y|20=a)
Vo(x,2) = — ly f'fl ’Z2(1y|_ ) dv,.
w20 d 90=2(q — ) [] 2(v — @)
v=1

Dann gilt 0,Vy(x,2) = ®g(x, z). Durch Einsetzen von (4.8) in (4.6) ergibt sich nach Vertauschung

der Integrationsrethenfolgen

a-l (1 — V| — |2(p—1—a)
fa) {i [ 4, A1 (y)
6 2= DUT] 200 — )

— |2(p—0) —
_L/ ly — <l , dz, 8A“1f(y)}
Wan _
2=y — DT 2(v —
el (n—1) VE[1 (v —a) (4.9)
+i Oy(z, 2) dd, A1 f(2) — 1 / Wo(z, 2) dd, OA f(2)
Woe Woq
oG oG
1
+— [ Yo(z,2) AYf(z)dV,.
Waq
G
Sei
1 = -1 1 = a—1
I = — [ Og(z,2)dd, A f(z) — — [ Yo(x,2) dd, OA f(2)
Woq Waa
oG oG
1
+— [ Uy(x, z) AYf(z) dV..

Woq
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Seien
- 1 log |y — a? . (-2
Do (z,2) = w_/ a-1 da ly — 2|2
56 22(a— 1) T 2(v — @)
v=1
und
- 1 (y — )|y — x| = Jy— 20
Uo(z,2) = _w—/ — da, 20— a)
e 227 a =[] 2(v — )
v=1

—_ 2 ~ =
loglza_lx’ — (I)O(gj’z) —|—\If0(.1', Z) +“IIO(-T72)
2o(ar — 1) T 2(v — @)
v=1
und
— — -2 jod TAY T, 9
(2 x)|i_1x| = ®y(z,2)0. + Vo(7, 2)0. + Po(z, 2).
201 (a0 — 1) ] 2(v — @)
v=1
Also gilt mit
A o 1 {&) — ~ A — a—1
1 = —— 0(1’, Z)az + \110(23, Z)az da, A f(Z)
Woq
oG
1 ~ ~ = a—1
t— [ { @0l 2) + Fo(a, 2) } 4. 081 f(2)
Woq
oG
1 - ~
—— [{@o(@.2) + Tolw.2) } A (2) av.,
Waoq
G
(2 — 22 — 7|2
;o= (z—2)lz — 2| da. A1 f(2)
Woq

a—1
oc 22 W a—1]] 2(v — )
v=1

1 log |z — x|?

— dé, 0N f(2)
Wag a—1
oc 2%(a— D! ]] 2(v — )
v=1

1 log |z — x|?
S g\ail |
Woq

o 2%(a—D]] 2(v — )

v=1

Aaf(Z) d‘/;; + Al.

Y
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Mit &(z,2)0, =0, Wo(z,2)A, =0 und (2.3) folgt

A = —é <{<I)0x 2)A }{Aa (2) }+{q>0(x 2)d }{8A“ Lf(2)}
) =®¢(2,2)0,0,=0
+{ Doz, )8 F {1 f(2)} + { o (e, 2)2. } {071 (=)}
—
—{@o(e,2)2. } {027 £(2)} = Bo(a, 2) {A" ()
{\ifo(x 2) }{8A“ "f(z)} - o (z, 2) {Aaf(z)}>de
_wlz {@o(r.2) +Tolr.2) } {Af(2)} V.

G

Il
I

Also gilt

D M e o)y — e
f(z) = :1{ Wra / fou—liu—lijua—l)! A &)

=

oG

L / (@ ==ty = 2PV o e f(y)}
oG

Waa 220y — 1) (a — 1)!

St =y — 2] 1
+t WL / Sé(a—l))(lz - 1)|! 7 40y AT W) (4.10)
oG

_(—1)0‘1/ log ly — z|? a1
Woa 22a 1(@ ) d aA f( )
oG
(=1 logly — x>,
+ /22a—1(a BN A% (y) vy,
G

Woq

2. Induktionsannahme: Die Gleichung (4.5) gilt fir k € N.
3. Induktionsschritt:
Gleichung (4.1) ist fir m +1 =2«

1 Z—=Y ‘Z ‘2(1 a) -
= da, o
W = o e / S 97 01()
o 4.11)
|z — [P0 (
wg / 2(1 —a) Af(z) dV-.

Also gilt
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20
Aa+kf(y) — / — dé Aoz—i—kf / |Z y’ do—_»z aAoH-kf(z)
Waa Iz— ! W

2(1 — )
20 (4.12)
o] i M s g v
w2a ]-_Oé
Seien
k k—1
Iy—w|2’“{10g|y—x|2—zl—2$}
W(r,z) = — R S
r,z2). = —
) Wag 22(a+k)— el (o — 1)(a+k—1)! |2 — y[2e Y
G
und
2k) 2 k 1 k-1 1
by ] ly — | {og|y—:c| —[;;—Z()m}‘z_mz(l_a)dv
T, z) = —
e PRIk -Dila+k-11  2(1-a)
G

Setzt man Gleichung (4.12) in (4.5) ein, so wird das Gebietsintegral nach Vertauschung der Integra-

tionsreihenfolge
o (=) S Aotk B (=) = otk
I = U(x,z)dd, A" f(z) O(z,2) dd, OA“T" f(z)
W2a W2a
oG oG
(=1 atk+1
A O(z,2) A f(z)dV,.
2a %
Seien
k+1
= a0 {logly — o = 351 z e B —
U(z, 2) ::L A (y —=2)
’ Waq 22(etk)+1(k 4+ 1) (o — 1)'(a + k) Yy — 2]
oG
und
2%k 21w 1
] el aP{leely—aP - S R-nan)
o = i 4, Z—
(z,2) o 200 th k(o — 1)l + k) %y 2(1 — a)
oG

Mit einer analogen (symmetrischen) Gleichung zu (4.11) folgt

k+1

2 = a0 { log s — ol - 52 2 ZW}

22k (k 4+ 1) (o — 1) (a—i— k)!

= U(z,2) 4+ (x, 2) + B(z, 2).

Differenzieren von rechts nach 0, liefert

- k k
Gl —aP*{logle —al = 32 5 - 3 ot
=1 o=0

2 (a+k) k"(O{ _ 1) (OZ + k)[ = \P(l‘az)az + CI)(I‘, Z)az + \I/(l', Z)
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Mit
1 - _ . _
(0B = — [ {0, 2)0 — B, 2)0 | 7. A f(2)
Waq
oG
1 -~ ~ —
—— [ {0, 2) - d(z, 2) } 47 DA £ (2)
Woq
oG
1 ~ e~ a+k+1
+—— {—\I/(x, z) — ®(x, Z)} A f(z)dV,
W
G
folgt
k k
Ly el e - £33 )
I = / - — da, Atk f(2)
oo 22Ol (or — 1)l + k)]
oG
i) , Kl L
(1)t |2 — a {10glz—$| —p;;—gzzom} B
_ / 43, AN f(2)
Woe 22k (k + D)o — 1) (a + k)!
oG
k+1 k

(C1y- |z—x|2(k+1){10g|z—f|2— 21% - Zo aig}
— p= o=

LA / 2@ () + 1)l — )l 1 &)!
G

+B.

Aa+k+1f(z) d‘/z

Nach Gleichung (2.1) gilt

(—1)*'B = wim [z, 2)A. — (z, 2)A.} A f(2)av.
G
+wi2a / {—\if(x, )0, — bz, 2)8_} OATHE F(2)dV,
G
—w—ia G/ {—ﬁ/(x, 2)0, — O(z, z)@z} OATE£(2)dV,
1 T F @
o G/ {—\If(m, z) q)(x,z)} AL E () AV,
+wi2a / [Cie.2) — B, 2) ) A f(z)av,
G
Mit
U(z,2)A, = U(x, 2)0,0, = 00, = 0
und
d(x,2)A, = d(x, 2)0,0, = V(x, 2)d, = 0
folgt
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23

Also gilt

a1 (1 o\l a— 1\ (v — o)y — ¢|2kh—1-a)
fa) = {( 1) /( W'y — o)y — =] 45, A1 (y)

22D (g — 1) (a — 1)!

(1) [ (a—p =Dy —aPeo
o /22“_1(N—1)!(oz—1)! 47, 04 f<y>}

oG

+(_1)o¢71 / (y—x)|y—x|*2 d(?y AQ*lf(y)

W, 22— (o — 1)12
e
(=)~ / log |y — 2 o
Wog 22a 1(0{ ) 8 f< )
G

2(p—1) s R
(y— o)y — a0 {logly — o - ¥ 1 -3 L}

H p—1
Iy—56|2“{10g|’y—ffsl2 - - a%g}

p=1 o=0 dgy aAa+u—1f(y)>

(=1 /
Waa 22t =1yl (o = D) (o + p — 1)!
oa

- k k
Gals —af*{logle —al = 32 5 - 3 1

(=)~ =0 . ra
* / 220t R il (o — 1) + k) do. A1 (2)

k+1 k

2= o {logle — ot - 323 - 3 o)

_( 1)a 1/ = a+k

o 92(0+0)+1(J; + 1)1(or — 1) (a+k:)' 47 OAT(2)

oG
k+1
jor 2=l {logle — ol = 35 5 z =
a+k+1

/ 22ath)+1(k 4+ 1) (o — 1) (a + k) A f(z) dV;
G

Also gilt (4.5).

Satz 4.2.3 Fir 1 < « sind die schwach-singuliren Kernfunktionen

( 2(k—a)—1
‘I| - 7m:204,1§k7
Wi 28k =D [T {20 — ) + 1}
7j=1
-1 k—1)! 2(k—a)
o k= DU o ) ckgan,
Kim(z) = W 221 (k — 1)2 (a—1)!

(=1)*""log|z|
Won22 1 (q — 1)1 2

k—a k—a—1
(_1)a71|x|2(k7a) {10g|x|2 . Zl % . Z ,ﬁg}
p:

\ w2a 22 1(k — )l (a — 1)l (k—1)! ’

m=2a-—1, k=qa,

m=2a—1, a+1<k,

k
(—1)04—1 Z P . .
+Z< Waq / 22(etp=1)(y — D! (a — D! (e + pp — 1)! dg, A i 1f(y>

(4.13)
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Fundamentallosungen in A fiir A* in R™H

Bewesis:

Aus dem Beweis von Satz 4.2.2 weifS man, dass fir 2 < k

AKkym(l‘) = Kk—l,m (.27)

qgilt.
Auflerdem gilt
Koypnla) =
b et —m)’
(1
Satz 4.2.4 Fir f € Li(G;A) ist

eine spezielle Losung fiir AFw = f in G mit AFw =0 in R™1\ G,

Bewesis:

Aus dem Beweis von Satz 4.2.3 folgt

_ 1-m
AT o f(2) == +1/|y il f(y) dV,,

also gilt
O Ty (o) = = [ By - 2) () V),

e
Die Aussage folgt dann aus Satz 3.1.3.



