Kapitel 3

Diracgleichungen und die dazugehorigen

Integraldarstellungen

In diesem Kapitel geht es das erste Mal um Differenzialgleichungen, speziell um die Gleichung
0w = f, zuerst im Falle k = 1, dann fiir allgemeine & € N. Dazu bendtigt man den Begriff
der verallgemeinerten Ableitung von Sobolev und fiihrt den 7T- und den iterierten T-Operator der
Clifford Analysis analog zum Komplexen ein. Man gelangt zu Integraldarstellungen mit Hilfe der
Diracoperatoren. Solch eine Darstellung, man konnte sie auch CAUCHY-POMPEIU Formel héherer
Ordnung in 9, bzw. O nennen, lisst sich auch als Potenzreihe mit (links-)monogenen Koeffizienten

darstellen.

3.1 Gleichungen 1. Ordnung

Lemma 3.1.1 Ist f links-monogen in R™1\ G und aus C(R™ 1\ G,A) mit
‘llim f(z) =: f(o0), dann gilt
—f(x) — f(o0) , falls z € R™\ G

(Ff)(z) = (Faf)(z) := /E(y — @) ddy fly) = { _f(o0) L fallsz e G

oG
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16 3. Diracgleichungen und die dazugehdorigen Integraldarstellungen

Bewess:

Seien x,y € R™H, ¢ = a1 und 1 := L. Dann gilt

z—y)? = (x—y)@T-7) = |z|* — (2T +yT) + |y|’

i _ _ 2
Y P (11+i£) i
I [yl lyllzl ) Tyl |y
2 - — AT || ’
= P 1=+ |~ + ) |-
i vl \lyl
Dann gilt nach Taylor mit geeigneten Funktionen C,;%(f, n),
— |z z|? o
ly =™ = JyI™ [1 — (&7 +m¢) '— + 1=
Y Y
[e'e] m T k
- WG|
k=0 y
Sei Br = Bg(x) eine Kugel um x mit Radius R mit Br(xz) D G.
Nach (2.3) (CAUCHY-POMPEIU Formel) gilt:
f(z) ,falls z € Bg(x)\G .
f = = / E(y —z)ddy, f(y)
0 ,falls z e R\ (Bg(z)\G) _
9(Br\G)
- [ Bu-0@swa,
Br\G
~ (Fanah@) -~ [ Blu-2) @,f0) Y

Br\G

/

=0,da f lm. in R\ G

- / B(y — ) 7, f(y)

ly—z|=R

—/E@—md@f@>

oG
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Da die duflere Normale in der Sphdre Sg : |y — x| = R durch —ﬁ gegeben ist, gilt

— T

/ E(y—2)dé, f(y) = £(y) dSk,

I wm+1 Iy—:vlm“ly—xl
y—x|=

- 1/ L f(y) dsg,

Wit J |z —y|™
Sr

Wm+1 & OSR
1« 3
- - / S (R y) as,
Wm+1 k=0 ’
R—o0
Wm+1 /f
ey % (em)=1
"= —f(e0)
Also gilt
—f(0) cfalls 2 € @

—[f(c0) + f(2)] ,falls z € R™\G.

[

Definition 3.1.1 g € LiOC(G,A) heifst die schwache- oder die Sobolev-Ableitung von
fe LiOC(G,.A) (Ocf = g), falls fir alle p € CF(G,A)

[ e@lgte) avi+ [ el s@) av. —o

G G

gilt. (CE(Q) sind die unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen, die auferhalb einer kompakten

Teilmenge von G identisch null sind.)

Bemerkung 3.1.1 Existiert df auch im iiblichen Sinne, so stimmt die iibliche Ableitung mit der

schwachen iiberein.
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Beweis:

Existiert die iibliche Ableitung 0,.f(z)(€ C) von f, so gilt:

[ e@anr@) + ela)@.f@)iav, 2 [ o) da. fa) <o

G oG

Definition 3.1.2 (des T-Operators) Ist f € L'(G,A), so sei

(TF)(@) = (Tof) () = - / B(y — ) f(y) V.

G

Satz 3.1.1 Gelten f € L'(G,A), G CR" 'und G ¢ R™, sogilt Tgf € LiOC(RmH,A).

Bewesis:

Sei Gy ein beschrinktes Gebiet in R™!, und die zu Go gehorende charakteristische Funktion.
Go 9

iy, = [ [ G/ e,

G

Dann gilt:

/ [ [ Ml lavs

Rm+1

[F(y)ldV,

< / M(m, Go)| f(»)|dV,,

G
= M(m.Go)- | fl:.
Mit dem Satz von Fubini gilt

/ /XGO Iy OCIW+1 o| SV = /XGO /|y S WV, | Ve

Rm+1 Rm+1

. / i (T ) (2)AVi.

Go

Also [ |(Tf)(2)|dVe < M(m,Go) - | fll 1, also Taf € Ly (G,A).
Go ¢

[

Satz 3.1.2 Ist f € L;(G,A), soist Ff fir 0f =0  (in G) eine Lisung.
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Beweis:
Sei p € CF(G,A). Dann gilt

/ P@O)(FH@) AV = / (o(2)9) / E(y — 2)d3, f(y)dV,
G

Satz 3.1.3 Fiir f € LY(G,A) ist fiir ow = f (in G) Tf eine Lisung.

Beweis:

Sei ¢ € CF(G,A). Nach der Formel von CAUCHY-POMPEIU, Lemma 3.1.1 und dem Satz von
FUBINTI gilt:

/w(x)f(x) dv, = / /w(y) dﬁyE(y—fc)—/(w(y)ay)E(y—fc) dVy] f(z)dV,

G G 119G G

- / Zrle) _/W(?J)@y)E(y—x) dv,

G L=0,da peCc>® G

_ /(gp(y)ay) |:/E(y:1:)f(:1:) av,

G G

f(z) dV,

dv,

S / (), (T 1)),

a
Die Vertauschung der Infegmﬁon 15t erlaubt, da gilt:

lp(y) | :
//\ — ————dV, | f(2)[dV, = /yf / ‘y_mlmdvdeISM(m,sO) 1Al -

supp ¢

[

3.2 Gleichungen hoherer Ordnung

Als Néchstes sind Losungen fiir die inhomogene Gleichung

IFw = f (3.1)
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in GG zu finden, wobei G wieder ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand ist und £ € N sein soll.

Lemma 3.2.1 Firz,y € G, x # y und k € Ny, sei

By(x,y) = / E(z — ) d. (ZT;)li?JZJ v _ (F(F;)éﬁij; D) (32)
oG

Dann gelten (fir k € N): ®o(z,y) =0, 0,Px(z,y) =0, Pp(x,y)0, = —Py_1(z,y)
und O (z,y)0F = (—1)F0y(x,y) = 0.

Bewess:

1. Sei G. =G\ {z e R™: |z —z| <e¢, |z —y| <&}, (¢ klein genug).
Dann gilt mit (2.1) und (2.3):

Oo(z,y) = /E(z—x)d&zi—l— / E(z — x) dJ, =Y

) |z =yt Y |z — y[m it
zZ—z .
+ / me’ZE(Z—y)
[2—yl=e
=Y =Y
= /[(E(z—x)ﬁz)W+E(z—x)(@W) dV,
z—y zZ—x
_ a|m+1 _ 1
e PO ] J
= 0,

E—yE-—yt+z—y"

2. FEs qilt 0,P(x,y) =0, da E links-monogen und %k [z — y[m1

unabhdngig von x ist.

3. Es gilt Op(x,y)0y = —Pyp_1(x,y):
Nach dem vorhergehenden Kapitel gelten 0T = m + 1 und 0|z|* = a -z - |2|*? (a € N).
Da

m

T = wmper+ Y wxr =Y wpler+8) =xo(1+1) + Y zuler — ex) = 20,
k=0 k=0 k=0 k=1

gilt

m k
Oz +7)F = 0(2x0)" = Z 5(02§0) er = k(210)F 712 = 2%kab ™t = 2k (2 +7)F
— k

k=0
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Also
T(x + )" N
[+ = 9z +7) |t
_ 2kT(m+T)k_1
‘x’m+1
Tz +T)F
- ||t ’
da 8# =0, also
G ) M o) PN NN
||+t o ||+ 0" =2 k'|x|m+1 (3:3)

und
akﬂf(:c +7)" Tz + f)’fak+1 0
’x‘erl |$‘m+1 ’

Seien € hinreichend klein, G. := G\ {z e R™™ : |z —z| <¢e,|z—y| <e}, 0 < 2 < |z —y| und

L GE=yE=—y+z—y)t
. (z,y) == /E(z—a:) do, Qk)]i!‘z_y’m+1 )

0G.

Nach der CAUCHY-POMPEIU Formel (2.3) gilt

@—y@—y+z—y)" GF=—y)E—y+z—yr
K o g Z @y (z,y)— [ E(z—x) (0. 2 M7 g dv,
Ge

(z—y)z—y+z—y)
= (I)ke(xay> - /E(Z - LC) 2k_1y(k _ 1?;' |Z _ yiym_H

k—1

dV..

Ge

Fiir k=0 gilt

2k kl |z — y|mHl

k/E@_x)G%@t@x2f5+z—yw>(W;ZO
G

Fir k # 0 gilt mit

CF—yE—y+z—y*!
| B = S e e

- GF=y)E—y+z—yr! GC=—yE—-—y+z—yr!
= /E(Z—l’) — — d‘/z‘i‘ E(Z—.I') 2k_1 (k—l)' ]z—y|m+1 d‘/z

Ge |z—z|<e

C—y)E—y+z—yr!
E(z — d
* / ST (k=1 |z —y|m+? Vs
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und
F=yE—y+z—y!

Bz — dv.
| =] S e,
|z—z|<e

C=yE-—yt+z—y*!

E(z — dV,
O TR
|z—y|<e

|z—y|>2e A
< const(y) - € + const(x) - ¢
e—0

— 0,

C=yiE—yt+z—y*! eas/ C—yE—y+z—y*!
— — — dV..
2 = S e = B0 S e

: L E=ylE—y+z-y"
Op(z,y) = / E(z — z)d7s, 2RIz — g :

Dann gilt

~ L@tz tz—ytr+z—y)

|z|=¢
_ 1 / z az(x+z—y)(x+z—y+x+z—y)k’ av.
ot BEE el + 2 — g

|2|<e

_ 1 /’ z @rz-yleti—ytotz—yt
W |z|mt1 2k=1(k — Dl + z — y|™+! =

2l <e

Dann gilt fir e < |y — x|

Bu(z, 2l < M/dvz

Wn41E™
|z|<e
€m+1
= const(z, y)
0
= 0.

Also gilt

) [ R

T\ (= Nk
2k kI | |t E(z —z) (@ E-ple-ytzy) ) dv;
e —y

2k k! |z — y|m+l
C—yE—y+z—yr!

dV,.
2k=1 (k= 1)! |z — y|mH! V.

= Ou(z,y)— | E(z—2)

C}\ Q\
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Es gilt
G-yl —ytr—y*, ] _ w-y [([@-y+rz—yr,
2k ko — y|m+1 Y |z — y|mHl 2k k! Y
@yl —ytr—y*!
2k=1 (k — 1) |x — y|mH!
_ gyl —ytr—yF
Yook El |z —ymtt
da P y|m+18 =0.

Also gilt mit der CAUCHY-POMPEIU Formel (2.3)

(I)k (3:7 y>ay

Ffigﬂfj§+x—yﬁ
2k (k — 1) o — y|mtt 7Y

C=yiE—y+tz—y""
E _
+| [ B G e 0
G
(=Yl —y+tz—y)
2k=1 (E — 1) |x — y|™+!

E=DE=g+ 2~y
- [ B0 S e 0

k—1

= —@k—1($ay)~

4. Es gilt  ®p(x,y)0 = (—1)" Do(z,y) = (—1)*-0=0.

[

Definition 3.2.1 (des iterierten T-Operators) Sei G C R™"! ein beschrinktes Gebiet,
f € Li(G,A) und k € N. Dann sei

(Tif)(x) :=

wimtr J 2270 (k= Dy — a|m

Bemerkung 3.2.1 Fiir £ = 1 sind die Operatoren T} und 7 identisch (77 = T'). Also gilt 9T f = f
(Satz 3.1.3). Mit Ty f := f gilt also Ty f = Ty_1f. Also ist Tpf eine Losung fiir 0%w = f.

Beweis:

Nach den Beweis von Lemma 3.2.1 gilt
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E=RE=g+a—y* _ 1 [ F=F . CeRE=g+r—y
2k k! | — y|mtt Wt J |z —x|mtt 77 2k k1 |z — y|mHL
oG
1 z—r (z—yz—y+z-— y)’HdV
Wmp1 ) |z —amt 26 (B 1)z —ym T (3.4)
G
1 z—z2 (Z—yiE—y+z—y*r?
= & — dV.
(T, y) wmi1 ) [z =™ 21 (k= D)l [z —ym
1. Behauptung: Es gilt 11T, 1 = T} + ¢g, mit dpy = 0.
Beweis:
() fE=y)E—y+z—y)?
Ty T _ = dV, dV,
Timfl) = —5 / e / P ()l [r gt 1) V2V
—y)(z—y+z—y"?
— dVv, dV,
W1 /Wm-H / ly — 95|m+1 Qk 2(k—2)! |z — y|m* v 1)

w / [“‘”ﬁ‘i” S~ (e 2)| £2) a0,

Wm+1 4 2k—1 ( ) |ZL‘ — Z|m+1
R G Y B e e e e e
B Wm+1 / Qk— 1( ) ’Z—$|m+1 f(Z) d‘/z
1

[ e aseav.

Wm+1

= Tnf(z) + vo,

da das ¢q links-monogen in z ist, da 0,Px(x,z) = 0 und f unabhéngig von x ist.
Die Vertauschung der Integration ist nach dem Satz von Fubini erlaubt, da T}, fiir £ > 1

beschrénkt ist, da die Singularitét schwach ist (¢y € C&F = 0py € C, E schwach singulir).

2. Behauptung: Es gilt  0T1T_1f =Ti_1f.
Beweis:
Sei ¢ € CF(G,A), k> 2
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(fllI’ k=1 gllt Tk—lf = Tof = f, also 8T1Tk_1f = an = f = T()f)

p(2)(Te—1f) (x)dV,

/
{/w )da, E(z — )

J/

(_1)14:71 k—2

wm—i—l

(y—a)y—x+y—u2x)
k=2 (] — 21 [y — |1

()

¥

- [ @0lEG - ) av.

G

Qe O O

f(y)dV,dV,

}

=0, da L,DEC
k-1 —\(T—% -
8 (w11n>+1 / (ng ()(y— 2)! —|Zy— x|”2+1 Fly)dvydve
G
—1)F —x)(y —x k=2
= Eumljl [0 (2)d] / B(z — z) / %M Z]iy_ 2)!7’;‘1’_ x,ﬁzﬂ F(y)dV,dV,dV,

G G

= - [90(2)8]{ wiﬂ ‘x:’fm (To—1f) () AV, } dv.

Also gilt 0Ty f = O[ThT-1f — o] = 0T T 1 f + 0 =T 1 f (d

Satz 3.2.1 (iterierte Integraldarstellung fiir 0) Sei G C R™ ein
tem Rand und f € C*(G,A), fir k € N. Dann gilt fir z € G:

/"

k-1

-y

Wm+1

—o)y—r+y—ua
26 pl |y — !

)\ do, " f(y)

a o links-monogen).

[

beschrinktes Gebiet mit glat-

(3.5)

pn=0
(—Uk/@rﬂww—x+y—xﬁ* K
+ 0" f(y) oV,.
s ] 2 =Dl — a0 WO
a
Beweis:
Die obige Formel kann man schreiben als
k—1
- Z Pu + Tkakfv
n=0
mit O, links-monogen fir alle p.

Nun zum eigentlichen Beweis (induktiv).
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. Induktionsanfang

k=1:

oy = S JU=IEZ T2 5, 50500) + (10 1) o)

W1 200! |y — x|mtt
oG

Das ist die CAUCHY-POMPEIU Formel (2.3).
Zum besseren Verstandnis wird noch k = 2 bewiesen.
k=2: (2.3) auf Of angewendet ergibt

of (x) = / B(y — 2) 43,0/ (y)] - / B(y — )[0*f ()] 4V,

oG G

Dies wieder in (2.3) eingesetzt ergibt mit dem Satz von Fubini

f@) = / B(y — z) 3, f(y)

oG

G

- [ / (= Az [0f(2)) ~ [ B = )P FNaV: pa
1

- Wm+1 / ’y—x]mﬂdayf( )
wm+1 / ly — :C\mﬂ {wmﬂ / |z — y|m+1 da.[0f(2)]

- 2
Win+1 c,/ |z — y’m+1 [0 f(z)]dvz}dvy
= W1 / ’y _ x’m—&-l (y)
-y
wm+1 /wmﬂ / |/y_$|m+1 ]z i -dV,do L[0f(2)]

—Y 2
AV, [0%f(2)]dV..

Setzt man
2=y
<I> = dV,
1z, 2) O / ly — x‘erl [z — gt Y
so folgt
. 1 = o
f@) = [Bly-25,f) - —— [ Bilz.2)d5.005()
G ™

1

uJm—&—l

_|_

/ &y (x, 2)[0 (2)]dV.

(3.6)
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Nach (2.8) und (3.3) gilt

(x—2)(x—2z+4+2x—2) _ / (y—z)(y—z+y—z)
2|z — z[m*! Wrnt1 |y—x|m+1 2y — z|m+!

y—x (y—2)y—z2+y—2)
— 19) dV,
Wit 1 /y_xm-i-l [ Y 2|y Z|m+1 Y

y—z

= ®y(x,2) /
WUt \y—x\m“ ly — z|m*

v,

Also

(rz)\;ir:rf =L/ (. 2) + @1 (2, 2). (3.7)

AuBerdem gilt nach (2.1) (STOKES), da f in G k-mal stetig differenzierbar und ®; von rechts

nach z abgeleitet null ergibt,

/<I>1($ 2)da,[0f (= /{ (2, 2)0.][0f (2)] + ®1(x, 2)[0%f(2)] } AV%,

oG

also

/ By (z,2) 45, [0f ()] = / By (z, 2)[02f ()] dV-. (3.8)

oG G
Setzt man (4.12) in (4.11) ein, erhdlt man

f@) = / B(y — 2)d,f ()

8f 1 (UU—Z)(IE—z—irx—z)_ .

Wm+1 / [ 2|z — z|m+! (I)l($»z)] da.[0f(2)]
G

o [ - e | e,

- / B(y — 2)d, f(y) — — / @@ =242~ 2) 45 195 (2)
oG

Wn+1 2|z — z|mt1
oG
1 (z—2)(x—z+x—2)
b [ v+ L [ oo sazior)
G oG
—wiﬂ [t 2.
G
2-0 G 1 (x — z)(m —z4+x )
S / ,y_x,mﬂd oy f(y) — ”m“aé ol o [0f(2)]
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2. Induktionsannahme: Es gilt

k—2

F=3 u+ T

pu=0

mit

(=D" / y—z)ly—z+y—a)”

S rau B
2 ! [y — x|+l da, [0" f (y)] 0<pu<k-2).

Spu(x) =
Win
1 J

. Induktionsschritt: Die Induktionsannahme, fiir Of angewendet, ergibt

k—2

0f = ¢u+Tia(9"f)

pu=0

mit

s _ D =)y ey o)L
A= Wm+1 / 20 pl |y — z[m+t 150 W) O=usk-2)
G

Setzt man das in die CAUCHY-POMPEIU Formel f = @o+ T1(0f) mit

1 / y—x
T) = do
300( ) wm—i—laG |y _ $|m+1 yf(y)

ein, erhalt man

Mk

flz) = r) + 11 2) + Toe1 (0 f) | (2)

= olz) —

{Z Bulx) + Tia [0y )]}dva,

n=0

?rQ\

[\

M

/E ¥ — 2)Bu(y) AV, — / E(y — 2)Ti1(9* ) (y)dV,

T 1
N O

= ¢olz) + (Tlsou)(ﬂﬁ)Jr{Tl[kal(a N}).

=

k=2
(a) Berechnung von Z T1¢,(x):

u+1 — PR

. —yYE-—y+z-y) L (Autl

T; dv,da,|0"
(T1@u)(2) me /merl / ly — x’m—&-l 2 ! [y — x|+l yda f(2)]

(5.0 1 / {‘PNH(% - (x—2)(r—z4+z— Z)MH] 4. [0" L f(2)]

W1 204 (u+ 1) |z — z|m+!
oG

! /[(m)(er:c—z)uﬂ

S e e — e )| 47,0772

Wm+1
oG
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wobei mit (2.1), f € C*, <k —2 und Lemma (3.2.1) gilt

[ B 20a 00 5@) = [ {@pa(o 2000 )+ B ,2)0 25 )] V.
oG

G
- / et (2, 2)[072 1 (2)] = Dy, 2) [0 £(2)] fave.
G

Also gilt mit Lemma 3.2.1 und

() = _/ L

20 p! o — 2|t
oG

k—2 k—2
ZTIQEM(*T) = { ! /@MH(:L‘,z)d&'Z[(()“Hf(z)]

— — Wm+1
#=0 p=0 oG

L [ERET e o dEz[ﬁ““f(Z)]}

W1 2041 (p 4 D)! o — z|ptt
oG

) {w =/ [‘Puﬂ(x, 2021 (2)

=0 m+1 %

b, (,2) " f(2) | V. + %+1(1’)}

k-1
= St [ ()0 12)

p=1 b

- / Do(, 2)[0f (2)|V,

Win+1 T

k—1

= St g [ Bl I,

(b) Berechnung von TyTy_1 (0% f)(z):

)k72

LT (0 )(@) = Wm+1 /wm+1 / ly — $|m+1 2k 2 ()liz - ?)J TZZ_ ?J|ym+1 dvy[akf(Z)]dVZ

6y (= 1)’“*’“ 1/[%_1(%2) (T—2)@—z+z—2)""

9k— 1(k ) |ZL‘ z|m+1

(0% f(2)]aV.

Wm+1
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Also gilt

1

Wm+1

wo(x) + i ou(x) + /@k_l(g;, 2)[0" f(2)]dV,

1 rl
_u)m—H /(I)k1(:1:, 2)[0"f(2)ldVs

1 (T=2)@=z4z—2)""!
+wm+1 / 26=1 (K — 1) |z — |m+! [akf(z)]dvz

— “)F [ E=n)(z—z+z—a)
eulo)+ L [ o v,

u(@) + [Ti(0"))(=).

4. Die @, sind fir alle (0 < p < k) links-monogen der Ordnung p+1, d.h. O*¢,, ist links-monogen:
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Also, da E links-monogen ist, 0", (x) = 0 fir (0 < p < k).

Bemerkung 3.2.2

1. Eine analoge Formel zu (3.5) (fiir 9) ist
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bzw.

f(2) =" ul@) + Tw[@" f(2)).

2. Will man die ¢, als Potenzreihe mit links-monogenen Koeffizienten darstellen, so betrachte



3.2 Gleichungen héherer Ordnung

31
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Es ergibt sich

= - (- _y=T r=kqg, [oH T+
o) = 3 ()/|y_ e T4 0P[O ) o )
) (3.10)
= ) (@)@ + ),

wobei die «ay,, wegen der Linksmonogenitat von E links-monogen sind.

Mit (3.3) erhélt man
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links—monogen der Ordnung j

(3.11)



