Kapitel 2

Differenzialoperatoren und einfache

Eigenschaften

In diesem Kapitel werden die Diffenzialoperatoren @ und @ und der Cauchy Kern definiert. Es wer-
den Differenziationsregeln und die Clifford-Versionen des Satzes von Stokes und der Cauchy-Pompeiu
Formel gegeben. Das sind die Voraussetzungen fiir die folgenden Kapitel. Allgemeine Eigenschaften
der Clifford Algebren findet man in [Bra82| und [Giir97]. Im Folgenden sei immer m > 1, Integ-

raldarstellungen in der komplexen Analysis sind bekannt, siehe [Beg94|.

2.1 Differenzialoperatoren

In diesem und allen folgenden Kapiteln sei immer, falls nicht anders erwihnt, G C R™"! ein Gebiet

mit glattem Rand.

Definition 2.1.1 Se:

und
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Bemerkung 2.1.1 Falls die partiellen Ableitungen einer Funktion stets vertauschbar sind, gilt

— “ 0 0 - 0

83 = %6}68—% 8— ;eka—xk

$o 02 (9,0 00,
(al'k)Q @Io “ @Il “ E)xl 8x0
0 0 0 0

— e — e e
oxx, ]c%vj ]8:1:]

8a:k)+"'

Definition 2.1.2 Sei A := 90.
Dieser Operator wird wie tmmer Laplaceoperator genannt.

Fine Funktion f, fir die auf G Af =0 gilt, heifit wie iblich harmonisch (auf G).
Definition 2.1.3 f heifit links-(rechts-)monogen im Gebiet G, wenn Of =0 (fO0=0) in G gilt.

Bemerkung 2.1.2 Es gilt:

of = Z Z —fAekeA

Man kann auch schreiben:
Of =) ) fan, exea
E A

und

FO=Y"" fan, eack.
k

A

Bemerkung 2.1.3 Ist f links-monogen (in einem Gebiet), also f = 0, dann gilt d0f = 90f =
Af = 0; also ist f harmonisch (im Gebiet).

Beispiele 2.1.1

1. Fiir m = 1 ist 0f = 0 das Cauchy-Riemann Differenzialgleichungssystem

Uy —vy = 0
Vg + Uy = 0



2.2 Differenziationsregeln

Dam =1gilt A C {1}, also A € {0; {1}},

an {

fOIBo - fl:m
fl:vo + ancl

0=0f

= > > faekea

k=0 Ae{0:{1}}

= Z fazo €0€a + faz, €164
Ae{0;{1}}
= foxo €0€0 + foz €160 + fizy €0€1 + fiz €161

= fowo + (for, + fizo)er = fim
- (an:o - fl:vl) + (fO:cl + fl:co)el’

2. Ist f eine auf G definierte, R™ l-wertige Funktion (f : G — R™"1), so gilt

8f:zzfjfk €KCj :meo_ijzj+ Z (f]mk _fkmj)ekej.
j=1

k=0 j=0

0<k<j<m

Bei dem Fall m = 1 handelt es sich um die komplexen Zahlen. Dieser Fall ist hinreichend bekannt,

so dass im Folgenden immer, falls nicht anders erwihnt, m > 2 vorausgesetzt wird.

Folgerung 2.1.1 TIst x = (xy,...

gilt:

Ist fo(z) =0 und 0f(z) =0 (in
d.h. div f(z) = 0 und rot f(z) = 0.

Beweis:

Also (mit Beispiel 2.1.1.2)

und fiir alle 0 < k < j < mgilt

Tm) €EQCR™und f: G — R™ und z = (x9,21,...,%m), 5O

), so ist f (auf Q) divergenz- und rotationsfrei,

fo(x) =0; Of(x) = 0.

> fin ) =0 & div f(z) =0

fien () = fre;(2) =0 & rot f(2) = 0.

2.2 Differenziationsregeln

Satz 2.2.1 Fiirm > 1 und 0 # x € R™ gelten:



1. (92) = (20) = (F%) = (7) = (Fa) = > exey 22 =1 —m,

k=0

2. (07) = (X0) = (Oz) = (x0) = 3. &rer G = X ey =m+ 1

k=0 k=0
3. (0lz]%) = (|=|9)
N 0 (N~ 28
= D ek 5 (2o 7)2
k=0 =0
m m «
= e 5 )2 2y,
k=0 1=0
m
= a- Y epayp-|x|o?
k=0
= a-z-|z[*?

4. lz]*) = (|2[°0) = a - T - |22,
5. xx = Zxkxkekék
k

m
= xoTo-1-1+ Y 27 exey
k=1

m
_ 2 2 .2
= T5— Y T ¢
k=1

6. Alx|* = 00|z|
Jazx|x|*?
af(m+ 1)]z|*7? + x(z|2|*™)}
a(m+ 1)}z + a(a = 2)[x|*

= ala+m—1)z|*2

Satz 2.2.2 Fiir v € R™ und 1 < k gelten:

(07%) = (T0) = (m + 2k — DT 4+ (m— Da Yy 722",

o

(02) = (4%0) = (1 - m) 3" 72" = (1 - m) > e

v

Il
S
N
Il
—
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2.2 Differenziationsregeln

Beweis:

1. (a) Induktionsanfang:

(b) Induktionsschritt:

(Ek—i-la) —

2. (a) Induktionsanfang:

(07%) = (7%0) = {[F(T + 2)]0} — (|z[*0)
m+1)@T+z)+Z(m+1+1—m)—2x
= (m+3)T+(m -1z
= m+2-2-1)72%'+(m—-1)x 22_:_2 T2y,

{7 @+ )]0} — (@ 2[*)0)

k—2
[(m + 2k = )2 + (m — D Y 722"|(T + x) + 22
v=0
k-3
_[(m+2k_3) ( —1)$ k 3—v V”l"Q fk 11’
v=0
(m+2k —142)7° + (m + 2k — )" 2
k—2
+(m—Da(y TN T + x) + (—m — 2k + 3 — 2)T" !
v=0
k-3
—(m =1z Y T3z
v=0
[m +2(k+1) — 1)z"
k—2 k—2 k-3
+(m — 1)x( T 4 g2 vl ka 2 ”w”“)
v=0 v=0 v=0
k-2
[m+2(k + 1) = z* + (m — Da(Y 78?72 F 2k
v=0
k-1
[+ 2(k +1) = 1J7* + (m — Da(d>_ 7' a")
v=0
k1-2
[m+2(k+1)—1]z" + ( 1)z Z ghtl=2-v v
v=0
(02%) = (2%0) = {[z(@ + 2)]0} — [(|=[*)9)]
= (1-m)(T+x)+2x—2x
= (1—-m)(T+ )
2-1
= (1—-m) Ty,

v=0
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(b) Induktionsschritt:

(@"19) = {l» ’“(f+x)]8}—[( )0

k—2
Z—kluu$+$)+2$— Z kQVV’x‘Q 9k
v=0
k—1 k—2
Z—k v, v kafllflmV‘i’l _ kaflfuxu+1>
v=0 v=0
. m)(z TRV ¥ + EkflkarlxkflJrl)
Z—k v 1/
k+l 1
( Z Ek—‘,—l—u—lxy).
v=0
[
Korollar 2.2.1 Fiir k > 1 gilt (7" + 2*) = (7" + 2*)0 = 2kz* 1.
Beweis:
L k=1: 0@ +a*)=0r+0x=m+1+1-m=2=2-1-7""1.
2. k>2
k—2 k—1
T +2") = m+2%k—-D)T" '+ (m—1Dz Y 772" +(1—m) Y 772"
v=0 v=0
k—1 k—1
= m4+2k—DF" T+ (m—-1)Y Z¥1 +(1—m)d> 1V
v=1 v=0
= (m+2k-1)7"" + (1 -m)z*!
= 2kz" .
[

Bemerkung 2.2.1 Auf Grund der fehlenden Kommutativitit kann man in A im Allgemeinen nicht

die aus dem R™ bekannte Produktregel benutzen: Es gilt 9(27) = 0|z|*> = 22. Wiirde man jedoch
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die bekannte Produktregel benutzen, so ergibe sich Folgendes:
(0x)T+x(0T) = (1—m)T+axz(m+1)
= TH+zxz+m(x—7)

= 2x0+2m Z TLek
k=1

i.A.
#+ 2.

Man kann jedoch immer gemischte Potenzen von z und T durch Ausnutzung von 27 = |z|? veréindern.

Es gilt (fiir z € R™™): |z|> = Y 22, und deshalb
k=0

oaleP) = > erz <Z Z)
— 9T\ =0
m m m m m P 2
= ZZekelg—x |$|2+Zzzek€ll’la—z:

Ox)|a|* + z (9=,
bzw. («, 5 € N):

N 8
m 9 m m 2
a(:po‘|x|5) = kz:;eka—xk (Z $161> (Z l’i)

=0 pn=0
= |z|?- (0z) + Bx|z|’2 - 2*
= (0z*)|z|” + 2 (9]z]”)

(mit Z, bzw. A analog).

2.3 Einfache Eigenschaften

Definition 2.3.1 Fiir x € R™™ 2 # 0 und
Wm+1 = |Sm| =

die Oberfliche der m + 1-dimensionalen Kugel, sei

1 T
E(z) = ———
(x) Wm+1 |x|m+1

der Cauchy Kern.
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Satz 2.3.1 Der Cauchy Kern ist links- und rechts-monogen.

Beweis:
Da fiir k > 0, e €] + ejey, = epe; —epe; = epe; — ey = 0 und fiir k =0, ege; +eje, =€+ ¢, =0 gilt,

folgt

_ 0 T
wm+1aE = Zeke[ axk m , l(m+1)
k.l (Zoxj)g
‘]:
_ eke_l[ 5kl _m+1 x 2.Z‘k ]
A oL )2 (m+3)
_. 90 Ty,
- Zekel [|x|m+l (m + 1)| |m+3]
k.l
1 T1Tk _ _
- Z[|m|m+1 - (m+ 1)|gg| = (m+1 Z |z +3 lexer + eiex]
k k<l
m+ 1 |z |?
= — 1
|x|m+1 ( + >|x‘m+3
= 0.

Die Rechtsmonogenitdt ergibt sich analog.

Satz 2.3.2 [STOKES]

Sind f,g € CHG,A), wobei G eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, n = (ng,...,Ny), 0 =
m

> exng die duflere Normale, d&=mn-do, do=JdtgA...ANdty 1,
k=0

—1)k1 e, The e Ty, m
n = ( }  9(zo, a(’tzlj_ lv’x:r:hl) i )7 wobei J > 0 durch Z:: ng =1 festgelegt ist,
dV =daxg A ... Ndx,,,
dann gilt
[razg = [ior+ rogiav. 2.1
le] G
Beweis:

Nach dem klassischen Satz von Stokes gilt fiir die Komponenten fa und g von

f=> faea und g=> gpep:
A B
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fazk(ngB)dv = f ngB ny do
G m oG .
= /X ek%(ngB)dV = [ fags Y ex my do
G k=0 oG k=0
= [ > (exfa, 98+ fagp, ex)dV = [ > famperdogp
G k=0 9G k=0
= f [(an)gB + fA(agB)]dV = f fa Z er ny, do gp
a oG k=0
= [lea(fa0)gp ep+ faea(Dgp)ep)dV = [ faeadd gpes
a aG
>
= [1(F0)g + F(9g)av = [[dg.
a oG
(4
Bemerkung 2.3.1 Eine duale Formel zu (2.1) ist
/fdag = / [(f0)g + f(D9)ldV (2.2)
G

Folgerung 2.3.1

1. Ist f rechts-monogen und g links-monogen, so gilt [ f 95 g = 0.
oG

2. (CAUCHYscher Integralsatz)
Ist f =1 und g links-monogen, so gilt [ do g = 0.
oG

Satz 2.3.3 (CAUCHY-POMPEIU) Sind G und Gy Gebiete mit G C Gy, f € C(Go,A) und
supp(f) C Go, dann gilt:

/ B(y — 2) d, f(y) - / By — 2)(8,(4))V, (2.3)

oG G

_ f(z)  fallsxzed
N 0 ,fallsz¢G

Beweis:

1. Istx ¢ Gyye G, sogilte#y = (y—x) #0, also ist E(y — x) nach Satz 2.3.1 rechts-
monogen. Also gilt nach Satz 2.3.2, da f auflerhalb von Gy identisch null ist:

/ B(y — 2)d3, f(y) = / (E(y — 2)9,)f(y) + By — 2)(3, £ ())]dV;, = 0.

oG G =0

2. Fiir v € G seien {|y — x| <6} C G und G := G\ {|y — z| < 6} also gilt mit 1.:
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(a) fE —x)da, f(y) fE —z)(0f(y))dV,

(b) Da Of stetig auf dem R(md von G ist und G beschrinkt ist, gibt es ein R € R und ein
M € R, so dass gilt:

[Ew-00nwav, < [1Be-ollenwh,

G 0

IN

M/|E (y — 2)]odV,

M / — X lodV

|y z|<R

/ Y
merl |y|m+1

lyl<R

:M/—dt

Also konvergiert [E(y — x)(0f)(y)dV, fir 6 —0 gegen [E(y—x)(0f)(y)dV,
a G

IN

IN

(c) Mit der Stetigkeit von f gilt:

/E<y—x>d6yf<y>—f<x> - / L, () — £(0)
ly—x|=0 0 ly|=0 0

[dayly [£(y) = f(@)ly

< _J
- ‘ |y|m+1
ly—z|=6

m

6=d(e,;x)  const - e
< .
< 5m

830 0

Also gilt:
flx) = /E( —x)da, f(y) + / E(y — x)dd, f(y) /E —z)(0f(y))dV,
oG ly—z|=0 G
50 B 3 B
agE(y x) da, f( G/E z)(0y f(y))dV,

Damit ist der Satz bewiesen, da beide Seiten unabhdngig von 0 sind.

[
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Bemerkung 2.3.2 Analoge Formeln zu (2.3) sind (ohne Beweis)

1.

/ By = 2)45, /(y) - G[ By —2)(@/ ()Y, — {f o iﬁ“"’zg (2.4
2.

8{ F(y)dG,B(y — z) - G/ (FWAE(y — 2)dV = {f g’”) iﬁi;g (2.5)
3.

8{ 1), Bly—2) - G/ (DB =2V = {f f) iﬂizg 20

Folgerung 2.3.2 [CAUCHY Formel| Sei G ein reguliires Gebiet, G C Gy, f links-monogen in G
und f € CH(Gp;A).
Dann gilt fiir z € G:

und fiir z ¢ G-

[ Bty =) 45, 1) =0

oG

Satz 2.3.4 (Mittelwertsatz) Ist f links-monogen in G und f € CY(G;A), dann gibt es ein a € G

mait

f(a) = / _mil payav,

Rm+1wm+1
|t—al=R

falls {|z —a| < R} C G.

Beweis:

Es gilt 70 = 0T = ). eper 52 = m+ 1.
k=0
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Also

fla) = / E(r — a) d&, f(z)

|z—al|=R
1 T —a .
il e L
|z—a|=R
1
B Wit - R / (x —a) dd, f(z)
|t—al=R
1
T o R / {[(z — )0 f(x) + (x — a)(Of () }dV
|z—al<R —0
1
i L
|z—al<R



