
Kapitel 2
Di�erenzialoperatoren und einfaheEigenshaften
In diesem Kapitel werden die Di�enzialoperatoren ∂ und ∂ und der Cauhy Kern de�niert. Es wer-den Di�erenziationsregeln und die Cli�ord-Versionen des Satzes von Stokes und der Cauhy-PompeiuFormel gegeben. Das sind die Voraussetzungen für die folgenden Kapitel. Allgemeine Eigenshaftender Cli�ord Algebren �ndet man in [Bra82℄ und [Gür97℄. Im Folgenden sei immer m ≥ 1, Integ-raldarstellungen in der komplexen Analysis sind bekannt, siehe [Beg94℄.
2.1 Di�erenzialoperatorenIn diesem und allen folgenden Kapiteln sei immer, falls niht anders erwähnt, G ⊂ R

m+1 ein Gebietmit glattem Rand.
De�nition 2.1.1 Sei

∂ :=
m∑

k=0

ek

∂

∂xkund
∂ :=

∂

∂x0

−
m∑

k=1

ek

∂

∂xk

.3



4 2. Di�erenzialoperatoren und einfahe EigenshaftenBemerkung 2.1.1 Falls die partiellen Ableitungen einer Funktion stets vertaushbar sind, gilt
∂∂ =

m∑

k=0

ek

∂

∂xk

· (
∂

∂x0

−
m∑

k=1

ek

∂

∂xk

)

=
m∑

k=0

∂ 2

(∂xk)2
+ (−

∂

∂x0

e1
∂

∂x1

+ e1
∂

∂x1

∂

∂x0

) + . . .

+(−ek

∂

∂xk

ej

∂

∂xj

− ej

∂

∂xj

ek

∂

∂xk

) + . . .

+(−em

∂

∂xm

em−1
∂

∂xm−1

− em−1
∂

∂xm−1

em

∂

∂xm

)

=
m∑

k=0

∂2

(∂xk)2

= ∂∂.De�nition 2.1.2 Sei △ := ∂∂.Dieser Operator wird wie immer Laplaeoperator genannt.Eine Funktion f , für die auf G ∆f = 0 gilt, heiÿt wie üblih harmonish (auf G).De�nition 2.1.3 f heiÿt links-(rehts-)monogen im Gebiet G, wenn ∂f = 0 (f∂ = 0) in G gilt.Bemerkung 2.1.2 Es gilt:
∂f =

m∑

k=0

∑

A⊂{1,...,n}

∂

∂xk

fA ekeA.Man kann auh shreiben:
∂f =

∑

k

∑

A

fAxk
ekeAund

f∂ =
∑

k

∑

A

fAxk
eAek.Bemerkung 2.1.3 Ist f links-monogen (in einem Gebiet), also ∂f = 0, dann gilt ∂∂f = ∂∂f =

△f = 0; also ist f harmonish (im Gebiet).Beispiele 2.1.11. Für m = 1 ist ∂f = 0 das Cauhy-Riemann Di�erenzialgleihungssystem
{

ux − vy = 0

vx + uy = 0
:



2.2 Di�erenziationsregeln 5Da m = 1 gilt A ⊂ {1}, also A ∈ {∅; {1}},
0 = ∂f =

1∑

k=0

∑

A∈{∅;{1}}

fAxk
ekeA

=
∑

A∈{∅;{1}}

fAx0
e0eA + fAx1

e1eA

= f0x0
e0e0 + f0x1

e1e0 + f1x0
e0e1 + f1x1

e1e1

= f0x0
+ (f0x1

+ f1x0
)e1 − f1x1

= (f0x0
− f1x1

) + (f0x1
+ f1x0

)e1,d.h. {

f0x0
− f1x1

= 0

f1x0
+ f0x1

= 0.2. Ist f eine auf G de�nierte, R
m+1-wertige Funktion (f : G → R

m+1), so gilt
∂f =

m∑

k=0

m∑

j=0

fjxk
ekej = f0x0

−
m∑

j=1

fjxj
+

∑

0≤k<j≤m

(fjxk
− fkxj

) ekej.Bei dem Fall m = 1 handelt es sih um die komplexen Zahlen. Dieser Fall ist hinreihend bekannt,so dass im Folgenden immer, falls niht anders erwähnt, m ≥ 2 vorausgesetzt wird.Folgerung 2.1.1 Ist x = (x1, . . . , xm) ∈ Ω ⊂ R
m und f : G → R

m+1 und x = (x0, x1, . . . , xm), sogilt:Ist f0(x) = 0 und ∂f(x) = 0 (in G), so ist f (auf Ω) divergenz- und rotationsfrei,d.h. div f(x) = 0 und rot f(x) = 0.Beweis:
f0(x) = 0; ∂f(x) = 0.Also (mit Beispiel 2.1.1.2)

m∑

j=1

fjxj
(x) = 0 ⇔ div f(x) = 0und für alle 0 ≤ k < j ≤ m gilt

fjxk
(x) − fkxj

(x) = 0 ⇔ rot f(x) = 0.

2.2 Di�erenziationsregelnSatz 2.2.1 Für m ≥ 1 und 0 6= x ∈ R
m+1 gelten:



6 2. Di�erenzialoperatoren und einfahe Eigenshaften
1. (∂x) = (x∂) = (∂x) = (x∂) = (∂x) =

m∑

k,l=0

ekel
∂xk

∂xl
= 1 − m.2. (∂x) = (x∂) = (∂x) = (x∂) =

m∑

k,l=0

ekel
∂xk

∂xl
=

m∑

k,l=0

ekel δkl = m + 13. (∂|x|α) = (|x|α∂)

=
m∑

k=0

ek
∂

∂xk
(

m∑

l=0

x2
l )

α
2

=
m∑

k=0

ek ·
α
2
(

m∑

l=0

x2
l )

α
2
−1 · 2xk

= α ·
m∑

k=0

ek xk · |x|
α−2

= α · x · |x|α−2.4. (∂|x|α) = (|x|α∂) = α · x · |x|α−2.5. xx =
∑

k

xkxk ekek

= x0x0 · 1 · 1 +
m∑

k=1

x2
k ekek

= x2
0 −

m∑

k=1

x2
k e2

k

=
m∑

k=0

x2
k

= |x|2

= xx.6. ∆|x|α = ∂∂|x|α

= ∂αx|x|α−2

= α{(m + 1)|x|α−2 + x(x|x|α−4)}

= α(m + 1)|x|α−2 + α(α − 2)|x|α−2

= α(α + m − 1)|x|α−2.Satz 2.2.2 Für x ∈ R
m+1 und 1 ≤ k gelten:1.
(∂xk) = (xk∂) = (m + 2k − 1)xk−1 + (m − 1)x

k−2∑

ν=0

xk−2−νxν .2.
(∂xk) = (xk∂) = (1 − m)

k−1∑

ν=0

xk−1−νxν = (1 − m)
k∑

ν=1

xk−νxν−1.



2.2 Di�erenziationsregeln 7Beweis:
1. (a) Induktionsanfang: (∂x2) = (x2∂) = {[x(x + x)]∂} − (|x|2∂)

= (m + 1)(x + x) + x(m + 1 + 1 − m) − 2x

= (m + 3)x + (m − 1)x

= (m + 2 · 2 − 1)x2−1 + (m − 1)x
2−2∑

ν=0

x2−2−νxν .(b) Induktionsshritt:
(xk+1∂) = {[xk(x + x)]∂} − [(xk−1|x|2)∂]

Ann.
= [(m + 2k − 1)xk−1 + (m − 1)x

k−2∑

ν=0

xk−2−νxν ](x + x) + 2xk

−[(m + 2k − 3)xk−2 + (m − 1)x
k−3∑

ν=0

xk−3−νxν ]|x|2 − 2xk−1x

= (m + 2k − 1 + 2)xk + (m + 2k − 1)xk−1x

+(m − 1)x(
k−2∑

ν=0

xk−2−νxν)(x + x) + (−m − 2k + 3 − 2)xk−1x

−(m − 1)x
k−3∑

ν=0

xk−3−νxν |x|2

= [m + 2(k + 1) − 1]xk

+(m − 1)x(
k−2∑

ν=0

xk−1−νxν +
k−2∑

ν=0

xk−2−νxν+1 −
k−3∑

ν=0

xk−2−νxν+1)

= [m + 2(k + 1) − 1]xk + (m − 1)x(
k−2∑

ν=0

xk−1−νxν + xk−2−k+2xk−2+1)

= [m + 2(k + 1) − 1]xk + (m − 1)x(
k−1∑

ν=0

xk−1−νxν)

= [m + 2(k + 1) − 1]xk + (m − 1)x
k+1−2∑

ν=0

xk+1−2−νxν .2. (a) Induktionsanfang:
(∂x2) = (x2∂) = {[x(x + x)]∂} − [(|x|2)∂]

= (1 − m)(x + x) + 2x − 2x

= (1 − m)(x + x)

= (1 − m)
2−1∑

ν=0

x2−1−νxν .



8 2. Di�erenzialoperatoren und einfahe Eigenshaften(b) Induktionsshritt:
(xk+1∂) = {[xk(x + x)]∂} − [(xk−1|x|2)∂]

= [(1 − m)
k−1∑

ν=0

xk−1−νxν ](x + x) + 2xk − [(1 − m)
k−2∑

ν=0

xk−2−νxν ]|x|2 − 2xk

= (1 − m)(
k−1∑

ν=0

xk−νxν +
k−1∑

ν=0

xk−ν−1xν+1 −
k−2∑

ν=0

xk−1−νxν+1)

= (1 − m)(
k−1∑

ν=0

xk−νxν + xk−1−k+1xk−1+1)

= (1 − m)(
k∑

ν=0

xk−νxν)

= (1 − m)(
k+1−1∑

ν=0

xk+1−ν−1xν).

Korollar 2.2.1 Für k ≥ 1 gilt ∂(xk + xk) = (xk + xk)∂ = 2kxk−1.Beweis:
1. k = 1 : ∂(xk + xk) = ∂x + ∂x = m + 1 + 1 − m = 2 = 2 · 1 · x1−1.2. k ≥ 2 :

∂(xk + xk) = (m + 2k − 1)xk−1 + (m − 1)x
k−2∑

ν=0

xk−2−νxν + (1 − m)
k−1∑

ν=0

xk−1−νxν

= (m + 2k − 1)xk−1 + (m − 1)
k−1∑

ν=1

xk−1−νxν + (1 − m)
k−1∑

ν=0

xk−1−νxν

= (m + 2k − 1)xk−1 + (1 − m)xk−1

= 2kxk−1.

Bemerkung 2.2.1 Auf Grund der fehlenden Kommutativität kann man in A im Allgemeinen nihtdie aus dem R
m bekannte Produktregel benutzen: Es gilt ∂(xx) = ∂|x|2 = 2x. Würde man jedoh



2.3 Einfahe Eigenshaften 9die bekannte Produktregel benutzen, so ergäbe sih Folgendes:
(∂x)x + x(∂x) = (1 − m)x + x(m + 1)

= x + x + m(x − x)

= 2x0 + 2m
m∑

k=1

xkek

i.A.

6= 2x.Man kann jedoh immer gemishte Potenzen von x und x durh Ausnutzung von xx = |x|2 verändern.Es gilt (für x ∈ R
m+1): |x|2 =

m∑

k=0

x2
k, und deshalb

∂(x|x|2) =
m∑

k=0

ek

∂

∂xk

(
m∑

l=0

xlel ·
m∑

µ=0

x2
µ

)

=
m∑

k=0

m∑

l=0

ekel

∂xl

∂xk

· |x|2 +
m∑

k=0

m∑

l=0

m∑

µ=0

ekelxl

∂x2
µ

∂xk

=
m∑

k=0

e2
k · 1 · |x|2 +

m∑

k=0

ek

m∑

l=0

elxl · 2xk

= (1 − m)|x|2 + x · 2x

= (∂x)|x|2 + x(∂|x|2),bzw. (α, β ∈ N):
∂(xα|x|β) =

m∑

k=0

ek

∂

∂xk







(
m∑

l=0

xlel

)α (
m∑

µ=0

x2
µ

)β
2







= |x|β · (∂xα) + βx|x|β−2 · xα

= (∂xα)|x|β + xα · (∂|x|β)(mit x, bzw. ∆ analog).2.3 Einfahe EigenshaftenDe�nition 2.3.1 Für x ∈ R
m+1, x 6= 0 und

ωm+1 = |Sm| =
2π

1

2
(m+2)

Γ(1
2
(m + 1))

,die Ober�ähe der m + 1-dimensionalen Kugel, seiE(x) :=
1

ωm+1

x

|x|m+1der Cauhy Kern.



10 2. Di�erenzialoperatoren und einfahe EigenshaftenSatz 2.3.1 Der Cauhy Kern ist links- und rehts-monogen.Beweis:Da für k > 0, ekel + elek = ekel − ekel = ekel − ekel = 0 und für k = 0, ekel + elek = el + el = 0 gilt,folgt
ωm+1∂E =

∑

k,l

ekel

∂

∂xk

xl

(
m∑

j=0

x2
j)

1

2
(m+1)

=
∑

k,l

ekel [
δk,l

|x|m+1
−

m + 1

2

xl · 2xk

(
∑

j

x2
j)

1

2
(m+3)

]

=
∑

k,l

ekel [
δk,l

|x|m+1
− (m + 1)

xlxk

|x|m+3
]

=
∑

k

[
1

|x|m+1
− (m + 1)

x2
k

|x|m+3
] − (m + 1)

∑

k<l

xlxk

|x|m+3
[ekel + elek]

=
m + 1

|x|m+1
− (m + 1)

|x|2

|x|m+3

= 0.Die Rehtsmonogenität ergibt sih analog.
Satz 2.3.2 [STOKES℄Sind f, g ∈ C1(G,A), wobei G eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit ist, n = (n0, . . . , nm), ~n =
m∑

k=0

ek nk die äuÿere Normale, d~σ = ~n · dσ, dσ = J dt0 ∧ . . . ∧ dtm−1,nk =
(−1)k−1

J
·
∂(x0, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xm)

∂(t0, . . . , tm−1)
, wobei J > 0 durh m∑

k=0

n2
k = 1 festgelegt ist,dV = dx0 ∧ . . . ∧ dxm,dann gilt

∫

∂G

f d~σ g =

∫

G

[(f∂)g + f(∂g)]dV . (2.1)
Beweis:Nah dem klassishen Satz von Stokes gilt für die Komponenten fA und gB von
f =

∑

A

fA eA und g =
∑

B

gB eB :



2.3 Einfahe Eigenshaften 11
∫

G

∂xk
(fAgB)dV =

∫

∂G

fAgB nk dσ
⇒

∫

G

m∑

k=0

ek
∂

∂xk
(fAgB)dV =

∫

∂G

fAgB

m∑

k=0

ek nk dσ
⇒

∫

G

m∑

k=0

(ekfAxk
gB + fAgBxk

ek)dV =
∫

∂G

m∑

k=0

fA nk ek dσ gB

⇒
∫

G

[(fA∂)gB + fA(∂gB)]dV =
∫

∂G

fA

m∑

k=0

ek nk dσ gB

⇒
∫

G

[eA(fA∂)gB eB + fA eA(∂gB)eB]dV =
∫

∂G

fA eA d~σ gB eB

∑

A,B

⇒
∫

G

[(f∂)g + f(∂g)]dV =
∫

∂G

f d~σ g.

Bemerkung 2.3.1 Eine duale Formel zu (2.1) ist
∫

∂G

f d~σ g =

∫

G

[(f∂)g + f(∂g)]dV . (2.2)Folgerung 2.3.11. Ist f rehts-monogen und g links-monogen, so gilt ∫

∂G

f ∂~σ g = 0.2. (CAUCHYsher Integralsatz)Ist f ≡ 1 und g links-monogen, so gilt ∫

∂G

d~σ g = 0.Satz 2.3.3 (CAUCHY-POMPEIU) Sind G und G0 Gebiete mit G ⊂ G0, f ∈ C1(G0,A) und
supp(f) ⊂ G0, dann gilt:

∫

∂G

E(y − x) d~σy f(y) −

∫

G

E(y − x)(∂yf(y))dVy =

{

f(x) , falls x ∈ G

0 , falls x /∈ G
. (2.3)

Beweis:
1. Ist x /∈ G, y ∈ G, so gilt x 6= y ⇒ (y − x) 6= 0, also ist E(y − x) nah Satz 2.3.1 rehts-monogen. Also gilt nah Satz 2.3.2, da f auÿerhalb von G0 identish null ist:

∫

∂G

E(y − x)d~σyf(y) =

∫

G

[(E(y − x)∂y
︸ ︷︷ ︸

=0

)f(y) + E(y − x)(∂yf(y))]dVy = 0.2. Für x ∈ G seien {|y − x| < δ} ⊂ G und G̃ := G \ {|y − x| ≤ δ} also gilt mit 1.:



12 2. Di�erenzialoperatoren und einfahe Eigenshaften(a) ∫

∂G̃

E(y − x)d~σyf(y) =
∫

G̃

E(y − x)(∂f(y))dVy.(b) Da ∂f stetig auf dem Rand von G ist und G beshränkt ist, gibt es ein R ∈ R und ein
M ∈ R, so dass gilt:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

G

E(y − x)(∂f)(y)dVy

∣
∣
∣
∣
∣
∣
0

≤

∫

G

|E(y − x)|0|(∂f)(y)|0dVy

≤ M

∫

G

|E(y − x)|0dVy

≤ M

∫

|y−x|<R

|E(y − x)|0dVy

≤
M

ωm+1

∫

|y|<R

|y|

|y|m+1
dVy

= M

R∫

0

tm

tm
dt

= M · R.Also konvergiert ∫

G̃

E(y − x)(∂f)(y)dVy für δ → 0 gegen ∫

G

E(y − x)(∂f)(y)dVy.() Mit der Stetigkeit von f gilt:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

|y−x|=δ

E(y − x)d~σyf(y) − f(x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
0

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

|y|=δ

y

|y|m+1
d~σy(f(y) − f(x))

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
0

≤

∫

|y−x|=δ

∣
∣
∣
∣

y

|y|m+1

∣
∣
∣
∣
0

|d~σy|0 |f(y) − f(x)|0

δ=δ(ε,x)

≤
const · ε

δm
· δm

ε→0
→ 0.Also gilt:

f(x) =

∫

∂G̃

E(y − x)d~σyf(y) +

∫

|y−x|=δ

E(y − x)d~σyf(y) −

∫

G̃

E(y − x)(∂f(y))dVy

δ→0
→

∫

∂G

E(y − x) d~σy f(y) −

∫

G

E(y − x)(∂yf(y))dVy.Damit ist der Satz bewiesen, da beide Seiten unabhängig von δ sind.



2.3 Einfahe Eigenshaften 13Bemerkung 2.3.2 Analoge Formeln zu (2.3) sind (ohne Beweis)1.
∫

∂G

E(y − x)d~σyf(y) −

∫

G

E(y − x)(∂yf(y))dVy =

{

f(x) , falls x ∈ G

0 , falls x /∈ G
. (2.4)2.

∫

∂G

f(y)d~σyE(y − x) −

∫

G

(f(y)∂)E(y − x)dV =

{

f(x) , falls x ∈ G

0 , falls x /∈ G
. (2.5)3.

∫

∂G

f(y)d~σy E(y − x) −

∫

G

(f(y)∂)E(y − x)dV =

{

f(x) , falls x ∈ G

0 , falls x /∈ G
. (2.6)Folgerung 2.3.2 [CAUCHY Formel℄ Sei G ein reguläres Gebiet, G ⊂ G0, f links-monogen in G0und f ∈ C1(G0;A).Dann gilt für x ∈ G:

f(x) =

∫

∂G

E(y − x) d~σy f(y)und für x /∈ G:
∫

∂G

E(y − x) d~σy f(y) = 0.Satz 2.3.4 (Mittelwertsatz) Ist f links-monogen in G und f ∈ C1(G;A), dann gibt es ein a ∈ Gmit
f(a) =

∫

|x−a|=R

m + 1

Rm+1ωm+1

f(x) dV ,falls {|x − a| < R} ⊂ G.Beweis:Es gilt x∂ = ∂x =
m∑

k,l=0

ekel
∂xk

∂xl
= m + 1.



14 2. Di�erenzialoperatoren und einfahe EigenshaftenAlso
f(a) =

∫

|x−a|=R

E(x − a) d~σx f(x)

=
1

ωm+1

∫

|x−a|=R

x − a

|x − a|m+1
d~σx f(x)

=
1

ωm+1 · Rm+1

∫

|x−a|=R

(x − a) d~σx f(x)

=
1

ωm+1 · Rm+1

∫

|x−a|<R

{[(x − a)∂]f(x) + (x − a)(∂f(x)
︸ ︷︷ ︸

=0

)}dV
=

m + 1

ωm+1 · Rm+1

∫

|x−a|<R

f(x) dV .


