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�&� �� 
�� &������  ������ ����  � ��)��� ���
 ������� 
� &������
����
���� ���� &������
� 
���� 
� ����� ���� ε → 0�

��� ������� 
�  �
� ����
���� ��� ��,����
 �� ���� �����  �
 ���
����� 
���� �� � ����
���
 �
���� 
�����

-�
� ����
���� ������� ��� �� �

���
��� ���� .���
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���� �� ������� 
���� ���� 
�� ����
��� � ��
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���  �
���� ����
����
���  � ������
��� �� � ����
��� � ��
 
�� ��� �� �

���
����
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 �� ��)���� ���
���
lim
ε→0

Aε = A0 �"�#
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�� ���� �� ��������  ������� �����
����� ����� ��� ���� ���� ��� 
� ������
���
����
��� �"�#
/

• (� 
�� ����� �� ���������/ ��� u0 ∈ A0 ��� � ����
 �� � �������� �� uε ∈ Aε ��� ���
���&������ ��������� uε ∈ Aε ��&� � ����
 
��
 �� ���
����� �� A0�

• (� 
�� ����� �� ��
�/ Aε ���&����� �� 
�� �������, ��
��� ��� ��
� �� L1� L∞ �� L2


� A0�

• (� 
�� ����� �� ����
����/ ��� ���&������ ��������� �� ����
���� uε(·, t) ∈ Aε ���&����

� � ����
��� u0 ∈ A0� ��� ��� ����
���� u0 ∈ A0 ��� � ����
 �� � ���&������ ��������
�� ����
���� uε ∈ Aε�

• (� 
�� ����� �� C0��� �
 ����&������/ 
��� ����� ���� 
��
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 �
���
��� �� Aε
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�� ����� ����� 
���� ����
� � C0  �0��
�&� ��� ������� �� �
� �� Aε 
�
�� �
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���
�� Aε �
��� 7��
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��� �� ����	
	�������� �� 
������ ��� �� ���� ��� ���� ��� ����� �������������� �� ��� �����
���� ��� ���� ��	 ��� S1 �����

�� �� ������ �����	����� �� ��� ����� �� ����� �� ��� ����� �� �������� �� L∞ �	 L1 ���� ��
�� � ��	��� ����������� �� ��	  ���	�� !���� ����

lim
ε→0

Aε ⊂ A0.

"�����	 ���� ����� ���� ��� �����	 ��� �������� ����� ��� 	�������� �� ���������� �� �� ��� ��
��� ���� 	������ �� ���� ��	# ���� ����	������� ��������� �� Aε �� �� ����	�� ��� 
�	���� ��	
ε → 0�  ��� ��		���� �� ����������� 	����� �� $�� ��� "��� %$"&'( ���� ������ ����	�����

 �� ���������� ��		
 !���) ������ � 
�	��� �����	��� �������	� ��������� ��	 ��� 
�	�
�������� �� ����	��������* �� � ����	������� ���������� ������� � ���	�� u2 ��� � ��	��� u1


�	�����+ ���� ��� ,�	�������	 �� ��� ���	�� �� � �����
�� �� ��� ,�	�������	 �� ��� ��	����
 ��� �-������ 
�	�������� ��	 � ��� �� �����������.

�� � ����	������� ���������� ���� ��� 
�	����+ ��� �
��
���
 ������	 !���& ������ �����	�
����� �� � ������� �� ����	���������  ��� ����� ��� ����� �������� �� ����	������� �����������
�� �"� ��
�	���� �� �������� �� �������	��� /������ �� ���� 
�������� �����	����� �� �����
�����+ ���� ��
���� ���� ��	 ����� ε ��� ����	������� ��		��� � ��������� ������� ��	����	��

 ��� ��������� ��	����	� �� ��� ����� �� 0��
��	 1 ���	� �� �-
��	� ��� ������	� �� ���
��������� ���� ��	� ��� ������ ���	����	��  �� ���� �� ����� �������	����	�+ ���	������
�� 
������� ��1 ��� ��' 
	���� �-�	����� ������ ��	�+ ��
������� �� ����������� ���� ���
���� 	����� �� 0��
��	 �+  ���	�� ��2��+ ���� 
	������ �� �-
����� 
�	�����	������� �� ���
�������	����	� �� �������� �"��

 ��� ���	����	���� ��� ����	�� ����� ������ ��� ���� 	������ �� ���� ��	#* ��� ����������
��		
+ ��� �
��
���
 ������	 ���  ���	�� ��2�� �� ��� �������	����	� �� �"��  ��
��	����	� �� ��� �����	������ �� �� �������*

0��
��	 � ���� 
	����� � �������� 	����� �� ���� �� #���� ����� ��� ������ ���	����	� ��
��������� �"� ��� �3�+ ��� ���� 
	����� ��� �������	� ��������� ���#�	����� 4� ����� ����
���������� �� ������ ���	����	� �� 
������ ��� �������� �� ��	�� �������� �� ��� 
�	������
��������* ����	 ��� �-������� �� � ������ ���	����	 �� ������� �� 
������ ���+ �� �

�� ���
������
�� ����	� �� ��	 �������� �� �������� ��� 	������� ����� �� ��� 
�	������ �������� ��

������ ��!�  ��� �� 
������� �� ��	��� �� ������	�� �������	 
�	��	������ ����	�+ ������
��
�� $������� �� ��� 56� %$��5&(+ �� ����������� ���� 	������ �����	 ����� ��	 789��

������ ��1 ���� ������ ��� ���������� 
	����� ��� ������ �� �� ����� �������� ��� ������
���	����	 �� ��� 
�	������ ���������  ��� ���� ���# �� 	������ �� $�����	+ :���� ���4���	��
%$:461(� ;� ��� ��� �� ���� ������� �� ���	����� ��	 ��� ����+ ��� ����� ����������� ����
���	����	� �� �	��	 n �� ��� 
�	������ ��������

 �� �������� �� ��� ��
�	����� �������� ���� ������* 
������ ��' 	������ ��������� �� ���
�-������� ��� ���������� �� ���������+ ��� �-������� �� � ������ ���	����	 ��� ��� ����������

	������ <��� 
��
�� ���� ����	������ �� ����� 	������+ ��� ������ 	���	���� �� %"��	&&(�
�� ��� ���� 
�	� �� 
������ ��' �� ���	����� ��� �������	����	� �� �	��	 n ��	 ��� ��
�	�����
������� ����


������ ��2 �������� ��� ���� 	����� �� 0��
��	 �*  ���	�� ��2��� �� ������ �� �-
�����

�	�����	������� �� ��� ��� =�� �� ��� �������	����	� �� ����� �	��	 ��� 
	���� ����	 �����
��������������� �� ������ ���������� �� ����	������� ����������� ���� ��� ,�	�������	� ��
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����� 
��
 ��� �������	� $��
��� "�% 	���� ��
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���
�� �� ��	�� 2! Aε
2�

&
 ���
�� �� 
�� ���������� ��� ��
���������� �� 
�� �
�������� ����
��� 
� �����������

���������� '������� (�)�% '�**� 
�� �����
 �� 
��� ���
��� 
���	� ����������� �� �����

���
���

��� ε → 0� +���� �� ��� 	������� 
�� ����
��� �������	� �� 
�� ��������� ����
��� �� 
���

����

���
�� ��	 
���� �����
�
 ����� ��� ��
 ���� 	��� ���������
 �������

$��
��� "�( �����
���
�� 
�� ����
��� �� ����
���� ��
���� Aε
4 ��	 A0

4� +��� �� ��� ��
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����� ������
��� 
��
 
�� 	�����������

 �� Aε �� ��������	 ���� ���������� 
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 ε → 0�

��� ���
��� �� �����
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� ��� �� �
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�

��������" 	�$������� 
������� ���� ����� �� ���� �� � �������" �����(

��������� �	
	
 ���

ut = F(u, ux, uxx) �)���

��� x ∈ S1 ���	� 
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��� ��	���� �� Φ �	 
 ��	��
�	 ��
�� X� ���	 ��� ����
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���
����

�� ��� 
���� ��� �)��� 
� ���	�� � 
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�� �� ��� � �
�
�	�
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������	 �����

������ �
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���	 ��
	 ���
���	 ����
����� �� ���� ��� ���������� ���� ������	�

ut = εuxx + h(u, ux) �����

����� h ∈ C2 
	
 
�
�	 x ∈ S1� ���������� �� �� ���

h(u, ux) = g(u) − f ′(u)ux

��� ���
���	 ��� �� �� ��� 
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 �� 
 ���� �!��	���� �������� ��
	 ��� �	� �����	��
 ���� �� ����
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���
����� 
	
 �
����	�
�	 ��	��
� ��
����	 
�"����	 ���
���	�� # ����� �� ��� 
������ ��  ��
��� 
	
 $����� % $&'( ��
��� ���) �� *����+��� 
	
 ,����) %*,&�(� -�� �
���� ���	 ���
�� ��� 	�	.
���	����� �
���
-�� /��� �
�� �� ��� /��� 
������ �� �!��������� 
�����
 �� �	� 
���	���	
� ��
����	 
�"����	
���
���	� �	
�� �����
� ���	

�� ��	
����	� �	���
�	� �����
�� ���	

�� ��	
����	��

#� �� )	��	 ��
� ��� �	���
� �
��� ������� �*
���� �������� �� �01 ����� �������� ����
2���
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����	� �� ���� ����
 
	
 �
� �	���� �������	�
��� ��3���	��� �����
� �	���
� ��	
����	��

�	 ��� $������ ��
�� �� ����� ��
)�� 
�"���	��
��� L2.��	����	�

X = W 2,2([0, 2π], R) = H2([0, 2π], R)
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� �
����� ��� ���	

�� ��	
����	�� ��� �01 ��	��
��� 
 C1 ����4�� ���� ��� 
�����
��

���������

Φε : X × R
+ −→ X

����� 
����	� �
�� �
�� (u0(x), t) ∈ X × R
+ ��� �������	 u(·, t) 
� ���� t ���� �	���
�

��	
����	 u0�
Φε(uε(·, t0), t) := uε(·, t0 + t).

-�� ���)� �� 5�	�� %5�	67( �� �
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���������� ��� ��	 
	���

 ���	 �� ��	 �	� �� 	��������� �
� ��	�� ��

	���
� �	�	�����
��
������ ���� � ��	���	 �	�
����
 �� �	�	�����
�� ����� �		 	������
 �������

�
 ��	 ��� ��	��	� �
� ����� ��� 	� �
 !���"# ���� ��	 ��

	����
 �����	� ��
 �	 ��� 	�
	$����� 	�% &��� �
��������
 ����� ��	 ������
��% �������
� �� ��	 '()� �
 ���	� &����*
�
�	 ��� 	��������� ��	 �	�����	�* �� �� �������	 �� �	���	 &���� �� ��	 ������
��% �������
�
��	 ��

	��	�� +	 �� 
�� �� �
�� �����	� �	���� �	�	 ��� 
	���

 ���� �� &	 ��	 �
�%
�
�	�	��	� �
 ��	 S1 ���	�

�
 ��	 S1 ���	 ����
 ��������� ��% �� h �� ��,��	
� ��� ��	 	$���	
�	 �� � ������ ��������� �

X = H2� +	 ����	 ��	 ��
�����
 �� 	
 �% -���
� �
� 
�.����� �
 !-
�/# ���� 	
���	�
	$���	
�	0

�1� ��� 	��� K > 0 ��	�	 	$���� C > 0 ���� ���� |h(p, q)| ≤ C(1 + q2) ��� |p| ≤ K�

�2� 3�	�	 	$���� M > 0 ���� ���� h(p, 0)p < 0 ��� ��� |p| > M �

�
 ���	� &����* ��	 
�
4��
	����% ��� �� �	 ������ 	 ��� 
	���� 	 ���� �����	
� �
� 
	���� 	
��� ������ 	 ���� �����	
�� �
 �������
 �� ��� �� ���& ���4������������% �
 ��	 �	��
�
 ������	�

�� �� 	��% �� �		 ���� ��� '() �'� �� ��������� 	 �
 ���� �	
�	� 3�	 ��� 	 ��
�����
 �2� ��
��	 ���	 �� ��� ��
�����
 �5��� �����	����	 ��� 
�
4��
	����% �
�% ���&� ��
	���% �
 ��	
�	��
�  ������	 ux �% �	�
����
� 5	
�	 &	 �� 	 	$���	
�	 �� � ������ ����������

�
 �	��� �� ��	 ��������	 �� ��	 ������ ��������� �	������ ���
���% ��
�����
� ��	 ����
���	 ���������	� �� �	�� &��� ���
 �	�����	� ���
���% ��
�����
�� 3��� �� ��	 �� ��	
	$���	
�	 �� ������
� &� 	� &���� ��

�� 	$��� ��� �	�����	� ���
���% ��
�����
��

�� h �	�	
�� �
 �������
 	$�������% �
 x* ��	 ��������
 �� 	 	
 ���	 ���������	� �
� �	&
�	����� ��	 .
�&
� 3�	 �����	� �� ���� ��	 -���	46���	 ����	��% �� ��	 ��������� �� �	4
����%	� �
 ���� ���	� 3��� �� ��	 ���
 �	���
 ��� 
�� ��
���	��
� ��	 x4�	�	
�	
� ���	�

��� ��	 �����	
��� ���	 1
�	
	
� �
� ��	��	� !1�77# �
� -���
� !-�77# ����� ���&
����* ������� �� ��	 
	���

 ���	* �
% �������
 �� ����� �	
�� �� � �	� �� ��
����
� Γ(v) :=
{v(·+θ) : θ ∈ S1} ��� t → +∞� 5	�	 v(x) �� �� 	
 �% � �������
 �� ��	 ����
��% ��8	�	
����
	������


vxx + cvx + h(v, vx) = 0 ���9�

��� ���	  ���	 �� c ∈ R �
� x ∈ S1� 3��� 	������
 �� ������% ����	� ��� 	���
� ��* �
 ��	
S1 ���	* ������
� &� 	 	������
� 1
% 
�
4�����	
��� �������
 v �� ���9� &��� 
�
4:	�� c
�� � ���	 �	������ �������
 u(x, t) �� ����� �� &	 �	�
	 u(x, t) := v(x − ct)� 3��� �������
 ��
����	� � ������
� &� 	 &��� &� 	4��		� c� 3�	 ����� �� ���� ������
� &� 	 �� �� 	
 �% Γ(v)�

3�	 ��� 	 	������
 ��
 �	 �����
	� �% ������
� � ��� 	���
� &� 	 �
���: u(x, t) := v(x−ct)
�
�� ��	 '() ����� �
� ��	
 �	�����
� ��	 ���	4�	�� ��� 	 ��  �
���� �
 ����* �� u(x, t) �� �
��� 	���
� &� 	* ��	� ��	�	 �� ���	 v(·) �
� c �= 0 ���� ����

u(x, t) = v(x − ct), ���;�

��	
 v ��� 	� ��	 ������
� &� 	 	������
 ���9� �
�  ��	  	���� 3��� �� �
 <�� �
� �
�% ��=
�	�����
� 3�	 ��� 	 	������
 �� �����
�% ��	� �� �	�
	 ��	 
����
 �� ������
� &� 	��

��� c = 0 	������
 ���9� ���
� �
�� ��	 ������
��% �����	� �� ������ 3�	 
�
4�����	
���
	��������� ��	
 &��� �	 ����	� ���:	
 &� 	�� ��� ��	�	 Γ(v) �� �
 	��	��	� �����	 �� 	����������
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������� ��	 
	��
 ui �� h(p, 0) 
���	 	������� ����� ��� v(x) ≡ ui ��� �	��	 ��	 �����	���

	����������

���
 �	��
 �� �	������� ��	 ��������� 
	�
� �	�

• Eε �	���	 ��	 
	� �� �����	���
 	����������

• Fε �	���	 ��	 
	� �� ���
	� ���	
�

• Rε �	���	 ��	 
	� �� �������� ���	
 ���

• Hε �	���	 ��	 
	� �� �	�	�� ����  ���	 ����
�

!	 �	��	 � �	�	�� ����  ���	 ���� �
 � 
������� u(x, t) �� ����� ���� ��
 ��	 "��"	��� ����

lim
t→+∞

u(x, t) ∈ Eε ∪ Fε ∪Rε

lim
t→−∞

u(x, t) ∈ Eε ∪ Fε ∪Rε.
���#�

��	 �	
��� �� $��	�	�� ��� ��	��	� �� %����� ����	� ����	 �	��
 ���� ��� �����	�

������� �� �����  ���	��	
 ������
 	���	� � �������� ���	& � ���
	� ���	 �� � �����	���

	��������� �� ������� ���	 ���	 ����� ��	 
��	 �
 ���	 �� �� '���� ���	 ���	 ���� �� ��	

������� 
���
 �����	�� ���
& ��	� ���	 ������	� ��	 ��������� ��	��	�(

������� ����	 ��� ��� �����	��
�	�� �
 ���
�	�� ����� �� �	��	�
�	�� 
�� C2� ���� ���

����
� 
���
���� Aε�
 ��� ��� �
� �� �����	��� 
� 
�������

Aε = Eε ∪ Fε ∪Rε ∪Hε. ���)�

�� �
��	���
�� 
�� �	 � ���	��	� ���	� 	� 
 ���
�	�� �
�� 
�� 
�� ���	� 	� Aε\(Eε∪Fε∪Rε)
	� 
 ��������	�	� �������	�� �������	�� u1, u2 ∈ Eε ∪ Fε ∪Rε �	�� u1 �= u2�

*� +�,!-./ ��	��	�& ,� �� ��� !������ �	�	 ���	 �� �	
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���
 �� ��	 0	�����  �
	 ��� 	1�	�� �� �� ��	 "	�����  �
	�

��	 '	� ����	��	�� �
 ��	  �� 	"� �� k− (P)2��3� 	� � �
		 4	������� ��.�5 �� 6	 ���� ��.�&
���� ��
 �	�	��"	� ��� �
	� ��� ��	 0	�����  �
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+!��-��/� ��	 ����	 �""��� � �	��	
 �	����� �� ����� "��"	���	
 ���� ���	 ��	�� ������ ��
��	 �� � ���� ��	 ���	���
����� �� ��	 849 ����� �
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�� �
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h(u, ux) = g(u) − f ′(u)ux
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������� !��"# �	
� ��� �������� ���
� �� �	
 $%& !$# ��
 ��������� �� �	
 '%&

εvxx = (f(v) − c(ε)v)x − g(v) !��(#

���	 
������� ����������

v(0) =v(2π) !��)#

vx(0) =vx(2π). !��*#

+
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������� �	
� �
���
εvx = f(v) − c(ε)v + p
px = −g(v).

!��/0#
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� �� �	
 �
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��� �� �	
 ���
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� �� ��

���
 ����
��
�� �� ���� ���	 �������� �	��
 ����
 ���������
�1

εwx = q

qx = (f ′(w)−c(ε))q
ε − g(w)
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� �	
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w(v, p) = v v(w, q) = w !��/�#

q(v, p) = f(v) − p p(w, q) = f(w) − q. !��/"#
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���� �	 ��� ���� ������ �� �������
��� ��� ������ �� ������ �������� ���� ���
���� �	 ��� !�� �!� �� ���� 
�� ��� �������
v(x) �� w(x) ���� ��	������ �� ��� ���
���� �	 ��� ���� ��� �� ���� 
�� u(x, t) ���� ��
��	�� �� ��� ���
���� �	 ��� !��� "��� ���
����� ���� �� ������ #�������� ����#� $��������
�� ���� ��� ��� ���
����� 	�� � ������ ����������
�

��� ���� ��� ����
����
  ���
���� �� ���� ������������ %� 
�� ��� �����
 ������ �� �

&������� �� ��� '(�� ��� ')�� *&��(+, �� ����
�� ���  �� ������ �	 ��� ��� �
������ &�������'�
���� ��� �� � ��� ��� �
������ ���� � ����  ��� ����� �� ����� �
 -
��  
����� ε = 0 ��� �
	���  ��� ����� �� �������� �
 ��������� ξ = x

ε ��� �����  
����� ε = 0�

��� ���� �
������ ���� ��� ���.��� �� � ����	��� ���� �������� �	 ���������
 ���
����� �	
��� 	��� �/
������ &������� ��
��  ���� ���� ��� ����	���  ������� 	�� ε > 0 �	 ��� ����	���
�� �������
 �
 ������� ���� ��� ������������� �	 ��� 	��� .��� �� ��� ���� ����	��� ��� ��
 
���
 ��������
 ��������
�� �� ��� ���������� ����������

0� ��� 1������ ���� �� ������ 	�� ��� ����  ��� �	���  
����� ε = 0�

0 = f(v) − c(0)v + p
px = −g(v).

�����	��� ��� ���� �
����� �� ���.��� �� ��� ����	��� ����� �


Fl := {(v, p); p = cv − f(v), v ∈ R}

� ����� �� -
�� ��� ��� � �	 cv − f � ��� �
������ ��� �� �������� �
 ��2����������� �	 ���
.��� �/
����� 0 = (f ′(v) − c)vx + px� ����� ����� �������� ���� px = −g(v) ��3

vx =
g(v)

f ′(v) − c
. ����4�

���� �/
����� ��� �� ������� ��� ����
�����
 �� ������ �� c� �
� 	�� ��� �  �� ����� ������
�	 c ���� ����
�����
 ��� �� ��������

&�� ��� 	��� �
������ �� ������ 
 �� ��������� ��� �����  
����� ε = 0 ��� �/
������

vξ = f(v) − c(0)v + p
pξ = 0.

���� ����� ���� ��� 	��� ������ .��� �� ����� �
 ����5����� ����� ��� �������� �� ���
���� ����	���� ����
  ���� �� ��� ���� ����	��� ��� �� ����� ��� 5��� ��������
� ���� ��
����������� ���� �� ���������� �� ��� ����	����

6� ���
 ����
������ 
����� ���� ��� ������ ��������
� �� ���75��� �8�� � �� �  ���� (v0, cv0−
f(v0)) �� ������ �� c� ����� f ′(v0) − c = 0� �
� �� ��� �����8��
 �	 f ���  ���� v0 ��

��/
�� 6� (v0, cv0 − f(v0)) ��� 	��� ������ .��� �� ���������� �� ��� ���� ����	����

���� ����� Fl �� �������
 �
 ������� �8�� � �� ���  ���� (v0, cv0 − f(v0)� ��� ����	���
 ������� �
����� � �������
����� �	 ����  ����� 0� �� �����	��� ��� ����� �	 ���  ���������

������� ����	��� Wu(u−, cu− − f(u−)) ��� ��� ������ ����	��� Ws(u+, cu+ − f(u+))
�������� ��� 	��� � ������������ ���������� 	�� ε > 0� 1���� �� ���� ��� ���� ����� �� �

��/
� ����7� ��� c �
�� ���� ���
 �� �� 	��� �������� &��
�� ��� ����� � ���������  ���
�	 ��� ������ .��� �� 1������ ����������� 	�� c = 0�

�9
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Fl Ws(u+, f(u+))

(u+, f(u+))

Wu(u−, f(u−))

(u−, f(u−))


���	� ���� �������	�	��� �� �������� ������ �� �����	� ���	������� ��	 c = 0� ��� ������
�� �� ��� �	�� !��	� ��� ���! "������� ���� ��� �������	��# ��	���� � ��� �������� ���
������ "�������� �� (u±, f(u±)) "���� ��� ���������


�	 ����� ����� ���	������� ��� ��������� �� � ������ ��$�	���� %�	� ��� ���! "������� Fp ��
&��� ����� �# ��� ���� !��� q ≡ 0� ��� ���� �����	 
��� 	���� ����	 	��������

wξ = q
qξ = (f ′(w) − c)q − εg(w).

����'�

(���� ��� ���! "������� �� ��	"���# �#��	����� � ���� �� ��� ������ ����� w0 !��	�
f ′(w0) − c = 0� ��� ����� ��	�	��� �� ����� ����� ���	������� �� ����� �� 
���	� ����

(���� ��� )�! �� ��� ���! "������� �� ����� �#

wx =
g(w)

f ′(w) − c
. ����*�

�� ��� ����+ !� ����	�� ���� qx = 0 �� ��� ���! "�������� ,� ��� ���� �� ��� ������ ��������
�� ������ ��� ���� �� εwx = q �	�" ��� 
	�� �������� �� ������ ��� ����� � �	�������

��� 	����� !�# !� ���	������ ����� ����� ���	������� �� ���+ �� ���� ��� �#���" ������ ��
� ������� ������ 	�
� ���� q = 0
 !��� 	������ �� ��� ��	�"���	 c�

��� ������ �� 	������ �����	 
���� !�� ���	������ �# -�$ .-��'/0 ��� 	�
��� �# ��	1�
.��	2'+ ��	3/0� 
�	 � ��� ��
������� 4 	���	 �� ����	 ����	� �	 �� -�
������ 5�� �� .%��	�/0�

��� ���"��	�� ����	�	������� �� ���� �� ���� ��� !���� �����	 
��� 	������ �� ��� ��"�
��	������ !��� �������� ��� ��	�"���	 c � ���� �� ��� ��	�� q = 0� ( ����������� �� ����
�� ��� �����!��� 	������

����� ����� ����������
 �������� 	 
	���
 �
 ���	��� ������ ������ ������� ����� ��

	� ����������� ����� 
�� 	�� �	���� �
 c ��������� 	 �������������	� ����	��� �	��
���� ����
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 ���������� ������� �� 
������ �������
" ��� �������
�� #)*+!(�

��������� �	
	� ��
 ���
����� �
� Cp �	������ 	� �

 �	���� (w, q) ∈ R
2 ���� 
�
 	� �

�
��	��� 	���� 	� 
�����	� ������ �	� �	�
 ��
�
 	� c 	� �	��
��	�� �	 �	�	�
�	�� 
���
�����

(e, 0) 	� �
� ���� ���
��	 � �	�� ���������	� �	� �	�
 ��
�
 	� c�

%� ����������� ��
��,� ���� �� ��� 
�������� Cp �
 ���-����� �����
� ��� ���������


������� �

������� ���� ��� ������ ����������� w ≡ 0 ��������
 � .��� ����������� ��
c = 0	
����� ��� ����� ���������
 ���������� �� �������� �
� ���� �����
���� �� (w0, 0) =
{(u−, 0), (0, 0), (u+ , 0)}� ��� ����������
��� ���������� �� ��� �������
����� �� ������ �� ���
�
���������� �
 ��,�� ��

λ1/2 = −f ′(w0) − c

2ε
±

√(
f ′(w0) − c

2ε

)2

− g′(w0)

ε
. ����!�

��� w0 = u± ���� �����,����
 ��� ����� ��� w0 = 0 ��� �����,����
 ��� ��������� ���� ���
�������� ����

sign(c) = sign(Re(λ))

�/



��� ������	�� 
�����	 � �	
� ���
�����	� �� c = 0�

���	����� �	 ����� ��� �� ������� ��� ��������� ��� ��� �� ��� ���� ���� �� �� �	� ��
��
��� �	��	 ��� 
�	
������

����� ����� ��� ��������� 	�� Cp �	 
��
��� �
� ���
� ����� ���	� C2���
����
	

c,T : Cp → R !��"#$

���� ��� ���������	�

��� ��� ���� 
�
�	�����
��� ���
� (w, q) ∈ Cp ��� ����� c(w, q) ���
�	 ��� �
���� ����

	���� ��� ����� (w, q) ���	 �
 � �������� ��
�� �� !��""$� ��������� T (w, q) ���
�	

��� ��
���� ������ �� ���	 ��
���

���� ��� ���� 	����	 c ��� �
��������� 
��
����

����� ��� ��
���� ������	 T ��
� �� �
�
��� �� ��� 
��
���� ∂Cp �� Cp�

���� ∂Cp ��
	�	�	 �� 	�����	 �
� �� ���
�	 ����� ��� �������
�� �� ���������
�� �� 	�����	

��� 	��� ��������� ����� �� c�

�� �	 �	� ��%� � 
�		� ���� �
� ����� ��� ������ �	 ��� 
�
�� &
	��� ��	%�� �� �	 
�	%�
����� ������� ����  ��� ���	 
� �	 �������� ��� 
���	��� 	����� 	� 	
� ������ !��""$ ���
������	�� ��� �	������  �%���

����� ����� !�� ε > 0 
� ��
������� ���
 ��� �������
" �	 �����

�� ��� ��������� 	�� Cp �	 ������������ �� � ��	� ���� �� ��
	�	�	 �� �
� ��

�����

�����
�
� �
� ��	 
� ����	�


� #�� �������� ��
��	 (w(x), q(x)) ���� ��� �������� ���� w(x) �= 0 ������ �� ������� ���

���
�	 x1, x2 ����� w(x1) = w(x2) = 0�

�� #�� �������� ��
��	 ��
 
� �
������ ����������	�� 
� ����� ������ (α, 0) ���� α > 0�

	
������ '��� 
�	%� �$(  � ���
�� ���� v1 �= v2 ��� � 	 �	������  �%��  ���  �%� �
����
c1 ��� c2 ��� ��������� ��)��
�

α = max
x∈S1

{v1(x)} = max
x∈S1

{v2(x)}. !��"*$

�� 	����%� ���� ��� 	����� (0, 0) ��� �	 ��� �� ��� ������	� 	� ��� ���� ��������� �� v1 ��� v2

���
����%���� +��� �� � ������ �	���&
���� 	� ��� ,	������-.����)�	� +��	��� �	� 
�����
/	 ��
0� ��� �
�%�� �	 �	� ��������� 	� �	
�� ���� 	����1 ���� ����������� ������

v1(x) < max
x∈S1

{v2(x)}

	� %��� %����� +��� �	��������� !��"*$� 2�� ,���� �$ �� ���
�� ��3 �	� ���
������	�� +�� �
�%��
������	�� ��%� �	 �	
�� 	� ����������

�� �	 �������
��� � 	 �����(

"*



b)

c)

a)

w

w

w

q

q α

v1

v2

Cp

q

∂Cp

������ ��	
 ����
������� ��� ��� ����� �� ����� ��	���

��� �

��� c1 = c2� �� ���
 ��
� ��� ��� �����
 ���� �� ���
� ��� ����� �� �������
�����
� �����������
 �� ��� 
��� � ������ ������ �����
���! �� �"���� v1 = v2�

���� �

��� c1 �= c2� #� ����
������ ��� ������ $��% �� ���&&� ��� c = c2 �� ��� �����

%�$��% "' v1� (�� �� ��� ���� ���� ���&&� �
 � ������% ������ $��% ���� ��
���� �� c
�� �"����! ���� ��� ������ $��% ��
 �� ������ ����� 
������' �� ��� ���
�%� �� 
������'

�� ��� ��
�%� �� ��� ���� ��������% "' v1� )��
 �*���%�
 �������� �����
� �

��� ���

������ $��% �����
 �����%
! ���� ��� ���� ��������% "' v1 �
 ��
����� ���������� +��

����� ,���� �� ��� ����
��������

)�������� v1 �����
 �� ��� �����
������ ����� "�� ������ �����
��� ����� %�� �� ���
��
����� ���������� �� ��� ���� ��������% "' v1 - ��% ���
 ������ "� ���
�%� )��


������%���
 ���� v1 �
 � �����%�� ��"���

�� ��� ������ $��% �����
 �� ��� ���
�%�! ��� 
��� �������� ���%
 ���
� �����
� ���

.���� %��������. x��

)��
 �����
 ���

��� "� �� �"
���� ���� ��� ���"�� �� /���
 �
 ����

����' ����� )�� ���� ���� (0, 0) ���


�� ��� ���� ��������% "' ��� �����%�� ��"�� �*���%�
 ��� ��0/��� ��
�� )�� ���� ���� ���

�����%�� ��"�� ������ �����
��� ��
��� �*���%�
 ��� ��
� �� ���� ���� ��� /���
 �
�� ,����

"� �� ������ ��	�� )��
 �����
 "��

�1



��� �� �� ���	
� ���� Cp 
� ��� ��
��
����
� �� � �
��� ��� ����
�� �������� �� ���
���
��
� ���
�� 
� �� ����	��� ����� 
� Cp� ����� ∂Cp 
	�� ����
��� �� ������ ������ �	�����
�	� �� ��� ��	�������� �� Cp ��� ��� ���� ���� (0, 0) ∈ Cp� ����� 
	�� �� � 

�

	
 ��
����� �	����� ��� ����� �� ��� �	�� � �
�	��
���

 �����
�� �� !�"�" #
�� ����� �	���� 
	�� ����
�� �� �������� ��
���
�
� ��� ��������
�
�
�������
���� ����� ��� ���� ����� �$	
�
��
�

(u−, 0), (0, 0), (u+ , 0).

��� ������ ��� (0, 0) 
� �����
��� 
� ��� 
����
�� �� ��� ���� ��� C̊p� ��������� 
� 
� ���	��
�� ������� ��
���
�
� ���
�� �� ��� ��������
�
� ���
�� ������� (u−, 0), (u+, 0)�

�	� �� %�

� !�"�& ����� ��� �� 
��� �� ��� ����'����� c+ �	�� ���� (u+, 0) ��� �
��
���
�
� ���
�� ��� ��
� 
� ��	� ��� �� 
��� ��� c− ��� (u−, 0)�

(�������� ������
 &�! 
� )����*"+ ������ ���� ����� 
� � 	�
$	� ���	�

c∗(ε) = −1

2

d

dw

(
g′(w)

f ′′(w)

)∣∣∣∣
w=0

ε + O(ε3/2) #!�!*�

��� ��
�� ����� ��
��� � ��������
�
� �������
�� ���� �������� (u−, 0) �
�� (u+, 0)�  ��
�
��� ������� ������ ,��� �������� 
� ��� -�� �� ��� ������ .�
�� ��� ��
� ���	
��� �����
��� �� �� 
��� ��� ���	� �� c �	�� ���� ����� 
� � ��������
�
� �������
�� ���
 (u+, 0) ��
(u−, 0)� #/��� ���� ���� ��� ���� ���
�� ��� �
��� �� �	���� ��,��� ����	�� q = f(w)−cw��

���
 ��
� �� �����	�� ���� ∂Cp ����
��� �� 
��

�� ����� �	����� ��� �
��� �� ��� ���
��������
�
� �������
���� ��� �� ��� ��
���
�
� �����

0� ��� ����� ���� ��� �$	
�
��
	
 (0, 0) 
� ��� ���� �$	
�
��
	
 
��
�� ���� �� ��� ��'

���
�
� �������
���� ��
�� ��
������ ��� ������ ����	�� ����� ��� ��� ��
���
�
� �	����
������ �� �������

������� ��
� 
� ���
�	�� ����	�� ��� ���� 
��
���� �
��� �� q = 0 ����
��� �	� �� ���
����
��� w > u+ ��� w < u−� ��
� ������ ���

�

��� ���� %�

� �
��� � ,���'����� �����
��
�� �� ��� �����
�� ������ ���� ��� �
��	���
����	���� ���	�� �� ��� ������
 �
���� ��� ���	���

����� ����� ��� T > 0 �� �����	 
��� ����� �
���� ε0 > 0 ���� ���� ��� ��� 0 < ε < ε0

����� �
���� � �������� ���� w ���� ������� ������ T 	


������ � ����� �� ��� ������ ���� w(0) = 0 ��� wx(0) > 0� ���� w(x) ��� �� ������� ��

��� ��������� ����

w(x) = φ(x) + o(ε) ��� x ∈ [0, x2 − ε log ε] ∪ [x2 + ε log ε, T ] #!�!&�

w(x) = ψ(
x

ε
, x2) + o(ε) ��� x ∈ [x2 − ε log ε, x2 + ε log ε] #!�!!�

����� x2 �� ��� ������ ���� �� w	 φ(·) �� � �������� ��

φx =
g(φ)

f ′(φ)
φ(0) = 0

��� ψ(·, x2) �� � �������� ��

ψx
ε

= f
(
ψ(

x

ε
)
)

+ φ(x2) ψ(0) = 0

!&



������ ��� ������	
� �� �����
� ���� ��� 
�	��� �	 ��� �����	 (0, 0) �	������� � ����
�����
����	� ��� ��� ����	
����� λ1/2 ���� ������� ��
�	 �	 �������	 ������� ��� � ���	���
���� �� λ1/2 �� ��
�	 ��

ν := ! (λ1/2) =

√
g′(0)√

ε
.

����" ��� �� ���	� ������ �� ��� ���� �����
����	 � ����	� �� ���	� 
�
�� �� ��
�	 ��

THopf =
2π

ν
=

2π
√

ε√
g(0)

.

#� ������� $	�� ���� T → ∞ ���	 ∂C �� ������
���� %� T �� � C2 ��	
���	 �	 C �	� �	
�����
���� 
�	��	���� �� �����	 ������	
� ��

ε < T 2 g′(0)

4π2
:= ε0

�� 
����� �� ��� �	��� ������ 
���� ������ �

!� �� ��	� �� ���
� �������	� ������"������� ��� ���� �� ��
� �� ���� � ����

0 < ε0 << T
g′(0)

4π
. ����&�

#� 	��� ε �� �� � ��� �� �� ���� �� ����� ��	�
���'� ��� �������� ��� (�  � ��&�) 
� ��
$	�� ���� ��� �������
 ������ 
�	 �� ���� �������� �� �����  ��� ��

*����
��" (�  � ��&�) �� ���
�� ���� wε ��� ���
��� ��� +����� #������ ���� �� ��	�������
�� ����� ��� �	� ���� ������
� ����� �� x1 = 0� #� ��	��� ��� ����� +��� ���� x2 �	�
	��� ���� w′(x)|x=x2

< 0 	�
��������� #� ���� � ���� ��� ��
�,����� c(ε) = 0 �	� ���
�
�������	� �����"������ ���	 �� ���� ����� ���� ��� 
����
� ��
�,����� �� �	 ��
� � ��� �	�
��	
� ���� 	�� ������� ��� ������� ����	�

#� ����� 
� ����	� ��� ���-�
���� �� (w(x), wx(x)) �	 x = x2 �	� ���� � ����

|wx(x)|x=x2
| >> ε0. ����)�

���� �� ������ �������� ��
���� �� ��� ���� �	 ��� 
���
� �� ε0� #� ��� ����� ���	� 
�����,
	�����

.�� �� �������	 ����)� �	� ����&� �� 
�	 ��� ��� ���� 
�
��� /��� �� ���
���� ��� �������	
�� �� ��� /��� ������ !	 ������� �� � ����
���	 ��� �������	 ���� 
�	
���� ����	�	������
�� � ε,	������������ �� ��� �	������  �	����� �� (u−, 0)� !	 ��
$���� �� � ����
���	 ���
�������	 ���� 
�	
���� ����	�	������ �� � ε,	������������ �� ��� ������  �	����� �� (u+, 0)�
���� ���� 
�	 �� ���
����� ��� �� ��	�
��� 0��	�12 �� ��� ���� �������	� ����3�� ���� ���
��
�������	 �	 �������

��� �	������  �	����� �� (u−, 0) �� ���	�
������� ������ �	 ������� �� � ����
���	� 4� �� ���
������  �	����� �� (u+, 0) �	 	�����
� �� � ����
���	� ���� �	 ���� 
���� ��� �������	 ��
��
�	 �� �� ��� /��� ����� �� ��� ���� �������	� ����5� ������� � 	������������ �� (0, 0)
����� ��� 	�� �� ���������
��� �� ��� ����  �	����� ����$� ���	6 ��� �� ������� $	��
���� w �� �������
" ���� ��� ��� �	�� ��
� ��  ��� �� (0, 0)� ���� ���
�� �������	 �������

#� 	�� ����� ���� ���� �� ��	� ���� ��� 	�	,+��� ��
�,������ c(ε)� �� �� �� �� �����
(�  � )�& �	 0����7&2� ��� ��  � ������ ���� ��� ��
�,����� c∗ ��� ���
� ��� ������
��	�


�		�
���	 ������	 u− �	� u+ �������� �����

|c∗(ε)| < σε

��



��� ���� σ > 0� �	� �
�� ���

��� 	�
�� ��� �	� �
�������� c(ε) �� �	� �������� ����� ��
������ �� �	� �
�� 
�������
���� 
� �� ��
������

��������	 
����� �	
� W u(u−) 
��� ��
�� �	� �����

γ(φ) := −f(φ) + ε
g(φ)

f ′(φ) − c(ε)

��� c(ε) < σε �	���
� W s(u+) 
��� 
���� γ� �	�� ����� �������� ��� c(ε) > σε�  ��
���
��� �������� ��
����� (w(x), wx(x)) ��������� �!�������


� �� W u(u−) 
�� W s(u+) 
�

����� 
���� 
 ���������
�� �

�� 
������� ���
�� �	� ������� �����

���� �	�� ���
���
�	
� ���
����� "#�#$% 
��"#�##% 	�
� 
� ��

 ��� c = c(ε)�
������� & ��
���� �	
� �� �
�� c(ε) �� ����� �� ���
���� "#�#�%� ������� �� ����� �� �����
�	
� ��� ���
� 	
�� �� �� �	����	 �	� �	�
� �
����� ������������ �� '	
���� ( �� ��
������

�

������ �	
	� � �������� ��	
������� �
 ��� �������
 ����� ���� �	 	�������	 �	�
��� �	

����� ��

w(x) =

{
φ(x − x2) +

[
ψ

(
x2

ε

)
− φ(−x2)

]
+ o(ε) 
�� x ∈ [0, x2]

φ(x − x2) +
[
ψ

(
x2−2π

ε

)
− φ(2π − x2)

]
+ o(ε) 
�� x ∈ [x2, T ]

"#�#(%

��

�	 ) ����
�* ���
��	�����
�� �

��

���� �	��� �	
� �	�� �� ����� �	� ��
��� ��� �	��
�� �	� �!�������

 ����������� �� ψ �� �	� ��
��� φ(x2) 
�� φ(2π − x2)�

�

�	� ��!� +���
 ���� �	� 
���� ������������ �� ����� 	������
����� �� 


 ���
���� �
���
�� ��� ���
���� �	��	 �� 
 ������ ����������� �� �	� ������������ �� T (w, q)� �	�� ����
�
����� �	� �
��� �� 
 ��

���� ������� �	� ,���� �� 
 ��
����� 
�� �	� ������ �� ��� ����
�
�
������

����

����� �	
	� ��� T �� ��������� ��� ����� ���� ����� ���	�	 � ε0 > 0 	�
� ���� 
�� ���

0 < ε < ε0 ��� ������� ������ T (w, q) ����	 �������� ���� ��� ������ �
 ��� �������


�����	�

��

�	 -� ��� �	� �����

 �� �	� �������� ����� w(x) ���
���� �� ���
���� "#�#$%� +�� ��

����� �� 	
�� ��� �������� ������ w1 
�� w2 ���	 ������ T1 
�� T2 
�� �	� ��������
�	
�

max
x∈[0,T1]

w1 =: α1 < α1 + δ1 := α2 := max
x∈[0,T2]

w2

��� ���� δ1 > 0� &� �� ��.����� �� ����� T1 < T2 − δ2 ��� ��.�����
� ��


 ε 
�� ����
δ2 > 0�

/�� �� �	� �
�� �	
� �	� �������� ������ 
�� ������ "+���
 #���0 �%% α1 < α2 ���
���
������
��
�

0 > min
x∈[0.T1]

w1 =: β1 > β2 := min
x∈[0,T2]

w2.

�	� ��
����� φ(x) �� ������ ���������


� ������� ���
���

φx =
g(φ)

f ′(φ)
> 0

#�



��� �� ��� ���	�
��� �
 f ��� ��� 
��� ���� ��� ���� �
 f ′ ��� ��� ���� �
 g �� u = 0 ���
������� ���� ������� ��	���������� �
 φ ��� ������������ �
 φ−1

�� ��� ��	�

T1 =φ−1(α1) − φ−1(β1) + o(ε log ε) ������

T2 =φ−1(α2) − φ−1(β2) + o(ε log ε) ������

��� ������������ �
 φ �������

φ−1(α2) = φ−1(α1 + δ1) = φ−1(α1) + (φ−1)′(α1)δ1 + o(δ1) > φ−1(α1) + δ2


�� ���� δ2 > 0 ���
−φ−1(β1) < −φ−1(β2).

��� �� ������� ����� 0 < ε �� ������ ��� ������� ���!������ 
�� ���� δ2 ����������� �
 ε�
�

��������� ��	�
 ��� T ∈ R
+ �� �����	 
��� ����� �
 � ������ �������� ����� ���� �������

������ T � ��� �� �
 ���������� �
 � �������� ���� �� �"�	

������ ��� ���!������ �� � ������ �����!����� �
 ��� ������������ �
 ��� T #���� ���
������������� �� ���� � ������ �����!����� �
 ��� ������������ �
 ��� T #���� $ ��������
����� �� ���#���������� �
% ��� ���� �
% ��� ���� T ��� ��� � 	�������& ����	���	�� '�� 
��
�
����� (���� )�) �� *�+�,)-� ���� ����� ���������� �������������

�

�� ��� ��� ��� �� ��������� �������& ��	�� �
 ��� "./ �"� �� ����& ��� �������� ������
����������� ������� �� ���� �������� �� ��������� ��� ����#������ �
 � 
������� u : S1 → R�

(�� �����
��� u : S1 → R ���� �� ��0��

z(u) := �{x ∈ S1;u(x) = 0}, ����1�

�
 ��� ���� ��� �
 u �� ��� ��������� �� ��0�� z(u) = ∞�


������ ��	�� ��� n ∈ 2N �� ������ ���� ����� ���
�
 0 < εn 
��� ���� ��� ��� 0 < ε < εn

����� ���
�
 �� �� �� 
���� ������ �������� ���� vε
n ���� ��� ��������

z(vε
n) = n.

������ /	��� �������& ��	� ���� n ����� ����������� �� � �������� �������� �
 ��� �������&
��	� �!������ ����� ���� ������ Tn = 2π

n �

2�������� ��3�1 ���	���� 
�� ��� ���!�� �
������� �
 � �������� ����� �
 ��� �������& ��	�
�!������ ���� ������

Tn =
2π

n
.

���� ���	�� ��� ��������

$ !��������	� ��
�������� ���&��� �
 ��� �������� ��������� ��� &�������� �� &�	�� �� ��&���
��)� ��� ������� �� ��� �������� �������� ��� ������� �
 �����% ��� 	������� �
�� �����
��� ��
���� �
 ��� �������& ��	� �� ��� �������

�)



z=8 z=10z=6z=4 z=12z=2 z=14

max(u)

1
ε

������ ��	
 ��
������ ����������� ������� �� �
� ���� ����������� ���������� �����
�� ��
�������� ����� ������� ���
 ���������� ������������

�

 
� ��������� �� �
�� ������� �� ������� �� �
� !���� ����" �� ��������� ��� �
� ��������
������� �
� !���� ����" i(u) ��� �
� ����������� z(u) �� � �������� �� ������ ���� u�
 
� !���� ����" �� �
� ��������� ��� ������� ���� �� �������� ���������� �� ��������� ��
�
� ������ ���������� �������# �� �
� 
$�������� ������� �� �� ���
�� �������� �� ����
��������� � !���� ����"�  
��� �
� ����������� �� ���� �������$ �����  
�� �� �
� ����
������ �
$ �� 
��� ������$ ���������� �
� ����������� 
����

%�� L(u) ��&�� �
� ������ �������� �������� �
�� �
� '() �'� �� ���������� �� �
� ��������
u# ��� ��� σ(L(u)) ������ �
� �������� �� L(u)� *� ������ �
� ��&������ ����� �� +!,-./
��� �
� !���� ����" i(u)�

��������� �	
	�� ��� ���� u ∈ Eε ∪ Fε ∪ Rε �� 	�
�� ��� 
���� ��	�� i(u) ��	 ���

����������	 
���� ��	�� i0(u) ��

i(u) := �{λ ∈ L(u);��(λ) > 0}

��	

i0(u) := �{λ ∈ L(u);��(λ) ≥ 0}.
���� � ������ ����������� �������	�� �����	��� �� ����� �������������

0� ����� �� �
� !���� ����" �� ���� � 
��������� ���������$ �������� u 
$��������# ��

i0(u) = i(u).

*� ���� � �������� ���� u 
$��������# ��

i0(u) = i(u) + 1.

,��� �
�� ux �� ����$� �� ������������� �� L(u) �� λ = 0�  
� ���� �� ������ 
$��������# ��
���� �� � ������ ����������# 
���� ux �� �
� ���$ ����������� �� λ = 0�


����� �	
	�� ��� 
���� ��	�� i ���������	� ��� ������ �� ������ �������� �����	�����

����� �� ��� �������� uε ∈ Eε ∪ Fε ∪Rε� ����� � ���� ��� 	�������� �� ��� ������ ��������

�������	 �� uε �� ���� �� 
��	 ������� ��� �������� ����� uε ��� 	�������� �� ��� ������

�������� �������	 �� ����� �� ��� 
���� ��	�� +1�

�1



����� �� � �	�
��
�	� ������
�	��	�� ������	 ��� ����� �	��� �	� ��� 	����� �� ����� �	
� �������	�

����� ������ ��� uε ∈ Rε ∪ Fε ����

i(uε) = z(uε) − 1. ������

��� uε ≡ u± 	� �
��

i(uε ≡ u±) = 0. ������

�� 
���� ����  ���� �� !��� "���� � ������ ���� ��	 �� ���	� ��� ����
�� �	 #$%&�'(
 ���� )��*

����� ������ ���

Ṫ = ∂αT

�� ��� 
����
���� �� ��� �����
� �����
 	��� ������� �� ��� �
����� �� ��� �����
�� ������

���� 
� �� ����
 ������ ���� ��� ����� ��
�� �� 
 ���
���� �� ������ 	
�� u �� ����� � 

��� �����	��� ���
�����!

i(u) = z(u) − 1 ⇐⇒ Ṫ > 0 ����+�

i(u) = z(u) ⇐⇒ Ṫ < 0. ������

	
��� �� ����� ������

&� �����	 ����  ���� ����, Ṫ > 0 ����� -����� ��� ������ ��.����� ���� ����+� ���
uε ∈ Rε ∪ Fε�
$�� uε ≡ u± �� ��� ��� ���� ���� �	 /����
 �������� ��.�	����� 
������� ��� ��.�	��	����	
�� ��� �����	. ��.�	����� λ0 ���.�	����� ���� ���.��� ���� 
���� ��� � ��.	0 ���� ��� 	� ������
���� ��	 �� ���	� �	 #1 ))( �	 1��
��� 20 ������� ��+�
3 ����� ����������	 ����� ���� λ0 = g′(u±) < 0 ���� ��	���	� ��.�	��	����	� 4�	�� i(u±) =
0�

�

��� 	��� ������	 ���� �

�- ��� ������� �	 ������	. ����� �� ����� ��� ��		�����	 
������
�	 ��� ���������� ��� ����� �	��� ���� 
��- � 5�- ���� �	 �����

��� ��� ��		��
��	 �
�����

&��� ��� ������� �� ��� 
������� ������	 �� ��� 	�� ����- �� ����� ��� ��		�����	 
������
�	� �� �������� ��� ��������� �� ��� .����� ����������

��� �����	�	. "������	 ��	���	�	. ��� .����� ��������� �� ����� �� ��� ������	. �����
��� ��		������  �� ��������� uε

a �	� uε
b �� ��� ������	. �� �����	 ����� �� ����.�	���

�"�������� �� �"�����	 �6� ���� ����� �	�����

i(uε
a) = a − 1 i(uε

b) = b − 1.

�7



�� ���� �� ���� 	
 ����� 	
 � ��������	�	� ���	� �	�� 
����� uε
a ��� ������ uε

b� 	��� 	
 �����
��	
�
 � 
����	�� uε(x, t) �	��

lim
t→−∞

uε(·, t) =uε
a(·, t)

lim
t→∞

uε(·, t) =uε
b(·, t)

����� uε
a ��� uε

b ��� �������	����� 
�	
���� � ��� 	�����	��� ���� 	
 k − (P)���������� �

�����	�� ����
� ��� ������� �
 k���������� ��
 ��������� ��� �
�� 	� �� !"# ��� ����� 	�
����$%�# ��� ����$%�# 
�� ��� &��'��� ��
�� �	������  ���� ��� ���
��' ���
����� 	�
�� �$(# � ���
	�� 
�� ��� S1 ��
� ��	�� �� �	�� �
�)

��������� �	
	� �k − (P)
���������� ��� uε
a, u

ε
b ∈ Eε ∪ Fε ∪ Rε� ���� uε

a ��	 uε
b �
�

�����	 k − (P)
�	������ �� ��� ��������� ���	��

z(uε
a − uε

b) = k

��
 ���� k ∈ N ��	 ���
� 	��� ��� ����� � �������� aε
c ∈ Eε ∪ Fε ∪Rε ���� ��� �
���
��

z(uε
a − uε

c) = z(uε
b − uε

c) = k ��	 *%�++,

max
x∈S1

uε
c(x) �� ��
����� ������� max

x∈S1
uε

a(x) ��	 max
x∈S1

uε
b(x). *%�+(,

��	
 ���	�� �
 k − (P)���������� 	
 ��� ��	�	��� 	�����	��� 	� ������' -�+ 	� �� �$(#
��
���	�� ��� �������	�� .��
�	��� ��	
 ������' 
����
 ���� uε

a ��� uε
b ��� ��������� 	
�

��� ���� 	
� ���� ��� k − (P)���������� ��� ������
 ���� � �	����	�� �
 k − (P)����������
��� �����	�� ��	��	��� �����
� 	� ��	
 ��
� ����� 	
 ������� �����	�� ���� uε

c ���� �����

��� �������	��� /
 �����	�� ���
 ��� ������ ���� ��� 0��	��	��� �
 �	�����	
'1 
����
 ����
��� ��� 
����	��
 uε

a ��� uε
b ��� ���������� �� �
� ���
� ��
���
 �� ����� ��� 
�����	��

������� �	
	� ��� uε
a, u

ε
b ∈ Eε ∪ Fε ∪Rε ���� ��
�� ��	���� i(uε

a) = a − 1 ��	 i(uε
b) =

b − 1� ���� ���
� ������ � ����
������� �
��� ���������� uε
a ��	 uε

b� ���� � ����
������� �
���

���� ���
�� uε
a ��	 ��
��� uε

b ��� ��	 ���� ��� a > b�

�����	 ��� 0���� 	
1 ��
 ������� ���� ������ �� 2����� ��� &���'��� 	� �2&!3#� ���

����'��� ��� �� 
���� 	� ����
�� � �� ���� 4� /� 	
 � �	���� ���
�.����� �
 ��� 
��� ����
��� �� ��� 5���' �������� �
 ��� ������' ��� 6������'��� ��� ���� ���� ����� ���������	�

��� 
� ���
 ��� 2��
� 	�����

��� ��� 0	
1 ���� �� ���� �� ����� k − (P)���������� �
 uε
a ��� uε

b� ��� ��� ��
�����	��
�	�
 	� ��� 
��� ���� ��� ��'��� �
 6���
 �
 ��� �	7������ �
 ��� �����	�� ����
 	
 �	��� ��
��� '	�	'�' �
 ��� 6������'���
 	��	�	������� /� ����� ����
� �� ���� 
�� ũ, û ∈ Fε ∪Rε

��� 
�����	�� �����	��)
z(ũ − û) = min{z(ũ), z(û)}. *%�+4,

��	
 	
 ��� ���� 	� �������� ��� � �	���� ���
�.����� �
 ��� 
��� ���� 	� ��� 
	����	�� ���
���	��	� ���	�
 �
 ��� �����	�� ���� �.���	�� ��� ��
����

&�� �

�'� aε
c ∈ Fε ∪Rε �	�� ��� ��������

z(uε
a − uε

c) = z(uε
b − uε

c) = k ��� *%�+",

max
x∈S1

uε
c(x) 	
 
��	���� ������� max

x∈S1
uε

a(x) ��� max
x∈S1

uε
b(x) *%�+3,

%3



z = 8 i = 7

z = 6 i = 5

z = 4 i = 3

z = 2 i = 1

z = 0 i = 0

������ ��	
 ����
���� �� 
����
����� ������� �������� ��� ������ ����� ��� ����������
���������� �� ����� ����� i ≤ 7�

�������

��� �� ������� �� �! ����� �� � ������ �������� ���� �� ��
� ����"������ k ∈ 2N0 ���
#��� ��� ��$
�����% ����� ε > 0� ���� ���� �� 
��
���� ����

a �= k �= b

��������� uε
c = uε

a �� uε
c = uε

b�

&� 
��� k > b �������� '�� () �� ��������� *��
�+ �� ���� ��
�������% k < b� ��� �� ���
������ ,��,���% �� �������� ����� ���� ��,���� maxuε

c > max uε
a,b+ ���
� �������� '�� -)�

���� uε
a ��� uε

b ��� ."'P)"��/�
��� ��� ��������� 
����
����

&� 
��� uε
a ∈ Eε �� uε

b ∈ Eε ��� ���� �������� ���.�+ ��� ���� ,��,������ ��� �������
��
���� �� ���� 
��� ua �� ub �� 
��������

�

���� %����� ���� ��� �������� ��� ������ ����� ��� 
����
��� �� �������� ��� ������ �����
���� ����� ����� ����� ��� �� u ≡ u±� 0 ��,����������� �� ��� 
����
���� ����
���� �� ���
������ �����
��� ��� ��� �������� ��� ������ ����� ��� ����������� ���������� ���� �����
����� i ≤ 7 
�� �� ����� �� ������ ��	� &� ��� #���� ��� ������ ����
��� ��� ����
���� ��
��� 1�� �� ��� �����
����

2��� ����� �� ���������� �� ��� #���� �� ��� ��
� ���� ��� 
����
����� ������� ��������
�� ������ ����� ���. �� �� ���% ���� ���"������������ ���� �� ��� ��� 
���3

&� �� � 
�����
�� ������ �% *���% 4*��5	6 ��� 0������� 40��5(6 ��� 7������ �������%

���������+ ���� ��� �������� �������� W u(u1) �� �� ����������� u1 ��� ��� ������ ��������
W s(u2) �� ������� ����������� u2 �������
� ������������% �� ��� �������


W u(u1) ∩� W s(u2). '�� 5)
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������ ��� ����	
������ �
 �����	 ��
�� �	 ��
 ������� �����
����

������	� ����� ��� ����	�� ��	� ���� �� 
	��� �� ������� ���� ��� 
��� �
 �	�� �� ��� S1

��
�� ���
� ��� �����
��� �� �� ����	
������ �
  ���� �� ��� ��!�	���� �� ��� "�	
� ������

�� ��� 
��	�� ��� ��� ��	 ��� #��� ���� �� ��� S1 ��
� �$������ %&�'() ��
 �� �� 
	�
�	��
����	
	����� *� ������ ��� ���� ���+�����
����� ���������� �������� ��������� u1 ���� u2

��� ��	 �� u2 ��
 �� �� 
	�
�	�� 
������� �� ���� ��
��

 ���
 �� ��	� ������ �� ,������ ��-�

.���	 �� ���� 
����� ��� ���������� 
	����� �� ���	����� � ��� ���� ��	 ��	 �����
�
/

��+���	����	
 �� �	��	 n�

�� ���� ��	���� 
��� ���� ��	 
�
����� ε ��� ���	����	 �� ��� 
�	������ �$������ ��
 0����
�����
���� ������	 ��	 
���� ε ��� �����
��� ������
 ��	� ��	 �� *�� ���� �� ���	������ 

��+���	����	
 �
 ���� �� ���� ���� �� ���
���	 � ��� �����
����� 
�	� �� ��� ����� ���	����	
���� �� ����
�� ��� ��� ����� ε → 0� *�� ����	 ������� � �
 ���� �� �� ��� ���� �� ����
���� ��1������
 �	�
�� �	�� ��� ����	 ���� �� ���  ����� ���	����	2
 �����
��� �� ���
 ������

��	 ��� 
�	������ ���	����	 �� ��0�� ��� 
��+���	����	
 �� �	��	 n �
 ��� 
�	� �� ��� �����
���	����	 ���� ���
�
�
 �� ��� ��� 
����� ���� ����
 �$�����	�� ��� ��� 	������ ����
 ����
3�	�+�����	 ��

 �	 �$��� ���� n ��� ��� ����	������� �	���
 ������� ���
� ��4���
� #���
���� �� �	��	 �� ���� ���
����� �� � 	������ �	 �	�3�� ���� 
������� ���� 3�	�+�����	 n�
ε ��
 �� �� 
�1������� 
����� ����	��� �� *���	�� &�'�5�

��������� �	
	� ��� n = 2α ��� α ∈ N ��	 
�� εn �� �
������
� ���

� ���� �� 	����

��� 0 < ε < εn�

• Eε
n := {u ∈ Eε; z(u) ≤ n} = {u ≡ u−, u ≡ u+}�

• Fε
n := {u ∈ Fε; z(u) ≤ n}�

• Rε
n := {u ∈ Rε; z(u) ≤ n}�

• Hε
n := {u ∈ Hε; limt→±∞ u ∈ Eε

n ∪ Fε
n ∪Rε

n}�

���� ��� ����� 	���������
 �
���������� �� ��	�� n �� ��� ������
�� ��
����� %6) �� �����

��

Aε
n := Eε

n ∪ Fε
n ∪Rε

n ∪Hε
n. %&�'5)

7� �
 ����������� ����	 ���� ��� 
�����	����	
 �	� ��������� �� ���� ����	 ��	 ���	��
�� n�
7� ����	 ��	�
 �� ����

Aε
n ⊆ Aε

m ⇔ n ≤ m.

�� �	� &�8 
���
 ��� 
��+���	����	 �� �	��	 n = 8/ Aε
8�

�	�� 9�0������ &���' ��� *���	�� &���& �� �
 ����	 ���� Aε
n �������
 ��� ��
����� ��������


W u(uε) �� ��� ����
 uε ���� 3�	�+�����	 z(uε) ≤ n� :� ��� ����	 ���� �� uε ∈ Aε
n ����

uε ��
� �� ��������� �� ��� ���
�	� �� 
��� ��
����� �������� W u(ũε) �� �� �������
ũε ∈ Fε ∪Rε� ;� ���
�	������ z(ũε) ≤ n ��
� ����� *��
 
�  �
�
 ������	 ��
�	�
���� ��

&5



��� �������	�
��	� Aε
n�

Aε
n =

n⋃
m=1

{W u(uε);uε ∈ Fε ∪Rε, z(uε) = m} ∪ Eε
n 
�����

=

n⋃
m=1

{W u(uε);uε ∈ Fε ∪Rε, z(uε) = m}

= {W u(Fε
n ∪Rε

n)} .

���� ���
	������ 
���	�� �� ��	� ������� ��
���� i(uε) = z(uε) − 1 ��	 ���	� 	������� �	
�	���� ���� �� �  �������� 
��
����

dimW u(uε) = i(uε) = z(uε) − 1

��� ���
�

dimAε
n = n

��
���� ��� ����� ���� ����� ��	���� ��	 
�� �� ��	� ���	���� �� S1 
��� ����	� ��!�"��
#� �� � ����	� ���� �� ��
�

Aε
n =

{
W u((Fε

n ∪Rε
n)\(Fε

n−1 ∪Rε
n−1))

}
.

$� �� ��� �	��� ���� ��	�% ��� �� �� ���� � 
����&���
� �� ��� '�	���( ��� �	���	�� �� ���

���	�
��	�

#� ��� ��)� ��
���� �� ���� ���� �� ���	���� �� ��� 	������� 	������ 
��
�	���� ��� ����	����


�&������� ��� �������� ����	� �� �� �����  �	� 
� ���
����% ��� ��� ��	�
��	� �� ���

������ ���	�
��	 �� ��	� �� ���	�

��� ��� ����	
��
� �����
��

#� ��� ��������� �� ���� �	����� ��� 	������ 
��
�	���� ������ ���	�
��	� �� �
���	 ����	����


�����
� ����� *� �� ��� �	������ ��
���� �� ��	�����
 �&�������% �� � �� ��� 	������ �	��

������ ���� ��	 ��������  �	� ����	�� �&�������� +���	������� �� �� ��� ���	���
� �  �	�

����	�� �&������ ��
� �� ut = h(u, ux) ��	� ��
���� �� 
���	��� �� ��� �	������ ��
�����
�� ��� ��	�����
 �&������% ��� ��	�
��	� �� ��� ���	�
��	 ��� &�������� �� ��� �)�����
� ��

���&�� ��������� 	��� �� ��� ��
� ���� �� �	� ������������� � �����
� ��� ��� ��� � 
� �

������� ����	�� ����	����
 �&������� ,���
����� ��� 
����)��� �� f �� � -�� �����	�� $������

����)��� ���� �� ��� 	������ �	������� ����� �	��� ���	���	� �� ���� ����� ��� 	������ ��	

�&������ 
.� �������	 ���� ���� ������ 
./�%
.�� ��� 
.!��

(� � �� ��� ����	� � &����� ���� �� �	����� ��	 ��� 
��� ���� g ��� n ��	�� ��
���� ��
u1, . . . , un� #� ���� 
��� �� 0��� ��� n = 3 ��� u1 = u−% u2 = 0 ��� u3 = u+�

����	� �� ����������� ��� &������� �� ������ ���	�
��	� �� ���� �� �����	 ��� &������� ��
�)�����
� ��� ���&������ �� ���������� ��� ������� ����� �	���� 
1��
�� �	���� � �� 
.�


�� �� ������ �� ���  ����� �� 
��	�
��	����
�� ��� 
�����
�� �������� u(x, t) �� � �������

�������� u(x, 0) =: u0(x) 
�� �� ���
	���� �� ��� ��������� ����

u(χ(t), t) := �(t)

!�



����� �, χ ��� �����	 
��
 	���� 
�� 
�������� ����

χ′(t) = f ′(�)

�′(t) = g(�)

χ(0) = x0

�(0) = u0(x0)


�� ��� x0 ∈ S1� ��
��
���
��� ���		���� 	���
���	 �� ������� ���� ���	
 
�� ���
� 
���� ���	
�	 ���� 
��� 
�� 
�� 	�����	
 ��		���� ��	� ����� g ≡ 0� f = 1

2u2 ��� u0(x) ∈ C∞� ��
	�� 
��	 ���  �	
 ��	 
� ����	� �� ���
��� �����
��� ��
� 	�!����
�� ����� ����
��� 	����
	��������� "� 
��
� �
 
�� ����
��� 	���� �� 
�� ���
��� �����
��� ������	 ����� 
�� 
��� ��

� ����� � ���#�� ���		���� 	���
��� ���	
	 ��� ������ ����
������ 	�����

$��		���� 	��������
� ����%	 ���� ��� 
� 
�� ����������
 �
 	���%	� &
 
�� ����������

����
 �
 � 	���%� ������
���	
��	 ���
 ���� �
��� �� � ���
� ������ "
 ��
� ������
���	
��	
���� 
� �� ���
����� 
��� ����� ��
��	��
 �
 
��
 ����
 
���	���	����� ��� 
� 
�� �������
�
�
 f 
�� �����	 �
 � �� ��
� ������
���	
��	 ��'�� 
��� ���� �
��� �
 
�� ��
��	��
��� ����
�
(���� 
�� ���		���� 	���
��� �������	 � ��	���
����
� �
 
��	 ����
 	� 
��
 
�� 	���
��� �	 ��
���
������ ��
 ��'����
����� �
 
��	 ����
 �	 �
 ����� ���� 
� �� �� � ���		���� 	���
����

(������� 
���� ��� ���% 	���
���	 
�� 
���	 �

�� ���		���� 	��������
� ��	 ������� �
	 ����
�
�� ��
��� ���% 	���
���	 ��� ��	 
� ���
���� ��
� 	���	 �
 
�� ��'����
��� �#��
��� )(*
��
� C1 
�	
 
���
���	 ��� ��
����
� 
�� �#��
��� ���� 
�� ����� ������� & ���% 	���
���

��� �	 ������ �	 � 	���
��� 
��
 	�
�	��	 
�� ��	��
��� �#��
��� 
�� ��� C1 
�	
 
���
���	�
	�� �#��
��� )+�,-*�

��
��
���
��� 
�� ���#����		 �
 	���
���	 �	 ��	
 �� 
��	 �����		� "� ������� 
���� ��� ����
���% 	���
���	 
� 
�� 	��� ���
��� �����
���� �� �������� 
��	 ��	
���� � ����
����� ��
����
�����
��� ��� �� ����	��� 
��
 	�����	 ��
 � ���#�� ���% 	���
���� ���	 ���� ������	 
���

�� ���	���� ��
���� �� 
������������	� ��
���� �����
���	 
�� ���������� ������� ���	
�� � ���% 
�������% ���� ��	
 ���	������ �� .�����
 /.��012 ��� 3��4�%�� /3�152�

6� 
����
��� ����� �� ��
���� �� ����		���� 	���
��� �
 
�� ���������� ������� ��� )(* ��

�� 
�������� ����

��������� �	
	� �� ���� u ∈ BV ([0,∞) × S1, R) �� ����	
� 	� ��
������� �	����	� 	�

������	� )(* �	 ��� ������� �	�����	� u0(x)

• �� u(x, 0) = u0(x)�

• �� �� �	���� ������	� )(* �� ��� ���� ������∫
S1×R+

[uϕt + f(u)ϕx − g(u)ϕ]�x�t = 0 )+�,-*

�	� ��� ϕ ∈ C1
0 (S1 × R+, R)�

• ��� �� ��� ����	
� �	�����	�

u(x+, t) ≤ u(x−, t) )+�,+*

�	��� �	� ��� t > 0�

7-



���� u(x+, t) ������ �	� �
�	� 	���
 u(x−, t) �	� ���� 	��� �
�
� �� u 
� x �� �
�� t ���
BV ([0,∞) × S1, R) ������� �	� ����� �� �����
��� �
�	 ������� ���
��
�� ����
�� ����
[0,∞) × S1 �� R�

��� P �� �	� ��� �� ��� ����
�
��� P = {x1, · · · , xnP
}� �	�� �� ����� �	� ����� BV 
� �	�

������
�� ����

BV (S1) :=

{
u ∈ L1(S1) : sup

P∈P

nP−1∑
i=1

|u(xi) − u(xi+1)| < ∞
}

. ���� !

"������ #"��$%& ��� �����
 ��� ��� ���� ������� 
�
�
�� ����
�
��� �L∞!
 '��(	)�� #'�%*&
���� ���� �� ����� �	� ������
�� ������ �� �	� �+
������ �� �����
����

����������� 	
�
	 �� ���� ��	
�� 
��� 
�� ������ ����	�� �� ����
��� ��! ��������� �

������ ��
���� ��	�
��� u ��
� 
�� ������
� u : (0,∞) → L1 �� ���
������ �� 
��� ��


u(·, t) ∈ BV (S1) ��� ����� 
��� t > 0�

�	������� ��! �����	�� �
�	 �����! ������ � ���
,�� �� BV (S1)� -� ������ �	�� ���
,��
��

Φh : BV × R
+ → BV

u0, t �→ Φh(u0, t) := u(·, t)
�	��� u 
� �	� ��
.�� ������� �����
�� �� �	� 
�
�
�� ����
�
�� u0�

/��� �	�� '��(	)�� ������ �	�� �	� 
�
�
�� ����
�
�� ���� ��� 	��� �� ����� �	� �������
����
�
��� -	��� �	� 
�
�
�� ����
�
�� 	�� ��01����
 
��� u(x+, t) > u(x−, t) ��� ���� x

�	��� 1���� ��� 
����
����� �����	���� �� � ��������
�� �����

2� ����� �� ������� ���) �����
��� �����
����� �	� ���
�� �� �	�������
��
�� 	�� �� ��
�������
���� 3������
��� �	�������
��
�� ���� ���� 
��������� �� 4������� 
� #4��%%&�

�
������� 	
�
� � �������
 ����� x = χ(t)� 
�!��
 �� 
�� ��
����	 [a, b] ⊂ R �� ��		�
 �

"�����	���
 ������
����
�� �������
�
 ��
� 
�� ��	�
��� u �� ��! �� �
 ��
��!�� 
�� ������	�
�

χ̇ ∈ [f ′(u(χ+, t)), f ′(u(χ−, t))]

��� �	���
 �		 t ∈ [a, b]�

-
�	 �	
� ����
�
�� 
� 
� ����� �	�� �������
��� �	�������
��
�� ��
��
�� �
�	 �	� �����
���
�	�������
��
�� χ(t) ������ �����
 �	�� �	� �����
�� 
� �
5�����
����� 6� ��
��� �� ���0
�
5�����
��
�
�� �� u 
��� �� �	��)�
 �	� �������
��� �	�������
��
� 
� ���� ��.�
��� �� ���
���
χ′(t) ∈ [f ′(u−), f ′(u+)] �	��� u− ��� u+ ��� �	� ����� ��� ����� ������ �� �	� �	��)
�� χ(t)� 7
�
���� ��� ���� �� �	�� 
� #7
88& �	�� �	��� 
� �� ����� ��� ������� ��� ���
���)���� �	�������
��
� �	����	 ��� ��
�� (x, t) ∈ S1 × R

+�

2� ����� �	�� �	��� 
� � ��� �� ������� 
� ������
�� ������� �	�������
��
��� �	�� �	
� 
�

� ���� ��� �	� ���� 
� �	��� �� � ������
�
�� �� �� ����� 
� #7
88&�

����������� 	
�
� ��
 χ : [a, b] → R �� � "�����	� �
 ������
����
��� #��� 
�� ��		����"

��	
� ��� �	���
 �		 t ∈ [a, b]$

χ̇(t) =

{
f ′(u(χ(t)±, t)) �� u(χ(t)−, t) = u(χ(t)+, t)

f(u(χ(t)+,t))−f(u(χ(t)−,t))
u(χ(t)+,t)−u(χ(t)−,t) �� u(χ(t)−, t) > u(χ(t)+, t)

. �����!

 �



������ χ̇(t) �� ���	��
� ��
��� ���� �� ��� �������� �� ������� �� ��� ��
����� u(x, t) ����
������ � ����� �� �������� x0 ���� ��� ����� ����� �� ����� �� ��� ����������������
��������� ��� ����� ������

cshock =
f(u(x0+)) − f(u(x0−))

u(x0+) − u(x0−)
. ���� !

"� ����������� ���#��� ������
���� ��������������� ��� ��� ��������������� �� �
������
 ��
��
����� ��� ������ �� ������� ��������������� �� �$�������%

��������� �	
	
 � ����������	��� 
� ��� �������
 [a, b] �	 ��

�� �������� ��

u(χ(t)−, t) = u(χ(t)+, t) �
� �
�
	� �

 t ∈ [a, b].

"�� ��� �� ����#��� ��������������� ������� � ����� (x̄, t̄) ����� � �����
 ���#��� ���

• ������
 �������� ����������	��� χ−(t; x̄, t̄) ��� ���

• ������
 �������� ����������	��� χ+(t; x̄, t̄)�

"�� ���������� �� ��������������� ���� ��� �� �$�������� ��� �� ��� ��$$������ �� ��� ��&�
������������� '�� ������ #� ����� �� (����$��) �����
� *(��++,� -� #�

 ��� ����� ����
�� ��
��� ��

�#��� ��������

���
������� �	
	� ��� (x̄, t̄) ∈ S1 × R �� ���������� ���� ��� ������
 �������� �������

����	��� χ−(t; x̄, t̄) ��� ��� ������
 �������� ����������	��� χ+(t; x̄, t̄) ��� ��������

���
������� �	
	� ������� ����������	���	 �����	��� 
�
� �� ����� ��� �
���	� ��������

����������	���	 �
 �
� �����	��� �� �������
���

-� ��# ������ ��� ��������� �� ��� �&������� �� �
���
 ���������� ��� �	������ ��!� '�� ���
��
� *'�. , #��� ��
� �� ����
� ���� 	������� ��� ��� �������
�� ��
���� 
�#� �� /.. � 0�
�� ��� ������
�� ����� ������������� �� g �� ��� ��� �� ��� �&������� �� � �
���
 ���������� ��
��������

� ���������� ���� ��
������ ���� ������� �� ���#��� ��$�� �1��� ���� �����&���
�� f ��� ��� 
����� ���������� �� ux �
����� ��������� ������������� �� f ′(u)ux�!

���
������� �	
	�  !�� ��� "�
�# �		���  "$#�  "%# ���  "&# �

�� ����

A0 :=
{
u0 ∈ BV (S1) : Φ0(u0, t) ���	�	 �
� �

 t ∈ R ��� �	 �
�����

}
����2!

�	 ��� �

��
 �������
� 
� ��! �� Lp(S1)� �
� ��� p ∈ [1,∞]� ���� �� �	 ��������� ��� �������	

�
����� 	��	 �� Lp(S1)�

"��� ����
�� ��� �&������� �� A0� -� ���� �� ��� ��������� �� ��� �
���
 ���������� 3���
����
� ���� #����� �� ���� ��� ��� � ���� �������# ���� ��� 
����� ����
�� #� ����� ��
�4������� *����.+,�

5�����
 ������� ������ 6������7 8����&��� ���� ����
�� ��� ��� ���
�� ��
���� 
�#�� 5�� ���
�&�$�
� '�� ��� ��
� *'�.9,� 5��������� *5��.+, �� :��������
�� *:��.�,%

99



����������� 	
�
� ��� t → ∞ ��� ���	
��� �� ��� 

��� 
�
�
� 
� � �����
��	� ���	
���

u ≡ ui ��� ���
 i ∈ {1, ...n} �� �
 ����
��
� 
� � ��
�
��� ���
 ���	
���

u(x, t) = v(x − ct)

��
�
 
�
 ���
���

� c ��� ���� 
��
 
�
 ���	
� c = f ′(u2i) ��� i ∈ {1, · · · , n−1
2 }�

�� ��� 	
�� 
��� �������
c = f ′(u2) = f ′(0) = 0

���	� ��
�� 
�

 
�� �
��� 
�� ������ �
���� ������� 
�� ���
��	
��� �� ������

 
���
�
���
��	
��� 
 	������

� 	�
��� x �→ x − ct 	
� ������ 
�� �
��� �� �
�� �
 ��


� 
�
��� ��

��� ����� ��� 
�����
���� f ′(0) = 0 = g′(0) �� 
 	������

� ���
�� �� ���	� 
�� �
���
�������

 �� ����
� ����
���� 
 
������ �����
� 
� !�"�# ����� 
��� �� �
	��
�� 
���� $��� ��
��

� 
 ���	���
��� �� 
�� ����
� 


�
	
�� A0 
� 
�� ����	

��� �� 
�� ���������� �
�
��
�


��� 
�� ������ �
��� 
�� ��
���	����	 	����	
���� ��
���� 
�� 
���� ��%�	
� �����
� 
�

�� �
�
����	 	
��� &���
���
��� 
�� �������� �
��'������ �� 
�� ��


��� �
��� 
�� ����� 

�������

 �������� 
�� �����
���� �
�� �� 
�� �
�
����	 ��	
��� �� �����

• E0 
� �� 
�� ��
 �� ���������� �(�������
 �� ���)

• F0 
� �� 
�� ��
 �� ������ �
��� �� ���)

• R0 
� �� 
�� ��
 �� ��


��� �
��� �� ���)

• H0 
� �� 
�� ��
 �� ��
���	����	 	����	
���� ��
���� ��%�	
� �� E0� F0 
�� R0 ������
�� 
�� �
�� �
� 
� �� *�	
��� !�! �(�

��� �!�"��

$��� 
�� ����
� 


�
	
�� A0 �� ��� 	
� �� ���	����� 
�

A0 = E0 ∪ F0 ∪R0 ∪H0. �!�+,�

�� ��� 	
�� �� �
�� R0 = ∅�
�� -*��#". *����
�
�� �
� 
��� 
� ��

�� 
�� ���	���
��� �� 
�� ��


��� �� ������ �
���� ��
������ 
�

 ��� 
�� �������� �
�� ����� c = f ′(a2i) 
�� ��� 
�� 	����� ��
 Z ⊂ S1 
����
����
� 
 ���(�� ��


��� �
�� uZ ��
� 
�� ������
�

Z = {y ∈ S1 : uZ(y) = u2i}.

$�� ���(������ 
�
��

�	
��� ������ 
�

 
���� 
�� 
�� �
���� ���	�� ���� 
�� 	����	
���'
(���
��� ���
����

 �� 
��� �
 �� 	��������
 
� ��
����	� 
�� �
� Z(·) 
�

 
������ �
	� ���	
��� u : S1 → R

�
� ���� ��
/
Z(u(·, t)) := {x ∈ S1;u(x, t) = u0 = 0}. �!�+0�

$��� ��
 ��
�� 
 ��� ���� �� ������

����� ���	� ��


��� �
��� 
�� 	����	
�� 
� �
	�
�
��� ���� 
��� �
�� 
�� �
�� �
��'������ 1�
� 
�



z(u) = �Z(u).

2+



�� Z(u) �� ������	
��
 �
 �
��
 z(u) = ∞�

�� 
���	��� �
 �
��

uZ := u ∈ F0 ���� 	�
	 Z(uZ) = Z

	� �
 	�
 �����
 ��	
	��� �
�
 ��	� �
�� �
	 Z�

�
� 
�� �
�
 �
�
 
��
 	� ���� �� ��
��
� ��� �� ���� ! 	�
	 �� 	�� ��	
	��� �
�
� 
�

����
�	
� �" �
	
�������� ����	�# 	�
� 	�
 �
�
� ���	 �
�
 	�
 �
�
 �
����	"� $��
��
�#
�� �
	
�������� ����	� ����
�	 
 �����
���� 
���������� u ≡ uj 
�� 
 ��	
	��� �
�
 ��	�
�%

� f ′(u2i)# 	�
� |j − 2i| = 1�

&� 	�
 
		�
�	�� 	�
 �
��'����
� z �
�
"� 
���� 	�
(
�	���
�# 	��� �� 
 �����
	
 )"
%����
����	���# (��	 
� �� 	�
 %
�
����� �
		����

�� *��� +��
�	�
�� �
� 
��
 	� %���
 	�
	 
 �
�
��
�" �����	��� ��� 
 ����
�	��� ���� 	�

��	
	��� �
�
 uZ1

	� 	�
 �
�
 uZ2
�
�

Z2 ⊂ Z1. ,-�.�/

�0�	
���� �
� 
��
 	� ���� 	�
	 	�
 
���
 �����	��� �
� ��	 ���" �
�
��
�" ��	 
���
��1��
�	� ���� ���
� 	�
 ��������� %��	��
 �� 	�
 �	���	��
 �� 	�
 ����
� 
		�
�	�� �� 
��
	���
,�/# ����
���
� �� 	�
 	��

 ��
��
�� 2# 3 
�� 4 �� ��

���!5

������� ��	�
� �������� 
� ��� ��� �������	 
��� u−∞ �
��� ����� 
����������� ���

���� 

��
 ������� u−∞ �� �
� 
���	����� ������ u ≡ u− ��� u ≡ u+�

������� ��	�

 �������� �� ��� ��� �������	 
��� u+∞ �
��� ����� ��������� 
������

������ ������ �
�� ������� �
� ��������� 
���	����� �������� u ≡ u0 = 0 �� u+∞�

������� ��	�
� �������� �� ������� �
�� ��� �
� �������	 
���� u−∞ ��� u+∞ �
�

��������� Z(u∞) ⊂ Z(u−∞) 
����� �
�� �
��� �� � 
����������� �������� �
�� �������
��

u±∞ �� �
� ���� t ����� �� ±∞�

��
�
 	��

 ��
��
�� �� %�����%�
 
���� 
 ���� �
����%	��� �� 	�
 ����
�	��� %����
� ��
	�
 ����
� 
		�
�	��� �0�	
���� ����� 
�
� 
6%����	�" ����	���	 �
	
�������� ����
�	���� ��
	�
 %�
�
 �%
�
# ���
�
� �% 	� ��� 	�
�
 �
� �

� �� �
���	 �� 	�
 �����
�
�� �� 	�
�

����
�	����� ��
 �
6	 �
�	��� ���� %�����
 
 ���	 �
���	 �� 	�
	 ���
�	���� ���	�
����
# �

���� %�
�
�	 ���
 
6
�%�
� �� ��� 	� ����	���	 
6%����	�" ����
� �
�
� 
�� �
	
��������
����
�	�����
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 �������
 	��� �
�	��� �" �
����� 	�
 ��	��� �� ���'
		�
�	��� �� 
 �����
� �
" 	� 	�

%
�
����� �
		����

��������� ��	�
� ��� n = 2α ��� α ∈ N� �
�� 
� ����� 

• E0
n := {u ≡ u+, u ≡ u−}!

• F0
n :=

{
u ∈ F0; z(u) ≤ α

}
!

• H0
n :=

{
u ∈ H0; limt→±∞ ∈ E0

n ∪ F0
n

}
�

� 



���� �� ����� ��� 	
��
���
���� �� ����� n �� ��� �����	�
�� 	


��� 

� ��� 	�

A0
n := E0

n ∪ F0
n ∪H0

n. ������

�	
� �
 
� ��� �������
� 
���
�� 
� 

 ����� ���� ��� 
	�����������
 ��� �����
��� 
� ����

������ ����� �� ����

A0
n ⊂ A0

m ⇔ n < m.

�� � ��
� ������ 
� 
���
 
������ �� ������ ��� � ������
� 
	�����������
 � A0
n ��� ���

A0
α� ������� 
� ��� ��!� 
���
�� ��� 
� "������ # �� �
�� 
�� ���� ��

 ��$�
 � ��� �%


��
�� &���� #���� �
��  
��� ����

lim
ε→0

(Rε
n ∪ Fε

n) ⊂ F0
n


� ��� 
��
� �% 
��	�
��
�

' ������ �� ��� ��
��
��
�� �% 
	�����������
 
� ��� �������
� 
���
�� �� ���
��� �� ������

���
�� �����
�����
�� �% A0
n 
� ����
 �% 	�
����� ���
%���
� (
�� ��� 
��� ���	������
��

�
 %�� �)	��
�� ���*�� �� �����	�� ����

A0
n =

α⋃
β=1

{
W u(u0);u0 ∈ F0, z(u0) = β

}
∪ E0

n ����+�

=

α⋃
β=1

{W u(u0);u0 ∈ F0, z(u0) = β}

= {W u(F0
n)} .

,�� �% ��� ��
	��
 
� ��� %�����
�� 
���
�� �
�� �� dimA0
n = n� ��
�� -	
�
��
 ��� �����
���

.���
�
�� ����+# �!��
�
�� �!��	��
 %��/�� ����
 v ����� ��� /��� 
�� Z(v) 
���	��
 �����

�������
� 0��
� 
��	�
��
 �� ��� ���� � ��	�������� 
� ��� �������
� �)	��
��� � �����
��

���� �% ��� �������
� �)	��
�� ���� ���

��
 �� � ����� 
������� ��
 �� �� 
����
���� /����

0�� ��
� 
���
�� �% ��

 ������� 

 ������� �� ��� 
�	� �% ��� 
	�����������
 A0
n� 0������

��1�+  
���
 ��
	��
 �� ��� ���������

��
�� ��� ��� �
���

�� �% ��� A0
n2 ��������� 
�

�����
 	�
)	���

 �% 
��� ��������
�
�
 
� A0
n� 0������ ��1�+ 

 ��� ��
� ��
	�� �% ���

����� ������� ��� ��� �% ��� ��
� ��
	��
 �% ��

 �


�����
���

��� ������	��
��	
�
� ��� A0
n

'�%��� �� ����� ��� ��
� ������� �% ��

 
���
��� 0������ ��1�+ �� �
�� �
�� ��� ��������

�
���� �!�����
3 4
�
� �� ���
��	�� ��� 	�
)	� %��/�� ���� uZ %�� � �
��� Z ⊂ S1� ���� ��

�
�� �
�� �� �!��
�
� �����
�����
�� �% � ��������
�
� �������
�� ������� ��� %��/�� ����


v1 ��� v2�

(� ���
� �
�� ��� 

���� %��/�� ����3 5� 6
��
����
7
 ��
	�� ����� ��� �� ��
��
��
��
 ���

����
�� ��� /��� 
�� Z �!���� ���
����

� 
� 
� ��	�� �� ��
��� ��	������ �� 	���	�������

8��� 
% ����� 
�������
 ��� �����
��� 
� 

 
�
�� ��


��� �� ����� � �����
�� ���� �
�� ��



/��� 
���

#1



�� �� �����	� 
� � ��

�� ���� �� ��		 �
������� � ��

�� ���� �
	���
� �
� �������
������
� ���� � ��������� �
���� ����

f(u) :=
1

2
u2 g(u) = u(1 − u2)

�
� ��� 
��
 ��� Z = [π2 , π] ∪
{

3π
2

}
�

��� �
������ ���� ������
� �
� c = 0 ��� ��� ��
�� f ��� g �� ����� ��

vx = 1 − v2

����� ��� ��� ����������	 �
	���
� v(x) := tanh (x − x0)�

�
 ���� � ���������
� 
� ��� �����		��� ���� vZ 
�� ���� ��� �
 ��� ����
������	� �������
�
���� 
� v(x) 
� S1 \ Z �� � ��� ���� ���� ��� ����	���� ��
��� ��� �����
���� ���
�����
�
 ��� ������� !��
��
� �
�����
� "#�$%&�

'
� ��� ��
�� ����� Z �� ��(��

vZ(x) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
tanh(x − π

2 ) �
� x ∈ [0, π
2 ]

0 �
� x ∈ [π2 , π]
tanh(x − π) �
� x ∈ [π, 5

4π]
tanh(x − 3

2π) �
� x ∈ [54π, 2π].

)� �� �� ���� �������� �
 ��
� ���� ���� �
	���
� �� �� ���� �����
����� ��� ���������� ����	�
���������� ���� �� �� ��� 
�	� �
������ ���� ���� ���� 
��
 ���� '����� #�* ��
�� � �	
� 
�
vZ � +� ������ ���� ���� ��

�� ���� ��� ��(����	� ���� �����
�	���� �
������
�� �
 
����
��

�� ������ )� ��� �����
�	���� �
������
�� �
 ����� �
������ ����

vZ̃

���� �	
��� Z̃ ∈ P(Z) ����� P(Z) �� ��� �
������ 
� Z� �		 �������
�� ��� 	�����	� ������� 
���� ��� ����� ��� ������	� �����
	� 
� ���� ���� �� �	����� ��(���� �������
��	�

��� ���
�� �����	� �
������ �����
�	���� �
������
�� ������� ��
 �
������ ������ �����
�� ��� ������� ������
� �
������ ���� ��� �
���� ���� g = u(1 − u2)� +� �
�������
��� �����
�	���� �
������
� ������� ��� ��

�� ����� vZ1

��� vZ2
���� Z1 = {0, π} ���

Z2 = {0}�
!,������� �
�	� �
������� �� -!���../ � �����
�	���� 
���� �� � �������� 
� �
	���
�� �����
��� ��
��� �����	 �	
�� ��� ��
(	� ��(��� �� ������� �
���� 
� v(x)� ��� ��
��� �����	
�
����� ���� 
���� ���� ���� ���� �
�� � �����
���� ��
�� ���� ���� �
		���� +� ��� ���
�
		���
� ���� �� t = 0 ���� ��� �
	���
� ��� �� ����� �� ��� �
		
���� �	
��� �
��0

v(x, t) =

⎧⎨⎩
tanh(x − π

8 ) �
� x ∈ [0, 3π
8 + Δ]

tanh(x − 5π
8 ) �
� x ∈ [3π

8 + Δ, 7π
8 − Δ]

tanh(x − 7π
8 ) �
� x ∈ [7π

8 − Δ, 2π]
"#�%#&

����� Δ �
	��� ��� �
		
���� 123 �� �������� ����

Δ̇(t) =
tanh(π/4 + Δ) + tanh(π/4 − Δ)

tanh(π/4 + Δ) − tanh(π/4 − Δ)

Δ(0) =
π

4
.
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��

�

���

����

�

1

2
π π 2π

3

2
π

������ ��	
 ��
����
�� �������� vZ ��� Z = [π2 , π] ∪
{

3π
2

}
�

��� �������� �� ������� �� ������ ��	�

�� �
�� ��� ���� ��� ������������ ����������� �
� �� ����������� �� ��������� ��� �������
���
����� � �� ��
� ������������ ����� ���� ��� ��� �����
� �
���

��� ���� �� ���� ������� �� ������� �� ��� ����
�
���� 
�� ����� �� ������ ��	�! �� ���
�"������ �
�
 ������
���� �� ��� ���#
���
����� A0

n� �� $��� ��������� ���  
������ ��
�
���� ��������� ��� ���
� ����
���  
������ �� 
 ���%�� �
���

&�� φ(x) �� ��� ������ �������� �� ��� ��������� ���
����


vx =
g(v)

f ′(v)
'��()*

v(0) = 0.

������� ��� φ(x) �"���� ��� 
�� x ∈ R 
��

lim
x→−∞

φ(x) = u− lim
x→∞

φ(x) = u+.

&�� n = 2α ��� �� � α ∈ N �� ������ ���� �� ������ 
 �������� �� α %���� 0 < x1 < x2 <
· · · < xα < 2π�

+�� �� �������
�� ����� �"���� 
 ������ ���%�� �
�� v0
α(x) ����

Z(v0
α) = {x1, · · · , xα}.

������� ���� �� �����
���� �� 
��� � x1 = 0� ��� ����� �
��� �
� �� �����
��� �� 
 �����

���� S1�

,��� ��
� ��� ����� �������� �� ���
���� '-* �� �� ���� ��
� ������� ��� %���� �����  ���
�� 
 ����. 
�� ������� ��� ����.� ���� ���� ��
����� ����# 
�� �����#�
�� ��
��� �����
 ��� �� 
 %���� ���� �� ���� ���� �� ��� �
�� ����� f ������� �"�������� �� x/ ��� 01���2(3�
4� �� �� �
������
� ���� ��� v0

α� -���� ����� �� 
 ������ �������� �� ����.� ŷ1, . . . , ŷα ����

x1 < ŷ1 < x2 < ŷ2 < · · · < ŷα−1, xα < ŷα < x1 + 2π

)5
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0

0.5

1

t = 0

t = −50

t = −100

������ ��	
 �����
������ 
���� �
�������� uZ1
��� uZ2

� ��� ���� ��� ����� ������ 
� ���

��
��� ��� ��������� �� ����

���� ���� v0
α �� ����� ��

v0
α =

{
φ(x − xi) �
� x ∈ [xi, ŷi]

φ(x − xi+1) �
� x ∈ [ŷi, xi+1]
������

����� �� ���� ��� xα+1 = x1 + 2π = 2π�  � ���� ���� ŷα ≥ 2π �� ��� ŷ0 := ŷα(mod2π)�
��� ��!����� ���� ����� 0 ≤ ŷ0 < x1 . . . �  � ��� �
��
���� �� ���� �
� ������ "���

���� ���������
� ��� #��� �������� x + 2π ���� x ����
�� �$%������� "����
���� ����� �
�

�
��������� ��� �� ��&�� ��� �
����
�

xα :={x1, · · · , xn}
v0
{xα}

:=v0
α.

'� �
� ��&�� ��� �
����
� u{xα,yα} ���� α ��
��� �
����� ������� ��� (��
� {x1, · · · , xα}
���� �
������ %�������� 
� ������� �
%��� 
� φ(x)�  � ������� u{xα,yα} �� �
� �����
�����
)�� 0 ≤ x1 ≤ y1 < x2 ≤ · · · < xα ≤ yα < 2π ���� �� ��&��

u{xα,yα} =

{
φ(x − xi) �
� x ∈ [xi, yi]

φ(x − xi+1) �
� x ∈ [yi, xi+1]
������

�
� i = 1, . . . , α ��� ����� xα+1 = 2π�

������� ��� �� ��&�� ��� ������� �
����
� ũ{xα,yα} ���� α 
� ���� ��
��� ���� �
������ %����*

���� 
� ������� �
%��� 
� φ(x) ����� ��� ��
��� ��� �
������� �� [0, 2π)�
)�� 0 ≤ ỹ1 ≤ ỹ2 ≤ · · · ≤ ỹα < 2π ���� �� ��&�� �� ỹi < ỹi+1

ũ{xα,yα} =

{
φ(x − xi) �
� x ∈ [xi, ỹi]

φ(x − xi+1) �
� x ∈ [ỹi, xi+1]
, ����+�

,-



��� �� ỹi = ỹi+1 = · · · = ỹi+m

ũ{xα,yα} =

{
φ(x − xi) ��� x ∈ [xi, ỹi]

φ(x − xi+m+1) ��� x ∈ [ỹi+m, xi+m+1]
�	
��


���� ��� ��� ���� �� ��� ����� ��������� ���� ���� {x1, · · · , xα} ��� ����� ��

A{x1,...,xα} := {u{xα,yα}; 0 ≤ x1 ≤ y1 < x2 ≤ · · · < xα ≤ yα < 2π} �	
��


���

Ã{x1,...,xα} := {ũ{xα,ỹα}; 0 ≤ ỹ1 ≤ · · · ≤ ỹn < 2π}. �	
��


������� �� ����

v0
{xα}

∈ A{x1,...,xα} ⊆ Ã{x1,...,xα}

��� �� ����

Ã{x̃1,...,x̃β} ⊆ Ã{x1,...,xα}

�� x̃j ∈ {x1, . . . , xα} ��� ��� 1 ≤ j ≤ β ��� β ≤ α
 ���� ���� ����� �� �� ��������  ���������

!�� ����� �� φ(x − xj) ��� xj ∈ {x1, . . . , xα} ���� ��� "��� ���� α ��� #�
 $� ����� ��

�������% $� ����"� ���� ��� �������� ��� � &��� �� ���� �� x1 = 0 ��� ������� &��� �� x2


��� �� ��!�� ����  ������ � ��� ��� �� ��� ��"������� ��������� u(x) ����  ������ !�� �����
�� �������  �!��� �� φ(x − xi − 2πkj) ��� ��"� kj ∈ Z ��� i ∈ {1, 2}' ���� ��� ����������

!��!���� ���� u(x1 = 0) = 0
 (�� �� ��� "������� ��� �� φ �� ��  ���� ���� u !�������� ��

����� ��� ��� #


)�� �� ������ ��� ��� # !�������� �� 0 < y1 < · · · < yβ ≤ 2π
 *�  ������ ���� �� ���� ���

���� β ≤ 2
 +����� 	
, ����������� ���  ������ ����% ��� ��� #� ��� ���� ��� #�- ��������� u
"���  ������ �� ��.��� �� ����� ��

...φ(x + x1), φ(x), φ(x − x1), φ(x − 2π), φ(x − x1 − 2π), φ(x − 4π)... �	
,/


*� ���� u(0) = 0 �� ����� �� x = 0 ���� u(x) = φ(x) �� ����
 0� ��� ���� ��� # ��  ��

���� 1�"! �� � �������� φ(·) ���� ���� �� ��� ����� �� φ(·) �� ��� ��.��� � �� �.������ �	
,/


������� ��������� ��� �����!�  �������� �	
2	

 ���� �!!���� �� ��� ��������� ��� #�
 3� �����

�� ������ � �������� �� S1 �� ���� �� ��� �� x = 2π ���� φ(x − 2π)
 4�� � ��  �� 1�"!
��� � �� "���
 3� ��  ���� ���� ��� ��"� ����"��� ���#� ��� ��������� α ∈ N
 ��� ��"�

�!!���� �� ��������� ���� �� ��� ���� � &��� �� ���


)�� �� ��� ����� ��� "��� ������"%

������� ��	�
 ��� n = 2α ��� α ∈ N� �	�� �	� 
����
��� �� �����

�� �	� ����� �������� ����
��� W u
loc(v

0
{xα}

) �
 v0
{xα}

�� ����� �� A{x1,...,xα} ������ ��

�������� �	
��
�

W u
loc(v

0
{xα}

) = A{x1,...,xα} �	
,5



	��� v0
{xα}

�� �	� ������ 
����� 
��� �
 �������� �4
 
��	 ����� �� {x1, . . . , xα}�

�� �	� ������ �������� ����
��� W u(v0
{xα}

) �
 v0
{xα}

�� �	�� ����� ��

W u(v0
{xα}

) =
{
Φ0(u, t);u ∈ A{x1,...,xα}, t ∈ R

+
}

. �	
,	


2/



y1

y3

u(x)

φ(x − 2π)

φ(x − x1 − 2π)

φ(x − x1)

φ(x)

y2

������ ��	
 ��
������ ���� �
����� �
� � ������������ �� u{x2,y3} ������

�� ��� ����	
� 
� Ã{x1,...,xα} 
����
 �� ������
� ������ ��� �� 
�������
 �� ��� �
��
��

��� ������
� �
� ��� ��
�� ���������� yj�

ẏj(t) =
f(φ(yj − xj)) − f(φ(yj − xj+1)

φ(yj − xj) − φ(yj − xj+1)
. ������


� ��� 
������
� 
� ��� �����������
�� A0
n 
� 
�
�� n �� ����� ��

dimA0
n = n.

�� ��� v1 �� � ��
��� ���� 
� ������
� ��� ����

z(v1) = 1.

���� ����� � ��� ������ �����
������ �
������
�� ũ(x, t) ��
 û(x, t) ����

lim
t→−∞

ũ(·, t) = lim
t→−∞

û(·, t) = v1

lim
t→∞

û(·, t) = u−

lim
t→∞

ũ(·, t) = u+.

�� ��� 0 ≤ x1 < x2 < · · · , xα < 2π ��
 ��� v1 ��
 v2 �� ��
��� ����� 
� ������
� ���

���� ��� ��
�����

Z(v1) = {x1, . . . , xα}
��


Z(v2) = {xk1
, . . . , xkβ

}
����� ki+1 − ki ∈ {0, 1} �
� ��� 1 ≤ i ≤ β − 1! ���� ����� � ���� � ������ �����
������

�
������
� u(x, t) ���� ��� ��
�����

lim
t→−∞

u(·, t) = v1(·)

lim
t→∞

u(·, t) = v2(·).

 !



������ �� ����� 	
� 	
������ �� ����� 
 �����	
�	 ����
�

����� ����� ��� {xα} := {x1, . . . , xα} ���� 0 ≤ x1 < · · · < xα < 2π �� ��	�
�

��
 ��� ��� Ã{x1,...,xα} �� �	������
� �
	����
� �
��� ��� ������� �� �������
 ���� �	���

����
� ���
� ���� �� � �������
 u{xα,yα} ∈ Ã{x1,...,xα} ���	�� Ã{x1,...,xα} �� ���� t̃ = 0
���
 ������ y1 = x1 �� yα = x1 + 2π �
 u{xα,yα}�

���
 ��� ��� A{x1,...,xα} �� �	������
� �
	����
� �
��� ��� ������� �� �������
 ��
�

�	

�� ��	 u(x, 0) ∈ Ã{x1,...,xα} ���
 	

	 u(x, 0) = u{xα,yα} ��	
 y1 > 0 
�� yα < 2π�
��
�� �� 
����� x1 = 0�

���
� ����
�� ���
��
��� �� Ã{x1,··· ,xn} ������� ���� 	
� �
�	 	

	 	
� ������� φ 	

	 �����

u{xα,yα} 
�� �	
	���
��� ����� u �� �	
	���
�� �����	 ��
� 	
� ����	� yj� 
�� �� �� ����



�� 	� ����� ���
��
��� ���
��� 
	 	
� �
�� ����	�� !�	
��	 ���� �� �����
��	� �� ����

�����	��
	� 	
� �
�� ���
	�� 
	 y1�

"
������� ��	 u(x, 0) #� ����� #�

u(x, 0) =

{
φ(x) ��� x < y1

φ(x − x2) ��� x > y1
�����	


� y1 ��
�
 �� � �����
 ������� �������
������ χ(t) �� ����� ��
 ����� 
����
�� �� ��� �

������
� �� ���
������� ��
 ������
� ������� ��������� ���!� "�
 ���
� �������
�������

�
�
������� #���� ������� χ(t) ��� t > 0� $� �� ��
 �
�� ��� ����� �� χ ��
 �������� u(x, t)
%��� �
 ���������� ��� �� ���
� �� φ(x) ��� x ≤ χ(t) ��� �� φ(x − x2) ��� x > χ(t)� $


��
 &����
 ��� ��� ������������� χ(t) �� �����
�� �
�
�%��
� �� ��
 ��'
�
����� 
�������(

χ̇(t) =
f(φ(χ(t)−)) − f(φ((χ(t) − x2)+))

φ(χ(t)−) − φ((χ(t) − x2)+)
����!	

χ(0) = y0.

"�
 ���#
 �� χ(t) �� �����
� ���% ����
 ��� �
��
) �� t �� ��*��
���� �%��� �
 ���

������
� ����� ������� ���������
 �� ��
 ������

&�� ��
 �������� ���������
 �
 ���
��
 ���� � %���%�� �������
������ χ−(t) ��� � %�+�%��
�������� �������
������ χ+(t) ��� t < 0 
%����
 ���% y1� &�� ��
 ��
� �
��

� χ− ��� χ+

��
�
 ��
 �� #�����#�
 %��� #����������
� �� �
,�
 ��
 �������� ���� ���� �
 ������ u(x, t)
��� t ≥ 0� &�� �������� ���������
 �� �� 
����� �� �
 ,�� ��
 u(x, t) ∈ Ã{x1,...,xα} ��� t < 0
���� ���� #��#
����

-
� ��
�
���
 χ(t) �
 ��
 �����
 ����� �������
������ 
%������� ���% y1 ��� �
��


u(x, t) =

{
φ(x) ��� x < y1

φ(x − x2) ��� x > y1

��� t ≥ 0�

-
� ��� t0 < 0 �
 ���
�� "�
� �
 �
,�


ũ(x, t0) :=

{
φ(x) ��� x ∈ [χ−(t0), χ̃(t0))

φ(x − x2) ��� x ∈ (χ̃(t0), χ
+(t0)]

��



ξ−

ξ+

χ̃(t0)

t = 0y1

���������������

χ(t)t

φ(x)

φ(x − x2)

������ ��	
 ����
������� ��� ��� ����� �� ����� ������

��� 
��� χ̃(t0) ∈ [χ−(t0), χ
+(t0)]� ����� �������� ���������� ������
 �� �� ��� ����� ����

����� �
 ������� ��� χ̃(t0) 
��� ���� �� �� 
���� � ������ ���! ���� ������� ��������� χ̃(t0)
�� ������

χ̃(0) = χ(0) = y0.

"�� ����

 �� χ̃(t0) �
 ����� �����
� ��� ��������� �� f ������
 �������� ���� ��� ���������#

��� �� φ ������������ �� χ̇� $����% ���
 ������
 ���� χ̃(0) ������
 ������������� �� χ̃(t0)%
����� ������
 ��� ����

 �� χ̃(t0) ��� �� ��� ����

 �� χ̃(0)� $���� �������� ����������

������
�

&
 ��� �
 ��� ����

 �
 ���������% ��� �������� 
������� �
 ��� ��� �� �� Ã{x1,...,xα} ��

�������% ��� �� ��� ��

������� �� 
���� 
��������
 �� �������� ���� ���������� '�� �� �


����� ���� �� �� �

��� ���� ���
 ���
 ��� ������% �� ������ ��� ����

 �� ��� ��������


������� �� Ã{x1,...,xα}�

��� ��� ����(����� �������� �� �

��� u(x, 0) ∈ Ã{x1,...,xα} ���� y1 = 0� )��� ��� �������

����������
��� χ(t) �� x = y1 = 0 �
 ����� �� ��� � ������

χ(t) =
−f(φ(yα − 2π)

−φ(yα − 2π)
< 0

��� t ∈ [0, δ)% δ ��
����� ��� 
���� ��� χ(0) = 2π� )��
% ����� ������*������ �� 0 ��� 2π ��

������ ���� ��� 
������� �� �� ������� ����� ��

φ(x) ��� 0 < x < y2

φ(x − 2π) ��� χ(t) < x < 2π
φ(x − yα) ��� yα < x < χ(t).

�� ��� ��
� �� y1 = y2 = 0 �� ���� �� ������� y2 �� y3 �� ��� *�
� ����� �� ����� �
 ���� ���


����% �� ��� ���� ��� ��
� ���� ��� ������� y2 ���� yα �� ��� *�
� �����

)��
 �����
 ��� ����(����� �������� �� Ã{x1,...,xα}�

+,



��� �� ��� ��	� ���� A{x1,...,xα} ⊂ Ã{x1,...,xα} 
� 	��	��
� ��������	� �� A{x1,...,xα} ��

������ �� ��� ���� 	������	���� ����
������� ��� ������
��� �������� 
���� ���� �� ���

Ã{x1,...,xα}� ���� ��� ����
��� �� ����� �� ��� 	��
����� yj = xj �� yj = xj+1 ��� ����

j ∈ {1, . . . , α}�
�

��������� ��	�
 ��� ����� u(x, 0) ∈ A{x1,...,xα} ����� 	
 � �
	��� �������� ���	� 	
 A{x1,...,xα}�

������ ���� ��� ����� �� ��� �������� ����� 
� 
�
�	� ���� �� �� ���	���� �� ���


���� ���	�� �� u 	����� ����� �� ��	�
��
 ����� ���� �� 	���� �� 	������	���� ��	���� ���

�������� �� A{x1,...,xα} ��� ���	��� α  ���� ��
 α ���	���
�

����� �� 
������ ��	��

!� ��	�� 
� ���� �����
� ������ ���� ��� "#������ $%�&'( ����
� ���	��� �#������ $%�&)( ��


� �����	� χ(t)± �� ��� yj� *��	� 
� 	�� ��������� ��������� ����� ��� $���������( �������


A{x1,...,xα} �� ����� �#������ $%�&)( ��� ����� yj $1 ≤ j ≤ n(� +��� ���� yj ��
 yj+1 	��

����� ���� yj �� ���� ����	��� ��� C1�

��� �� 
� ����� ���� ��� ��������� u(·, 0) ∈ A{x1,...,xα} 	������� �� ��	�
��
 ���� �� v{xα}�
���� ���
�

A{x1,...,xα} ⊂ W u
loc(v

0
{xα}

). $%�&&(

���� 
� ���
 ���������� �� A{x1,...,xα} �� ��� ����� ���� ��� ��������� u(·, t) 	��������� ��

v0
{xα}

��� 	�������
 �� A{x1,...,xα} ��� ���	������ ����� t < 0 
��	� ������

W u
loc(v

0
{xα}

) ⊂ A{x1,...,xα}. $%�&,(

��� -��� ���� �� � 	����#���	� �� .���� %�&�% ��
 ��� 	�������� �� f � +�
 
� ������

u(·, 0) ∈ A{x1,...,xα}� /�	���� �� ��� ������
��� ��������	� ��
 ��	�
��
 ���#������ 
�

	��	��
�

u(·, t) ∈ A{x1,...,xα}

��� ��� t < 0� !� �

�����

lim
t→−∞

u(·, t) ∈ F0 ∪ E0

��	���� ���� �� ���� ��� ��� ��������� ���� ��� �������� ����
�
 �� ��	�
��
 ����� ������ ����
�		���� ���� v0

{xα}
�� ��� ���� ��� �� 
��� �� A{x1,...,xα} ��
 ���	� A{x1,...,xα} ∩ E0 ∪F0 =

{v0
{xα}

} 
� ���� �������
 �#������ $%�&&(�

��� ��� ����� 
���	���� 
� ����� ��
���	���� 0����� ���� ����� ������ u(x, t) 
���

u(x, t) /∈ A{x1...xα} ��� ��� t < 0 ��
 lim
t→−∞

u(x, t) = v0
{xα}

.

���� ��� ���	������ ����� t̃ < 0 ����� ���� �� � x̃ ∈ S1 ��	� ���� ��� ��� 1 ≤ j ≤ α + 1

u(x̃, t̃) �= φ(x̃ − xj). $%�&1(

��� �� ��� ��	� ���� u 	����	�� �� v0
{xα}


� 	�� ��
��� 	����� (x̃, t̃) ��	� ���� ũ(x̃, t̃) ��

������� ���� ��� ������� ��
 ������ ���� ��� ������� �� ��� ���������� �������� 
���
���  ����

22



�� ��� ����� 	
�	 ũ �����	 ������
� 	� v0
{xα}

�� �������� 	��� �
��
 ���� ����� 	
� �����	�
	
� ���� �� 	� ��� � �	�	������ ����	��� 	� �������	� 	
� �������� �
����	����	�� �� u 	
�	

�	��	� �� (x̃, t̃) ��� 	
����� ����	���	 � ���	�����	����

�������
 ����	��� ����� 
����! 	
�� 	
��� �� � �	�	������ ����	��� us ∈ F0 ��	
 	
�

��������
 ������	����

us(x̃) = u(x̃, t̃)

Z(us) = {xs}

�
��� xs /∈ {x1, . . . , xα}�
�� �����	�
�	� 	
� �
������" �������� �
����	����	�� (χ(t), �(t)) ��	


χ(t̃) = x̃ ��� �(t̃) = us(x̃, t̃) = ũ(x̃, t̃).

#������ us �� �	�	������! 	
� �
����	����	�� 
�� 	
� ������	� 	
�	

lim
t→−∞

χ(t) = xs

���

lim
t→−∞

�(t) = 0.

$
��

lim
t→−∞

u(xs, t) = lim
t→−∞

us(xs, t) = 0.

$
�� ���	�����	� limt→−∞ u(·, t) = v0
{xα}

������� v0
{xα}

(xs) �= 0�

$
�� ������ 	
� ��%�����	� �� A{x1,...,xα} �����	��� ����&  ��� 
���� �� ��������

�� ������� ���� 	
� ���	 	
�	 ��� 	� ������ ������� ���������	� �� ��	��� 	
� 
����� ���	����
�������� �� ����
 	
� ����'�� 	� �������(����� 	
� ����� ���	���� ��������� )������	���	�!

�� 	
� ���	 	
�	 A{x1,...,xα} ⊂ A0 ������� ����������� �� 	
� ������� �	���	���! 
����

����	��� ����� ��������

*�� �� �� ��� 	
� ���	 	
�	

dim
(
W u

loc(v
0
{xα}

)
}

= dim
(
W u(v0

{xα}
)
}

����+ 

�
��
 �� 	��� ��� 	� ������� ���������� �� ����	�����

*�� n = 2α = 2 	
� ���,�		���	�� �� ����� n = 2 ������	� �� ��� ���-�� ����� ��	
 ��� -���

��� 
�	��������� ������	���� 	� u±� .� �	
�� �����

A0
2 = W u

loc(F0
2 ) ∪ E0

n

*�� /%�� x1 �� 
���

dim
(
W u

loc(v
0
{x1}

)
= 1.

*��� 	
� ���������� �� ���-�� ����� ��	
 
���� x1 ∈ S1 �� ������

dimA0
2 = 2

*�� n = 2α > 2 �� ���
A0

n =
{
W u(u);u ∈ F0

n

}
∪ E0

n. ���&0 

12



φ(x)

φ(x − 2π)

φ(x − x2)

x2

u(x, 0)

x1 = 0

y

φ(y − x2)

������ ��	
� �
���� �������������
� �� �
� ����� �
 �������� ���� �
 A{x1,x2}�

����� �� �����

dim
{
W u(u);u ∈ F0, z(u) = α

}
= 2α = n.

��� ���� � �� ��� �� !���� {0 ≤ x1 < · · · < xα < 2π} �� ���� �" ���� �# �� ���� �������

dim
(
W u

loc(v
0
{xα}

)
)

= dim
(
A{x1,...,xα}

)
= α.

$�������% ��� ���!�
 ����� v ���� !����
����� z(v) ≤ α ��
 �� ������������� �" (x1, . . . xα) ∈(
S1

)α
= T

α% ��
��

dimF0
n = dim T

α = α.

&����
� ����"���
� �������� �� �����
 �" ���
� �������
 '��(
#

dimA0
n = dim W u

loc({F0
n} = dim W u

loc(v
0
{xα}

) + dim T
α = α + α = n

)�
�� �� �� �����
�

��� �� �� ���
� ����
���
� �� �����
 �
����
���� ��� α = 1 ��� �
������ ��
����� �� v1

�� �
� ����
���
��% ���� ��� ��

�����
 ���� �� �
�����

��� �� �� ����� �
 ��� �������
� ��"� ��� ��
�����
 ki+1 − ki ∈ {0, 1} ������� ���� �� ����

����" ����
� !��� ��
 ��
���% ��
�� �� ��
 ������ ��� ����� �� ��� ��������
 �����

Z(v1) = {0, x2}

�
�

Z(v2) = {0}.

*�� �� ��
��� ��� �
���� ����� �������
 �� v2 �" y �
� ��� ��� �
���� ����� �������
� ��

v1 �" y1, y2�

+� �� � ��
�����
�� �� �� ���� �
 ��� ����� �� �������
� A{x1,x2} ��� ������
��" ������ ���

�
������� +
 ����� �� �����
 ��� �������
 v2 ���� �
�" �
� �����% ��� ��� ������ ���
���
�

,-



���� y1 ��� y2 ���	
��
�
�� ���
 
� �


 �
 
�
 ��	�
��� y �� 	��� � ��� 
��
 
�
 �
	��
���
	���� �	 	
�
�������

�
 �
��
 t = 0 �	 
�
 
��
 �
 ����� 
�
 
�� 	����	 ������
� �� 
�
 ��
	
��� �� �����
�
		

�� �


�������� ����
�
���	 �
���
	 
� 
�
 ��
	
��� �� �����
�
		 �� 	���� �����	���	 ��

A{x1,x2}� �� �� �
��
��
 
��
 ���
�
��� 
�
 ��
	
���	 �� �����
�
		 �� 
�
 	���

��� �� 	����	

�
 � ���
� ��	�
���� ��
 
��	 �	 ��
���

�

 u(x, t) �
 
�
 	���
��� ��
�
 
�� 	����	 �


 �
 
��
 t = 0 �
 ��	�
��� x = y 
�
� 
�


���
� 	
�

 �� 
�
 �
�
 	���� ��� 
�
 ���
� 	
�

 �� 
�
 ����
 	���� ���
 
� ���
 
�
 	��


����
� �� ���	
���
��� �� Ã{x1,x2} �
 ��	
 �
 ���
� �� φ(y − x2) 

lim
x↘y

lim
t↗0

u(x, t) = lim
x↗y

lim
t↗0

u(x, t)
!
= φ(y − x2).

�

 !����
 "�#$ ��� ����	
��
���� %�

 
��
 
�
 
�� ����
	 �� x ��� t ��
 ��
 ��

������
���
�

&
��
 �����
�
		 �� 
�
 	���

��� ������	 �� �����
�
		 �� �������� 	���
���	 �� 
�
 ��	


�� u ∈ A{x1,x2} ��
� 
�� 	����	� '��	 ����
	 �� ��� 
�
 '�
��
� �	 ����
��
�

%�

 
��
 ��� 
�
 	�
��
��� �� '�
��
� "�(�# 
) �
 ��� 
*�����
�� �����


��	
 
�
 ����


�


�������� ����
�
��� ���� v1 
� u±� '�
 	
�
������ 	���
��� v1 ��
� Z(v1) = {x1} ��	

��
 �����
 	���� �
 ��	�
��� y1� '�
� �	��� '�
��
� "�(�# �) ��� �) �
 ��� �����


��	



�
 ����
 ����
�
��� �������� W u(v1) �	 ������	 ��� ��� k ∈ Z ��� ��� y1 ∈ [2kπ, 2(k +
1)π) �
 �
��


u{x1,y1}(x) :=

{
φ(x − x1 + 2kπ) ��� 0 ≤ x ≤ y1 − 2kπ

φ(x − x1 + 2(k − 1)π) ��� 2π > x > y1 − 2kπ
. +"�,#)

'�
� W u(v1) �	 ���
� ��

W u(v1) := {u{x1,y1} ∈ BV ; y1 ∈ R}. +"�,")

��������� 	
�
� ����� ��� α ∈ N ��	 n = 2α
 ���� ��� 
�� �� ������������ ����������


������� ��� ������ ����
 ���� ����������� z ≤ α �
 ���������� ��������	 ��

Ãn :=
{

Ã{x1,...,xα}; 0 ≤ x1 < · · · < xα < 2π
}

. +"�,-)


���� �

 v1, v2 �
 
�� ���.
� ���
	 ��
�

Z(v1) = {x1, . . . , xβ}
Z(v2) ⊂ Z(v1)

��� 	��
 ���
� 0 ≤ x1 < · · · , xβ < 2π ��� β ≤ α� �

 u(x, t) �
��

 � �


��������

����
�
��� �

�

� v1 ��� v2� '�
�

u(·, t) ∈ A{x1,...,xβ} ⊂ Ã{x1,...,xβ} ⊂ Ã{x1,...,xβ ,...,xα}

��� 	��
 xβ+1, . . . , xα ��� t 	�/��
�
�� 	�����

%�� �		��
 u(·, t̃) /∈ Ã{x1,...,xβ ,...,xα} ��� 	��
 t̃ ∈ R� '�
� �
 �������


u(·, t) /∈ Ã{x1,...,xβ ,...,xα}

0,



��� ��� t > t̃ ��� 	� 	
� ������
��� ������	� �� Ã{x1,...,xβ ,...,xα}�

�
�� ���	�����	�

lim
t→∞

u(·, t) = v2

�������

v2 ∈ ˚̃A{x1,...,xβ,...,xα}



���
˚̃A ����	�� 	
� ��	����� �� Ã �� 	
� 	������� �� 	
� �������� Ã{x1,...,xβ ,...,xα}�

�

�
����� ����� ��� ��������� ����� ��� ���	� ����������� �
�� �� ��	 ���� ������� � ����

������	�����	��� �� 	
� ���	���� ��������� �� 	
� F0
n 	
�� ���� ������	 	
�	 �� ������� 	�

	
� ��������� ����	��� �	 �� �������� 	� ��!�� � "���� ����# ih �� 	
� ������ �� ���	����

����������	���� �� � ���$�� 
����

%� 	
� 
��������� ��		��� 	�� 	
��� �� 	
� ����	��� ��	
��� $���� ��� 	
� ����# ��	 
��� �	


���� �� ����� ��

ih(u) = z(u). &��'�(

�
�� �
�
� 	
�	 ��� ��� ������� �� ��������� ����	���� ��� ε > 0 ��� ε = 0 ���)�		���	���

Aε
n ��� A0

n ��� � ���� 	�����

*�
���� �	 �� �����	��	 	� ��	� 	
�	 	
� ������	��� ������	��� �� ��	
 ���)�		���	��� ���
���������� ��+����	� ,� �#����� �� 
�
 Aε

8 ����� ���� 
�� ������� ���� ����� �� -�����

��.� �
� ��	��	��� ��� 	
� A0
n �� ��� ���� ��������	��� /��	 ���� 	
� ��!��	��� �� A0

n ���

�
����� ����� 
� ��� �������� 	
�	 A0
n ������	� �� � α)	���� T

α �� ���$�� 
���� ����


�	����������� 0���� ����	 �� 	
�� 	���� 
�� 
�	���������� 	� � ���)	���� T
β ��� 	
� ������

�� ������	���� �� ���
 ����	 �� T
α �� ����� ��

(
α
β

)
� %� ����	��� 	
��� ��� ������	���� 	�

u±�

1����������� ��������� ����� ������ 	
�	 ��� 	
� 
�	���������� 	
�	 ������	 ���� 	
� α)	����

���� 	� � ���)	���� ��� ���	����� �� 	
� ��	 �� ��� Ã{x1,...,xα} ��� ����� α ∈ N 

��
 
��

����	�� �� Ãn�

2� 
��� �����	���	� 	
�� �� �
��	�� � �� ����	�� ��	��� ��� 	
� ��
 ����������� ������

%� 	
� �����
��� �
��	�� 3 
� 
��� ������� 	
� ����	��� 

�	
�� 	
� �		���	�� �� 	
�
��������� ����	��� ��������� 	� 	
� �		���	�� �� 	
� 
��������� ����	��� �� ���� ��������� 



�	
�� ����� ����	��� �� Aε
n 
�� � ����	�����	 �� A0

n� �
� ���������� ����� ������	� 	
�	

	
�� �� ��	 	
� ���� ������� ��	
���
 ����	��� &��'�( �
�
� ��������	��� 
�	
 ����	���

&���4( �� 	
� ����	��� ������� ����� ������ $��� �� � ��	�	��� �� ���$�� 
��� uε �����
��

&��� 5����� 3����(� *���� ��� α �= 1 	
� ������ �� ���	���� ���������� �� 	
� ���$�� ���

��	�	��� 
���� �� 	
� ��������� ��� 
��������� ��		��� �� ��	 ��	�
�
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������� �

����������� 	� �	�
������������

���� �����	
 �� �	�
�	� �
 ��	 ��	���
� 
� ��	��	
 �
����
�� 
� ��	 ��
��� ���
���

 
� ��	
��
��
��� 	�����
� ��� �	
���� �

 ε → 0 

 �
�� �� 
��	
 �

��� ��	 ������� ��	���
� 
�
���� �����	
 �� ��	��	


lim
ε→0

uε(·, t) = u0(·, t)

�

 uε ∈ Aε ��� �
�	 u0 ∈ A0� �	 ���	 ��
	��� �	�	
���	� �� ��	 ���

�����
� ���� ����
�� 
�	 
� ��	 ���	��� 
� ��	 ��	���
� ��	��	
Aε �
��	
�	� �
 A0 �

 ��������� ε�

��	 ���� �	
����	��	 
	����� 


� �� � 
	���� ��  �� ��� !��	 " !#$% 
� ��	 �	
����	��	 
�
�	�	

������ 

����� �	 ���� �
	�	�� ��	�
 ��	

	� �� ��	 &
�� �	���
� ����
��� �� �� �� ����
�

��� !
�	�	
� �
�� 
� ��	 �


� �� �


	�� ��� �	���	
� 
�	 
� 
�
 '	� ������( �
������	
�
��	
�	��	 
� �
����
���
��	 �


	��	� 
	���� ���� �	 �
	�	��	� �� ��	 �	������� 
� )	���
� *�+� �� �� ��	 ���
����
�
��� �
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�� ��� ���� 	
�� �� ��� 	
	�� ���
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���
����
�� ��� �
	������� ���
����� ����� ������� ���� 
���
�
 	�������� �� ������� ���� �� ���

������ 	
�� �� ��� 	�����
���� �
� 
�� �
�� ��������
�� ��� �����
����� ���
���� ����� ��

	�������
 ��� ���
���� !"#�

�� ������� $�% ���
 ��
�� 
 	���������� ������ ��� ������������ ����������� ������ ����

��
�����&� ����� ������� ��
��'

������� ��	�	 �� B = {uε(x, t), 0 < ε ≤ ε0} �� � ��� �� 	�

�	��
� �
�����	��
�	� ������
�� �
� ��������	 �������
 !"#� �
�
 �
��� �� � ���������
	� {uεn(x, t)} �� � 	�
�����
� ��
u0(x, t) �� ε → 0 ���� �
 S1 × R �
��� u0(x, t) �� � 	�

�	��
� ����� �� �
� 
��������	
�������
 !�#�

(�������
���
 ���� ������� �� ������ ��� ��
�� ��
� ����������� �� 
��� �� S1 × R �� ���

����� )� 
 ������ �� ���� ��� �������� �������� u0 �� ��� ������
���
 
 ������������ �����������

�
&��� 
 ������ ���& 
� ��� 	���� �� ����� ������� ��� ��
����� ��
� �� �� 
����� ���	�����


�������� *��
 ����� ���������� ����� 
 ��
���
������ �������� 
������� 
� ��� ���
 ��� ��

��� 	���� �� ������ ���� 
������� ���� ��� ���& ����� )�� �� �� ��� �����
 ��� 
�������

��
� �� ������ +� ���� ��� ��
� �� �
�� ��� ��
�� �� ����� 
� ����,

+� ���� ��� ��
� ��� ����� �� 
 ������������ ���������� �� 
 ����
� �������� ������� ����

���� ��� ��	�
 ��
� ���� ����
� �������� �� 
 ������������ ���������� 
� ��� ����� �-	����

)� 
�������
� ���	���
���� �� ��� �
�� ��
� ��� �������� ��.��� �� �����
� ��	���� �� ���

��� ������������ ������ uε(·, t) 
�� 	
�
��������� �� t 
�� ��� ���/��������� 
�� �������
���� ��
�� �� �����
� ∣∣∣Φ0

(
lim
ε→0

uε(x, t), τ
)
− uε(x, t + τ)

∣∣∣
�� ��� ������
���
 ��
�� ��� ��
�� ε > 0 !��� 	
�� �0#� ��� ��
��� ��� ���� �� ��
� ��� �����
�� ���
 	�������� �� ���	
�� ������
�� [−T, T ] ��� ��� ��������

�� �����
� ��� ����� �� 
 ������������ ���������� �� ��� 	
�
����� ���
���� ������ �� 
 ��� ��

��������� �� ��� �
	������� ���
����� ���� ��� �� �
�� �� 
 ������ �� ��� ����
� 
���
���� ��

!�#�

�� �� ���& 
� ��� ���������
���
 �� ��� ���/
���
����� ���������� �� ��� �
�� ��
	��� ��

��� ��
� dimA0
n = dimAε

n� ������� �� A0
n �
�� �� ��� ���������� ������� �� ���1�� �
���

�����
� �� Aε
n ��� ��� �� ���
���� �
��� �� ��� ���������
�� ���� 
���
�
 �������� ��
�

	���������� �� ������������� ����� �
�� .��� ��� ���������
� ��
����� +� ���� ��� ��
� ���

����
���� �� ���� ����� ��
� ��
��

��� ������	 
� �	
	�
�������

2�� �� ��
�� ��� ��������� ������ �� �
� 
�� �
�� ����'

������� ��
�	 ��
���
 ��
������ ��� B := {uε(x, t) ∈ Hε : 0 < ε < ε0} ��� ���� ε0 <<
1� �
�
 �
��� ������ � ������ {uεn(x, t)} �� B ���
 �
� �������� �
��

lim
n→∞

uεn(x, t) = u0(x, t)

���� �
 S1 ��� ��� t ∈ [−T, T ]�  ������� u0(x, t) �� � ������ �������
 �� �������
 !�#�

�3



��� � ������ ������	
	�� � 	
�
��� � ��

 ����� �� ��� �������� �� �
���
� ��

��� ��� �
� 	

��� ����� �� ��
 �
� ��
� ������� ����� ���� ���!" ��� � ��#� 	
�
���� ���� ���	�	�
�

�$�
�
��	�
� �
� ������
���� %�� ������� 	� ���#�� �� ��	
� ��� ������ �� �����
�����
�������
���� ��	�� ��� ��#�
���� 	
 ��� &'� �� (���� �
� %����� ��� ��� �$���
� �(�&)�
�
� �%��&�� �
� ������
��� �����	
� %�� �������� �� ��
��	�
�
 *
�
��	� +����� 	
 ���
����� ��
 �� ���
� ��� �$���
� 	
 ��� ���, �� -��
�� �-����

%�� ����� ���� ��� �������� 	
��� �� (���� �(�&)�.

	
��� 
���� ����������	
���� ������ ���� {vk}, {wk} �	� �
� ���
��� �����
���

�
 L2(U, Rn) 
��	� U ⊂ R
n� ���� ����

��� {div vk} �� ������� �
 W−1,2(U ; R)�

���� {curl wk} �� ������� �
 W−1,2(U ; Rn×n).

�� vk ⇀ v �
� wk ⇀ w �
 L2(U, Rn)� ���
 vk · wk → v · w �
 ��� ��
�� �� ����	������
��

����� �� ��
��
� 
���� ������� ����������
/�� �� ��� ��$	��� ��	
�	�
� �
� ��������	� 0�!1 �

 uε ∈ B ��� �
���

� ���
���
	
 L∞� ��
�� ����� �$	��� � ��� ��+��
�� 	
 B ��
���� �� {uε} ���	
 �
� � ��
��	�

u ∈ L∞(S1 × R, R) ���� ����

uε w∗
⇀ u(x, t) 	
 L∞(S1 × R, R) 0!��1

%�	� 	� � �	���� ��
��+��
�� �� ��� %������ �� *
���
� 2�
��� 	
 	�� ��+��
�	�
 �����
��	�� ������ ���� ��� �
	� ��

 	
 ��� ���
 ����� �� � #����� ����� X 	� ���,3 ��+��
�	�

�
������� 	� X 	� �������
��

-� ��� X = L1 ��	�� 	� �������
� �
� ���� X ′ = L∞ �
� ����	
 ���� ����� �$	��� �
��� ��+��
�� {uε} �
� � ��
��	�
 u(x, t) �� �
�	��� ���#� ���� ����∫

S1×R

[uε(x, t) − u(x, t)] ϕ�x�t −→ 0 ��� ε → 0

��� �

 ϕ ∈ C∞(S1 ×R, R)� 4��� ���� 	� 	� ��5�	�
� �� ���� �	�� ������ ��
��	�
� �������
C∞ 	� ��
�� 	
 L1�

4�� 
�� g ∈ C(R) �� ���	������ /�� �� ��� �
���
 ���
���
��� �� ��� ��
��	�
� 	
 B ��
��#� �� #	���� �� ��� ���� ������
�

g(uε(x, t))
w∗
⇀ g(u(x, t)) := ḡ(x, t) 	
 L∞(S1 × R, R).

%��
 ����� 	� � ���	
� �� 2���
 ������	
	�� ��������

{νx,t : (x, t) ∈ S1 × R},

���� ���� �� ��#� ��� ��

��	
� �������
���	�
.

g(uε(x, t))
w∗
⇀ g(u(x, t)) := ḡ(x, t) ≡

∫
R

g(λ)�νx,t(λ) 0!��1

��



�� L∞(S1×R, R)� ���� �� � ��	�
��
	�
 �
 ��
 ��
��
� �
 ����	��������� ��� � �
����
�
����
 �

 ��
��
� � �	 ��������
�� �� �������	� �� 	��
 ����  ���!�!����� �
����
" �����
� ���� ��
 νx,t ��
 ��#	
��

�	 ��
 
����$�	# $
 $��� ���$ ���� νx,t �� �	 
��� � ���	� �
����
 �� (x, t) $��� $
�#��
u(x, t)� ���� $��� ��
�� ��
 ���	�$��
 ��	%
�#
	�
�
&
� ϕ ∈ C2(R) !
 � ��	%
' 
�	����	� ��
	 $
 �
(	


ψ(u) =

∫ u

ϕ′(s)f ′(s)�s. )*�*+

��
�

��
 $
 ��	 $���


ϕ(uε(x, t))
w∗
⇀ = ϕ̄(x, t) ≡

∫
R

ϕ(λ)�νx,t(λ)

ψ(uε(x, t))
w∗
⇀ = ψ̄(x, t) ≡

∫
R

ψ(λ)�νx,t(λ)

�	 L∞(S1 × R, R)�

��$ $
 ���� �� ∂tϕ(uε) = ϕ′(uε)∂tu
ε �	� �!���	 !� ���	# )*�,+- )*�*+ �	� ��
 ./0 ).+

ϕ(uε)t + ψ(uε)x = ε
(
φ(uε)xx − ϕ′′(uε)(uε

x)2
)

+ ϕ′(uε)g(uε). )*�1+

2
 ����� ����

sup
ε>0

T∫
0

∫
S1

ε(uε
x)2�x�t < ∞ )*��+

�	� ��
�

��

√

ε∂xϕ(uε) ∈ L2(S1 × [0, T ])�

�� �

 )*��+ $
 ��
 ϕ(u) = u2 �	 )*�1+ �	� �	�
#���
 �%
� S1 × [0, T ]� 2
 �!���	∫
S1

(uε(x, T ))2�x =

∫
S1

(uε(x, 0))2�x − 2

∫ T

0

∫
S1

ε(uε
x)2�x�t

+ 2

∫ T

0

∫
S1

uεg(uε)�x�t.

��
 �

� ��	� ���
 �
 ���� 
������	 �	� ��
 (��� �	� ���� �
�� �
 ��
 ��#�� ��	� ���
 ��

#��!���� !��	�
� 
�� ��� ε > 0- �
	�
 $
 ��%
 �!���	
� )*��+�

2
 ��	����
 εϕx(uε) → 0 �	 L2(S1 × [0, T ]) �	� ����

εϕxx(uε) → 0 �	 W−1,2(S1 × [0, T ]).

�����
����
 εϕ′′(uε)(uε
x)2 �	� uεϕ(uε) ��
 !��	�
� �	 ��
 ����
 �
 ��#	
� ����	 �
����
�

�	 S1 × [0, T ] $��� (	��
 �����

��$ $
 ��	 ����� 3�������� , �
 3����
� , �
 0%�	� �0%�4� $���� ��
��� ���� ��
 ��#��
��	� ���
 �
 )*�1+ �� ������� �	 W−1,2(S1 × R

+)� ���
 ���� ���� �
���	� ���
 �
 ϕ �� �	��
��
�
$��
 C2 �	� ��	��	����� �	 ���� ���
 $
 �!���	 � ��
�
$��
 %
����	 �
 
������	 )*�1+�
��
 ��#��
	�����	 �
���	� ��
 ���
 �	� $
 �#��	 �!���	 εϕx(uε) → 0 �	 L2(S1 × [0, T ])�

2
 	�$ $�	� �� ����� ��
 /�%�3����&
��� *�5�5� 2
 �
(	
 �$� �
��
	�
�6

vε :=(f(uε), uε) )*�7+

wε :=(ϕ(uε),−ψ(uε)). )*��+

�5



���� �� ��	
� �� �
��

vε · wε
w∗
⇀

∫
R

[f(λ)ϕ(λ) − λψ(λ)]�νx,t(λ).

��� �������������
 ��������

vε · wε
w∗
⇀ v̄ · w̄ = (f̄ , u) · (ϕ̄,−ψ).

����� �� ���
��∫
R

[f(λ)ϕ(λ) − λψ(λ)]�νx,t(λ) = f̄(x, t)

∫
R

ϕ(λ)�νx,t(λ) − u(x, t)

∫
R

ψ(λ)�νx,t(λ)

����� �� �����
���� ��∫
R

[
(f(λ) − f̄(x, t))ϕ(λ) + (u(x, t) − λ)ψ(λ)

]
�νx,t(λ) = 0. ��	 �

!� ��� ������ ϕ(λ) = |λ − u(x, t)| ����� �� �� "
�� ���� C0 ���� ��������� C2�# ����

ψ(λ) =

∫ λ

f ′(s)ϕ′(s)�s = sign(λ − ū(x, t))(f(λ) − f(ū(x, t))).

!��� ���� ���
���� ��	 � ������� ��(
f(ū(x, t)) − f̄(x, t)

) ∫
R

|λ − u(x, t)|�νx,t(λ) = 0.

����# ��� �" ��� "
����� ���� �� $���# ���� ������ ��
�� ��

f(ū(x, t)) − f̄(x, t) = 0 ��	%�

�� ��

supp{νx,t} = {u(x, t)}.
&��
����' ��� ��(������ �" f̄ �� ���
���� ��	
� �� ������� ��
� supp{νx,t} = {u(x, t)} 
'
��

������� ���
���� ��	%�	

)�� �� ������ ϕ(λ) = f(λ) − f(u(x, t)) 
�� �����"��� ψ(λ) =
∫ λ

(f ′(s))2�s	 *� ���� �
��

��	 � �
+�� ��� "���∫
R

[
(f(λ) − f(u(x, t))2 − (λ − ū(x, t))

∫ λ

u
(f ′(s))2�s

]
�νx,t(λ) = 0. ��	,-�

!� ��� �.����/� �����
���� "�� ��� (��� ���� �" ��� ����'�
�� 
�� ���
��0

(f(λ) − f(u(x, t))2 =

(∫ λ

u
f ′(s) · 1�s

)2

≤ (λ − u)

∫ λ

u
(f ′(s))2�s.

����� ��� ����'�
�� �" ���
���� ��	,-� �� ������ $��� �� ��'
����# �����"��� �� ���� �� $���	

���� �� �
�� ���� ��� "
�� ��
� νx,t �� 
 ����
������ ��
����	 1��� ��� "
�� ��
� ���

����'�
�� �" ��	,-� �� $��� �� �������� ��
� ������ f ′ ≡ const �� λ = u(x, t) 
�� �����"���

λ = u(x, t)

2�



������� f ′′ > 0 ��� �	 
��
�

�� �	� ���� 	������� ���� νx,t �� � �	��� ������� �� (x, t) ���� ������ u(x, t) ��� ����
������� ���� ��� �	��������� 	� uε �	 u �� �	������� ���� 	� S1 �	� ��� ����� t ∈ [0, T ]�
��� ���� �������� �	��� �	� �������� ����� ����� �� ���� �	������� �	��������� ���� 	�

S1 × [−T, T ]�

������� T ��� ���������� u(x, t) �� ��	����� �	����� �	� t ∈ R�  �������� ����� �	��� �!���

� ���� t0 ��� � �	��� x0� ���� ���� u �	��� ���� �	 ���	�� ����� �� � ������	���		�
	� (t0, x0)� ���� �� ���	������ ������� |uε| �� ��	����� �	����� �� max{|u−|, |u+|}� ����
������ ���� u(x, t) �� � ��	��� �	����	� 	� ��� ������	��� �"����	� 
�
�

#�� �	 ��� ��	��� �	��������� 	� ��� uε �� �� ������ ���� u0 �� � �	����	� 	� ��� ������	���

�"����	��  �� $��� ��� �	 ����� ��� ���	��� 	� #	������� %	��������� �	 ��� ����

�	�������	� 	� ��� �����	��� �"����	� ��� ��� ε → 0�
�

%�������� ��� "�����	� ������ ��� &��	��� �	����	�' �	�� �	� ����� &�����	������ �	������	�'

�� ���� ����� ��� ���� 	������� �	� ���� �� ��� 	��������� 	� ������	��� �"��������� (����� )��

����������� ��� &��	��� �	����	�' �	�� �	� ����������� ����� �����	������ �	������	� ����
������	��� ��	*�� ����� 	���� �� ��� �������� ��	����� �	�� ������ ��	� ��� (ε − t) ������
����� �	��� ���������� � �	����	� ��	+�� u(·) ∈ L∞� ��� t,�������� �� �	������+��� �	��
������ ��	� ��� ���� ��� 	� �����	������ 	����� uε(·, ·) ��� ��� ����� �� ε� -���� �
 �������
��� �	��������� 	� � �	����	� �	� t ∈ [−T, T ]� ������� uε(·, 0) �	������� �	 �� �"���������
��� ������ �	����� �� uε(·, t)� t ∈ [−T, T ] ���� ��	���� ���� ������� ε ��� �������� �	�
ε = 0� ���� �� ���� �	� ��� +���� T �

.� �
 �� ���� ������� u0(·, 0) 	� -���� �
 �	 ��� ���� �	 � �	����	� û0 ����� �� ��� t = 0�
/���� �� ����������� � ��"����� 	� ûε(·, 0) �	�������� �	 ��� û0(·, t) �	� ��������� �����
���� ���� �	 �� � �	�� ���	��� �����*	����� .� �� ��� t �	 �	∞ ���� ��� �������� ������	��

û0(·, t) �	� t ∈ [−T, T ] ���� �	������ �	 ��� �����	������ �	������	� 	� ��� ���� ��� ������
�"���������� ���� ���� ���� �� ���� �� ���	��� )�0�1� 2	�� ���� ��� ������ ������ �� ���

+���� ��� �� ������� $��� ������ ��� �	 �	� ����������� ���� �	 �� �������� ����� �� ���������

2	�� ���� �� �	�� ����� �� �	 �	� ���� ����������� �����	��� �� -���� �
 �� ���� �	����,
����� �	 � �����	������ �	������	�� ��� ��� �����	������ 	���� �	�� �	� �	����� ��� ������

	� ������ ��� �	���� 	� ��� �����	��� �	������	��

3�� �� �	� ����� ��	 �	�	������� �	 ��� 4�	��� 5	����	� ���	���� ��� +��� 	�� �	������

�	������ ������

��������� ��	�� ��� B := {uε(x, t) ∈ Fε ∪Rε; 0 < ε < ε0} ��� ���� 0 < ε0 << 1	 
���
����� �
���� � ������ {uεn(x, t)} �� B ���� ��� �������� ����

lim
n→∞

uεn(x, t) = u0(x, t)

�	�	 �� S1 × [−T, T ]	 �������� u0(x, t) �� � ������ �������� �� 
�
	

5��	��� �� ���� � ��������� 	� ��� �	������ ������ 	� �	����	�� �� ��� ��� B6

��������� ��	�
 ��� B �� ������ �� �� 
������ �	�	� ��� ��� ��� ����������������� �� t
�� �
��	 ��� u ∈ BV (S1 × [−T, T ], R) ����

u(x, t) := lim
n→0

uεn(·, τn + t)

78



a)

b)

ε = 0

ε
→

0

−∞ ← t t → ∞

u0
α

ûε(·, 0) ûε(·, T )

ε = 0

uε(·, 0)

ε
→

0

uε(·,−T ) uε(·, T )

−∞ ← t t → ∞
u0(·, 0)

u0
α

ûε(·,−T )

û0(·,−T )

û0(·, T )

û0(·, 0)

ûε(·, 10T ) uε
b

uε
b

uε
a

uε
a

u0
β

u0
β

û0(·, 10T )

������ ��	
 ��
�����
�� �� � ���������
�� ����� ��

����
� uε
a �
� uε

b ��� ε → 0� ��� ����
��������� ��� �����
 ����� ��� ε = 0� ��� ����� ������� ������
� ����� ��� ε > 0� ��� ε = 0
�
 �������
�� �����
 ���� ������� �
 ��� ������� �
  �
�� �! ��
�����
�� �� ��� ��
���

�����
 ���� �� ��������� �
  �
�� �! ��
�����
�� ��� ûε(·, ·) �� ��������� � �� �� ����� ���
����� �� 
� �
����� ��
�����
�� ��� ��� t ∈ R �
 ���� �����

""



���� �� S1 × [−T, T ] ��� ��	
����� {εn} → 0 ��� {τn} ��� �

 ��
���� T ∈ R� ����

u(·, t) ∈ A0.

������ ��������	 u 
��� 
� ���
���	 
������ ��� ��� �� ��� ����������� �� ��� ��
�� 
�
� �������� �� ��� �	���
���� ��������� ��������� �� 
��� 
� � ���
�� �������� ��� �����

u(·, t) ∈ A0.

�

�� ��� ���� �� �������� ����� ��������	 ����� ��� 
� �
������ ���������
�	� ��� ��
�����

�
���� �� ��� ���	 � ���
�� �������� 
�� ����� � ������ ���� �� ��� �	���
���� ���������

���� �� ��� ������� �� ��� ��������� ������
� ���� ���� �� ���  !" �����	 ���� �� �
����

� 
��� �������� ������ ��������� ������������ #� ����� ����������� ��� ��� ε�

������	 
���� 
�������� ������ ��� a = 2α ��� α ∈ N ��� uε
a �� ��� 
� �� �����


��	
� �������� �� ������ ���� �� $%& ���� ��� ��������

z(uε
a) = a

uε
a(0, 0) = 0

���� ��� 
����

lim
ε→0

uε
a(x, t) = u0

α(x, t)

������ �
���� ���������� ��� u0
α(x, t) �� � ������ ���� �� ��� �������
�� �	
����� $'& ����

z(u0
α) = α. $��((&

������ #� ������
 ��� ����� �� ������� �����)

$�& *�� ��� �+������� �� ��� ��
�� �� ����
� a = 2, ��� ����� ����� ���� ���- ���� ���
��
� ����
����

#� �
����� ����, ��������� �� .�

� ����/, ��� �������� ���� vε
a ���������� �� uε

a(·, t)
��� ��� ���������� ��� �� � o(ε) ������� ������ φ(x) ������� � ε log ε0�����
�������
�� ��
� x2(ε)�
1������ x2(ε1) − x2(ε2) < C|ε1 − ε2| ��� ��
� �������� C, ��� ��
�� �� uε ��� ε → 0
�+���� ������� ��	 ���� �����
������� �� x2 ��� �� �� ���� ������
� ���� ������ ���

�+��������

$��& �� ��
���� �� ����� ���� u0 �� � �������� ����� *��
 ��������	 ����� �� �
���� ����

u0(x, t) �� � ���
�� �������� ��� ��������� ���� �� ��� ���������� 1������ �� ���������
������
�	 �� φ ������� � �����
������� �� x2, ��� �������� u0 ������� ��� 
� �

��
������� ��������, ��� � ������������ ����������� *��
 �������� ��23 ������� ����

�� 
��� 
� � �������� ���� ����� �� ������ �� �� ������� ���� ������ ��� ����
�

$���& ��� �������� 
������ ��� ����0��

��� �� ��� ����
���� ���� ��� ��� �	���
���� ���

�� �
������ 4�� ������ ����� ��� ε = 0 ���� �������� ���������� �� ��� ����� ����� $���
5������ ��6&� #� ���� ���� ���� ����� �������� *�� ε > 0 ��� �������� ���� ���7���
��� ���������� ��� ���� ���� ����������� ����� �� ��� ����������� �������� ���� ���
������	 ������ ����������� ���� 	����� $��((&�
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������ ��	�
 ��� ������	
 	� ��� ���	

����� ������
 �	����	
� 	
 ��� �����	��� ������


�	� uε ∈ Aε �
� ����� ������ �� ���� �	� ��� �����
�� u ∈ Aε� ��� ���	

����� ��	�� �� 	
�

���� ���
 ����
� ��� ����� ε → 0� �	�
��
� ������������ �
 ��� ���� 	� �	���� ���	��

���� ����������� �������

lim
ε→0

Aε
n ⊂ A0

n ������

�
 ��� ��
�� 	� �	����	
��

��	 
	��
����	� ����	��� �� ���	 �	����	 ��� ��������� u ∈ A0
n ���	 ��	 ����	��� ���� ��	

�	�������	 �� ��	 
	�� �� �������	� �����	 u ��� � 
	�� �� x0 ���� �	�����	 ����	� ��	� �����

��	 ��� ���� �������	������ 	�������� !��� x0 �	 �������	 ���� ��	 ����� �� ��� ����

���	 u−∞ ��� ���� � 
	�� �� x0� ��	 ���� �! ��	 �	�������	 ������ �����	� �	��	 �� ��

�	�����	� ���� ����������� ��	 !��� ���� u−∞ ���� �	 � !��
	� ���	� "	����	 ��	 ���� �!

��	 �	�������	 �� ��	 
	��� �! ��� uε ���	����	�� ��	 
	��
����	� ����� �� ��	 ���!� #��	��	�
�� ���� �	 $���	 !�� ε �= 0�

%����� ��� �� �������� ���	�� �	 ��������	 ���� ��� �������� ���	� �	����� !�� ε → 0�
#��	��	� ��	�	 �� ��	 �	������ �	��		� ��	 
	��
����	� �! ��	 �������� ���	 !�� ε > 0 ���

��	 ����	� �! 
	��� �! ��	 �������� !��
	� ���	�

���
����
 ��	�� ��� a := 2α �	� �	�� α ∈ N �� ����
 �
� ��� ε0 �� ������
��� ������

���
 uε
a(·, ·) ��
	��� ��� �� �	 �	����	
 �
���� �	����
� ���� ���� ���	

������ z = a �	�

��� 0 < ε < ε0�

��� ��� 	� �	����
� �
� ��	��
 ����� uε
a ���� � ����
 ���	

����� z(uε

a) = a ����� �� ��
	���

��

Ba := {uε
a ∈ Fε ∪Rε : 0 < ε < ε0} .

�	��	��� ��  ! ��� 
	����	
 	� ���	��� "�#�$ �� �� 
�
�

u0
α(·, t) := lim

ε→0
uε

a(·, t).

�� �	�����	� ����	� ��	 �	�����	��	 �	���� ���� �� ����� !�� �������� ���	�� �� ��� ���	 !��

�	�	�������� ������ �������� ��	��	� ����� ��	��� ����	��	��	 �� � ������ ��������� ��	

�	&� '	��� ���� ������	 � ����	���� ��	� �	�	�������� ������ ������ �	������ (� ���	� ��

����	 ���� ����	���� �	 �	$�	 ��	 �	� �! �	�	�������� ������ ����	����� ��� �������� ���	�

uε
a ��� uε

b ���� 
	��
����	� a ��� b ��

Bab :=

{
uε ∈ Hε : lim

t→−∞
uε(·, t) = uε

a, lim
t→∞

uε(·, t) = uε
b, 0 < ε < ε0

}
. ������

��	 �������� ���	 uε
a �� ����	� ��	 �����	 ��� uε

b ��	 ����	��

����� ��	�� ���

�����
 ������ ��� Ba� Bb �
� Bab �� �� 
�� �� ��	�� ���� a =
2α �
� b = 2β �	� α, β ∈ N �
� ��� uε ∈ Bab ����

u0(x, t) := lim
n→∞

uεn(x, t) ����)�

����� ����� εn �� � �����
�� �	� ����� ��� uεn �	
����� ��� �	 ���	��� "�#�%�

&�

lim
t→−∞

u0(·, t) = u0
α(·) �
� lim

t→∞
u0(·, t) = u0

β(·)

*+



��� ��� ���	 
��� 
�����
�����
���� �� u(·, t)� ���� 
���� ����
� � k ∈ N ���� 
��


a = kb. ������

�� �
��� ���	�� �� a �= kb ��� ��� k ∈ N 
��� 
�� ����
 �� 
�� ��
��������� ����
� ������
���


�� ��
�
��� ����� uε
a ��	 uε

b 	��� ��
 ������
 
�� ����
� �� 
�� ��
�
��� ����� ����� �� u0
α

��	 u0
β� 
��� 
�� ��
��������� ������
��� �����
 
�����
�

������ ��	 
�� 0 < ε < ε0 �
� 	��
���� �
��� uε
a 
�� uε

b 
	� ��	����� ��������� �� �
�

	��
���� �
�� ���
����� �
��	 ��	��� �� ����� �� Ta = 2π
α 
�� Tb = 2π

β �

�� �
� 
���	������� ���������� uε(·, t) ��	����� u0
α 
�� u0

β 

�� �� �� ��������� �� 
 
���	� 

������ �	���� !���	���� �� �
��	�" #����# �
�� �"�����

Z(u0
β) ⊂ Z(u0

α). ����$�

�
%��� �
� ��"�� ε → 0 ��	 �
� 	��
���� �
���� �� ���
�� �

� �
� &�	�� �� u0
α 
�� u0

β "���

�� ��	����� �� x 
�� �
� ����
��� �� ����
���	��� &�	�� �� ����� �� Ta 
�� Tb 	������������

�
�� ���
���� ���$ �"�����

Tb = kTa

��	 ��"� k ∈ N�

'����

α = kβ

�
��
 �"�����

a = kb

(��� 
� ����	���
�

�
� �
�� �

� �� �
� ����
� 
��	
���	 �� �
� �
	
����� ���
���� 
�� 	��
���� �
��� 
	�

��������� �� 
�� �
��� ���
 ��	����� ����	 )�	�� ����*� �"����� �

� �
� ��������� �� �
�

���������� +�""
 ��#�, �� ��� �"����

�� �
�� �� ��� ��	�������� �
�	� �� "��
 "�	� �� �
�� �� �
�� �� �
� ��*� �
��	�" �� ����

�	��� �

� �
� ��"�� �� �
� 
���	������� ����������� �������� �� 
 -���� �
��
�� �� 
���	�������

������������

�� �	��	 �� �	��� �
�� ��
��"��� �� 

�� �� ��	��"���� �
� �	����" �

� �
� �
	
"���	� 

�
���� �� t ���� .����%/ �� 
� �"�	���� ��
����
	� ��
��� 0� 

�� 
��	�����
��� 
	���� �

�
�
�� �
� 

���� ���� ����	� ����� 0� ���� "
%� �
�� 
	��"��� 	���	����� 
�	��

��	 �
�� ��	���� �� 
�
�� ��� �
� ��� Bab 
�� 
���"� �

�

lim
ε→0

uε(x, t) = u0(x, t) 
��� �� S1 × [−T, T ]

���

lim
t→∞

u0(·, t) �= u0
β(·).

0��
��� ���� �� ����	
���� �� �
� 
���"� u0(·, t) ∈ F0 ��
�	���� �� ����� ��� limt→∞ u0(·, t)
��	 �
� 
	��"���� !�������
��� u0(x, t) �

�� ��� ��		������ �� �
� �
	��� �	�&�� �
�� u0

β �

�,



���� ��� �����	
�� 
� �
��� ���
� 
� � δ > 0 ���� ���� ��
 ���
� ����
����� ����� ε > 0
���
� ��
��� � T̃ > 0 ���� ����

||uε(·, T̃ ) − u0(·, T̃ )|| > δ. ������

�� 
� ���
��� ���� �� ��� ��� ����

u0(·, T̃ ) = u0(·, 0).

 � ��� ����


uε(·, T̃ ) → uε
β(·)

��
 T̃ → ∞�
!����

||uε(·, T̃ ) − u0(·, T̃ )|| = ||uε(·, T̃ ) − u0(·, 0)|| → ||uε
b(·) − u0(·)||

��
 T̃ → ∞�
"�� ||uε

b(·) − u0(·)|| > δ� �� ��
� 	�� ����� ���� u0(·, T ) 	���� �����
�� �� ��� ��
���
�#�
�
�

�� 	�
�� 	�� ��������� �� ���� 	� ��� ������ ��� 0 < δ < ||u0

β(·) − u0(·)||�
$� ���� ��� �%��
&�� ��� ��
�� ��
�� ��
� 	�� ��� �������
� �� ��� �
������ ����� ��


��� L1' ��� L2 �
 ��� L∞ ��
��

��
� ����� ����
�� ���� ���� ����' �� �����
 ��	 ��
�� T 
� ������' ��
 ��� ε > 0 ���
� 
�
��	��� � %�
� �� ��� ����
���
�
� �
�
� u(·, t) ��
 t > T ���� �
�� ����
�� ��� ���� �� �����
(
����� ���� )
��
� ����� $� ���
���
� 
��
����� � �
*�
��� %�
�����

���
�� �� �

�������
��
� %
������

�� �
��
 �� �� ��
� 	� ���� �� ��� ��� �����%� ���� ��� ����
���
�
� �������
��� �
� ��������

���
����� 
� ��� �������� %���� �%���� �� ����
 	�
��' ��� �
�%� �� ��� ��%

uε : R → L2

t �→ uε(·, t)

�
��� �� (uε(·, t), t) ��&��� �� �������� ���
���� 
� L2×R� +�� �� ��� ������ �����������
�� ��� uε ' ��
� �
�%� 
� ���� � ���
���� 
� L∞ × R�

$� ��	 
��
����� � �
*�
��� %�
�����

���
�� �� ��� �
�����
���
��

τ :=
t

||uε
t (·, t)||L2

��� ��&���

U ε(τ) := uε(·, t).
�� ���� ���
� �
� τ± 	
�� U ε(τ±) = uε

a,b ���� 	� ��&��

U ε(τ) := U ε(τ−) ��
 τ < τ−

U ε(τ) := U ε(τ+) ��
 τ > τ+.

��
� ���%������� ��
 ��� ���� ���� 
� ��� ���� uε
a ��� uε

b �
� �
�,�� 	���� U(·) ��� ����
&�
�� �������

$� ��	 ���� U ε : R → L2 ��� graph(U ε(·)) = graph(uε(·)) ��� graph(U(·)) 
� %�
���(
��

��� �� �
� �������

-.



��� ��� U ε(·) : R → L2 �� 	�
����
����� ��	 �� ����

||∂τU(τ)|| =

∣∣∣∣∣∣∣∣ uε
t

||uε
t ||

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1,

����� 
�� U ε ��� � ����	�	 �������� �� �������
������ ����
���� ��	 
�������� ����� ��
��

�������� 
����� � ������������� � ���
������ ����
 U0 ��� ��� τ ∈ [−τ−, τ+] ��� ����
����

��
 ���
� τ±� ����� U0(·) �� ����� � �������	 
��
 ��� �� ������
�����	 �� τ ��	 �� �������

������
�	�

��� ��� ������
�����
��� ��� 
�� �����
��
 ������
� 
��
 �
 �����
 ��
 ��
��� �� 
��

������
�����
��� ���� 
�� t ����	�

!����� �
�
��� 
�� �������� �� �		 
�� ��������� ��
���" �� ��� 
��
 U ε̃(τ2) ���� 
� 
��

����
 �� U ε̃(τ1) �� U �� ��	 ���� �� τ2 > τ1 ��� �#�	 ε̃�

������� ��	�
 ��
��
����� ��� �����

Bab :=

{
uε ∈ Hε : lim

t→−∞
uε = uε

a, lim
t→∞

uε = uε
b 0 < ε < ε0

}
,

�	�
� a = 2α ��� b = 2β�


	�� �	�
� ������ � ������������ {εn} → 0 �� {ε} ���	 �	�� �	� ����� �� n �� �	� uεn ∈ Bab

�������� ����
��� �� �
���� ����� �
 �� � ������� �� 	���
������� ����������� ����

����� ��

�������� �� �
���� ������


	�
� �
� �� ���� α−β ����
��� 	���
������� �
���� ��� α−β +1 �������� �� �
���� ������

������ $� ����� 
�� ����� �� 	������ 
�� ��
 �� ��� �������� ����
� �� Bab 	���
�	 �� U1�

%�
 
�������� Γ1 �� 
�� ��
 �� ��� ������������� {εn} ��	 {τn} ��� �����

lim
n→∞

U εn(τn + τ)

��������� 
� � !&�����
��� U0
{εn},{τn}

(τ) ���� 
��
� �� �� 	����

uεn(·, 0) = U εn(τn)


��� uεn(·, t) → u0(·, t) ���� �� S1 × [−T, T ] ��� ��� ���
� T ∈ R� ��� ��
 �� ��� 
����

����
���� ����� �� 	���
�	 ��

U1 :=
{
u{εn},{τn} ∈ BV ; ({εn}, {τn}) ∈ Γ1

}
'(�)*+


��� ,�������� (�-�. ����	� U1 ⊂ A0�

��� ��������� ����� �� � ���
� ��	��
��� ��
� ������
 
� 
�� ������ �� ��
��������� ����
�

�� U1�

/� U1 ∩ H0 = ∅ 
��� 
�� ����
 �� 
�� ��
��������� ������
���� �� Bab 	��� ��
 ���
��� �

��
��������� ������
��� �� ����
��� '�+� ����� 
�� ������� �� 
����

��������� ������ ∃({εn}, {τn}) ∈ Γ1 ���� 
��


u0
1(x, 0) := lim

n→∞
U εn(τn)

01



τ → ∞−∞ ← τ

ε
→

0

u0
α

uε
buε

a Uε(0) = uε
1(·, 0)

u0
β

u0
γ1

u0
γ2

u0
γ3

ε = 0

uε
2(·, 0)

uε
3(·, 0)

������ ��	
 ��
������ ���� �� ���������� �
� ������������ �� �
� ������

�� ��� � ������ ���� �� ����������� �� �������� ��� ��� �
�� ���� �� � 
����������� ������ 

����� !��
��� ���� �� ���������" �� ������ �
��

lim
t→−∞

u0
1(·, t) �= u0

α(·) �� lim
t→∞

u0
1(·, t) �= u0

β(·)

��������� ��� ������	
���	 ����� 
������� ��� �� ��� ��������

��� �� ������

lim
t→∞

u0
1(·, t) = u0

γ1
(·) �= u0

β

��� �� ��� ����� 
��
���� ��� ������ �� ����� 	�� ��
� ���
 �
��� ������	
���	� ��� ε > 0�
��� ���� �� ���� ��� ε = 0 ���� �� ��

 �������� ���� !!� "� 	��	
��� ����

z(u0
γ1

) ≤ α − 1

��	���� ��� ����	� �� ��� ������	
���	 	�� ��#� �� ���� α ������ $��� �� ��#� ���� ���

��	� ���� ��� ������ �� ����� �� ��� u0(·, t) ��� �� ���� α ���� ������ �� %����& '���(�

"� �� ��	& �� ��	 
����� 
���������������� )�	���� u0
γ1

�= u0
β ����� ���� �� � ������	� τ̃n

��	� ����

lim
n→∞

U εn(τ̃n) = u0
γ1

.

"� ��� �����

Γ2 ⊂ Γ1

�� �� ��� ������ �� ���*������	�� ({εm}, {τm}) ∈ Γ1 ���� ��� 
��
���� ���� ���� 
�� �����

�� τ̃n+

• ({εm}, {τm}) ∈ Γ1

({εm}, {τm}) ∈ Γ1 ⇔ • {εm} ���*������	� �� {εn} ���
• τm > τ̃m

,� ���
��� �� U1 �� �����

U2 :=
{
u{em},{τm} ∈ BV ; ({em}, {τm}) ∈ Γ2

}
.

(-



��� �� ��� ��	� ���� z(u0
γ) ≤ α − 1
 �� ���� ��� 
��
���� ����

z(u0(·, t)) ≤ α − 1

����� ��� ��� u0(·, t) ∈ U2� ����� �� ��� ��� ��	� ���� ��� ����������� ��	������ �� ����

��������� ��� ��� � ��

!���� ��� ��� 	����"

• #����� U2 ∩ H0 = ∅� !��� ��� 
���� �� ��� ������	����	 	����	����� ���� ��� �� ���
����� �� ��� U εm(0) 	������� �� ������ ������

• $� ����� ��� ����� ������	����	 	����	����� �� U2� %�� u0
2(x, t) ∈ U2 ���� ��� 
��
����

���� z(limt→−∞ u0
2(·, t)) �� ��&���� ����� ��� ������	����	 	����	������ !��� �� ����

z( lim
t→∞

u0
2(·, t)) ≤ α − 2.

'� ��� ��
��� ��� ����� 	������	���� ����� ��� ��� Uk ∩H0 = ∅� (�	���� α �� )����

k ���� �� )���� �� �����

!�� ���� 	������	���� ���*� �� �������� ���� ����	���� ���� )������ ���� ���
��  ��	�

�� ���� ����� � ����������	� ����� ������� �� {εn} ��� ���	� ��� ��� �� ������	����	
	����	����� U εn(·) 	�������� �� � ������	� �� ������	����	 ������ �����	�
��� �� ��	�����
�� ������ ������ !���� 	�� �� �� ���� α − β ������	����	�
 ��� 	����������� α − β + 1
��	����� �� ���������� ��������� �� ��� �����
 ��	���� ��� ������ �� ����� ��� �� ���
 ��

����� �� ��� �� ����� ������	����	 	����	�����

!��� ��� ������� �� 
������
�

������ ��	�
� F0
α ��� �� ������	��
��� �
����	��� �� 
	� zeros ��� 	�����
�� 
� � α

�
����

��� 	
��� T
α �������� 
� BV (S1, R)� ��� ���	

� ���� ��� ���	

�� 
� ��
��� �����


� � ������� 
� ��	��
��
�
�� 
� 	�� ��
�� ���
��� ����� ��� �
�	�
��� 
� 	�
� ���
�
���

�� � +�������� �� !������ ,�-�. �� ������ ��� ��	������ 	��������� �� ��� 
��������	� ��

� ������	����	 �������

�
�
����� ��	�

 ������������� ��	 uε(x, t) �� � ��	��
��
�
� 
��
	 �
����	
� uε
a �
	�

uε
b� ���� 	�� �
��
�
� �	�	����	� ��� 	���!

"
# ��	 	�� ��	 U1 ��$��� 
� �,�/0� �
�	�
� �	 ����	 
�� �
��	

� u0(x, t) 	��	 
� �
	

�	�	

����� %�

lim
t→−∞

u0(·, t) = u0
α(·)

���

lim
t→∞

u0(·, t) = u0
β(·)

	��� 	�� ��	��
��
�
� �
����	

� uε(x, t) ����
�	��

"

# ��	 U1 ∩ F0 = {u0
α, u0

β} 	��� 	�� ��	��
��
�
� 
��
	 ����
�	��

1-



��� �� ���� ��		
�� 	�� �
��	��� �� ������	����� ��� ���������� ��		
 ����� �������� �
��������� �����	��� ��� 	�� ������	���� �� ��	����
���� ������	���� ��	���� ����� ��	�	���

�� ������ ������ ����

��� ������ ���
�� 	�� ����������	 �
�����	 �����	���� ��� 	�� ��� 

���	���� �� � ��	����
���� ����	�

!� ����	��� ������" ����# ����� � ���

	 �� 	�� �	�
�	
�� �� 	�� 
�"�	 �� ��	����
���� ��� 

���	���� �� ���� �� ��� ������	����$ � ������� �� ��	����
���� ������	���� �� A0�

!� 	�� ��

����� ��� 
��	 ���	��� �� 	��� ����	�� �� ��

 ��"���� 	�� ���

	� �� ������	����

��	� 	�� ���

	 ���" %��	��� ��& �� 	�� ������	��� ����
�" �� 	�� �
���
 �		���	�� ��

��
�	��� '()� * "��� ��	��
�� ���
���� �� 	�� ���"�	����
 ������	��� �� 	�� �
���
 �		���	���

��

 ��

�� �� ����	�� &�

��� ��������	
� �	� 	
	���������	
��

!� 	��� ���	��� �� ��

 ���� 	��	 ��� �

 ������� �� f ��� g ��	������� 	�� ���
"�	����

'+�) '+�) 	���� �,��	 ��	����
���� ������	���� �� Hε 	��	 �� ��	 ������	 ��� ε → 0� ���

��,	 ����	�� ��

 ���
� 	��	 	���� ��� �
���� ������	���� 	��	 �� ������	- ������� 	����

���

	� �� ������	���� ��� �� ��� 
�"�	�� 	� 
�� ��"�������
 ������

.� ���� ���� �� %��	��� ��& 	��	 �� 	�� �
���
 �		���	�� �� 	�� ������
�� ��
�	��� � ��

	���

u1 ∈ Eε ∪ Fε ∪Rε �� ������	�� 	� ���	��� ��

	��� u2 ∈ Eε ∪ Fε ∪Rε �� ��� ��
� ��

i(u1) > i(u2). '���#)

/��
�� ��� ����� 	�� �
� �		���	��� Aε
4- Aε

6-��� Aε
8 �� 	�� 
���� ���	 ��� Aε

10 ��� Aε
14 ��

	�� 
���� ���	� !� 	�� 0��	 	���� �


�	��	���� 	�� ������	���� 	� 	�� ����	��	 �	�	�� u ≡ u±

��� �
�� ���

���- ������� �� ���� �"�		�� 	���� ������	���� �� 	�� 	�� 
���� ���	
����

1�
�	��� '���#) ���
�� 	��	 	�� �		���	�� ��������� � �������	 
�2� �	�
�	
��- ����� 	�� 3��

�� �

 ������	���� ����	� ��������� '��� /��
�� ��4)�

5
� "��� ������� ������� 	�� �
��	��� ����� �� 	�� ������	���� �� ��	 ������	� 6�""�

����� ���
�� � �
��
� �
������� ��
�	��� �� 	�� ����� 	� ������ 	���� ��� ��
� ��	����
����

������	���� 	��	 ������
� ������	 ��� 	�� ���� ����� 	�� ���� �
"��� �� 	�� 	����	 ���� ��

� ��	
��
 ����	��� �� 	�� ���� �
"��� �� 	�� ��
���� +���� 	�� ��	����
����� �� 	�� ��	 Bab

��0��� �� ���� ������
� ������	 �� 	���� �,��	� � k ∈ N �
�� 	��	

a = kb. '���7)

!� /��
�� ��� 	�� ������	���� 	��	 ��	���� ��
�	��� '���7) ��� ����� �� ��
�� 
����- 	��

������	���� 	��	 ���
�	� ��
�	��� '���7) ��� ����� ��	� ������ 
����� ����� ������	����

��� 	�� ���� ����� �� 2��� � ������ 	��	 	��� �� ��	 ������	� %� �

 �
� �		���	��� 
�����

	��� Aε
4 ���	��� ������	���� 	��	 �� ��	 ������	� *

 0�
��� ��� ����������	 �� 	�� ������

�� f ��� g�

��� ��,	 ����	�� ��

 ���
� ������	���� �� ��"� ������	����- �
	 ��
� ��� 
�"�	�� 
��

��"�������
 �,�"�
��� ��� ������
 �
��	��� �� ���	��� ������	���� 	��	 �

0
 ��
�	���

'���7) ������	 �� ��	- �����	 �� �������� ��	- �
	 ��

 �� ����
���� �� ��"� ��	��
 �� 	��

����

���� �� ����	�� 4�

8�



z = 4

z = 6

z = 2

z = 0

z = 8Aε
8

Aε
4

Aε
6

Aε
10

Aε
14

������ ���	 
����
�� ��� 
�� �����

���
��� �� ����� n = 4, 6, 8, 10 ��� 14� ��
����������


��
 �� ��
 ������
 ��� ����� ��
� ������ ������

��



������� �

��� �������	 �
 ��
�����������

�� ���� ���	�
� �
 ��

 ���
������
 ��
 ��	
�������� �� ��� ���� �
��
�� �� ��
 
��� ���	�
��

�� ��
 �
��
��� �� �������������� ��� ��
 �

����� �� ��
������ �� A0
n ��� Aε

n� �
 ��



���
������
 ��	�
�����
 ��	
��� �� ��
 ������
� Ãn ��� ��
 ���� ����

��
 �� �
�����

��
 �
��
��� �� ��
 �
�
���
���� ����
������ �� ��
 	�����
�� 
�������� �
�
� ��
��
����

�
����	����� ��
� ��� �
�� �� ���� �����
� ����
� �� ����
����� 	��	
���
� ��� �� �
�����


��
�
 ����
������ �� ������
�� �� L2×R ���� �� ����� ��� ��
� ���
 
���� �� ��
 ��	�
���

�� ��
 Aε
n�  �� �

 �� ��
 �
��
�� 	�
�
��
� ��
 ���������

!�
 ���� ������

 �� ������ �

 �
��
�� �� ��
 �
��
��� ��� ��	�
��� �� ��
 Aε
n ��������

�� ���� �
 ���
 ��� ����
��
� ��
 �	
����
 	���

� �� ��
 	�����
�� �� ��	
���
�� 
��������

!�
 	���

� �� ���� ��
 	�������
 ����
��
��
 �� ��
������ "!�
��
� #�$�%&� ��
 �
��
� ��

��
 ���
������ �� �������������� dimA0
n = dimAε

n "!�
��
� $�'�%& ��� ��
 (
�� 	��	
���
�

�� ��
������ ")
���� #�$�'& ��
� ��	
�

lim
ε→0

Aε
n ⊂ A0

n

�� ��
 �
��
 �� �
��
��
� ��� ��
������� ��� ���

lim
ε→0

Aε
n = A0

n.

�� ���
� ����� �
 �� ��� ���� ��
��
� ��
 
������� 	���
���
 �� ���*
����
� �� ���
�

�� 	���
 ���*
������� �
 ���
� �

� �
��
�� �� ��
 ����
��
��
 ��� 	
�����
��
 �� ��


����
�� �
����� �� ��
 ������
��� �� �
 �
������ ����

�
� �� �
������������ �� ��
 ��������

��� ���(
� ���
� "����� ���
� �
 ��+��
�� �� ��� ���
& �
 ���
� �

� � �
��
� �� ��


����
��
��
 �� 
��
��
����� ��������
� �� ��
 
��
���
�
 	���

�

εϕxx − f ′′(uε)(uε
x)2ϕ − f ′(uε)ϕx + g′(uε)ϕ = λϕ ",�%&

��� ���
� uε ∈ Fε ∪ Rε �� ��
 
��
��
����� �� ��
 ��	
���
�� 	���

� ��� �
����� ε
���
	
��
�� ������ �� ��
 ��������
� �	
����
 	��*
������� !�
 ��+��
��
� ��
 ������
�

�
�
-

• !�
�
 �� �� �
�
��� ��� �� 
.	
����
� ���	��
 ��
 
��
��
����� �� ",�%&

• /������� ",�%& �� ��
� �

����*���� ���� �
�	
�� �� � ���
�� 	������ ���� 
.	
����
�
�
	
��� �� ε� �
��
 ��
 �	
����
 	��*
������ ��������
� ���� ��
�
 
��
��
����� �
��
�
	
�� 
.	
����
� �� ε�
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• ��� ������ ��	
��
� W u(u0
α) ��� u0

α ∈ F0 �
��	 �� A{x1,...,xα} 
� 	�� C1 �	 BV × R

�� L∞ × R ��� �	
� �
����
���

• ��� �
��	�
�	� �� ��� �	����
� ��	
��
�� ��� ε = 0 �	� ε > 0 �� 	�� ������

lim
ε→0

(dim W u(uε)) �= dimW u(u0)

��� uε → u0�

�� ���� ���	 �
����� ���� 
	 ��� ���� z(uε) > 2� uε � �����	 ����

dim (W u(uε)) = i(uε) = z(uε) − 1 �= dimW u(u0)) = z(uε)/2

�� �� 	�� ������� �� �������� �

 ����� �
���
�
�� ����� ��� �� �


 �����
��� ���� ���

��

��
	� �������
�	�

���������	 
�� ��� uε
a ∈ Fε ∪Rε ���� z(uε

a) = a ��	 limε→0 uε
a = u0

α
 ���� ����� �
���

��� ��� ε0 > ε > 0 ������������	� N ε �� uε
a �� Aε

n ��	 � ������������	 N0 �� u0
α �� A0

n

���� ����

lim
ε→0

N ε = N0

�
�
 ��� ��� u0 ∈ N0 ����� �
���� � �������� uε ∈ N ε ���� ���� limε→0 uε = u0 ��	 ���

u0 ∈ N0 ��� ������ �� � �������� �� uε ∈ N ε


�������
��

�  ������
�	 !"# ������ 
	 ����
��
��� ���� ��� �
��	�
�	 �� � 	�
����������

N ε �� � �����
	� �� �����	 ���� 
	 Aε
n ���� 	�� ���	�� 
	 ��� 

�
�
	� ��������

$�� 
�� �� 
	����
���� ��� ���%���������� �� ��� 
���� �
��	�
�	�� �� �


 �� ��
� ���

��	���
 f �	� g� ��� 
� �&�

�
� �������	���
�	� �� ��
��
�	� ��� �
����� �� ��� ��� ����
�

���� ����� ��� ������ ���� g 
� ��� �	� ��� ���	����� ���� f 
� ���	 �	� �
��	 ��

f(u) :=
1

2
u2 g(u) := u(1 − u2). !'�(#

)	 ��
	�
�
� �&�

�
� �������	���
�	� �� ��
��
�	� ��	 �� �
��	 ��� �

 f �	� g �	�� ���
����
�	��� ����
�� �� ��� �������

� �*���
�	 �
��	 
	 �*���
�	 !(�+,# 
� ��
����

��� �� 
	�
��� � ����	
��
 	���� )	 ��� ��

��
	� �� �


 ������� ��� ��
��
�	� �� ���
�������

� �	� ������

� �*���
�	��  
������ ��� ��
��
�	 �� ��� ������

� �*���
�	 ����

	�� ������� ������ 
	 ��� ��	�� �� �
���	�
	�
�
��� �� �


 ����� �� ��� ����� ���� ����
�� 
	

��� 

�
� ε → 0 �
���	�
	�
�
�� �� ��

 �� ������� )	 ���
�
�	 ���	 �� ����� �� � ��
�� ��
����� 
	 ��� �������

� ����
	�� �� ���	 � ��
�� �
�� ������� �� ��� ���������
���
�	 �	

��� �������
�� ��	
��
��

��� ��� ��	
���
����
� A0
2 ��� Aε

2

 �����
	� �� ��� ��-	
�
�	 �� A0
2 �
��	 
	 �*���
�	 !(�+.# 
	 /������ (� ��� ���%���������

A0
2 ��	�
��� �� �

 �����	 ����� �
�� ����%	����� z = 1� ��� ��� ����
� ������	����

�*�


��
� u ≡ u± �	� �

 �������

	
� ��		���
�	� ������	 ����� ��0�����

��� �����	 ����� ���� � ���%��	
��
� �� A0
2 ���� ��	 �� �������	��� �� �	 S1�
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u(x, t) ≡ u+

u(x, t) ≡ u−

H0
2

H0
2

A0
2

F0
2 =̂S1

������ ��	
 ���
����� �������������� �� ��� ��� ��������� A0
2�

u−

u+

u{x1=0}

y1 = 0

ỹŷ

S(ŷ)

S(ỹ)

A{x1=0}

R

������ ���
 ������������� ���������� ��� ��� ���� x1 = 0�

��� �� ������
 � �����	� �� !������ � �"" ���#�� $�%�� ��� ��������& �� u(x) ≡ u±�

������
 ! �����	� ������ ���� ����� ��� �"" �������"���� ����������� �� A0
2 ��& ������


��'�	 � (��"&� ���)������ �� ����� �������"������ *)������ ���+	 ���%�&�� �������� $���

�)������ ���+� �� �,�"���� ����
����������� �� ����� ����������� W u(F0
2 )� -���� $� ���

'+



����� �� ����	
	� ��
���	��

Σ2 : S1 × R →BV (S1, R)

(x1, y1) �→Σ2(x1, y1) := u{x1,y1}

����� u{x1,y1} 	� ������ 	� �����	�� ������� ��� ��� �� graph(Σ2) 
�� 
� 
�������

����	
	��� ��� 	� �	��� 
� �����	�� ��� !� 	� ������� �� �� 
��

"� � �����������	
 ���#�
�	�� S �� 
�� ��� ��� ����� �
#�
� ���� ��� ���$�
� �$ � 
���%

���� �
��	�	�� � �����������	�� �$ A0
2 �� �� S2% ����� 	� &	���� '���

��� �����������	
 ���#�
�	�� S 	� ����	��� 	� &	���� '�� ����� �� ���� ��� x1 = 0� (�
��� ����� ��� ������
�	�	
 
����
�	�� �� ��� S2 	� ���	
��� 	� 
��
)% ��� $��*�� ���� 	�

���	
��� 	� ���� ��� ����	
	� ���������	���	�� �$ ��� ������
�	�	
 
� ��� ���
) ���	�	��

y1 ∈ R 	� ����������� 
� ��� 
��� �	��� ($ �� ��� &	���� '�� �� ��� ��	
� �$ &	���� '�� �� 
��

���������� ��� �����	��� ������ ����� ��� ������
�	�	
� �� ��� S2� ��� ����� �	������ ��

��� �	��� 	� &	���� '�� ���� �
�����	
���� ��� ��� ����� �$ ����� �����	��� ��������

+�� �� ��� ��	� ���
�	��	�� �� ���
�	
� ��� ����
��	
 ��
,�����
��� Aε
2- ����� ��� �����	��

����� �	�� .���� 	���� i = 1 ��� �	��� 
�

uε(x − c(ε)t) = uε
1(x + θ)

�	�� θ ∈ S1� (� � 
�,���	�� 
����	���� ������ ����� �����	�� ���� 
�� 
� $��*��� /����
��� $��*�� ���� 	� 
����
��� 
� � ������
�	�	
 ��
	� �� u+ ��� u−� 0�� �� ������� !���1

��� �����	�� ����� ����	��% ���
� �� ���� 
������� �� ��� ��� S1 	� &	���� '�� $�� ε → 0�

0�� �� +�������� !����� ��� ������
�	�	
 
����
�	��� ����	�� �� ����� "� ��	������� �$ ���

������
�	�	
 
����
�	��� 	� A0
2 �� �
��	� ����

lim
ε→0

Aε
2 = A0

2,

����� ��	� �	�	� 	� ���������� �� � �	�	� �$ ������
�� ��� �����	���� &���������� ����� 	�

� ���,��,��� 
�����������
� 
������ ��
	�� �� ��� ��
,�����
����% ���
� A0
2 ��� Aε

2 ���

C0,��
	� ���	������� ���� ��� �
��� ����	
	� ���
�	��	�� �$ A0
2 	� � ����	�� ����� ���
�	��	��

�$ Aε
2 	� ��� �������	����� 
�,�����	�� 
����	���� �������

��	� ���
�	
�� ��� �������� �$ ����� ������
�	�	
 
����
�	��� �$ ��� ����
��	
 �����	�� 	�

���� ����� 	� � 
��������� �	������ ���% 
�
���� �� ���� ��� ���� 2������	�� �0� �����

��� ��� ��	
���
����
� A0
4 ��� Aε

4

3� 
��	� �	�� ��� ������	� �$ ��� ��
,�����
��� �$ ��� �����
��	
 �����	��� ������� �� ��

�	���� dimA0
4 = 4 ��� +�������� �� �' ������ ���� ��� 
����
�	��� 
������ �����	�� �����

��� 
����	��� 	� Ã4 ������ 	� �����	�� ����!�� 4������% ��	� ���� ��� ��� �����	� ���

�������� �$ ��� ��
,�����
��� A0
4�

&�����	�� ��� ����	�	�� �$ A0
4 := E0

4 ∪ F0
4 ∪ H0

4 �� �	�� ���� 
����	$� ��� �����������

���	�	
�	� ��� $��*�� ������ (� 	� 
���� ���� E0
4 = {u−, u+}� 0�� �� 5	�������	 ��� $��*��

����� 
�� 
� ��	����� ���������	��� 
� ��� ���	�	�� �$ ���	� *���� x1, x2% �� ���� $��� �
���,�����6

F0
4 = T

2 := S1 × S1
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x2

x1

2π

2π
����� ����
����	
������


u−

u+�� ��

F0
1

F0
4 =̂T

2

F0
4 =̂T

2

F0
1

A0
1

����	� ���� ����	
������ �
������
�
 �� A0
4 ���� ��	���
 u ≡ u±�

��� �
	�
 ��

 �
�����
 ��� �	
��� ����
 F0
2 =̂S1 ���� �


�

 
��� 
�� ��	
�

���� ������� 
� ���
 �
	�
 ��
 � ����	
������ �
������
� �
 ��� �
�
����
�
 ������ 	��

u ≡ u±� ���
 ���  � ��������  � � 
������ ���� � ����	���� �
	��
���� 
����
� ��� u±

�
����� �� ��� �
� ���  
��
�� !�� "���� �# �� ����	� ���� ��� ����	
������ �
������
�


�	� ��
���� ��  ���$ 
	 �	��� ��� ��� �	
��� ����
 �� 	��� ��� ����
 
� ��� 	�� ����	����

�
	��
���� 
����
� ���� �
  � ��������� �� 
	��	 �
 
 ���� ��� �
	�
� ��� 
� %���	���
	
A0

2 �
 �
������� �� ���
 �����	� �
 ���� ��� �
 �������� �� �	���� ����	� ��& �
 
 ������

����	 �����������
� 
� ��� ��
 �
	��	
 ���
���� ���� ��� 
� ��� �
	�
 F0
4 � '
�� ���� �� ����

�
� ��
���� ��� ����	
������
 �� ����	� ���� ��� �
������ 
������ �
 ����� ���� ����	
������



��	���� �� F0
4 ��� ������ �� u ≡ u±�

��� �
	� ����	�
���� ��	� 
� A0
4 �
 ��� ��	� 
� ��� ���	���
	 ���� �
�
�
�
 
� ��� �	
��� ����


F0
4 ��� ��� ����	
������ �
������
�  ������ ���
� ����
� ���
	�� ( )*�+�&*# �� ��� ���


� !����
� *�+ �����
 ���� ���	� �	
��� ���� ũ ���� ��	
%��� �	 z(ũ) = 2 �
 �
������� �


��
 ����
 ũa, ũb ���� ��	
%��� �	
 z(ũa,b) = 1�

,� �� �

$ �� "���� �# �� ����	� ���- ���
 ����
 �
����� ��
� ���� ���� ���	� �
��� 
� ���

�
	�
 
� �	
��� ����
 ���� �
 �
�
�	�� �� 	�� ��
 ��
 ����	
������ �
������
�
 �
 ��
 �
���



� ��� �	��� ��	�� 
� ���� �
	�
� ���
 �
 
�
�� �� "����  # ���	� �� ���� ��	�����	�
��

��� �
	�
  � ��� ��	

 (x1, x2) ����� �
 ��� �
	��
���� ��� ��	����� �.�
� !
�� ) �� �
�

���# ����	
������
 �	� 
�
�� ��  ���$ �
	 ����
�	���
�� ��� ����
 �	� ��	����� �� ��� ��	
 x1

��	
�
�
- �
	��
���� �� ��� ��	
 x2 ��	
�
�
� ,� �	������� ���	� 
�
���  � ��
 ����	
������

���	���� �� ���	� �
���� ��� 
�� �		
� �
�
�	�� ��  ��� 	��	�
���
 ��� ����	
������ 
	 ��


�
�� �� ����	� *�/ �� (�����	 * �
	 0�	��	
 ������
��

��� ��������

 	�
��� �� ���
	�� *�/�& �# ���	�����
 ��� ��������

 
� ���
� �
������
�


��� ������
�
 )*�+/# ��� )*�+/# �	
���� �� �.������ ��	�����	�
���
� 
� ���
� �
������
�
�

/1



�� ���� ��� ��	
���� �������
�� 

����� 
� 
� ������
��� �� ��� ������� ��
��������
�� ����
�
�
��� ��� ��� S1 ��		����� ��
� ��
��������
�� 
� ����� 
� �
���� ��� ��� �
�� 
����

������ ��� ��� ��	
��
��� �
�� ��� ������ ��������� �� ��� 
������
� �����
���

�� ���������� ��� �
���� 
� 
� ���� �� ����� �
�� ��� ��� ����
��� �
��� ��
� �
�� ��
�������

F0
4/S1� ��� 	��
���� ���� �����
�� ��� ������ ����� �
�� �������	��� z = 2 ����� ���
��
�
�
��� ��� ��� S1 ��		����� ��� ������ 
�
�� �
� ����� �� ��
� �
�� 
� ��� π�
��
��
�
������ ���� �
�� ���
�
����� ������ ��
� 
� ��� ���� ���� �� ��� ��� �
�� ���� 
� � �
	
� ��

����� �� ��� 
������
� �����
���  � ����� ����� �� ��� ��� �
�� ��� �� ����
��� �� �
	
��

�� ����� ��� ε → 0� !� ���� ����" ��� �����
�� ���� �����
�� �#�$� ����� ���� �� ����
�����
��������
�� �����
���" ��
�� 
� 
	
���
��� ���	
��� �
�� �
���� #�% &���� ����

��� �����
����� �� ��� ��� 	��
���� ��� �
��� �� ��� �
������ ������� ��� ��� ����� x1

��� x2� '� ��� �����	 ��� �
������ 
� ����" 
� ��� 	
���� �� ��� ���� ��� 
� 
� π ���

���� 
� ���� �� ���� ���
� ������� ��� ��
� x1 ��� x2 ������ 
� ���� � ��� ���� ��� ���

����(� ������ ��	�
� 
� ��� ��	� 
��
�
�� ���� )������ �����
�� ���#� ��
� 	���� ��� ��

��		���
�� ���� x1+x2

2 = π ����� ��� ��� 	��
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�&	� ���	 �� ��	 ��
������ 	��������

)	 �����
��� � ����	����� �	��		� u0
3 ��� u0

2 ���������
 �� �	�	
�������� ��� �
�&	� ���	�

�� A0
6� ���	� �� ��	 ���������� ���� ��	 �	�	����	�� �� ��������� ����
 ��	 �������� ��

�
�&	� ���	� �� ���� ���� 	���	
 ����#� �� ��� ���	 �
 ��	� ���	 �� ��	 ���	 ��� ��

��	 �	�
����
��
 &	
��� "��� �����	� ��	 �� ����	�
� ���� �	�
����
��
 &	
�� �
��� �� ��	

���	 ��		�� �� ��	 ���	 ��	
	 ��	 ��
� �� ��	�
 ���	�	��� ��4	
�� ��	 ����# ����� �� ���

��������� ��	
	�� �� ��	 ���	
 ���	 ��	 �
�%�	 �	��		� ��	 &	
�� ����� ������
	��

��������
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������ �� ��	 ���� �	����� ���� ���������� ��#	� �	��	� ���	�	
� �

������ �
��	 ���� �� ���� �	 ��#	 �����
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	 ��2 ����� �������	 ���� ��� �� �����
��� ����	������ �	��		� u0
3 ���

u0
2 ���	� �� ��	 ����	 ������������ "�	 �����	
 ���

��� ���� ��	 ���
�	 ��� ��

	�
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	� ����	����� ��� ��� ���	
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���

��� ��

	����� �� ��	 ���	�	�� �� &	
�� ����
 ��	 ��������� ���	 �
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û = u0
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3
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3

u0
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�� �� A0
6 ��
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"��	 �	 ��� ���� �
 ��� #	��� ����	���	�� ���!���������� ���� ������� ���� ��� ���!����������

�� 	�� ������� �	 ��� ��	�� �
 �������	�� ���� Aε
n �� 	�� C0!����� ��������	� �� A0

n� ��� �	��

�$������	 ����� �� �� ��� ���!��������� �
 ����� ��� ����� �� ����� ����� ��
�������

lim
ε→0

Aε
2 = A0

2 �%�&�

�	 ��� ��	�� �
 �������	� �	� �����	��� ����� ������� C0!����� ��������	��� '�� ��� ��
���
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dimA0
n = dimAε

n = n
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Aε
n ⊂ A0

n

��

���� ���� �������� ����� �	 ��� ���� �������	 �	 ��� ��	�� �
 �����	���� ������� �� ��

	�� ��� ���� � ����
 
�� �����
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����� �����
��� 
�� ��	� 	����� �� ���� 
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�� ��	��
��� ���������� ��� ���������

ε ��������� �
�
����� �� ��� �
	
��� 	
�

a�b ����������� ��� ���
���� �
��� �� ��� �
�
��	�� ���
����

α�β ����������� ��� ������ �
��� �� ��� �������	�� ���
����

t ���� �
��
�	�

T 
��� ����

x ��
��
	 �
��
�	�� 	
��� ��
	�
xα ��� �� ����� {x1, . . . , xα}
ξ ��
��
	 �
��
�	� �� ��� ��
		 ��
	� �ξ = x

ε  

∂x, ∂t, ∂ξ �
���
	 �����
���� �� ������� �� x�t�ξ
∂xx ������ �
���
	 �����
���� ���� ������� �� x �t, ξ ����������	� 

f(u) ��
������ ����

g(u) ������ ����

uε(x, t) �����
	 ���
���� �� 
 ��	����� �� ��� !"# �! 

u0(x, t) �����
	 ���
���� �� 
 ��	����� �� ��� !"# �� 

c �
�� �����

uZ ���
���� �
�� ���� ���� ��� Z
uε

a(·, t) �������������� ���
���� �
�� ��� ε > 0 ���� ����������� a, b
u0

α,β(·, t) ���
���� �
�� ��� ε = 0 ���� ����������� α�β

vε(·), v0(·) ��	������ �� ��� ���
���� �
�� ���
����

v, p ���
���� �
�� �� �! �� $���
�� �������
���

w, q ���
���� �
�� �� �! �� ��
�� �	
�� �������
���

φ ��	����� �� ��� ��
����
�� ����	�� �� �� 
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χ(t) ��������������
χ±(t) 	�
�	�� ��
 	���	�� �������
 ��������������

� ����� �� � �������� �� � �������������� χ
u(x±, ·) ����� ��
 ���� ���
 ��	�� �� u �� x
ϕ ���� ��������

νx,t ��	��� �� ����� ����������� 	�������

X� X ′ ����� ����� ��
 
��� �����

L1, L2, L∞ ����� �� ����������� ���������������� ��
 ����
�
 ���������

H2 ����� �� ����� ������ 
������������ L2 ���������

BV ����� �� ��������� ���� ����
�
 ���������

L(u) ������ �������� ������������ ��� ������������� �� ��� �� u
σ(L) �������	 �� L

A{x1,...,xα} ��� �� ��������� ���������� ��������� �� φ(x − xj) ��
 α ������

��������
 �� ��� xj

Ã{x1,...,xα} ��� �� ��������� ���������� ��������� �� φ(x − xj)

Aα ��� �� ��� A{x1,...,xα} ��� �
�
 α

Ba ��� �� �������� �� ������ ����� ��� 0 < ε < ε0 ���� z = a
Bab ��� �� ������������� ��� 0 < ε < ε0 ������� �������� �� ������ �����

���� z = a ��
 z = b
U ε(τ) ����	����������� �� ������������ ����� �� ��� ������

U1,U2 ��� �� ��	��� �� U εn(τn)
W u(v) �������� 	������
 �� v
W s(v) ������ 	������
 �� v
Fl ���� 	������
 ��  �����
 ����
������

Fp ���� 	������
 �� ����� ����� ����
������

Cl ��������� ��� ��  �����
 ����
������

Cp ��������� ��� �� ����� ����� ����
������

c 	�� ��������� ���� �����
�� ���� �� ��� ��������� ��� ��� ���� ����


T 	�� ��������� ���� �����
�� ���� �� ��� ��������� ��� ��� 	���	��

�����


Sn �!������

T
n �!�����

Γ1,Γ2 ���� �� ��������� {εn}{τn}
P ��� �� ���������� P = {x1, . . . xn}
P(Z) �������� �� Z
i(u)�i0(u) "���� ��
�
 ��
 ����������
 "���� ��
�
 �� u
z(u) ����!��	��� �� u
Z(u) ������� �� u

#$
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n�E0
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�
��
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