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Einleitung

Das Klassifikationsproblem und Modulraume

Ein grundlegendes Bestreben in der Mathematik und insbesondere in der Geometrie ist
es, die Objekte einer gegebenen Menge zu klassifizieren. Falls diese Menge abzahlbar
oder gar endlich ist, kann man diese Aufgabe durch eine Auflistung der Objekte l6sen.
Zum Beispiel zeigte Apollonius von Perge, dass es zu drei gegebenen Kreisen in der
Ebene im allgemeinen acht Kreise gibt, die diese beriihren.

Wenn die Menge der zu klassifizierenden Objekte {iberabzéhlbar ist, sucht man die
Losung selbst in Form eines geometrischen Raums mit gewissen Eigenschaften: Zum
einen soll die Menge der Punkte des Raums in Bijektion mit der Menge der Objekte
stehen. Da der Raum dadurch noch nicht eindeutig bestimmt ist, benétigt man zusétzlich
den Begriff einer parametrisierten Familie von Objekten. Der gesuchte Raum muss dann
eine gewisse universelle Eigenschaft beziiglich dieser parametrisierten Familien erfiillen.
Ein solcher Raum heifit Modulraum fiir das gestellte Klassifikationsproblem. Einfache
Beispiele sind der projektive Raum ]P%_l, der die Hyperebenen von C" klassifiziert, und
die Grafimannvarietat Gr(C",n — r), die die Unterrdume der Dimension r beschreibt.

Dekorierte Vektorbundel

Ein interessantes Klassifikationsproblem liefert die Menge der Isomorphieklassen der
Vektorbiindel von Rang r und Grad d auf einer glatten, projektiven algebraischen Kurve
X tber C. Im allgemeinen existiert kein Modulraum dieser Objekte. Mumford fiihrte
daher den Begriff der Stabilitdt ein: Die Steigung eines Vektorbiindels ist der Quotient
aus Grad und Rang, und ein Vektorbiindel heifit stabil, falls jedes echte Unterbiindel
kleinere Steigung besitzt. Mithilfe von Mumfords Geometrischer Invariantentheorie [34]
gelang es Newstead, Seshadri und anderen, den Modulraum der stabilen Vektorbiindel
zu konstruieren (siehe [31, 36, 28]).

Die universelle Uberlagerung X von X ist ein Prinzipalbiindel iiber X mit Struk-
turgruppe 71(X). Zu einer Darstellung p : m1(X) — GL(V) der Fundamentalgruppe
kann man ein assoziiertes Vektorbiindel X x? V mit typischer Faser V konstruieren.
Im Jahr 1965 konnten Narasimhan und Seshadri [35] zeigen, dass ein Vektorbiindel
E genau dann stabil vom Grad Null ist, wenn es einen flachen unitéren irreduziblen
Zusammenhang zulasst, d.h. wenn F von einer irreduziblen unitdren Darstellung der
Fundamentalgruppe 7 (X) kommt. Dies liefert eine weitere Bedeutung des Modulraums
der stabilen Vektorbiindel.

Die unitdren Darstellungen der Fundamentalgruppe einer offenen Untervarietit Xy C
X lassen sich mithilfe von Vektorbiindeln mit einer Zusatzstruktur beschreiben: Ein
parabolisches Vektorbiindel ist ein Vektorbiindel E zusammen mit einer gewichteten Fahne



Einleitung

tiber jedem Punkt in X \ Xy. Mehta und Seshadri [30] haben eine Stabilitidtsbedingung
fiir diese Objekte eingefiihrt, gezeigt, dass die irreduziblen unitdren Darstellungen von
71(Xo) den stabilen parabolischen Vektorbiindeln auf X vom Grad Null entsprechen
und ihren Modulraum konstruiert.

Eine Verallgemeinerung des Theorems von Narasimhan—Seshadri erreicht man mithilfe
der Higgs-Biindel: Ein Higgs-Biindel ist ein Vektorbiindel F iiber X zusammen mit einem
Homomorphismus ¢ : E — E ® wx, wobei wy das kanonische Biindel auf X bezeichnet.
Hitchin [22] und Donaldson [7] gelang es, eine Stabilitidtsbedingung zu definieren und zu
zeigen, dass die irreduziblen Darstellungen von 71 (X ) den stabilen Higgs-Biindeln vom
Grad Null entsprechen. Die Konstruktion des Modulraums hat Nitsure [38] durchgefiihrt.

Um die Darstellungen der Fundamentalgruppe einer nicht-kompakten algebraischen
Kurve Xg zu beschreiben, miissen die oben beschriebenen Verallgemeinerungen kombi-
niert werden. Simpson [51] zeigte die Korrespondenz zwischen stabilen parabolischen
Higgs-Biindeln und irreduziblen Darstellungen von 71 (Xy). Der Modulraum wurde von
Yokogawa [53] und Konno [26] konstruiert.

In [45] hat Schmitt eine allgemeine Konstruktion fiir Vektorbiindel mit globaler
Dekoration beschrieben: Es sei p eine homogene Darstellung von GL(r). Ein p-Swamp
ist ein Vektorbiindel £ zusammen mit einem Schnitt ¢ : X — IP(E,), wobei E, das via
p zu E assoziierte Vektorbiindel bezeichnet. Schmitt definiert einen Stabilitatsbegriff
flir diese Objekte und konstruiert ihren Modulraum. Als Spezialfall erhalt man unter
anderem die bekannte Stabilitdtsbedingung fiir Higgs-Biindel.

In dieser Arbeit verallgemeinern wir den Begriff eines parabolischen Higgs-Biindels
ahnlich wie in [45]. Aus technischen Griinden formulieren wir das Ergebnis fiir dekorierte
Tupel von Vektorbiindeln. Es sei g € X ein Punkt, T eine endliche Menge und p, o
zwei homogene Darstellungen von GL(r). Ein o-dekorierter p-Tump ist ein T-Tupel
von Vektorbiindeln E zusammen mit einem Schnitt ¢ : X — IP(E,) und einem Punkt
s € P(E4|{z})- In Abschnitt 6.2.1 definieren wir eine von zwei rationalen Parametern
61 und 2 und einem Tupel y € QL abhingige Stabilititsbedingung fiir diese Objekte.
Als erstes wichtiges Resultat konstruieren wir den (projektiven) groben Modulraum der
(01, 62, x)-(semi)stabilen o-dekorierten p-Tumps (sieche Theorem 6.24). Im Fall "= {1}
bezeichnen wir einen dekorierten Tump als o- dekorierten p-Swamp. Als Spezialfille erhélt
man sowohl die p-Swamps als auch die parabolischen Vektorbiindel. Die parabolischen
Higgs-Biuindel findet man in Form von asymptotisch stabilen dekorierten Swamps.

Eine weitere Anwendung sind die Vektorbiindel mit einer Trivialisierung der Faser
iber xg: Ein Vektorbiindel mit Niveaustruktur ist eine Vektorbiindel F zusammen mit
einem vollsténdigen Homomorphismus Ej;,1 = C". Ngé Dac [37] hat die Geometri-
sche Invariantentheorie auf diese Objekte angewandt, um den Raum der Shtukas zu
kompaktifizieren. Unsere allgemeine Stabilitdtsbedingung spezialisiert sich im Fall der
Vektorbiindel mit Niveaustruktur auf die von Ngbé Dac verwendete.

Dekorierte Prinzipalbiindel

Das Datum eines Vektorbiindels E ist dquivalent zum Datum eines GL(7)-Prinzipal-
biindels. Insofern stellen die Prinzipalbiindel mit reduktiver Strukturgruppe G eine
natiirliche Verallgemeinerung der Vektorbiindel dar.



Ramanathan [41] hat ein Stabilitdtskriterium fiir G-Prinzipalbiindel eingefiihrt und
konnte zeigen, dass ein Prinzipalbiindel P mit halbeinfacher Strukturgruppe G genau
dann stabil ist, wenn es von einer irreduziblen Darstellung m(X) — K kommt, wobei
K eine maximale kompakte Untergruppe von G ist. Aulerdem zeigte er, dass die Menge
der Isomorphieklassen der stabilen GG-Prinzipalbiindel die Struktur eines analytischen
Raums tréagt. Spater konstruierte er den Modulraum dieser Objekte mit algebraischen
Methoden [42, 43].

Um Darstellungen 71(Xo) — K der Fundamentalgruppe einer offenen Untervarietét
Xo C X zu beschreiben, verallgemeinerten Bhosle und Ramanathan [3] den Begriff
einer parabolischen Struktur fiir Prinzipalbiindel: Ein parabolisches G-Prinzipalbiindel
ist ein G-Prinzipalbiindel P mit einer Einparameteruntergruppe A\, von Aut(P,) fiir
jeden Punkt z € X \ Xy. Sie konnten zeigen, dass ein parabolisches G-Biindel genau
dann stabil ist, wenn es von einer irreduziblen Darstellung m(Xo) — K kommt. Die
Konstruktion des Modulraums wurde auch in [20] durchgefiihrt.

Wir verallgemeinern in dieser Arbeit den Begriff eines parabolischen Prinzipalbiindels
auf folgende Weise: Es sei zp € X ein Punkt und ¢ : G — GL(r) eine homogene
Darstellung. Ein o-dekoriertes Prinzipalbiindel ist ein Prinzipalbiindel P zusammen mit
einem Punkt s im assoziierten Biindel IP(P x? C") tiber . In Abschnitt 8.1.2 definieren
wir eine Stabilitdtsbedingung fiir diese Objekte, die von einem positiven rationalen
Parameter § und einem Charakter x abhingt. Als zentrales Ergebnis dieser Arbeit
zeigen wir: Der (projektive) grobe Modulraum der (4, x)-(semi)stabilen o-dekorierten
G-Prinzipalbtindel existiert (siehe Theorem 8.9). Als Spezialfall erhélt man die bekannte
Stabilitdtsbedingung fiir parabolische Prinzipalbiindel und ihren Modulraum.

Als weitere wichtige Anwendung betrachten wir die Prinzipalbindel mit Niveaustruktur:
Ein solches Objekt besteht aus einem G-Prinzipalbiindel P mit halbeinfacher Lie-
Gruppe G und einem Punkt s in P x¢ G iiber g, wobei G die von De Concini und
Procesi [5] konstruierte wundervolle Kompaktifizierung von G bezeichnet. Analog zu den
Vektorbiindeln mit Niveaustruktur sollten sich diese Objekte zur Kompaktifizierung des
Raums der G-Shtukas verwenden lassen. Eine dazu angekiindigte Arbeit von Ng6 Dac ist
bisher nicht erschienen. Wir berechnen in dieser Arbeit explizite Stabilitdtsbedingungen
fir die orthogonale und die symplektische Gruppe, die sich mithilfe der assoziierten
Vektorbiindel und isotroper Unterbiindel ausdriicken lassen.

Aufbau und Inhalt

Der Aufbau der vorliegenden Arbeit ist wie folgt: Im ersten Kapitel werden die Grundla-
gen zu algebraischen Gruppen zusammengefasst, wobei wir uns besonders auf reduktive
Gruppen konzentrieren.

Kapitel zwei widmet sich den Modulrdumen. Im Anschluss an die Definition betrachten
wir als Beispiele die Graimannvarietéit, die Fahnenvarietdt und insbesondere das Quot-
Schema von Grothendieck, das Grundlage fiir die Konstruktion des Modulraums der
dekorierten Prinzipalbiindel ist.

Das dritte Kapitel behandelt Mumfords Geometrische Invariantentheorie. Ein Schwer-
punkt ist hierbei das Kriterium von Hilbert—Mumford. Dazu werden einige Beispiele
vorgestellt, die fiir die spiteren Konstruktionen notwendig sind.
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In Kapitel vier wird die Konstruktion des Modulraums der semistabilen Vektorbiindel
wiederholt. Insbesondere vergleichen wir die Konstruktionen von Simpson und Gieseker,
und untersuchen die S-Aquivalenz eingehend.

Im fiinften Kapitel fithren wir die algebraischen Prinzipalbiindel ein. Die Definitionen
und Aussagen gehen zuriick auf Serre [49], allerdings stellen wir sie in der Sprache der
Stacks dar.

Kapitel sechs enthélt die wichtigsten Konstruktionen dieser Arbeit. Wir fithren zu-
néchst die Kategorien der Tumps, der dekorierten Tumps und der dekorierten Quotien-
tentumps ein und definieren die Begriffe der (d1, 62, x)-Stabilitit und der S-Aquivalenz.
Ausgehend von Grothendiecks Quot-Schema konstruieren wir den feinen Modulraum
QTmp der stabilen dekorierten Quotiententumps. Anschlielend konstruieren wir eine
dquivariante Inklusion in einen projektiven Raum Gies. Der aufwendigste Teil dieser
Arbeit ist der Beweis, dass die definierte Stabilitdtsbedingung mit der GIT-Stabilitéat in
Gies iibereinstimmt, und dass die Einschrinkung des Morphismus auf die semistabilen
Punkte eigentlich ist. Beim Vergleich der Stabilitdtsbedingungen muss insbesondere auf
die S-Aquivalenz geachtet werden. Der gute Quotient von QTmp ist dann der gesuchte
Modulraum der (semi)stabilen dekorierten Tumps. Das Kapitel endet mit ersten An-
wendungen dieser Konstruktion, ndmlich den parabolischen Vektorbiindeln und den
Vektorbiindeln mit Niveaustruktur.

Im siebten Kapitel untersuchen wir, wie sich die Stabilitdtsbedingung fiir grofie Werte
von 01 verhalt. Dies fiihrt zum Begriff der asymptotischen Stabilitit. Als Vorbereitung
fassen wir einige Ergebnisse von Kempf [25] und Ramanan-Ramanathan [40] an unsere
Konventionen an. Im Anschluss beweisen wir eine Aussage zur Stabilitéat im Produktraum
aus [46]. Mithilfe dieser Grundlagen zeigen wir, dass ein A > 0 existiert, so dass ein
dekorierte Tump genau dann asymptotisch (dz, x)-stabil ist, wenn er fiir alle §; > A auch
(01, 02, x)-stabil ist (sieche Proposition 7.27). Im Fall der parabolischen Higgs-Biindel
reduziert sich diese asymptotische Stabilitdtsbedingung auf die bekannte Stabilitéts-
bedingung. Wir konstruieren ihren Modulraum als abgeschlossenes Unterschema des
Modulraum dekorierter Tumps.

Kapitel acht enthélt das zentrale Resultat dieser Arbeit. Wir fiihren zunéchst die
Kategorie der dekorierten G-Prinzipalbiindel ein und definieren ein Stabilitdtskriterium
sowie den Begriff der S-Aquivalenz. Der Strategie aus [47] folgend fiihren wir die Kategorie
der G-Pseudo-Prinzipalbiindel ein, mit deren Hilfe wir die stabilen G-Prinzipalbiindel
auf asymptotisch stabile dekorierte Tumps zuriickfithren. Schliefllich konstruieren wir den
feinen Modulraum QPPB der dekorierten Quotienten-Pseudo-Prinzipalbiindel. Mithilfe
des Modulraums der dekorierten Tumps zeigt man die Existenz des GIT-Quotienten
dieses Raums. Dieser Quotient ist der gesuchte Modulraum der (4, x)-(semi)stabilen
o-dekorierten Prinzipalbiindel.

Im Anhang sind einige Aussagen zur Abstiegstheorie zusammengefasst, die fiir die
Definition algebraischer Prinzipalbiindel notwendig sind. Bis auf den Abschnitt ber
dquivariante Stacks haben wir die Darstellung von Vistoli [52] ibernommen.



Notation und Konventionen

Wir folgen in dieser Arbeit weitgehend den Konventionen aus Hartshornes Buch [18].
Ein Schema ist ein Schema von endlichem Typ iiber einem Korper. Eine Varietét ist
ein reduziertes aber nicht notwendigerweise irreduzibles Schema. Fiir ein kartesisches
Produkt X xY bezeichne pry = pr; die Projektion auf den ersten Faktor und pry = pr,
die Projektion auf den zweiten Faktor. Wenn X ein projektives Schema und F eine
kohiirente Garbe auf X ist, dann schreiben wir h*(F) := h*(X, F) fiir die Dimension des
endlichdimensionalen Vektorraums H'(X, F). Wir werden keinen Unterschied zwischen
geometrischen Vektorbiindeln und lokal freien Garben machen. Wenn E eine lokal freie
Garbe auf X ist, dann bezeichnet IP(E) das Hyperebenenbiindel Proj(Sym(E)) iiber X.
Fiir eine reelle Zahl z setzen wir [z]4 := max{z,0}.






1. Algebraische Gruppen

Algebraische Gruppen spielen in dieser Arbeit aus zwei Griinden eine wichtige Rolle:
Zum einen sind sie notwendig fiir die Beschreibung von Prinzipalbiindeln — die Objekte,
die in dieser Arbeit untersucht werden. Zum anderen sind sie fiir die Konstruktion ihres
Modulraums essentiell.

In diesem Kapitel werden einige fiir unsere Zwecke wichtige Begriffe und Eigenschaften
algebraischer Gruppen zusammengestellt. Eine Standardquelle fiir allgemeine algebrai-
sche Gruppen ist z.B. das Buch von Borel [4]. Fiir reduktive Gruppen verweisen wir auf
Santos—Rittatore [44, Chapter 9]. Der Abschnitt iiber homogene Darstellungen ist dem
Buch von Schmitt [47, Section 1.1] entnommen.

1.1. Gruppen und Gruppenwirkungen

Im Folgenden sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Wir betrachten die Kategorie
Sch/k der Schemata iiber k sowie die volle Unterkategorie Var/k der Varietéten.

Definition 1.1. Ein Gruppenschema ist ein Gruppenobjekt in Sch/k (siehe Definiti-
on A.59).

Bemerkung 1.2. Aus Bemerkung A.54 und dem Yoneda-Lemma ergibt sich folgen-
de Beschreibung: Ein Gruppenschema ist ein Schema G zusammen mit Morphismen
u: G xG— G, e:Spec(k) = G und inv: G — G, so dass die folgenden Diagramme
kommutieren:

idG X eXidG

GxGxG GxG Spec(k) x G G x G
JuXidG J{M lPYQ J!L
GxG—1 @ G G

G A gxg ™ aoq

| §

Spec(k) = G.

Ein Morphismus von Gruppenschemata ist ein Morphismus ¢: G — H mit po ug =
pm o (@ X ).

Definition 1.3. Eine algebraische Gruppe iiber k ist ein Gruppenobjekt in Var/k.

Beispiel 1.4. (i) Die additive Gruppe G, = Spec(k[z]) und die multiplikative Gruppe
G, = k* = Spec(k[z,2z7!]) sind algebraische Gruppen.
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(ii) Die Gruppe GL(n, k) der invertierbaren Matrizen sowie deren abgeschlossene
Untergruppen SL(n, k), Sp(2n, k), O(n, k) und SO(n, k) sind algebraische Gruppen.

(iii) Die Gruppe B,, C GL(n, k) der oberen Dreiecksmatrizen, die Gruppe U,, C B,
der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen und die Gruppe 7T, der Diagonalmatrizen sind
algebraische Gruppen.

(iv) Eine elliptische Kurve, d.h. eine glatte projektive Kurve vom Geschlecht eins mit
einem ausgezeichneten rationalen Punkt, ist eine algebraische Gruppe.

Beispiel 1.5. Der Morphismus det: GL(n, k) — k* ist ein Gruppenhomomorphismus.
Proposition 1.6 ([4, §1.2]). Jede algebraische Gruppe G ist glatt.

Beweis. Es gibt einen glatten Punkt ¢ € G. Da die Gruppenmultiplikation einen
Isomorphismus zwischen g und jedem anderen Punkt ¢’ € G herstellt, ist jeder Punkt
glatt. O

Definition 1.7. Eine Einparameteruntergruppe einer algebraischen Gruppe G ist ein
Homomorphismus A: £* — G. Wir bezeichnen die Menge der Einparameteruntergruppen
von G mit X, (G).

Ein Charakter von G ist ein Homomorphismus x: G — k*. Die Menge der Charaktere
von G wird mit X*(G) bezeichnet.

Bemerkung 1.8. (i) Die Menge der Charaktere X*(QG) einer Gruppe G ist eine abelsche
Gruppe. Ist G abelsch, so hat auch die Menge der Einparameteruntergruppen X, (G)
die Struktur einer abelschen Gruppe.

(ii) Jeder Homomorphismus ¢: k* — k* ist von der Form z — 27 fiir ein eindeutiges
v € Z. Fiir einen Charakter x € X*(G) und eine Einparameteruntergruppe A € X, (G)
ist die Verkniipfung x o A: k* — k* also durch eine Zahl (x,\) € Z bestimmt. Dies

definiert die Paarung
(—,=): X*(G) @z X.(G) = 7.

Definition 1.9. Eine zu 7, isomorphe Gruppe heifit n-dimensionaler Torus.

Bemerkung 1.10. Die Gruppe der Einparameteruntergruppen von 1), ist isomorph zu
Z". Dieser Isomorphismus und die Standardpaarung induzieren die perfekte Paarung

Definition 1.11. Eine Links- bzw. Rechtswirkung einer algebraischen Gruppe G auf
einem Schema X ist eine Links- bzw. Rechtswirkung von hg auf X im Sinne von
Definition A.53.

Bemerkung 1.12. Eine Linkswirkung von G auf einem Schema X ist ein Morphismus
p: G x X — X mit der Eigenschaft, dass die folgenden Diagramme kommutativ sind:

eXidX ,u><idx

Spec(k) x X GxX GxGxX GxX
lprz JP lidgxp lﬂ
X X GxX—" X,

Analoges gilt fiir den Begriff der Rechtswirkung.
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Beispiel 1.13. Die Multiplikation u: G x G — G einer algebraischen Gruppe G definiert
sowohl eine Links- als auch ein Rechtswirkung von G auf sich selbst.

Definition 1.14. Es sei X ein Schema mit einer Linkswirkung p: G x X — X, z ein
Punkt in X (k) und p; : G — X der induzierte Morphismus. Der Orbit eine Punktes
x € X ist das Bild

G-z :=im(p;) = {p(g,7)|g € G(k)},
der Stabilisator ist die Menge

Gy = py ' (z) = {g € G(k) | p(g,2) = x}.

Lemma 1.15 ([4, §1.9]). Es sei p: G x X — X eine Wirkung und x € X. Dann ist der
Orbit G - = offen in seinem Abschluss G - x.

Beweis. Der Orbit G - x ist als Bild des Morphismus p, : G — X konstruierbar. Er
enthilt deshalb eine offene Teilmenge U mit U = G - x. Da G transitiv auf G - z wirkt,
ist auch G - x offen. O

Korollar 1.16. Der Abschluss eines Orbits enthdlt einen abgeschlossenen Orbit.

Beweis. Wir argumentieren per Induktion iiber die Dimension d von G - z. Falls d = 0
gilt, ist der Orbit selbst abgeschlossen. Wenn d positiv ist und G - z nicht abgeschlossen
ist, dann ist G- z \ G - x nach dem Lemma abgeschlossen und von kleinerer Dimension.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es nun einen abgeschlossenen Orbit. 0

1.2. Affine Gruppen

Aufgrund der Antidquivalenz der Kategorie der affinen Varietéten iiber Spec(k) mit
der Kategorie der reduzierten k-Algebren entspricht eine affine algebraische Gruppe
G = Spec(A) einer reduzierten k-Algebra A mit bestimmten Zusatzstrukturen.

Definition 1.17. Eine Hopf-Algebra ist eine k-Algebra A zusammen mit Vektor-
raumhomomorphismen p#: A - A®, A, e#: A — k und inv¥*: A — A, so dass
die dualen Versionen der Diagramme aus Bemerkung 1.2 kommutieren, d.h. es gilt
(u" @ida)op™ = (idg @u)ou®, (e” ®idg)ou™ = ids und A% o (inv? ®@idy)opu™ = e7.

Ebenso kann man eine duale Version einer Links- bzw. Rechtswirkung definieren.

Definition 1.18. Eine linke Kowirkung einer Hopf-Algebra A auf einem Vektorraum
V' ist ein Homomorphismus

PtV s ARV
mit der Eigenschaft (e @ idy ) o p* = idy und (u# @ idy) o p# = (id4 ®@p™) o p*.

Analog definiert man eine rechte Kowirkung.

Beispiel 1.19. Es sei G = Spec(A) eine affine algebraische Gruppe, X = Spec(R) ein
affines Schema und p: G x X — X eine Linkswirkung. Dann ist p#: R — A @ R eine
linke Kowirkung. In diesem Fall ist p auch ein Homomorphismus von Algebren.



1. Algebraische Gruppen

Definition 1.20. Eine Darstellung einer Gruppe G ist ein k-Vektorraum V zusammen
mit einem Homomorphismus p: G — GL(V') oder, dquivalent dazu, eine mengentheo-
retische Wirkung p': G x V. — V, so dass fiir jedes Element g € G die Abbildung
p'(g): v p'(g,v) linear ist.

Bemerkung 1.21. Wenn p: V — V ®}, A eine rechte Kowirkung ist, so erhilt man eine
Darstellung

Tp#: G(k) xV =V
(9,0) = 1% (g,v) = (idy ®@g%)(p7v).

Da k algebraisch abgeschlossen ist, bestimmt diese Darstellung die Kowirkung. Falls p?
von einer Wirkung p: X x G — X mit X = Spec(V') stammt und X reduziert ist, dann
wird die Wirkung durch 7,4 (g,v)(z) = v(p(z, g)) beschrieben.

Analog ergibt eine linke Kowirkung o7 : V — A ®, V eine Darstellung

La:Gk)xV =V
(g,v) = ly#(g,v) == (( #o inv#) ® idv)(a#v) )

Dies entspricht der Vorschrift I« (g,v)(z) = v(o(g~1, z)).

Definition 1.22. Es sei p: G(k) — GL(V) eine Darstellung. Die Menge der invarianten
Vektoren ist
VY ={veV|VgeGk):plg,v)=0v}.

Ein Unterraum U C V heifit invariant, falls p(g,u) € U fir alle g € G(k) und u € U
gilt.

Definition 1.23. Ein rationaler G-Modul ist ein k-Vektorraum V mit linearer G(k)-
Wirkung mit der Eigenschaft, dass jeder Vektor v € V in einem endlichdimensionalen
invarianten Unterraum U enthalten ist, so dass die Wirkung von G auf U algebraisch
ist.

Proposition 1.24 (4, §1.9]). Wenn p* eine linke bzw. rechte Kowirkung auf V ist,
dann macht v, (bzw. L)V zu einem rationalen G-Modul.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung fiir eine rechte Kowirkung p#. Es sei v € V ein
Vektor. Dann gibt es Elemente v; € V, a; € A, i = 1,...,n, mit p?v = 31, v; @ a;.
Der von den Elementen 7,4 (g,v), g € G(k), aufgespannte Unterraum U ist G-invariant
und in dem von den Elementen v;, ¢ = 1,...,n, aufgespannten Unterraum enthalten.
Insbesondere ist U endlichdimensional.

Es sei nun wu;,...,u, eine Basis von U. Es gibt dann Elemente v;; € A, i,5 €
{1,...,m} mit p¥u; = 3" u; ® 1y, i = 1,...,m. Die Abbildung G — GL(U) ist also
durch die Matrix mit Eintragen 1;; € A gegeben und somit algebraisch. O

Proposition 1.25 ([4, §1.10]). Eine algebraische Gruppe G ist genau dann linear, wenn
sie affin ist.
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1.3. Reduktive Gruppen

Beweis. ,,=“: Dies ist offensichtlich.

»<=“: Sei G = Spec(A) affin und fi,..., f; Erzeuger von A. Wir betrachten die
Rechtswirkung von G auf sich selbst und die entsprechende Kowirkung auf A. Nach
Proposition 1.24 gibt es einen endlichdimensionalen Unterraum V C A mit p# (V) C
V ®r A, der die Erzeuger f;, i = 1,...,[ enthélt. Sei nun vy, ..., v, eine Basis von V. Die
Wirkung von G auf V ist wie oben durch einen Morphismus ¢: G — GL(n) bestimmt.
Der entsprechende Ringhomomorphismus ¢ : k[z11,. .., Znn, det_l] — A mit z;; — 1
ist surjektiv: Wegen idg = (e ®id4)) o u? gilt v; = S0 | e¥ (v;) - ¢by; € im(yp7). Der
Morphismus ¢ ist also eine abgeschlossene Einbettung. O

Proposition 1.26. Fs sei G eine affine algebraische Gruppe und H eine abgeschlossene
Untergruppe. Dann traigt G/H die Struktur einer glatten quasi-projektiven Varietdt, so
dass die Projektion m : G — G/H ein Morphismus ist. Wenn H eine normale Unter-
gruppe ist, dann ist G/H eine affine Gruppe und m ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Dies ist [4, 6.8 Theorem]|. Die allgemeinere Konstruktion des Quotienten eines
Schemas beziiglich einer Gruppenwirkung wird in Kapitel 3 behandelt. 0

1.3. Reduktive Gruppen
FEine Normalreihe einer algebraischen Gruppe G ist eine Folge
{e}=Hy<Hy<...<H, 1< H,=G

abgeschlossener Untergruppen, so dass H;_; ein Normalteiler von H; fir i =1,...,n
ist. Eine Gruppe G heifit aufidsbar, falls es eine Normalreihe gibt, so dass die Faktoren
H;/H;_1,i=1,...,n, abelsch sind. G heifit nilpotent, falls es eine Normalreihe gibt, so
dass fir i = 1,...,n H;_1 ein Normalteiler von G ist, und H;/H;_1 zentral in G/H;
ist.

Es sei g ein Element einer affinen algebraischen Gruppe G = Spec(A) und r4 :=
r,4(9): A — A die Rechtstranslation. Das Element g heifit unipotent, falls der Operator
rg — 1 fiir jeden invarianten endlichdimensionalen Unterraum V' C A nilpotent ist. Eine
Gruppe heifit unipotent, falls jedes ihrer Elemente unipotent ist. Eine Gruppe ist genau
dann unipotent, wenn sie isomorph zu einer abgeschlossenen Untergruppe von U, ist.
Insbesondere ist jede unipotente Gruppe nilpotent (siehe [4, §4.8]).

Definition 1.27. Das Radikal R(G) einer algebraischen Gruppe G ist die Zusammen-
hangskomponente des Einheitselements der maximalen auflésbaren normalen Unter-

gruppe von G. Die Menge der unipotenten Elemente des Radikals bildet das unipotente
Radikal R, (G) von G

Definition 1.28. Eine affine algebraische Gruppe G = Spec(A) iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper k& heifit

(i) halbeinfach, falls ihr Radikal R(G) trivial ist,

(ii) reduktiv, falls ihr unipotentes Radikal R, (G) trivial ist,

11



1. Algebraische Gruppen

(iii) linear reduktiv, falls zu jeder rationalen Darstellung p: G — GL(V) und jedem
G-invarianten Vektor v # 0 eine lineare G-invariante Funktion f auf V mit f(v) # 0
existiert,

(iv) geometrisch reduktiv, falls zu jeder rationalen Darstellung p: G — GL(V) und
jedem G-invarianten Vektor v # 0 eine nicht-konstante G-invariante Funktion f
auf V' mit f(v) # 0 existiert.

Bemerkung 1.29. (i) Jede halbeinfache Gruppe ist reduktiv.

(ii) Jede linear reduktive Gruppe ist auch geometrisch reduktiv.

(iii) Im Fall char(k) = 0 sind Reduktivitét, lineare Reduktivitat und geometrische
Reduktivitiat dquivalent (siehe [44, Chapter 9, Theorems 4.3, 5.4]). Dies werden wir fiir
alle spateren Anwendungen voraussetzen. In positiver Charakteristik sind Reduktivitét
und geometrische Reduktivitét dquivalent (siehe [17]); eine reduktive Gruppe ist dann
aber im allgemeinen nicht linear reduktiv.

Indem man die abgeleitete Reihe des Radikals R(G) bzw. die untere Zentralreihe des
unipotenten Radikals R, (G) betrachtet, findet man:

Lemma 1.30 ([4, §11.21]). Eine affine algebraische Gruppe G ist genau dann halbeinfach
bzw. reduktiv, wenn es keine zusammenhdngende abelsche bzw. unipotente abelsche
normale nicht-triviale Untergruppe gibt.

Beispiel 1.31. (i) Die Gruppen SL(n, k), Sp(2n, k) und SO(n, k) sind halbeinfach.
(ii) Die Gruppen GL(n, k) und T, sind reduktiv.

Definition 1.32. Eine Darstellung p: G — GL(V) einer algebraischen Gruppe G
heifit irreduzibel, falls es keinen nicht-trivialen echten G-invarianten Unterraum U C V
gibt, und vollstindig reduzibel, falls V isomorph zu einer direkten Summe irreduzibler
Darstellungen ist.

Proposition 1.33 ([44, Ch. 9, 2.24]). FEine algebraische Gruppe G ist genau dann linear
reduktiv, wenn jeder rationale G-Modul vollstindig reduzibel ist.

Beweis. ,=“: (i) Es sei zunéchst V ein endlichdimensionaler rationaler G-Modul und
L C V ein eindimensionaler invarianter Unterraum. Dann existiert ein Charakter
x: G — k* mit p(g,1) = x(g) -1 fiir [ € L. Wir betrachten nun die Wirkung x~!-p auf V.
Die induzierte Wirkung auf L ist trivial und jedes Element [ € L\ {0} ist invariant. Nach
Voraussetzung existiert eine G-invariante Funktion f: V' — k mit f(I) # 0. U := ker(f)
ist dann ein invariantes Komplement zu L.

(i) Es sei U C V ein Untermodul der Kodimension eins. Dann ist U+ C V"V ein
eindimensionaler Untermodul, zu dem nach Teil (i) ein invariantes Komplement W
existiert. Der Annihilator W C V ist dann ein invariantes Komplement zu U.

(iii) Es sei nun U ein beliebiger Untermodul und i: U — V die Inklusion. Wir
betrachten den Homomorphismus

¢: Homy(V,U) — Homy (U, U)

rationaler G-Moduln. Es sei L := span(idy) € Homy(U,U) und M := ¢~ 1(L). Wir
betrachten nun den induzierten Homomorphismus ¢: M — L. Dann ist ker(@) ein

12



1.3. Reduktive Gruppen

invarianter Unterraum von Kodimension eins. Nach Teil (ii) gibt es ein invariantes
Komplement T" = span( f). Dabei kénnen wir f so wéhlen, dass f oi = idy gilt. Also ist
f invariant, und ker(f) ist ein invariantes Komplement von U.

(iv) SchlieBlich sei V' ein unendlich-dimensionaler rationaler G-Modul. Wir betrachten
die Menge aller Untermoduln, die vollstdndig reduzibel sind. Nach Teil (iii) ist diese
Menge nicht leer. Zorns Lemma besagt, dass es ein maximales Element U C V gibt.
Falls v € V' \ U existiert, gibt es einen endlichdimensionalen invarianten Unterraum
W, der v enthélt. Nach Teil (iii) gibt gibt es zum invarianten Unterraum U NW C W
ein Komplement W’. Dann ist auch U & W' vollsténdig reduzibel im Widerspruch zur
Maximalitét von U.

»<=": Es sei v # 0 ein G-invarianter Vektor. Da p vollstindig reduzibel ist, gibt es
ein G-invariantes Komplement W zu L := span(v). Wir identifizieren k mit L durch
z — z-v fir z € k. Die Projektion 7: V =W @& L — L = k ist dann eine lineare
G-invariante Funktion auf V' mit m(v) = 1. O]

Fiir eine Gruppe G bezeichne Mod(G) die Kategorie der rationalen G-Moduln. Wir
betrachten den Funktor (—)%: Mod(G) — Mod(G), der einen G-Modul V auf den
Untermodul der invarianten Elemente V& abbildet.

Definition 1.34. Ein Reynolds-Operator fiir eine algebraische Gruppe G ist eine na-
tiirliche Transformation r: idyq(q) — (—)%, so dass r(VY) = idy ¢ fiir jede rationale
Darstellung V' gilt.

Bemerkung 1.35. (i) Wenn G endlich ist, wird durch
1
7’('0) = @ Z p(gvv)
geG

ein Reynolds-Operator bestimmt.
(ii) Wenn G ein kompakte Gruppe iiber R ist, gibt es ein Haarsches Mafl u auf G.
Dann definiert q
r(v) = J6P9:0) A
Jodu

einen Reynolds-Operator.

Lemma 1.36. Es sei G linear reduktiv, V ein rationaler G-Modul, W ein rationaler
G-Modul mit der trivialen Wirkung und ¢: V. — W ein Homomorphismus von G-Moduln
mit V& C ker(yp). Dann gilt ¢ = 0.

Beweis. Fiir jede irreduzible Darstellung U C V' gilt entweder o(U) = 0 oder o(U) = U.
Da W nur triviale Darstellungen enthilt, folgt die Behauptung. O

Proposition 1.37 ([44, Ch. 9, 2.24]). Fiir eine algebraische Gruppe G sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) G ist linear reduktiv.
(ii) Es existiert ein eindeutiger Reynolds-Operator.

(iii) Der Funktor (=)%: V +— V' ist exakt.

13



1. Algebraische Gruppen

Beweis. ,(1)=(ii)“: Es sei V ein rationaler G-Modul. Da die Wirkung von G auf V' nach
Proposition 1.33 vollstandig reduzibel ist und V¢ ein invarianter Unterraum ist, gibt
es ein eindeutiges Komplement 7. Wir definieren »(V): V — V& als Projektion von
V =VY&T auf VY. Offensichtlich gilt 7(VY) = idjyc.
Sei f: V — W ein Homomorphismus von G-Moduln. Wir betrachten den Homomor-
phismus
p=r(W)of—fiycor(V):V — we.

Offensichtlich gilt V¢ C ker(y). Aus Lemma 1.36 folgt ¢ = 0. Dies zeigt die Natiirlichkeit
der Transformation.

Es sei nun 7’ ein weiterer Reynolds-Operator und V eine rationale Darstellung. Wir
betrachten ¢ := (V) —'(V): V — V& Wiederum zeigt Lemma 1.36 dann ¢ = 0, also
r=r.

,(il)=(iii)“: Der Funktor (—)¢ ist immer links-exakt. Dass er auch rechts-exakt ist,
folgt aus der Natiirlichkeit des Reynolds-Operators.

,(iii)=(i)“: Es sei V eine rationale Darstellung und v € V& ein invariantes Element.
Dann definiert v einen G-dquivarianten surjektiven Homomorphismus VV — k, f — f(v).
Da (—)% exakt ist, gibt es ein Element f € (VY) mit f(v) = 1. O

Korollar 1.38. Es sei G eine linear reduktive Gruppe und R eine k-Algebra mit einer
G-Wirkung. Dann ist (R) ein Homomorphismus von R -Moduln.

Beweis. Bs sei f = 7(R)(f) € R®. Dann ist der Homomorphismus R — R, h — f - h
dquivariant. Aufgrund der Natiirlichkeit des Reynolds-Operators gilt dann r(R)(f - h)
f-r(R)(h) fur alle h € R.

Ol

Lemma 1.39 ([36, Lemma 3.3]). Es sei G eine geometrisch reduktive Gruppe, X =
Spec(R) ein affines Schema und p: G x X — X eine Linkswirkung. Zu zwei disjunkten
abgeschlossenen G-invarianten Teilmengen Z1, Zo von X exzistiert f € RC mit fizo =1
und f|22 =0.

Beweis. Zunéachst gibt es h € R mit h|z, =1 und hz, = 0. Nach Proposition 1.24 ist
der von den Elementen [,(g,h), g € G, aufgespannte Unterraum endlichdimensional. Es
sei v1,...,v, eine Basis. Es gibt dann ¢;; € A, 4,5 =1...,n, mit P = > i=1 Yij ® vj.
Die Elemente v;;, i,j = 1,...,n, definieren einen Homomorphismus : G — GL(n), so
dass der Morphismus F' := (vy,...,v,): X — k™ G-dquivariant ist. Man beachte, dass
Zy C F71(0) gilt und Z; € F~1(v) fiir einen festen G-invarianten Vektor v € k™. Da G
geometrisch reduktiv ist, gibt es f’ € k[x1,...,2,]¢ mit f/(0) =0 und f/(v) = 1. Dann
ist f:= f’ o F das gesuchte Element. O

1.4. Homogene Darstellungen
Im Folgenden arbeiten wir iiber einem Korper k der Charakterisitk Null.

Definition 1.40. Ein Darstellung p: GL(V) — GL(W) ist homogen vom Grad deg(p) =
v, falls p(z -idy) = 27 - idy fir alle z € k* gilt.

14



1.4. Homogene Darstellungen

Proposition 1.41 ([47, Cor. 1.1.5.4]). Es sei p: GL(V) — GL(W) eine endlichdimen-
stonale algebraische Darstellung. Dann gibt es Zahlen b € N, a; € N, i1 =1,...,b, und
c € N, so dass p ein direkter Summand der Darstellung GL(V') — GL(Vyp,c) mit

b dimV ®—c
Vape =PV @ ( A V)

i=1
ist. Falls p homogen vom Grad v ist, kann man a; = v+ c¢dim(V) firi = 1,...,b

wdhlen.

Beweis. Zunichst gibt es ¢ € N, so dass sich ¢ := p ® det® fortsetzen lisst zu einem
Morphismus
: End(V) — End(W),

der a(hy o hy) = a(h1) o a(he) fir hy, hy € End(V) erfiillt.
Es sei wy, ..., wy, eine Basis von W und w® der zu w; duale Basisvektor in WV. Dann
definiert

©: W — k[End(V)]®™
w = (g1, 9m) = @ (plgD)w), ., w™ (p(gin)w)))

einen injektiven Homomorphismus, der beziiglich der Rechtstranslation auf k[End(V)]
dquivariant ist. Weiterhin gibt es eine dquivariante Einbettung

k[End(V)] = @@ Sym*(End(V)") = (End(V)")¥7.
d>0 d>0

Nun ist End(V)Y mit der durch die Rechtstranslation bestimmten G-Modulstruktur
isomorph zu V®" mit n := dim(V). Wir erhalten also eine fiquivariante Inklusion

W= @ Ve =@ (V®d)@"d

d>0 d>0

Weil W endlichdimensional ist, gibt es also Zahlen b und a;, ¢ = 1...,b und eine
beziiglich o dquivariante Injektion

b
W — Pven.

=1

Schliellich erhélt man eine Einbettung

b dimVv \ ®7¢
W—>@V®‘“®< A V) :
i=1

die dquivariant beziiglich der urspriinglichen Darstellung p ist. Da GL(V') reduktiv ist,
gibt es ein invariantes Komplement, so dass W ein direkter Summand der Darstellung
ist.

Falls p homogen vom Grad = ist, so ist & homogen vom Grad 7' = v+ c¢dim(V'). Man
darf dann a; = 7/ fir alle ¢ = 1,...,b annehmen. O
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Proposition 1.42 ([47, Thm 1.1.6.1]). Es sei G = Spec(A) eine reduktive affine
algebraische Gruppe mit Finbettung i: G — GL(V) und p: G — GL(W) eine end-
lichdimensionale algebraische Darstellung. Dann gibt es eine algebraische Darstellung
p: GL(V) — GL(W @ W'), so dass p ein direkter Summand der Darstellung p o i ist.

Beweis. Es sei wi, ..., w, eine Basis von W und w',...,w" die duale Basis. Die Abbil-
dung

p: W= A®"
w (91, gn) = (Whp(g)w), ..., w™(p(gn)w))

ist dann eine injektive lineare Abbildung, die beziiglich der durch die Rechtsmultiplikation
induzierten Wirkung von GG auf A dquivariant ist. Weiter haben wir eine G-dquivariante

Surjektion
i k[GL(V)] — A.

Nach Proposition 1.24 gibt es dann einen endlichdimensionalen GL(V')-invarianten
Unterraum U C k[GL(V)]®" mit (W) C (i#)®"(U), so dass die Wirkung von GL(V)
auf U algebraisch ist. Es sei 1) die Einschrankung von (i#)®" auf U. Nach Proposition 1.33
gilt dann U = ker(¢)) ® im(¢) und es existiert ein Komplement T von ¢(W) in im(1)),
so dass U = W & (ker(y) & T') folgt. O
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2. Modulraume

In diesem Kapitel wird der Begriff des Modulraums eingefiihrt. Die anschlieenden
Beispiele dienen sowohl zum besseren Verstindnis der Definitionen als auch als tech-
nische Grundlage fiir die spateren Konstruktionen. Ein Einfiihrung in die Theorie der
Modulrdume findet man in Newsteads Buch [36]. Fiir die Beispiele verweisen wir auf die
Texte von Huybrechts-Lehn, Le Potier und Nitsure [24, 28, 39].

2.1. Das Modulproblem

Es sei eine Kategorie A gegeben. Das Modulraumproblem besteht darin, einen Raum
zu finden, der die Isomorphieklassen von Objekten in A parametrisiert. Wir bendtigen
dazu den Begriff einer parametrisierten Familie von Objekten: Es sei T" ein Schema — in
den meisten Féllen wird dies Spec(k) fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper k
sein — und F eine tiber Sch/T gefaserte Kategorie mit der Eigenschaft, dass F(idr) = A
gilt. Fir ein Schema S nennen wir ein Objekt in F(S) eine durch S parametrisierte
Familie von Objekten. Weiter sei ,~“ eine Aquivalenzrelation auf den Fasern von F, die
mit Riickzligen vertraglich ist und eingeschrankt auf die Faser iiber idy die Isomorphie
in A ergibt. Wir erhalten so den Modulfunktor

®r: Sch/T — Sets
S+ ObF(S)/ ~ .

Definition 2.1. Ein Schema M tber T heifit feiner Modulraum, wenn M den Funktor
® r darstellt (siehe Definition A.16, (i)).

Definition 2.2. Eine durch ein Schema M parametrisierte Familie E heifit universell,
falls es zu jedem Schema S und jeder durch S parametrisierten Familie £ in F(S) genau
einen Morphismus h: S — M mit h*E ~ E gibt.

Das Yoneda-Lemma impliziert folgende Charakterisierung eines feinen Modulraums:

Lemma 2.3. Ein Schema M ist genau dann ein feiner Modulraum, wenn es eine
universelle Familie E in F(M) gibt

Fiir viele Modulprobleme existiert kein feiner Modulraum. Man kann dann versuchen,
ein Schema mit einer schwécheren universellen Eigenschaft zu finden. Wir benétigen
dazu eine zusitzliche Aquivalenzrelation ,,~g“ auf Ob(A), die die Isomorphie erweitert.

Definition 2.4. Ein Schema M {iber T ist ein grober Modulraum, wenn es eine natiirliche
Transformation W: ® r — hj; mit den folgenden Eigenschaften gibt:

(i) M ist eine Kodarstellung von ®r (sieche Definition A.16, (ii)).
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2. Modulrdume

(ii) ¥ induziert einen Isomorphismus hj(idy) = Ob(A)/ ~g.

Bemerkung 2.5. (i) Aus der universellen Eigenschaft folgt die Eindeutigkeit des feinen
und des groben Modulraums. Wenn der feine Modulraum existiert, stimmt er mit dem
groben Modulraum {iiberein.

(ii) M ist genau dann eine Kodarstellung, wenn es zu jeder natiirlichen Transformation
U’: F — hy einen eindeutigen Morphismus f: M — N mit hy o ¥ = ¥ gibt (siche
auch [24, Def. 2.2.1)).

CD.FLhN .

~
s

)\

J{ //hf

h

Definition 2.6. Essei p: G x X — X eine Linkswirkung einer algebraischen Gruppe G
auf einem Schema X. Ein (universeller) kategorieller Quotient von X ist ein Morphismus
m: X =Y, sodass Y den Funktor hx/hqg (universell) kodarstellt (siehe Definition A.16,
(ii) und (iii)).

Bemerkung 2.7. Ein kategorieller Quotient von X ist nach Bemerkung A.17 ein G-
invarianter Morphismus 7: X — Y mit der Eigenschaft, dass es fiir jeden G-invarianten
Morphismus f: X — T genau einen Morphismus f: Y — T mit foxr = f gibt.

X —T

Definition 2.8. Ein kategorieller Quotient m: X — Y heifit Orbitraum, falls 7 surjektiv
ist und fiir jeden Punkt y € Y das Urbild 7 !(y) genau ein Orbit ist.

Es sei von nun an T' = Spec(k). Unter gewissen Voraussetzungen ist dann die Existenz
eines groben Modulraums dquivalent zur Existenz eines bestimmten Orbitraums.

Definition 2.9. Eine durch ein Schema S parametrisierte Familie £ € F(S) hat die
lokal universelle Figenschaft, falls es zu jeder anderen Familie E € F(S’) und jedem
Punkt s € S’ eine Umgebung V von s und einen Morphismus h: V — S mit h*(E) ~ Ey
gibt.

Eine Linkswirkung p: G x § — S ist wvertrdglich mit der lokal universellen Familie,
falls fiir zwei Morphismen f1, fo: T' — S genau dann f{ E ~ f E gilt, wenn es einen
Morphismus ¢g: T'— G mit p(g, f1) = f2 gibt.

Lemma 2.10 (vgl. [36, Prop. 2.9]). Es sei E eine lokal universelle Familie auf einem
Schema S und p: G x S — S eine vertrdgliche Linkswirkung. Dann gibt es fiir jedes
Schema Z eine Bijektion zwischen der Menge der G-invarianten Morphismen S — Z
und der Menge der natiirlichen Transformationen ®x — hyz.

Beweis. Es sei zqnéichst U: ®&r — hy eine natiirliche Tran§formation. Die lokal uni-
verselle Familie £ definiert einen Morphismus f := ¥(S)(E): S — Z. Aufgrund der
Eigenschaften von F ist f auch G-invariant.
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2.2. Die Graflmann-Varietat

Es sei nun f: § — Z ein G-invarianter Morphismus und F eine durch das Schema
S’ parametrisierte Familie. Aufgrund der lokal universellen Eigenschaft gibt es eine
Uberdeckung durch offene Mengen V; C S’, i € I, und Morphismen h;: V; — S mit
hi(E) ~ Epy,. Auf dem Schnitt V; NV gilt daher hiy, (E) ~ h¥y.(E). Aufgrund der
Voraussetzung an die Gruppenwirkung auf S und der G-Invarianz von f verkleben sich
die Kompositionen f o h;, i € I, zu einem Morphismus ¥(S’)(E): S" — Z. Dies definiert
die gesuchte natiirliche Transformation.

Man priift, dass diese Konstruktionen invers zueinander sind. O

Proposition 2.11 (vgl. [36, Prop. 2.13]). Es sei S ein Schema mit einer lokal univer-
sellen Familie E und einer vertraglichen Linkswirkung p: G x S — S.

e FEin Schema M erfillt Eigenschaft (i) der Definition eines groben Modulraums
genau dann, wenn M der kategorielle Quotient von S ist

e Wenn M Figenschaft (i) erfillt und ,~g“=,=% gilt, dann ist Eigenschaft (ii) der
Definition dquivalent dazu, dass M ein Orbitraum ist.

Beweis. Es sei M ein Schema, das Eigenschaft (i) aus Definition 2.4 erfillt, und 7: S —
M der durch die Familie £ bestimmte Morphismus. Weiter sei f: S — Z ein G-
invarianter Morphismus. Nach dem vorangegangenen Lemma definiert dies eine natiirliche
Transformation ¥’': &z — hz. Nach Voraussetzung gibt es einen eindeutigen Morphismus
f: M — Z mit h jov = U’. Durch Einsetzen der Familie £ findet man insbesondere
fom= f.Somit ist M ein kategorieller Quotient.

Es sei nun 7: S — M ein kategorieller Quotient von S. Nach Lemma 2.10 erhalten wir
eine natiirliche Transformation W: ®  — hy;. Ist U': ®x — M’ eine weitere natiirliche
Transformation, so ist f := \If’(E): S — M’ ein G-invarianter Morphismus. Es gibt
daher einen eindeutigen Morphismus f: M — M’ mit f or = f. Es folgt h jov=1v.

(ii) Die Surjektivitat von W(Spec(k)) folgt aus der Surjektivitat von 7. Die Injektivitét
ist aquivalent zur Aussage, dass M ein Orbitraum ist. O

2.2. Die GraBmann-Varietat

Ein elementares Beispiel fiir einen Modulraum ist die Graimann-Varietat: Es sei V
Vektorraum, r < d := dim(V') und A die Kategorie der (d—r)-dimensionalen Unterrdume
von V. Aquivalent dazu kénnen wir r-dimensionale Quotienten q: V' — @ betrachten. Ein
Morphismus f: ¢ — ¢ ist dabei ein Morphismus f: Q — @’ mit foq = ¢'. Offensichtlich
ist jeder Morphismus ein Isomorphismus. Eine durch ein Schema S parametrisierte
Familie von r-dimensionalen Quotienten ist ein Quotient gg: Og ® V. — @, wobei
Q@ ein Vektorbiindel von Rang r auf S ist. Dies definiert eine gefaserte Kategorie
F. Als Aquivalenzrelation wihlen wir Isomorphie in F. Diese Daten bestimmen das
Modulraumproblem
Grass(V,r): Sch/k — Sets.

Proposition 2.12 ([39, §1, (2)]). Der feine Modulraum Gr(V,r) zu Grass(V,r) existiert
als projektive Varietit.
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2. Modulrdume

Wir konstruieren den Modulraum: Es sei vy, . . . , v4 eine Basis von V', Z die Menge der r-
elementigen Teilmengen von {1,...,d} und I € Z. Auf der affinen Varietét A; = Spec Ry
mit

Rr=klzjlie{1,....r},j €{1,....d}\ 1]

betrachten wir den Quotienten
Kl O, 0V = OF
gegeben durch die Matrix x! mit Eintrigen

I {lej j¢l

, , ie{l,...,r},je{l,...,d}
Oy JEIT

mit v(1,j):=|{l € I|l <j}|

Es sei J € 7 eine weitere Teilmenge, V; := span(v;,j € J) C V und Ii{; die Ein-
schriinkung von ! auf O, ® V. Auf der offenen Teilmenge Ay j := {det k] # 0} C A;
betrachten wir den Morphismus ¢ ;r: Ar ; — A gegeben durch den Ringhomomorphis-
mus

Wl (Ry) = (Ri) gent
—1
xz‘]] = (kE KDy

Man sieht leicht, dass v liber A faktorisiert und die ¢ 1, I, J € Z, die Kozykelbedin-
gung erfiillen. Die affinen Stiicke A; verkleben somit zu einem d - (d — r)-dimensionalen
Praschema Gr := Gr(V,r).

Wir verkleben auflerdem die Garben Of: mithilfe des Kozykels n{ ! Zu einem
Vektorbiindel W, und erhalten so den Quotienten

0—>Ugr—>OGr®V,§rWGr—>O.

Proposition 2.13 (Pliicker-Einbettung). Die r-te dufiere Potenz

N'E: Ogrvey ® ANV = AWear =: L

definiert eine abgeschlossene Einbettung

f: Ge(V,r) > P (;\V) .

Beweis. Fur ein r-Tupel i € {1,...,d}" setzen wir v; := v;; A ... Av;,.. Fir eine 7-
elementige Teilmenge I € Z setzen wir vr := v;, wobei ¢ das Tupel der aufsteigend
angeordneten Elemente von [ ist. Die Vektoren vy, I € Z bilden dann eine Basis von
AN V.

Wir betrachten nun im homogenen Koordinatenring k[vr|I € Z] das homogene Ideal
Ig, erzeugt von den Ausdriicken

r+1

A
Z(in V(i1 ,esir—1,32) VU1 da—1:da 1o esdrs1)
A=1
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2.2. Die Graflmann-Varietat

fiir alle Tupel 1 <i1 < ... <ip_1 <7, 1 <j1 <...<jrg1 < r.Dann induziert f einen
Isomorphismus zwischen Gr(V,r) und dem abgeschlossene Unterschema V (I, ):

Dass f iiber V (Ig,) faktorisiert findet man durch geschicktes Entwickeln der Determi-
nanten nach einer Zeile bzw. Spalte.

Es sei [k] € Gr(V,r) ein Punkt mit f([k]) = [¥;e7 21v!], wobei v den zu vy dualen
Basisvektor bezeichnet. Es gibt ein J € Z, so dass £, := Ky, ein Isomorphismus ist.
Dann ist der Quotient ¢j(x;,I € Z): V — C" definiert durch

Cu(Ji) > ieJ
(T Z(—1)V(J’Z)_V(J’j)$lu{z‘}\{j} (1) » igJ, 1= 1,...,d
jeJ

isomorph zu k. Dies zeigt die Injektivitat.

Es sei schlieflich p = [Y;c7 z7v!] ein Punkt in V(Ig;) und J € Z eine Teilmenge
mit z; # 0. Wir betrachten den Quotienten ¢ := ¢qy(x;,I € 7). Man zeigt dann
A'q(vr) = xr/xy fir alle i € Z per Induktion iiber die Anzahl der Indizes in ¢ € I mit
i ¢ J. Details zu dieser Rechnung findet man in [23, Chapter VII]. O

Insbesondere ist Gr(V,r) separiert und

OGr(v,r)(l) = /\ War = f*(OIP(/\T V)(l))

ist ein sehr amples Geradenbiindel. Anhand der Konstruktion erkennt man die folgende
Eigenschaft:

Lemma 2.14. Es sei S ein Schema und kg: Og®V — Wy eine durch S parametrisierte
Familie von r-dimensionalen Quotienten von V. Dann gibt es genau einen Morphismus
f: 8 = Gr(V,r) mit der Eigenschaft, dass f*k isomorph zu kg ist.

Nach Lemma 2.3 ist also Gr(V,r) ein feiner Modulraum fiir das Modulproblem der
r-dimensionalen Quotienten von V.

Auf GL(V) gibt es den tautologischen Isomorphismus ¢: Ogr) ® V — Ogr) @ V.
Wir betrachten nun auf GL(V) x Gr(V,r) die Familie von r-dimensionalen Quotienten

pry ko pri(inv’ ) : OgrLvyxar(v,r) ® V — pra Wer -
Aufgrund der universellen Eigenschaft definiert dies einen Morphismus
p: GL(V) x Gr(V,r) = Gr(V,r).

Man tiberzeugt sich, dass p eine Linkswirkung von GL(V') auf Gr(V,r) definiert, die
fiir Punkte g € GL(V) und [k] € Gr(V,r) durch (g, [s]) + [k o g~!] gegeben ist. Die
Gruppe GL(V') wirkt auf natiirliche Weise auf P(A" V') und die Pliicker-Einbettung ist
dquivariant beziiglich dieser Wirkungen. Da das Zentrum C* trivial wirkt, erhélt man
eine induzierte Wirkung von PGL(V).

Der Morphismus

p: GL(V) x; Gr(V,r) xx V = Gr(V,r) x V
(gat7v) = (p(gat)vg ’ U)
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2. Modulrdume

bestimmt eine dquivariante Wirkung von p auf Ogv,) ® V. Da p den Kern Ugy v,
von Kgr(v,) erhalt, definiert p auch eine Linearisierung von Way(v,p)-

Wir betrachten nun ein erweitertes Modulproblem: Es sei X ein projektives Schema
und FE ein Vektorbiindel von Rang d iiber X. Wir betrachten die Vektorbiindelquotienten
k: E — F von Rang r. Ein Morphismus zwischen zwei Quotienten «, v’ ist ein Mor-
phismus ¢: F — F’ mit ¢ o k = £’. Eine durch ein Schema f: S — X parametrisierte
Familie von Vektorbiindelquotienten ist ein Vektorbiindelquotient xg: f*E — Fg von
Rang r. Dies erklart das Modulproblem

Grass(E,r): Sch/ X — Sets.

Proposition 2.15 ([24, Example 2.2.3]). Der feine Modulraum Gr(E,r) zu Grass(E,r)
existiert als projektives Schema.

Beweis. Es gibt offene Mengen U; C X, i =1,...,n, die X tiberdecken, und Trivialisie-
rungen ;: By, — V ®@0Oy,. Man erkennt leicht, dass Gr(V @ Oy, r) := Gr(V,r) x U; der
feine Modulraum fiir Quotienten von V' ® Oy, ist. Aufgrund der Eindeutigkeit des feinen
Modulraums verkleben diese Schemata zu einem Schema Gr(E,r) tber X. Mithilfe
der lokalen Trivialisierungen tiberpriift man, dass dies der feine Modulraum ist. Da X
projektiv ist, ist Gr(E,r) als Zariski-lokal triviales Faserbiindel iiber X mit typischer
Faser Gr(V,r) selbst projektiv. O

2.3. Die Fahnenvarietat

Definition 2.16. Es sei V ein r dimensionaler Vektorraum und r € ]NZ;O ein Tupel mit

0=1mr9 <711 <...<1mp<rpge1:=r. Eine Fahne von V vom Typ r ist ein Folge von
Unterraumen

{cvic...cV, CVpp1: =V
mit dimV; =7, 1 =1,...,p.
Das Datum einer Fahne entspricht einer Folge von Quotienten
VoW =V/Vi=s. =W, =V/V,=0

mit dmW; =r —r;, ¢ = 1,...,p. Zwei Folgen von Quotienten entsprechen derselben
Fahne, wenn es ein kommutatives Diagramm

v W W, 0
1% Wi W) 0

gibt.
Eine durch ein Schema S parametrisierte Familie von Fahnen von V vom Typ r ist
eine Folge von Quotienten

Os®@V = Wgy —---— Wg,, =0,
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2.3. Die Fahnenvarietdt

wobei Wg; Vektorbiindel von Rang k; := r — r; {iber S sind. Diese Daten definieren das
Modulproblem der Fahnen von V vom Typ r:

FIU(V,r): Sch/k — Sets.

Proposition 2.17. Der feine Modulraum F1(V,r) zum Modulraumproblem der Fahnen
von V. vom Typ r existiert als projektives Schema.

Beweis. Wir konstruieren die Fahnenvarietat rekursiv. Zunéachst setzen wir
Fll = Gr(V, r— 7"1) 5 Wl,l = WGr(V,r—rl) .

Nach Proposition 2.12 hat Fly mit kg (v;p—p): V ® Op, — Wi die universelle Eigen-
schaft fiir Fahnen vom Typ (r1).

Ist nun Fl; mit einer universellen Fahne V ® Op, = Q1 — -+ = Qrr — 0 vom
Typ (r1,-..,7k) konstruiert, so setzen wir

Flk+1 = GI‘(th, r— Tk—i—l) .
Mit der kanonische Projektion prg), : Flgi1 — Fli definieren wir
Wk-l—l,i = prElk Wkﬂ‘ ,’i = 1, ey k‘, Wk+1,k+l = WGT(Qk,k7"’—7"k+1) .

Es ist klar, dass die Fahne Opy, OV = Wiii1 — - = Wi g1 — 0 die universelle
Eigenschaft fiir Fahnen vom Typ (71, ...,7,+1) hat. Nach p Schritten erhalten wir daher
das Schema F1(V,r) := Fl, mit der universellen Fahne

WFI(E,;),U OFI(V,;) RV — WFI(E,[),I — ... WFI(E,f),p — 0.

Da in in jedem Konstruktionsschritt Fl;,; ein projektives Biindel iiber Fl, ist, ist das
schlieBlich konstruierte Schema F1(V,r) ebenfalls projektiv. O

Bemerkung 2.18. Wie im Falle der Gramann-Varietit gibt es eine nattrlich GL(V)-
Wirkung auf F1(V,r), so dass die natiirlich Einbettung

FI(V,r) = Ge(V,r —r1) x --- x Gr(V,r —rp)
dquivariant ist. Fiir ein Tupel o € ZP definieren wir
Orivry (@) = Ocrvyr—r)(a1) B B Ogrvr—r,)(ap) -

Definition 2.19. Es sei X ein projektives Schema und E ein Vektorbiindel von Rang
r auf X. Eine Fahne von E vom Typ r ist eine Folge von Vektorbiindelquotienten

Qe E—=Wi —--- =W,

mit tk(W;) = r —r;, i = 1,...,p. Ein Morphismus ist ein kommutatives Diagramm
solcher Sequenzen.

FEine durch ein Schema f: .S — X iiber X parametrisierte Familie von Fahnen von E
vom Typ r ist eine Folge von Vektorbiindelquotienten

J'E—-Ws1— -+ = Ws, —0

mit tk(Ws;) = r —r;, @ = 1...,p. Ein Morphismus iiber f ist ein kommutatives
Diagramm solcher Sequenzen.
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2. Modulrdume

Diese Daten definieren den Modulfunktor
FIUE,r): Sch/X — Sets.

Proposition 2.20. Der feine Modulraum F1(E,r) zu FI(E,r) existiert als projektives
Schema.

Beweis. Die Konstruktion erfolgt analog zu Konstruktion der relativen Graflimann-
Varietét. 0

2.4. Das Quot-Schema

Es seien X eine glatte projektive Kurve vom Geschlecht g und Ox (1) ein amples
Geradenbiindel auf X. Weiter sei F eine kohédrente Garbe auf X und r € Nyg, d € Z
ganze Zahlen. Wir betrachten die Menge aller Quotienten ¢: F — @ von F mit rkQ = r
und deg @ = d. Ein Morphismus ¢ — ¢’ ist ein Homomorphismus f: Q@ — @' mit
foq=¢. Eine durch ein Schema S parametrisierte Familie von Quotienten von F ist
ein Quotient ¢: pry F — @ auf S x X, wobei @) flach iiber S ist, und fiir jeden Punkt
s € S die Einschrankung von @ auf {s} x X von Rang r und Grad d ist. Dies definiert
einen Modulfunktor
Quot%qX: Sch/k — Sets.

Proposition 2.21 (Grothendieck [12]). Es gibt ein projektives Schema Quot‘]l_irX, das
den Funktor Quot%x darstellt.

Wir erinnern hier an die fiir die Konstruktion wichtigsten Aussagen iiber kohérente
Garben:

Proposition 2.22 (Serre-Dualitét [18, III, Theorem 7.1]). Fiir eine lokal freie Garbe
E von endlichem Rang auf X gilt

HY(X,E) = H'(X,wx ® EY),
wobei wx die kanonische Garbe auf X bezeichnet. Insbesondere gilt
RYF) = ho(wx ® FV).

Proposition 2.23 (Riemann-Roch [28, Theorem 2.6.9]). Fine kohdrente Garbe F auf
X erfillt
X(F) = h(F) = 1! (F) = deg(F) + rtk(F)(1 — g).

Lemma 2.24 ([28, Lemma 4.4.4]). Es sei F eine kohdrente Garbe auf X, r € N5
und d € Z. Dann gibt es ng, so dass fir jeden Quotienten q: F — @ mit rk(Q) = r,
deg(Q) = d und alle n > ny gilt:

(i) A1 (Q(n)) =0,
(ii) h'(ker(q)(n)) =0,
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2.4. Das Quot-Schema

(iii) ker(q)(n) ist global erzeugt.

Beweis. (i) Nach Serres Verschwindungssatz ([18, III, Theorem 5.2]) gibt es ko € N mit
h*(F(n)) = 0 fiir n > ko und somit wegen h?(ker(q)(n)) = 0 auch h*(Q(n)) = 0.
(ii) Aus (i) folgt mit dem Satz von Riemann-Roch

hl(ker(q)(ko)) < h%(Q(ko)) = d +r(1 — g) + kor =: k1 .
Wir betrachten nun fiir ein g € X und beliebiges k > kg die exakte Sequenz
0 — ker(q)(k) — ker(q)(k + 1) — ker(q)(k + 1)|,, — 0. (2.1)

Wegen h!(ker(¢)(k + 1),,,) = 0 ergibt sich aus der entsprechenden langen exakten
Sequenz
! (ker(q)()) > b (ker(q) (k + 1))

fir alle k > ko.

Es gilt also entweder h!(ker(q)(k)) = 0 fiir k > ko+k1, oder es gibt ko < lp < ko-+k1 mit
H(ker(q)(lo)) = H' (ker(q)(lo +1)). Dann ist H(ker(q)(lo+1)) — H° (ker(q)(lo +1)}4,)
surjektiv. Es gibt weiter eine Zahl [y, so dass Ox (1) fiir | > l; global erzeugt wird. Das
kommutative Diagramm

H(Ox (1)) @ H(ker(q)(lp + 1)) —— Ox (1), ® ker(q)(lo + 1)|x0

| |

Ho(ker(q)(lo +1410)——ker(q)(lo+ 1+ l)‘IO

zeigt dann, dass auch H°(ker(q)(lo + 1+ 1)) — H(ker(q)(lo + 1 + 1)|5,) surjektiv ist.
Daher ist H(ker(q)(lp + 1)) — H'(ker(q)(lp + 1+ 1)) ein Isomorphismus fiir [ > I;.
Andererseits gibt es ein k mit h!(ker(q)(k’)) = 0 fiir ¥’ > k. Daher gilt h'(ker(q)(k)) = 0
fur k> Iy + 1.

In beiden Fillen gilt h'(ker(q)(n)) = 0 fiir n > kg := ko + k1 + 1.

(iii): Die lange exakte Sequenz zu (2.1) zeigt, dass ker(q(n)) fir n > ng := ko + 1
global erzeugt wird. O

Wenn S ein Schema ist und G eine Garbe auf S x X ist, schreiben wir G(n) fir
G ®@pry Ox(n). Aus dem Basiswechsel- und Kohomologiesatz [18, III, Theorem 12.11]
folgt:

Korollar 2.25. Es sei S eine Schema und qs: pry F — Qs ein flacher Quotient von
Grad d und Rang r diber S x X. Fir n > ng gilt:

(i) prg.(Qs(n)) ist lokal frei vom Rang p(n) :=d+r(1 —g+n).
(i) 13 := prs, gs(n): Os @ HO(F(n)) = prs, (Qs(n)) ist surjektiv.
(iii) Der Auswertungshomomorphismus

ev: prgprg,(ker(gs)(n)) — ker(gs)(n)

ist surjektiv.
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2. Modulrdume

Im Folgenden sei n > ng. Wir erinnern daran, dass wir auf Gr := Gr(H®(F(n)), p(n))
eine universelle Sequenz

0 — Ugr — Ogr ® HY(F(n)) — War — 0
haben. Wir definieren nun auf Gr x X die Garbe Qg durch die Sequenz
pré: Ue ® pry Ox(—n) = prx F % Qar = 0.
und H := ker(qgy)-

Lemma 2.26. Es gibt eine injektive natiirliche Transformation
U Quotglgfx — Grass(H°(F(n)),p(n)) = har -

Beweis. Es sei gs: pry F — (g eine durch S parametrisierte Familie von Quotienten.
Aufgrund von Korollar 2.25, (i) und (ii), ist k¢ := prg, ¢s(n) ein Familie von Vektorraum-
quotienten der Dimension p(n). Nach Proposition 2.12 definiert % einen Morphismus
f: S — Grmit f*rgr = kg. Wegen Korollar 2.25, (iii), gilt (f xidx)*H(n) = ker(gs)(n).
Also ist (f x idx)*Qgr als Quotient isomorph zu Qg. O

Wir suchen nun das grofite Unterschema S von Gr, so dass die Einschrankung von
Qar auf S x X flach iiber S ist, und fiir jeden Punkt s € S die Garbe Qg (s} xx Grad
d und Rang r hat. Wir benétigen zunédchst einige Fakten zu Basiswechsel und Flachheit.

Lemma 2.27. FEs sei G eine kohdrente Garbe auf S x X und f: T — S ein Morphismus.
Dann gibt es eine Zahl mo = mo(f), so dass firm > mg undi > 0 der Homomorphismus

f*R'prg, G(m) — R'prp,(f x idx)*G(m)
ein Isomorphismus ist.
Beweis. Siehe [32, Lecture 7, 3°, (i)] oder [39, Lemma 3.1]. O

Lemma 2.28. Es sei G eine kohdrente Garbe auf S x X. Dann gibt es endlich viele
lokal abgeschlossene Unterschemata S; C S, @ € I, so dass [[;c; S; — S bijektiv ist und
Gis,xx flach iber S; ist.

Beweis. Es sei Y eine irreduzible Komponente von S versehen mit der reduzierten
Struktur. Nach [14, Théoreme 6.9.1] gibt es eine offenes Unterschema S; C Y, so dass
Gs,xx flach iiber Sy ist. Durch Anwenden dieses Vorgangs auf S\ S; erhélt man nach
endlich vielen Schritten die gewiinschte Zerlegung. O

Wir wenden dieses Lemma auf die Garbe Qg; iiber Gr x X an.
Korollar 2.29. Es gibt eine Zahl ny > ng, so dass fir alle s € Gr und all n > ny gilt
(i) h(prg(s), Qar(n)) =0

(ii) Fir alle s € Gr ist prg,, Qar(n))s — HO(prgl(s), Qar(n)) ein Isomorphismus.
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2.4. Das Quot-Schema

Beweis. Serres Verschwindungssatz besagt, dass ein mg > ng mit
I (prgy (5), Qar(m) = 0

fir m > mg existiert.

Wir bezeichnen mit f;: S; — Gr die Inklusionen der reduzierten Unterschemata aus
Lemma 2.28. Nach Lemma 2.27 gibt es fiir jedes ¢ € I ein m; > my, so dass fir m > m;
der Homomorphismus

i prar s Qar(m) = prg,(fi x idx)*Qar(m)

ein Isomorphismus ist. Nach Teil (i) und dem Basiswechsel- und Kohomologiesatz fiir
flache Garben ist fiir alle m > mg, ¢ € I und s € S; der Homomorphismus

prs,.(fi x idx)*Qar(m) s — H°(prg; (s), Qar(m))
ein Isomorphismus. Fur m > max{m; |i € I} folgt also die Behauptung. O

Diese Ergebnis zeigt zusammen mit dem Satz von Riemann—Roch, dass man das
Hilbert-Polynom von Qg |{s}xx an den Dimensionen von (prg,, Qar(k))s fir k > m
erkennt.

Lemma 2.30 ([39, Lemma 3.2]). Ein Garbe G auf S x X ist genau dann S-flach, wenn
es ein mg gibt, so dass fir alle m > mq prg,(G(m)) lokal frei ist.

Beweis. Wenn G flach {iber S ist, dann folgt aus Serres Verschwindungssatz und dem
Basiswechsel- und Kohomologiesatz [18, III, Thm. 12.11], dass prg,(G(m)) fir gentigend
grofles m lokal frei ist. Es sei nun vorausgesetzt, dass es ein mq gibt, so dass prg,(G(m))
fiir m > my lokal frei ist. Wir betrachten den graduierten Og ® H(X, Ox(1))-Modul
M := D, >m, Prss G(m). M ist flach als Og-Modul. Daher ist auch die Lokalisierung
M, fir z € Ox (1) flach. Ebenso ist der Untermodul (M, )¢ der Elemente vom Grad Null
als direkter Summand flach. Da H(S x X,,G) = (M) gilt und die offenen Mengen
S x X, € O(1), S x X iiberdecken, ist G flach tiber S. O

Lemma 2.31. Es sei G eine kohdrente Garbe auf einem Schema Z. Dann gibt es fiir
k € N ein lokal abgeschlossenes Unterschema Y C Z mit den Figenschaften:

(i) Ein Morphismus f: T — Z faktorisiert genau dann durch Y, wenn f*G lokal frei
vom Rang k ist.

(i) Supp(Y) = {x € Z| dim(G},) = k}.

Beweis. Es sei x € Z ein Punkt mit dim(G|,) = r. Mithilfe von Nakayamas Lemma
finden wir eine offene Umgebung U von x und eine Darstellung

O?}Sﬂ@?}’”ﬁgw—m.

Es sei I das Ideal erzeugt von den Komponenten 1;;, 1 < i < r, 1 < j < s. Dann
hat Yy := V(I) C U die gesuchten Eigenschaften fiir G;;;. Aufgrund der universellen
Figenschaft verkleben die lokal konstruierten Unterschemata zu einem Schema Y C
Z. O
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2. Modulrdume

Proposition 2.32 (vgl. [39, Theorem 4.3]). Es gibt ein lokal abgeschlossenes Untersche-
ma Quot C Gr, so dass ein Morphismus f: T — Gr genau dann durch Quot faktorisiert,

wenn Qr = (f x idx)*Qqcr flach dber T ist und fir jeden Punkt t € T die Garbe
Qri{1yxx Rang r und Grad d hat.

Beweis. Wir definieren fiir £ > 0 die Garbe Wy, := prg, . (Qa:r(m + k)). Es sei Y}, das
lokal abgeschlossene Unterschema mit der Eigenschaft, dass ein Morphismus f: T — Gr
genau dann durch Y}, faktorisiert, wenn f*W} lokal frei von Rang p(m + k) ist (siehe
Lemma 2.31, (i)). Wir betrachten fir £ > 0 die lokal abgeschlossenen Unterschemata

l
Gr® = ﬂ Y. .
k=0

Zunéchst gilt wegen Korollar 2.29, dass ein Punkt s € Gr genau dann in Gr? liegt, wenn
Qar|{s}xx Rang 7 und Grad d hat. Nach Lemma 2.31, (ii), ist fiir [ > 2 das Schema
Gr® ein abgeschlossenes Unterschema von Gr®. Da Gr® ein noetherscher Raum ist,
gibt es ein [y mit

Quot := Grlh) = Gr®

fiir alle [ > [g. Also ist Quot ein lokal abgeschlossenes Unterschema mit der Eigenschaft,
dass prouet« @ar(n) fiir alle n > m lokal frei ist. Nach Lemma 2.30 ist Qquot =
Qar|Quot xx flach iiber Quot.

Wenn f: T — Quot ein Morphismus ist, ist Qr = (f x idx)*Qqr also flach tiiber
T und fir jeden Punkt ¢ € T hat Qpj;jxx Rang r und Grad d. Wenn umgekehrt
f: T — Gr ein Morphismus ist, so dass Qp flach ist und fiir jeden Punkt ¢ € T hat
Qi{1yxx Rang r und Grad d hat, dann dann faktorisiert f nach Korollar 2.25, (i), durch
Y}, fir alle £ > 0 und somit durch Quot. O

Dies zeigt, dass Quoté& := Quot den Funktor QuotéTX darstellt. Um den Beweis von
Proposition 2.21 anzuschlieflen, zeigen wir die Projektivitdt von Quot.

Proposition 2.33 (siehe [39, Proof of Theorem 5.2]). Quot st abgeschlossen in Gr.

Beweis. Wir wenden das Bewertungskriterium an. Es sei R ein diskreter Bewertungsring,
K sein Quotientenkorper und i: Spec(K) — Spec(R) der kanonische Morphismus.
Weiter sei qx: pry F — Qi eine Familie von Quotienten von Grad d und Rang r auf
Spec(K) x X. Wir bezeichnen mit Qg das Bild des Homomorphismus

pry F — (i X idx )« pry F — (i X idx)«Qx

auf Spec(R) x X. Nach [14, Proposition 2.8.1] ist Qr flach iiber Spec(R), es gilt (i x
idx)*Qr = Qr und Qg ist der einzige Quotient von pr¥ F mit diesen Eigenschaften.
Somit ist der Morphismus Quot — Gr eigentlich. O

Bemerkung 2.34. (i) Aus der Konstruktion geht hervor, dass

p(n)
OQUOt(l) = /\ prQuot*(Q X pr?{ Ox (n))

ein sehr amples Geradenbiindel auf Quot ist.
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2.4. Das Quot-Schema

(ii) Man sieht leicht, dass das Unterschema Quot C Gr(H°(F(n),p(n)) invariant
unter der GL(H®(F(n)))-Wirkung ist. Die Wirkung steigt zu einer Wirkung von
PGL(H°(F(n))) ab.
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3. Geometrische Invariantentheorie

Das Ziel der Geometrischen Invariantentheorie (GIT) ist es, den Quotienten eines
Schemas bezliglich einer Gruppenwirkung zu bestimmen. Es stellt sich heraus, dass man
fiir die Existenz des Quotienten Bedingungen an die Gruppe stellen muss, und dass die
Menge der Bahnen im allgemeinen kein Schema bildet. Die Standardreferenz fiir GIT ist
Mumfords Buch [34], weitere Quellen sind die Biicher von Newstead [36] und Schmitt
[47, Chapter 1].

3.1. Gute Quotienten als Modulraume

Es sei X ein Schema {iber einem Korper k£ mit einer Linkswirkung p einer algebraischen
Gruppe G.

Definition 3.1. Ein guter Quotient ist ein affiner G-invarianter Morphismus 7: X — Y
mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir jede offene Teilmenge U C Y ist 7% : Oy (U) — Ox (7~ (U))% ein Isomorphis-
mus.

(ii) Ist Z C X abgeschlossen und G-invariant, so ist w(Z) abgeschlossen.

(iii) Sind Z; und Zjy disjunkte abgeschlossene G-invariante Teilmengen von X, so gilt
7T(Zl> N TI'(ZQ) = J.

Ein universeller guter Quotient ist ein Morphismus 7: X — Y, so dass fiir jeden
Morphismus T — Y der induzierte Morphismus 7p: X Xy T' — T ein guter Quotient
ist.

Lemma 3.2 ([34, Ch. 0, §3, (6)]). Ein (universeller) guter Quotient m: X — Y ist ein
surjektiver (universeller) kategorieller Quotient.

Beweis. Zunéchst ist der Morphismus 7 nach Eigenschaft (i) dominant und wegen (ii)
dann surjektiv.

Es sei f: X — T ein G-invarianter Morphismus. Weiter sei y € Y ein Punkt und
r1,72 € 71 (y) mit Bildern t1,t5 in T. Da f G-invariant ist, sind Z; = f~!(¢;) und
Zy = f71(t2) G-invariante abgeschlossene Mengen. Wegen y € w(Z;) N m(Z2) folgt
aus Eigenschaft (iii), dass Z1 N Zy # @ und somit ¢; = t9 gilt. Daher kann man eine
Abbildung f: Y — Z mit f or = f definieren. Aus der Surjektivitiat von 7 folgt, dass f
dadurch eindeutig bestimmt ist.

Die Abbildung f ist stetig: Ist U C T eine offene Teilmenge, so ist Z := X \ f~1(U)
eine abgeschlossene G-invariante Teilmenge von X. Nach Eigenschaft (ii) ist auch 7(2)
abgeschlossen und somit Y \ 7(Z) = f~1(U) offen.

31
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Es seien U; C T, i = 1,...,n, offene affine Mengen, die T' iiberdecken. Wir setzen
U! == f~1(U;). Aufgrund der G-Invarianz von f faktorisiert f#(U;): Or(U;) — Ox (U})
iiber Ox (U/)“. Nach Eigenschaft (i) ist

7 (U)): Oy (fH(Uy) = Ox (U))°

ein Isomorphismus. Die Komposition O (U;) — Oy (7(U;)) definiert einen Morphismus

fi: £7YU;) — Us mit f; 0 Tjys = f7- Die Morphismen f;, : = 1..., n, stimmen auf den

Schnitten U; NU; iiberein und verkleben somit zu einem Morphismus fmit for=f. O

Definition 3.3. Ein guter Quotient heifit geometrischer Quotient, falls er auch ein
Orbitraum ist.

Lemma 3.4. Es sei m: X — Y ein guter Quotient. Dann enthalt der Abschluss des
Orbits eines Punkts x € X genau einen abgeschlossenen Orbit.

Beweis. Nach Korollar 1.16 existiert ein abgeschlossener Orbit in G - . Es seien nun
G - z1 und G - x5 zwei abgeschlossene Orbits in G- . Da 7~ !(7(z)) abgeschlossen ist
und G - z enthilt, gilt auch 7(z1) = 7(x) = m(x2). Aus Definition 3.1, (ii), folgt dann
G-21NG-xy# & und somit G -1 = G - 9. O

Wir kehren nun zuriick zum Modulproblem aus Abschnitt 2.1.

Definition 3.5. Es sei S ein Schema mit lokal universeller Familie E und vertraglicher
Gruppenwirkung p: G x S — S. Wir nennen zwei Objekte E, E’ in A = F(Spec(k))
S-iquivalent, falls es Punkte s, s’ € S mit Fy, 2 FE, Ey = F' und G-’ NG - s # @ gibt.
In diesem Fall schreiben wir E ~g E’.

Bemerkung 3.6. Wenn der geometrische Quotient von S existiert, ist jeder Orbit abge-
schlossen. Die S-Aquivalenz stimmt dann mit der Isomorphie iiberein.

Proposition 3.7. Unter den Voraussetzungen von Definition 3.5 gilt: Wenn w: S — M
ein guter Quotient ist, dann ist M der grobe Modulraum zu ®r.

Beweis. Nach Lemma 3.2 und Proposition 2.11 erfiillt M Eigenschaft (i) der Definition
eines groben Modulraums. Aus der Surjektivitdt von 7 folgt auch die Surjektivitdt von
O (Spec(k)) — M(Spec(k)). Es seien nun E und E’ zwei Objekte, die denselben Punkt
in M definieren. Wenn s,s’ € S Punkte mit E; = E und Ey = E’ sind, folgt aus
Eigenschaft (ii) von Definition 3.1 G-sN G s # &, so dass E und E' S-dquivalent
sind. O

3.2. Affine Quotienten

Falls X = Spec(R) affin ist und ein affiner kategorieller Quotient Y = Spec(R’) existiert,
so folgt aus der universellen Eigenschaft mit 7 := A! sofort R = R®. Insbesondere
muss R eine endlich erzeugte Algebra sein.

Proposition 3.8 (Hilbert [21]). Es sei G eine reduktive algebraische Gruppe und
X = Spec(R) eine affine Varietit mit einer Linkswirkung. Dann ist RC endlich erzeugt.
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3.2. Affine Quotienten
Die Aussage gilt in jeder Charakteristik. Wir beweisen sie hier fiir den Fall char(k) = 0,
so dass G nach Bemerkung 1.29 auch linear reduktiv ist.

Beweis. i) Wir wihlen endlich viele Erzeuger von R. Da G linear reduktiv ist, gibt es
einen endlichdimensionalen invarianten Unterraum V C R, der diese Erzeuger enthélt.
Es sei x1,...,, eine Basis von V. Dann ist

kElx1,...,z,] = R

eine dquivariante Surjektion. Aufgrund der Exaktheit von (=) (siche Proposition 1.37)
erhalten wir die Surjektion

klzy,...,x,)% = RY.
Es geniigt also zu zeigen, dass k[x1,...,2,]" endlich erzeugt ist.
ii) Wir nehmen nun R = k[z1,...,2,] an. Es sei I C RY das von den nicht-konstanten

homogenen Elementen erzeugte Ideal. Da R Noethersch ist, gibt es endlich viele homogene
Erzeuger fi,...,fr € I des Ideals ITR. Hierbei darf man f; € R® fir i = 1,...,r
annehmen. Wir beweisen per Induktion tiber den Grad d

k[fla"'afr] :RG-

Fiir d = 0 ist nichts zu zeigen. Es sei nun f € R ein Element von Grad d > 0. Dann
gibt es Elemente h; € R mit deg(h;) <d,i=1,...,r, und

f=Y hifi.
=1

Da der Reynolds-Operator nach Korollar 1.38 ein Homomorphismus von R%-Moduln

ist, erhalten wir
,

f=r®)(f)=>_r(R)(hi)fi.
i=1
Wegen der Natiirlichkeit des Reynolds-Operators und der Annahme deg(h;) < d gilt auch
deg(r(R)(h;)) < d. Nach Induktionsvoraussetzung liegt also r(R)(h;) in k[f1,..., fr] fir
i=1,...,r. ]

Fiir eine reduktive Gruppe G ist Y := Spec(R%) also ein affines Schema. Man stellt
fest, dass Y nicht nur ein kategorieller Quotient ist, sondern zusétzliche Eigenschaften
besitzt.

Die Eigenschaft, eine guter Quotient zu sein, ist lokal auf dem Quotienten:

Proposition 3.9 ([36, Prop. 3.10]). Es sei Y = U;c;U; eine offene Uberdeckung. Ein
G-invarianter Morphismus m: X — Y ist genau dann ein guter Quotient, wenn fiir alle
i € I der Morphismus m|.—1(1,)" 7 Y(U;) — U; ein guter Quotient ist.

Beweis. Eigenschaften (i) und (ii) sind nach Definition lokal auf Y. Zu untersuchen ist
also Eigenschaft (iii).

»<=: Sind Z; und Z; disjunkt, abgeschlossen und G-invariant, so haben auch Z; N
7 1(U), i = 1,2 diese Eigenschaften. Sind ihre Bilder 7(Z;) NU disjunkt fiir alle offenen
Teilmengen U C Y, so gilt auch n(Z1) N7 (Z2) = @.
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3. Geometrische Invariantentheorie

»,=": Seien nun U C Y eine offene Teilmenge und V7, V5 zwei disjunkte abgeschlossene
G-invariante Teilmengen von 7 1(U). Wir nehmen an, es gibt einen Punkt y € 7(V1) N
7(Va). Dann ist Z; := V; N7 !(y) auch abgeschlossen in X, i = 1,2. Es folgt y €
m(Z1) Nw(Z2), im Widerspruch zu Eigenschaft (iii). O

Lemma 3.10 ([34, Ch 0, §3, (7) und Thm 1.1, proof, (1)]). Es sei p”: A — A® R eine
Kowirkung und S eine RC-Algebra. Wenn S flach ist oder G = Spec(A) linear reduktiv
ist, dann gilt

(R®pc S)¢ =5

Beweis. Der Ring der Invarianten ist definiert durch die exakte Sequenz

0-R°>RY AR
mit 9 := p? — pr;éﬁ . Wenn § flach ist, erhalten wir durch Tensorieren die exakte Sequenz
0=+5—=>95®r¢ R—-AQR®pc S.

Es sei nun G linear reduktiv. Nach Proposition 1.37 existiert ein Reynolds-Operator r.
Also ist R’ := ker(r(R)) ein Komplement zu R in R, und nach Korollar 1.38 ist R als
R%-Modul isomorph zu RY & R'. Folglich gilt S ®pe R =S @ (S ®pc R'). Wenn nun
r=>1,%®r; € S®pc R ein G-invariantes Element ist, dann berechnet man mithilfe
der Natiirlichkeit des Reynolds-Operators

x=r(S®pc R)(z) =71(S ®pc R) Z 5 @ 1)
i=1

:zn: 81 ) (S®RG RG) S.

Somit gilt S = (S ®@ze R)C. O

Proposition 3.11 ([34, Theorem 1.1]). Es sei X = Spec(R) ein affines Schema und
p: Gx X — X eine Linkswirkung einer reduktiven Gruppe G. Dann istm: X — X)/G :=
Spec(RG) ein guter Quotient. Falls G linear reduktiv ist, ist w ein universeller guter
Quotient.

Beweis. Nach Proposition 3.8 ist X /G ein affines Schema. Der durch R® < R definierte
Morphismus 7: X — X//G ist offensichtlich affin und G-invariant.

Zu Eigenschaft (i): Es geniigt, diese fiir offene Mengen der Form X /G mit f € RY
nachzuweisen. Weil R? eine flache RG-Algebra ist, zeigt Lemma 3.10 (R® gc R?)G = R?.

Wir zeigen zunéchst (iii): Es seien Z; und Z, disjunkte, abgeschlossene G-invariante
Teilmengen. Nach Lemma 1.39 gibt es f € R mit fiz, = 0 und fz, = 1. Dies zeigt
7T(Z1) N 7T(Z2) =

Nun zu (ii): Es sei Z abgeschlossen und G-invariant. Wir nehmen an, dass y €
7(Z) \ 7(Z) existiert. Dann sind 7' (y) und Z disjunkt, abgeschlossen und G-invariant.
Nach dem eben Gezeigten gilt also y € n(n~(y)) N7(Z) = @.

Es sei nun G linear reduktiv, S eine k-Algebra und ¢: RS — S ein Homomorphismus.
Lemma 3.10 zeigt S = (S ®pe R)®. Zusammen mit Proposition 3.9 folgt daraus die
Universalitit des guten Quotienten. O
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3.3. Projektive Quotienten

Wir betrachten nun den Fall, dass X projektiv ist. Im allgemeinen liefert der Versuch, alle
Quotienten von G-invarianten affinen Teilmengen zu verkleben, kein separiertes Schema.
Man braucht daher ein technisches Hilfsmittel, um geeignete affine G-invarianten Mengen
zu bestimmen.

Definition 3.12. Eine Linearisierung von p in einem Geradenbiindel L auf X ist ein
Isomorphismus ¢: pry L — p*L iiber G x X, so dass das Diagramm

[as3

pr3 L - (pryo(p x idx))*L

PTr5g Sﬂl J{(MXidx)*w

(poprys) L (po(idg xp))*L

(ida xpx)*¢
von Geradenbiindeln auf G x G x X kommutiert.

Aus Proposition A.62 ergibt sich, dass wir eine Linearisierung von p in L auch
beschreiben kénnen durch eine Linkswirkung p: G x L — L mit po p = po (idg xp), so
dass fiir alle g € G die Abbildung L, — L, linear ist.

Bemerkung 3.13. (i) Aus zwei Linearisierungen p; in L;, i = 1,2, erhélt man eine
Linearisierung p; ® ps in L1 ® Lo.
(ii) Es sei x: G — k* ein Charakter und p eine Linearisierung. Der Morphismus

py: GXL—L
(9,2) = x(g) - pg,2)

definiert die mit y getwistete Linearisierung.

(iii) Es seien X und Y Varietdten mit Linkswirkungen px und py. Auf Y gebe es
ein Geradenbiindel L mit einer Linearisierung py. Ist f: X — Y ein G-dquivarianter
Morphismus, so ist der Riickzug f*py: G x f*L — f*L eine Linearisierung von px in
f*L.

(iv) Es sei V ein Vektorraum und o: G — GL(V) eine Darstellung von G. Dann gibt
es eine natiirliche Linearisierung der induzierten Wirkung auf P(V) in Op(y(1), so dass
der Isomorphismus V = H(P(V), Op (1)) G-dquivariant ist.

(v) Nun sei X eine projektive Varietdt mit einer Linkswirkung p: G x X — X und
einer Linearisierung in einem amplen Geradenbiindel L. Dann gibt es n € Z~g und eine
G-#quivariante Einbettung X — P(V) mit V := H°(X, L®"). Die Linearisierung p*"
stimmt mit dem Riickzug der natiirlichen Linearisierung in Op (1) iiberein (vgl. [34,
Prop. 1.7]).

Definition 3.14. Es sei X eine Varietdt mit einer Linkswirkung p: G x X — X, einem
Geradenbiindel L und einer Linearisierung p von p in L. Ein Punkt x € X heif}t

o semistabil, wenn es ein r € Ny und einen G-invarianten Schnitt s in L®" mit
s(x) # 0 gibt, so dass X; = X \ V(s) affin ist.

e polystabil, falls r semistabil ist und der Orbit von x abgeschlossen in X ist.
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3. Geometrische Invariantentheorie

e stabil, wenn es r € N+ und ein G-invariantes s € H°(X, L®") gibt, so dass Xj
affin ist, x € X, dim(G - ) = dim(G) und jeder Orbit in X abgeschlossen ist.

Wir bezeichnen mit X® und X® die Menge der semistabilen bzw. stabilen Punkt von X.
Lemma 3.15 ([36, Lemma 3.13]). Die Mengen X und X* sind offen in X.

Beweis. Fur X* ist das offensichtlich. Fiir X® bemerken wir, dass dim(G - z) eine
unterhalbstetige Funktion ist, d.h. die Menge {x € X|dim(G - z) > n} ist offen fiir
alle n € N. Dies folgt aus der Tatsache, dass dim(G - z) = dim(G) — dim(G5) gilt und
dim(G;) eine oberhalbstetige Funktion ist. O

Proposition 3.16 ([34, Thm 1.10]). Es sei G eine reduktive algebraische Gruppe, X
eine Varietdt mit einer Linkswirkung p, einem Geradenbiindel L und einer Linearisierung
pin L.

(i) Es gibt einen guten Quotienten w: X — X /G und X /G ist quasi-projektiv.
(ii) Falls X projektiv und L ampel ist, so ist auch X /|G projektiv.

(iii) Es gibt eine offene Teilmenge U* C X /G mit m~1(US) = X5, so dass mys: X® —
U® ein geometrischer Quotient ist.

(iv) Falls G linear reduktiv ist, ist m ein universeller guter Quotient.

Beweis. (i) Es seien s; G-invariante globale Schnitte von L®" 1 < i < n, so dass
U; = X, affin ist und U;U; = X*° gilt. Indem man geeignete Potenzen der Schnitte
betrachtet, darf man r; = r, 1 < i < n, annehmen. Nach Proposition 3.11 existiert der
affine gute Quotient m;: U; — Y;. Die Schnitte s; definieren Trivialisierungen von L®"
iiber U; mit Ubergangsfunktionen fij = sj/si. Diese Funktionen sind G-invariant und
definieren daher Funktionen auf Y;. Wegen Proposition 3.9 sind (Y;)y,, und (Y})y,, gute
Quotienten von U; N Uj. Es gibt dann eindeutige Isomorphismen ¢;;: (Y;)y, — (Yi)y,,,
die mit den Morphismen 7; vertriglich sind und die Kozykelbedingung erfiillen. Man
erhélt daher ein Praschema Y und einen Morphismus 7: X — Y.

Weiter erfiillen die f;; die Kozykelbedingung und definieren ein Geradenbiindel M
auf Y mit 7*(M) = L®". Fiir festes j liefern die Funktionen f;; auf ¥;, i = 1,...,n
einen globalen Schnitt g; in M. Da Y, =Y/ affin ist und die Y; ganz Y tiberdecken, ist
M nach Grauerts Kriterium (siehe [36, Lemma 3.20]) ein amples Geradenbiindel und
liefert eine Einbettung in einen projektiven Raum . Insbesondere ist Y separiert. Aus
Proposition 3.9 folgt wiederum, dass X* /G :=Y der gute Quotient ist.

(ii) Ist X projektiv und L ampel, so erhilt man nach Bemerkung 3.13 eine Darstellung
0: G — GL(V) und eine G-dquivariante abgeschlossene Einbettung X — P(V). Es
sei R der Koordinatenring von X in P(V). Die Wirkung von G auf R erhilt die
Graduierung. Man erhilt daher eine Inklusion graduierter Ringe R — R, die einen
rationalen Morphismus 7: X --+ Proj(R%) =: Y definiert. Man iiberzeugt sich, dass
der Morphismus genau auf X*° definiert ist. Fiir ein G-invariantes homogenes Polynom
J stimmt die Einschrankung m x ;i Xt — Yy gerade mit der Konstruktion der affinen
Quotienten aus (i) tiberein. Man sieht daher, dass X//G =Y projektiv ist.
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(iii) Es seien s;, 1 < i < n G-invariante Schnitte von L®", so dass U; = X, affin
ist, die Wirkung von G abgeschlossen in U; ist und die U; X® {iberdecken. Es sei Y’
die Vereinigung der entsprechenden Y; in Y aus (i). Dann ist 7: 77 1(Y’) — Y’ ein
geometrischer Quotient und X*® ist enthalten in 7=1(Y”). Mit Y*® := 7(X®) hat man
daher X® = 77 }(Y®) und Y’ \ Y® = (7~ 1(Y’) \ X®) ist abgeschlossen. Y ist somit offen
in Y und die Einschrdnkung 7: X® — Y® ist ein geometrischer Quotient.

(iv) Dies folgt direkt aus Proposition 3.11. O

Proposition 3.17 ([43, 5.1. Lemmal,[9, Lemma 4.6]). Es seien G eine reduktive Gruppe,
X, X' Varietiten mit einer G-Wirkung, f: X — X' ein G-dquivarianter Morphismus
und ' X' — Y’ der gute Quotient.

(i) Wenn f affin ist, dann existiert auch der gute Quotient m: X — X//G.

(ii) Wenn f zusdtzlich injektiv und ' ein geometrischer Quotient ist, dann ist auch 7
etn geometrischer Quotient.

(ili) Wenn f eigentlich ist und " ein universeller guter Quotient ist, dann ist auch der
induzierte Morphismus X))G — X'||G eigentlich.

Beweis. (i) Es sei Uje;Y;! = X')/G eine affine offene Uberdeckung von X’//G. Nach
Voraussetzung ist U; := f~1(7/~1(Y/)) affin, so dass der gute Quotient 7;: U; — Y; =
U;/|G existiert. Aufgrund der universellen Eigenschaft gibt es Morphismen f;: Y; —
X'/)G mit fiom = o fjy,. Dann sind Yj; := fH (Y n Y/) und Yj; = f?l(Y;’ nYj)
wegen der Lokalitét (Proposition 3.9) gute Quotienten von f~! (7"~} (Y NY])) = U; N
U;. Aufgrund von Lemma 3.2 und der Eindeutigkeit kategorieller Quotienten gibt es
eindeutige Isomorphismen ¢;;: Yj; — Y;;, die mit den Morphismen m; vertraglich sind
und die Kozykelbedingung erfiillen. Die Morphismen 7;: U; — Y; verkleben somit zu
einem Morphismus 7: X — Y. Wiederum aufgrund der Lokalitit ist m: X — Y ein
guter Quotient.

Da f: Y — Y als affiner Morphismus separiert ist und Y’ separiert ist, ist auch Y’
separiert.

m X —1 =X
I
-l
i —1—Y o
| i
\¢ \
Y—f,>X’//G.

(ii) Es seien x1,x2 € X abgeschlossene Punkte mit 7(z1) = w(z2) =:y. Dan’: X' —
X'/G ein geometrischer Quotient ist, liegen f(x1), f(x2) € 7'~1(f(y)) im selben Orbit.
Es gibt also g € G mit p/(g, f(x1)) = f(z2). Da f G-invariant und injektiv ist, folgt
p(g, 1) = 2.

(iii) Es sei T' — Y’ ein Morphismus und Z C Y xy-T eine abgeschlossenes Unterschema.
Da m7: X xy' T — Y xy» T G-invariant ist, ist 7' (Z) G-invariant und abgeschlossen.
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Da f eigentlich und G-dquivariant ist, ist auch das Bild fr(7'(Z)) G-invariant und
abgeschlossen in X’ xy» T Schliefllich ist 77.: X' xy+ T — T ein guter Quotient, so dass
nach Definition 3.1, (ii), auch (7} o fr)(n;'(Z)) = fr(Z) abgeschlossen in T ist. [

3.4. Das Hilbert—Mumford-Kriterium

Wir arbeiten ab hier iiber dem Koérper der komplexen Zahlen k = C. Es sei X eine
projektive Varietédt, G eine affine reduktive algebraische Gruppe, p eine Linkswirkung
von G auf X und p eine Linearisierung von p in einem amplen Geradenbiindel L.

Lemma 3.18 ([34, Amplification 1.11]). Wenn z € X polystabil ist, dann gibt es ein n
und einen invarianten Schnitt f € HY(X, L®™) mit f(z) # 0, so dass X affin ist und
dim(G - y) > dim(G - x) fiir alle y € Xy.

Beweis. Nach Definition 3.14 gibt es einen G-invarianten Schnitt s € H°(X, L®") mit
x € X;, X; affin und G - X abgeschlossen in X;. Da die Menge

Z:={y € Xs| dim(G-y) <dim(G-z)} C X;.

ebenfalls abgeschlossen ist und G - x und Z disjunkte invariante Mengen sind, gibt es
nach Lemma 1.39 eine invariante Funktion A mit h(x) = 1 und h|z = 0. Fiir grofles n
lisst sich h - s™ zu einem Schnitt in f € H°(X, L®"") fortsetzen, der die geforderten
Eigenschaften erfillt. O

Aus dem vorangegangenen Lemma und dim(G - ) = dim(G) — dim(G,,) folgt:

Korollar 3.19. FEin Punkt x € X ist genau dann stabil, wenn er polystabil ist, und der
Stabilisator G, endlich ist.

Korollar 3.20. Es sein ein Zahl, so dass L®™ sehr ampel ist, und i: X — P(V) mit
V = HY(X,L®") die dadurch definierte dquivariante abgeschlossene Einbettung. Dann
ist ein Punkt © € X genau dann (semi)stabil, wenn i(x) (semi)stabil in (V') beziiglich
der natiirlichen Linearisierung in Op(y)(1) ist.

Lemma 3.21 ([34, Prop. 2.2]). Es set W ein Vektorraum, p: G — GL(W) eine
Darstellung einer algebraischen Gruppe und x € (W) ein Punkt dargestellt durch

e € WY\ {0}.
(i) = ist genau dann semistabil, wenn 0 ¢ G - ¢ gilt.
(ii) x ist genau dann polystabil, wenn G - ¢ abgeschlossen in WV ist.

Beweis. (i) ,=“ Wenn x semistabil ist, gibt es ein invariantes nicht-konstantes ho-
mogenes Polynom s € H(P(W), Op(w)(r)) = Sym” (W) mit ¢ := s(p) # 0. Dann ist
V(s — s(p)) eine abgeschlossene Menge, die ¢ enthélt aber nicht den Ursprung.

»<=“ Wenn 0 ¢ G - gilt, sind {0} und G - ¢ disjunkte abgeschlossene invariante
Mengen. Es gibt daher ein G-invariante Funktion f mit f(0) = 0 und f|@ = 1. Ein
nicht-trivialer homogener Teil s := f,. dieser Funktion, liefert den gesuchten Schnitt in

Opw)(r)-
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(ii) ,=“: Nach Lemma 3.18 gibt es ein homogenes invariantes Polynom f € Sym" (W)
mit f(p) # 0, P(W)¢ affin und dim(G - y) > dim(G - z) fiir y € P(W) . Wir betrachten
die abgeschlossene invariante Menge Z := V(f — f(¢)) C WV. Die Projektion 7: WY —
P(W) induziert einen endlichen Morphismus 7’': Z — P(W);. Falls es einen Punkt
€G- ¢\ G- pgibt, soist dim(G - 1) < dim(G - ). Da 7’ endlich ist, erhalten wir
dim(G - y) < dim(G - z) fiir y := [¢] € P(W); im Widerspruch zur Polystabilitat von .

»<“ Wenn G - ¢ abgeschlossen ist, gilt insbesondere 0 ¢ G -, so dass x nach
Teil (i) semistabil ist. Es sei s ein homogenes invariantes Polynom mit s(¢) # 0 und
Z = V(s —s(p)). Da n': Z — P(W), endlich und insbesondere eigentlich ist, ist
G-z =7'(G - p) abgeschlossen in P(W)s. O

Lemma 3.22 ([47, Proof of Theorem 1.5.1.4]). Es sei V' ein Vektorraum und p: G —
GL(V) eine Darstellung einer reduktiven affinen algebraischen Gruppe. Ist o € V'V ein
Punkt, dessen Orbit nicht abgeschlossen ist, dann gibt es einen Punkty € G- p\ G- im
abgeschlossenem Orbit W und eine Finparameteruntergruppe A mit limy_, oo p(A(t)) - =

.

Beweis. (i) Es gibt einen Torus T' C G, so dass T - ¢ nicht-leeren Schnitt mit W hat:
Wir nehmen an, dies wére nicht der Fall. Es sei T' C G ein maximaler Torus. Fiir jeden
Punkt ¢ € G - ¢ sind T - ) und W T-invariante disjunkte abgeschlossene Mengen. Es
gibt daher eine T-invariante Funktion fy mit fy = 0 und fyr., = 1. Es sei Uy, := Vpr'

Wir wechseln nun in die Kategorie der komplexen Mannigfaltigkeiten mit der starken
Topologie. Es gibt eine kompakte Lie-Untergruppe H C G mit G = H -T - H. Da
der Orbit H - ¢ ebenfalls kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte q,...,9, € V'V
mit H - ¢ C UY Uy, Die Funktion f: V¥V — R mit f(¢) = Sk | fu;| ist stetig
und besitzt ein positives Minimum auf H - ¢. Da f T-invariant ist, gilt dies auch fiir
T-H -¢. Somit sind W und T - H - ¢ disjunkt. Da W G-invariant ist, sind auch W
und H -T-H - ¢ disjunkt. Da H kompakt ist, ist H - T - H - ¢ abgeschlossen. Es
folgt H-T-H - o =G -9 .Da G - als Bild eines Morphismus konstruierbar ist, gilt
G- ¢ =G - . Dies ist ein Widerspruch, da W in G - ¢ enthalten ist.

(ii) Nach Teil (i) diirfen wir annehmen, dass G ein Torus = (C*)" ist. Wir fixieren eine
Basis vy, ..., v, von V', so dass die Darstellung p durch die Menge D der Diagonalmatrizen
faktorisiert. Die Darstellung p hat also die Form

(t1,...,tn) — diag(t%, ..., t%)

mit einer r x n-Matrix A = (a;;). Die Menge der Einparameteruntergruppen X, (G) ist
isomorph zu Z" durch

N =ty e
Die Menge der Charaktere X (D) ist isomorph zu Z" durch
xz(diag(dy,...,d,)) =d*=di*---di", zeZ".
Assoziieren wir zu einem Tupel z € ZZ, die Funktion
fa: VvV S ¢
(1, r) 2 Tt
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3. Geometrische Invariantentheorie

so findet man f,(d - ) = xx(d) fz(¢) fiir eine Diagonalmatrix d € D.
Essei I:={ie{l,...,r}|¢; # 0}. Die Untergruppe der Charaktere, die auf G trivial
werden, entspricht der Menge

X' ={zeZ |z-A=0}.

Fiir ein Tupel z € X" := X' N ZL, mit x; = 0 fiir i ¢ I ist f, daher eine G-invariante
Funktion auf V'V, die auf ¢ nicht verschwindet. Es sei

J={je{l,...,;r}|Fze X" :2; <OAVi¢ Iz, =0} CI.

Fiir jeden Punkt v € G - ¢ und jedes k € J gilt dann 1, # 0. Insbesondere kann man
J = I ausschlieflen, da sonst G - ¢ abgeschlossen wére.

Wir betrachten den Vektorraum Q", den Unterraum U := span(A’e;,i € J) und den
Quotienten Q" /U. Die konvexe Hiille der Punkte w(Ale;) € Q"/U, i € I\ J, enthélt
nicht den Ursprung: Es sei >, g ciAle; € U eine Linearkombination mit ¢; € R>o,
i € I\ J. Dann gibt es ¢; € Q, i € J, mit > ;c; c;A'e; = 0. Nach Konstruktion von
J gibt es ¢} € Z<g, i € J, mit ;. ;ctA’e; = 0. Durch Subtraktion eines Vielfachen
dieser Gleichung kénnen wir erreichen, dass alle Koeffizienten nicht-negativ sind. Durch
Multiplikation mit dem Hauptnenner erhalten wir schliellich eine Linearkombination
dier n;Ale; = 0 mit n; € Z~o. Aus der Definition von J folgt daher n; = 0 (und somit
ci=0)firiel\J.

Es gibt daher einen Vektor y € Q"™ mit (Ale;,y) > 0 fiir i € I\ J und (Ale;,y) =0
fiir i € J. Es gibt eine Zahl m € Z~o mit [ :==m -y € Z". Es sei A = A(l) die durch [
definierte Einparameteruntergruppe von GG. Dann existiert ¢’ := limy_ o0 p(A(¢)) - ¢, und
es gilt ¢, =0 fir i ¢ J und ¢, = p; fur i € J.

Es bleibt zu zeigen, dass der Orbit von ¢’ abgeschlossen ist. Dazu wenden wir die
obige Konstruktion auf ¢’ an. Man findet dann I’ = J und J’ = J. Dies zeigt, dass
G - ¢’ abgeschlossen ist. O

Zu einer Einparameteruntergruppe A\: C* — G und einem Punkt x € X betrachten
wir den Fixpunkt zo = lim,_, p(A(2),x). Die Linearisierung definiert eine Wirkung
C*x Ly, — Ly, (2,1) = 27 -1 mit v € Z. Wir setzen

Hp(h ) = —.
Beispiel 3.23. Es sei V ein Vektorraum G = GL(V') und A € X, (G) eine Einparameter-
untergruppe. Dann findet man Zahlen v; < ... < 75 und eine Zerlegung

S

V=V
i=1
mit Vi = {v € V| A(t) - v = t"v}. Es sei p die natiirliche Linearisierung der Gruppen-
wirkung in Op(yy(1). Fiir einen Punkt 2 € P(V) représentiert durch ¢ € V' berechnet
man

to(A,z) = —min{y; [i=1,...,8, pyy: # 0}.
Insbesondere gilt 11,(A, ) < 0 genau dann, wenn der Limes lim_,o A(t) - ¢ existiert;
ebenso gilt 1,(A, ) < 0 genau dann, wenn lim;_, A(t) - ¢ = 0.
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Die Funktion p erfiillt folgende Eigenschaften.
Lemma 3.24. Es sei x € X und A\ € X,(G). Dann gilt

(i) MP(A?'IOO) = Np()‘,x):

(i) Vg€ G pplg- X971 p(g,2)) = pp(X, @)

(iii) Fir eine weitere Linearisierung o und x € X*(Q) gilt
M(p@o’)x(Aaw) = MP(Avx) + /LU()\,.%') - <X7 A> :

Thre Bedeutung erhélt die Abbildung p durch den folgenden Satz.

Proposition 3.25 (Hilbert-Mumford-Kriterium [34, Thm 2.1]). Ein Punkt x € X ist
genau dann (semi)stabil beziglich p, wenn fiir jede nicht-triviale Einparameterunter-
gruppe A: C* — G

pp(A, 2)(=)0

erfiullt ist.

Beweis. Nach Korollar 3.20 darf man annehmen, dass X = P(V) fiir einen Vektorraum
V ist, und die Wirkung durch eine Darstellung p: G — GL(V') gegeben ist. Es sei x € X
und ¢ € VV ein Punkt iiber x.

»=“ Falls u(\, z) < 0 gilt, folgt lim; o0 p(A()) - ¢ = 0. Nach Lemma 3.21 kann =
nicht semistabil sein.

Falls p(A,z) = 0 gilt, so existiert ¢ := limy oo p(A(t)) - ¢. Wenn es g € G mit
p(9)-¢ = 1 gibt, ist g~1-\-g eine nicht-triviale Einparameteruntergruppe des Stabilisators
von x. Andernfalls ist G - ¢ nicht abgeschlossen in V. In jedem Fall ist = nicht stabil.

»,<="“: Falls z nicht semistabil ist, liegt der Ursprung im Abschluss des Orbits von ¢,
und es gibt nach Lemma 3.22 eine Einparameteruntergruppe A mit lim;_, p(A(t))- = 0.
Daher folgt p(\, z) < 0.

Falls z nicht stabil ist, ist wegen Lemma 3.21 und Korollar 3.19 entweder G, nicht
endlich, oder der Orbit G - ¢ ist nicht abgeschlossen in V. Falls der Orbit nicht
abgeschlossen ist, gibt es nach Lemma 3.22 eine Einparameteruntergruppe A, so dass
P = limy_s00 p(A(t)) - @ existiert. Da 1 ein Fixpunkt der Wirkung von A ist, haben wir
u(h ) = p(\ [1]) = 0.

Falls der Orbit abgeschlossen ist, ist G, nicht endlich. Nach [29, §1.2.] ist G reduktiv.
Es gibt somit eine nicht-triviale Einparameteruntergruppe A von R(G,). Es gilt dann
lim; 00 p(A(t), ) = x und somit pu(\,x) <0 oder u(A~t, x) <O0. O

Proposition 3.26. Es set x € X ein semistabiler Punkt.

(i) Fir jede Einparameteruntergruppe X € X, (G) mit p(A, ) = 0 ist der Limespunkt
Too := limy_yo0 p(A(), ) semistabil.

(ii) Es gibt eine Einparameteruntergruppe A € X.(G) mit u(\,z) = 0, so dass der
Limespunkt oo 1= limy_,o0 p(A(t), x) polystabil ist.
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Beweis. (i) Wieder diirfen wir X = P(V') annehmen. Es sei ¢ € VV\{0} ein Reprisentant
von z. Nach Voraussetzung existiert po, = limy—00 p(A(t)) - ¢ € G- und es gilt
Too = [Poo]. Da G - 9o C G - ¢ nicht den Ursprung enthélt, ist 2+ nach Lemma 3.21,
(i), semistabil.

(i) Nach Lemma 3.22 gibt es eine Einparameteruntergruppe A, so dass ¢, =
limy—s00 p(A(t), ) € VYV \ {0} existiert und der Orbit G - ¢, abgeschlossen in V'V ist.
Aus der Existenz des Limes in V'V \ {0} folgt u(\,z) = 0. Nach Lemma 3.21, (ii), ist
[Poo] = limy—s00 p(A(t), ) polystabil. O

Bemerkung 3.27. Wir betrachten nun die Situation, dass ®r ein Modulfunktor und
U eine lokal universelle Familie auf X*®° ist, die mit der Gruppenwirkung vertraglich
ist. Die vorangegangene Proposition zeigt, dass zwei Objekte E, E’ genau dann S-
aquivalent sind, wenn es Punkte z,2’ € X® mit U, ~ E und U, ~ E’, sowie eine
Einparameteruntergruppe A € X, (G) mit pu(A, z) = 0 und lim;—o0 p(A(2), z) = 2’ gibt.

Wir fixieren einen maximalen Torus 7' C GG. Da G durch Konjugation transitiv auf der
Menge der maximalen Tori wirkt, sieht man mit Eigenschaft (ii) aus Lemma 3.24, dass
ein Punkt z € X genau dann (semi)stabil ist, wenn fiir jede nicht-triviale Einparame-
teruntergruppe A € X, (7T") und jedes Element g € G die Bedingung p,(X, p(g,x))(>)0
erfiillt ist.

3.5. Gewichtete Fahnen

Definition 3.28. Es sei G eine affine algebraische Gruppe. Eine maximale zusammen-
hidngende auflésbare Untergruppe B C G heifit Borel-Untergruppe. Eine Untergruppe
P mit der Eigenschaft, dass G/P eine vollstindige Varietét ist, heiit parabolische
Untergruppe.

Beispiel 3.29. In G = GL(n, C) ist die Untergruppe B,, der oberen Dreiecksmatrizen
eine Borel-Untergruppe.

Es sei G eine Gruppe und A: C* — G eine Einparameteruntergruppe. Dann definieren
wir die Untergruppe

Qc(A) : = {g € G| Jim. A(z) - g - A71(2) existiert in G} ,
sowie ihre Untergruppen
L) :={geG|VzeC 1 A(2) - g- \2) " = g} ,
REN) 1= {g€ G| lim \(z)-g- A=) " =e}.

Beispiel 3.30. Wir betrachten den Fall G = GL(r). Es sei i € N” ein Indextupel
mit 0 1= dg < i3 < ... < ip < Ipgp1 = 7 und y € Z" ein Tupel von Gewichten
mit y; = y; fir i < 4,5 < dgg1, K= 0,...,n, und vy, < vy, B = 1,000 — L
Wir definieren die Einparameteruntergruppe A durch A\(z) = diag(z],...,27"). Durch
Konjugation kann jede Einparameteruntergruppe in diese Form gebracht werden. Man
sieht leicht, dass Qg(A) die Menge der oberen Block-Dreiecksmatrizen mit Blocken
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der Grofle 1 := i —ix_1, k=1,...,n+ 1 ist. Entsprechend ist Lg(\) die Menge der
Block-Diagonalmatrizen und R () die Menge der oberen Block-Dreiecksmatrizen mit
Einheitsmatrizen auf der Diagonalen. Die Untergruppen sind also von der Form

ma *
Qg()\) _ - ‘ c GL(T‘) my € GL(Tk),
O - k=1,...,n+1

O mg € GL(Tk),
Lg()\)z O GGL(T’) - nt 1

LN = € GL(r)

Bemerkung 3.31. Wenn ¢: G — H ein Morphismus algebraischer Gruppen und A eine
Einparameteruntergruppe von G ist, so gilt ¢.Qa(A) C Qu(psA) und . Lg(A) C
L (o). Ist ¢ eine abgeschlossene Einbettung, dann gilt sogar Qa(A\) = Qu(w«A) NG
und Lg(A) = Lg(pA) NG.

Lemma 3.32 ([34, Prop. 2.6]). Es seien G eine affine algebraische Gruppe und \: C* —
G eine Einparameteruntergruppe.

(i) Die Gruppe Qg(N) ist eine parabolische Untergruppe.
(ii) Fiir g € Qa(N) liegt lim, oo A(2) - g - M(2) 71 in Lg(N).

Beweis. (i) Es ist zu zeigen, dass G/Qg(\) projektiv ist. Wir behandeln zunéchst den
Fall G = GL(r). Aus Beispiel 3.30 geht hervor, dass Q¢(A) der Stabilisator einer Fahne
in C" ist. Es sei r der Typ dieser Fahne. Die Gruppe GL(r) wirkt transitiv auf der
Menge aller Fahnen vom Typ r. Der Quotient G/Q¢ () ist daher isomorph zu einer
Fahnenvarietéit, die projektiv ist (siehe Abschnitt 2.3).

Sei nun G eine beliebige affine algebraische Gruppe. Nach Proposition 1.25 gibt es
eine abgeschlossene Einbettung i: G — GL(r). Wegen Bemerkung 3.31 induziert diese
Einbettung auch eine abgeschlossene Einbettung i: G/Qg(\) — GL(r)/Qarey(i o N).
Nach dem vorangegangenen Absatz ist dies also eine abgeschlossene Einbettung in einen
projektiven Raum.

(ii) Im Fall G = GL(r, C) priift man die Aussage leicht anhand von Beispiel 3.30. Der
allgemeine Fall folgt dann aus Bemerkung 3.31. O

Lemma 3.33 ([34, Prop. 2.7]). Fir eine Einparameteruntergruppe A von G und g €
Qa(N) gilt
u(X, plg,2)) = p(A, ).
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3. Geometrische Invariantentheorie

Beweis. Wir betrachten ¢’ := lim, .o A(2) - ¢ - AM(2) 7! und y := lim, o0 p(A(2) - g, 7).
Dann haben wir = lim, 00 p(A(2) - g - AM(2) 7' - A(2),2) = p(¢’, 2oo). Wir berechnen

n(A, p(g, ) = p(A,y)
= N(glil A g o).
Da ¢’ nach Lemma 3.32, (ii), mit A kommutiert, folgt die Behauptung. ]

Definition 3.34. Es sei V' ein Vektorraum. Eine gewichtete Fahne (Vs,a) von V der
Lénge [ = 1(V,) ist eine Fahne

Vo : {0} =VocCcViCc...CViCViy1:=V
von V' zusammen mit einem [-Tupel o € leo

Es sei V ein r-dimensionaler Vektorraum und A: C* — SL(V) eine Einparameter-
untergruppe. Dann gibt es wie in Beispiel 3.23 Eigenrdume V* ¢ = 1,...,k + 1 mit
Gewichten v; < ... < yg+1. Die Zerlegung definiert eine Fahne

Vo {0}==VocCcWViC...CVxC V1=V
durch V; := @J_, V' und den Gewichtsvektor a(y) € QF, durch

Vil =Y :
aj(l)::%, i=1,...,k.
Wir nennen (V,, ) die zu X\ assoziierte gewichtete Fahne.
Ist umgekehrt eine gewichtete Fahne (Vs, ) der Linge k = 1(V4) gegeben, so setzen
wir r; = dim(V}), 5 = 1,...,k, wihlen Unterrdume V' C V mit V; = @/_, V',
j=1,...,k+1 und deﬁmeren den Gewichtsvektor v(Ve, a) € Z**! durch

1(Ve)
7i(Ve, ) : Zajrj Zajr: Zaj('yyj))n i=1,...,k+1,

j=1

k—r 1<i<k
() = - .
() {k k<i<r

Man beachte, dass man so den urspriinglichen Gewichtsvektor zuriickgewinnt, falls
(Ve, @) die zu einer Einparameteruntergruppe A assoziierte gewichtete Fahne ist.

Es gibt ein m € N, so dass ma € (%/r)* gilt. Dann liegt v := y(Va,ma) in ZF*1,
Wir definieren nun eine Wirkung von C* auf V' durch A(z) - v := 2% fiir v € V% Dies
bestimmt eine Einparameteruntergruppe A von SL(V'). Sind W andere Unterrdume
mit P, Wt = V; und ist X' die dadurch bestimmte Einparameteruntergruppe, so
gilt N = gAg~! fiir ein Element g € GL(V), das die Fahne V, fixiert. Es gilt also
g € Qsr,(v)(N). Nach Lemma 3.33 ist der Ausdruck

1
po(Ve, @, ) 1= —pip(X, )

daher wohldefiniert.
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Beispiel 3.35 (Stabilitdt in der GraBmann-Varietit, vgl. [28, Prop. 6.6.1]). Es seien V/
und W Vektorrdume der Dimensionen r bzw. s. Wir betrachten die Wirkung von GL(V)
auf der GraBmann-Varietit Gr(V @ W, ¢) mit ¢ < r - s (sieche Abschnitt 2.2). Fiir einen
Quotienten x: V @ W — C! und eine Einparameteruntergruppe A berechnet man

1(Ve)+1
u(A [K]) = — Z 7i (dim((V; © W)) — dim(x (Vi1 © W)))

Falls A durch SL(V) faktorisiert, gilt fiir o := a(7)

I(V.)
pN[6]) = D aj(r dim(s(V; @ W) — dim(V;) - £).
j=1
Ein Quotient x ist also genau dann (semi)stabil, wenn fiir jeden echten Unterraum
Vicv
dim(k(V @ W)) ( )dim(/{(V' ®@ W))
dim(V) - dim (V)

gilt.

Beispiel 3.36 (Stabilitdt in der Fahnenvarietét). Es seien V' ein Vektorraum der Dimen-
sionr, 7 € NNmit 1 <r; <...<r <rund B e N!. Wir betrachten die Wirkung
von SL(r) auf der Fahnenvarietat F1(V,r) (siehe Abschnitt 2.3) mit Linearisierung in
Oriv,r)(B1,- -+, ). Fiir einen Punkt ¢ € FI(V,r) gegeben durch eine Fahne U, mit
Quotienten k;: V — V/U; und eine Einparameteruntergruppe A mit gewichteter Fahne
(Ve, @) berechnet man

l 1(Va)
p(At) = Zﬁi aj(rdim(k;(V;)) — dim(Vj)(r — 1))
=1 j=1
1(Ve) !
= a; Yy Bi(dim(V;)r; — dim(U; N V)r).
j=1 =1

Man erkennt, dass kein Punkt ¢ € F1(V, r) semistabil ist.
Beispiel 3.37 (Stabilitét in V). Wir betrachten die Wirkung von SL(V') auf P(V, ;)

mit
dim(V) ©—c
Vase = (Vo) P g ( A V) |

Da die Wirkung von SL(V') auf det(V) trivial ist, sind V, . und V, = V 30 als
SL(V)-Moduln isomorph. Es sei A eine Einparameteruntergruppe von SL(V') und V},
j=1,...,14+1, die Eigenrdume von V mit Eigenwerten 7; < ... < 7;41. Die Eigenrdume
von V, sind dann von der Form V®! := (®f_; V)%’ mit j € {1,...,l+ 1}2. Fiir einen
Punkt « € P(V, ;) représentiert durch f € VaYb gilt

p(A [f]) = —min{yi, + ... + 7%, | fye: # 0}

l
= —min {Z aj(adim(Vy) — rv;(4)) ‘ fve: # 0}

J=1
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3. Geometrische Invariantentheorie

mit vj(2) == #{i € i|i < j}. Wegen 0 < v;(i) < a finden wir die Abschétzungen
!
fZajadlm ) < u(A, x) SZ a(r — dim(V})).
Insbesondere ergibt sich mit 1 < dim(V;) <r —1
!
A, 2)| <a(r—1 Z

Lemma 3.38 ([47, Lemma 1.5.1.41, ii)]). Fir die Wirkung von SL(V') auf V.. gilt

1(Va)
p(Ve,a+ B,2) > Ve, , ) — a Z B; dim(V;).

Beweis. Es sei ¢ ein Tupel mit u(Ve, o, x) = Z] 1 a](a dim(Vj) — rv;(4)). Dann gilt

1(Ve)
p(Vesa+ fa) > = (o + Bj)(adim(V;) — rv;(i))
=1
’ 1(Ve)
= ,LL(V.,Q,ZE) - Z ﬁj(adlm(v}) - T‘I/j(@'))
=1
v
/L(V.,Q,%) - Z Bjadima/j) .

i1

O]

Beispiel 3.39. Es sei V' ein r-dimensionaler Vektorraum und f: V — C" ein Ho-
momorphismus. Weiter sei 1 < i < rk(f) eine Zahl und A eine Einparameterunter-
gruppe von SL(V') mit assoziierter gewichteter Fahne (V4,a). Fiir den Punkt [A‘f] €
P(Hom(A' V, A' ©")V) berechnet man

. 1(Va)+1
p N == > vy (min{dim(f(V})), i} — min{dim(f(V;-1)),4})
j=1
1(Ve)
=" ap (rmin{dim(f(Vi)),i} — dim(V3)i) .
k=1

Es sei i: G — GL(r, C) eine Einbettung und 7' C G ein maximaler Torus. Zu einer
gegebenen Einparameteruntergruppe A € X, (7T) existiert ein eindeutiger Charakter
Xx € X*(T) mit

VN € Xu(T) : o N) = (A N).

Hierbei sind (—, —) und (—,—) die Paarungen aus Bemerkung 1.8, (ii), und Bemer-
kung 1.10.
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3.5. Gewichtete Fahnen

Lemma 3.40. Der Charakter x, € X*(T) ist definiert auf Qa(\) und verschwindet
auf RE(N). Er definiert somit einen Charakter auf Hg(X) := Qa(N)/RE(N).

Beweis. (i) Es sei zunichst G = GL(r), T' der maximale Torus der Diagonalmatrizen
und A\ € X, (T) eine Einparameteruntergruppe. Durch Operation mit der Weylgruppe
kénnen wir erreichen, dass A die Form

0

mit Zahlen 1 < ... < s annimmt. Man iiberzeugt sich, dass der Charakter

x: Qa(A) — C

x|
— [ det(mi) .

O i=1

der gesuchte Charakter ist. Da R¢(A) unipotent ist, ist die Einschrankung von x auf
RE(A) trivial.

(ii) Der allgemeine Fall folgt nun wieder aus der Tatsache, dass es eine Einbettung
i: G — GL(r) gibt und Qg(A) = G N Qgry(io A) gilt. O

Beispiel 3.41. Es sei A € X,(GL(V)) eine Einparameteruntergruppe mit gewichteter
Fahne (Vs, @) und )\’ eine Einparameteruntergruppe in Qgr,vy(A) mit gewichteter Fahne
(Us, ). Dann berechnet man

l(V.)

1(Ve)
(o X) = dim(V) Y- 3 ity (dim(V) dim(V; 1 Uj) — dim(V;) dim(U)) -
i=1 j=1
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4. Vektorbiindel

In diesem Kapitel wiederholen wir die Konstruktion des groben Modulraums stabiler
Vektorbiindel. Die dabei eingesetzten Verfahren dienen uns als Grundlage fiir spéatere
Konstruktionen. Wir folgen hier im wesentlichen dem Buch von Le Potier [28], eine
kompakte Darstellung findet man auch bei Huybrechts—Lehn [24].

4.1. Beschranktheit

Es sei X eine glatte projektive Kurve {iber € und A eine Familie von Isomorphieklassen
von Vektorbiindeln auf X. Eine durch ein Schema S parametrisierte Familie von Vek-
torbiindeln ist eine S-flache kohérente Garbe Eg auf S x X, so dass fiir jeden Punkt
s € § die Einschriankung g x ein Vektorbiindel in A ist. Zwei parametrisierte
Familien Eg und EY sind dquivalent, wenn es ein Geradenbiindel L auf S gibt, so dass
Eg = Ey ® pri L gilt.

Lemma 4.1 ([24, Lemma 2.1.7]). Es sei E eine S-flache kohdrente Garbe auf S x X
und (s,z) € S x X ein Punkt. Der Halm E(s 2 ist genau dann frei, wenn der Halm Es ;
der Einschrinkung Es := Ej(gxx [rei ist.

Beweis. Da E koharent ist, gibt es eine Darstellung

O—>K—>O?;X( — E5 ) — 0

$,x)

mit 7 = dim(E s z)/M(s,2)E(s,2))- Aufgrund der Flachheit erhilt man durch Tensorieren
mit Ogs = Ogx x,(s,0)/MsO5x x,(s,2) die exakte Sequenz

0= K/m,K — O0F, = Esp — 0.

Aus Nakayams Lemma folgt nun, dass K = 0 genau dann gilt, wenn K/m;K = 0 gilt.
Daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 4.2 ([24, 2.1.8]). (i) Es gibt eine offene Menge U C S, so dass ein Punkt s
genau dann in U liegt, wenn Eg s lokal frei ist.

(ii) FEine parametrisierte Familie von Vektorbindeln Eg ist ein Vektorbindel tber
SxX.

Beweis. (i) Es gibt eine offene Teilmenge W C S x X, so dass ein Morphismus f: T —
S x X genau dann durch W faktorisiert, wenn f*FEg lokal frei ist. Da X projektiv ist, ist
Z = prg(S x X \ W) abgeschlossen. Aus dem Lemma folgt nun, dass S\ Z die gesuchte
Menge ist.

(ii) Dies ist offensichtlich. O
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4. Vektorbiindel

Definition 4.3. Eine Familie A von Isomorphieklassen kohdrenter Garben auf X heift
beschrankt, falls ein Schema S von endlichem Typ und eine iiber S flache kohérente
Garbe Eg auf S x X existieren, so dass es zu jeder Isomorphieklasse [£] € A einen Punkt
s € S mit 55‘{5}XX = F gibt.

Bemerkung 4.4. Wenn Eg eine iiber S flache kohérente Garbe auf .S x X ist, so sind nach
[18, III, Theorem 9.9] Rang und Grad konstant auf den Zusammenhangskomponenten
von S. Wir kénnen uns also auf Vektorbiindel mit gegebenem Grad d und Rang r
beschréanken.

Definition 4.5. Die Steigung einer kohérenten Garbe F auf X mit rk(F) # 0 ist die
Zahl deg(F)
eg
u(F) = ).
rk(F)

Aus der Additivitdat von Rang und Grad auf kurzen exakten Sequenzen folgert man
leicht die folgende Aussage.

Lemma 4.6. Fir eine kurze exakte Sequenz kohdrenter Garben
O0=+F—=E—=Q—=0
mit tk(F) # 0 # rk(Q) und eine Konstante C' gilt

rk(F)
rk(Q)

PN uE) +C = wQ)(Z)u(€) -C

Proposition 4.7 (vgl. [28, Thm 5.6.1)). Fir eine Familie A von Isomorphieklassen
kohdrenter Garben von Rang r und Grad d auf X sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist beschrinkt.
(ii) Es gibt ein ng € N, so dass fiir alle n > ng und alle Garben € mit [E] € A gilt:
a) h'(€(n)) =0,
b) die Auswertungsabbildung H°(E(n)) @ Ox(—n) — & ist surjektiv.
(iii) Es gibt eine Konstante C, so dass fir alle Garben €& mit [£] € A und alle Un-

tergarben F C & gilt:
u(F) < p(E) +C.

(iv) Es gibt eine Konstante C', so dass fir alle Garben £ mit [E] € A und alle
Quotienten € — Q gilt:

1(Q) > p(€) - C".

Beweis. ,,(1)=(ii)“: Dies folgt aus Serres Verschwindungssatz und dem Halbstetigkeits-
satz [18, III, Theorem 12.8].
,(1)<=(i)“: Aus hY(E(n)) = 0 folgt mit dem Satz von Riemann—Roch

W (En)) =d+r(n+1-g)=p(n).
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4.1. Beschranktheit

Wegen Eigenschaft (ii) ldsst sich jedes Vektorbiindel [£] € A als Quotient ¢: YV ®
Ox(—n) — & schreiben mit Y := CP(. Der universelle Quotient q: Y @ Ox(—n) — Q

auf Quot,, x X mit Quot,, := Quotil/’%pr* Ox(—n),X ist dann die gesuchte flache kohérente
Garbe. '

,(11)=(iv)*“: Wir setzen C’ := d/r +ng+ 1 — ¢g. Angenommen es gibt eine Garbe £ mit
[€] € A und einen Quotienten &€ — Q mit u(Q) < —ng — 1 + g. Mit Serres Dualitatssatz
und dem Satz von Riemann-Roch berechnen wir

h'(E(no)) = h°(€Y (=no) ® wx) = h°(Q"(~ng) ® wx)
> deg(Q"(—no) ® wx) +1k(Q)(1 - g)
= 1k(Q)(—no — 14+ 9 —w(@Q)) >0
im Widerspruch zur Voraussetzung h'(€(n)) = 0.

»(i)<=(iv)“: Wir wahlen ng > 29 — u(€) + C’. Angenommen es gibt n > ng — 1
mit ht(E(n)) = h%(EV(—n) ® wy) # 0. Dann existiert ein nicht-trivialer Morphis-
mus ¢: £(n) = wy. Es sei @ das Bild von ¢p(—n): E — w(—n). Da wx(—n)/Q als
Torsionsgarbe nicht-negativen Grad hat, finden wir

deg(Q) < deg(wx(—n)) =2 — 2~ n.
Aus rk(Q) = 1 und der Voraussetzung an u(Q) folgt
n<2g—2-—deg(Q)<29—2—u(€)+C" =ng—2;

ein Widerspruch zur Annahme. Es folgt also h'(£(n)) = 0 und h!(£(n)(—z)) = 0 fiir
jedes n > ng und jeden Punkt z € X. Aus der kurzen exakten Sequenz 0 — £(n)(—x) —
E(n) = &z — 0 erhalten wir dann die exakte Kohomologie-Sequenz

H°(E(n)(—z)) — H°(E(n)) — Ex— 0.

Da z beliebig gewdhlt werden kann, ist £(n) global erzeugt.
,(iii)<(iv)“: Dies folgt sofort aus Lemma 4.6. O

Bemerkung 4.8. Die Familie der Isomorphieklassen der Vektorbiindel
Ep:=0x(d+k) @ O0x(-k)o 02" kez,

ist nach dem Lemma nicht beschrinkt. Es ist daher unmoglich, eine parametrisierte
Familie zu konstruieren, die alle Vektorbiindel mit Grad d und Rang r enthélt.

Lemma 4.9. Es gibt eine offenes PGL(Y)-invariantes Unterschema Quot® C Quot,,,
so dass ein Punkt t genau dann in Quot% liegt, wenn Q1 := Q(1yxx ein Vektorbindel
ist und H°(qi(n)) ein Isomorphismus ist.

Beweis. Zunichst definiert die Menge der Punkt ¢t € Quot?, so dass H(q(n)) ein
Isomorphismus ist, ein offenes Unterschema U; C Quot?. Nach Korollar 4.2 ist die
Menge U, der Punkte ¢ € Quot,,, so dass Q; lokal frei ist, ebenfalls offen. Also ist

Quot? = Uy N Uy offen. O
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4. Vektorbiindel

Lemma 4.10. Es sei A eine beschrankte Familie von Isomorphieklassen von Vektor-
biindeln von Rang r und Grad d. Dann ist fiir n > ng die auf Quot% eingeschrdankte
Familie Q lokal universell.

Beweis. Es sei S ein Schema und Eg eine parametrisierte Familie von Vektorbiindeln
von Grad D und Rang r auf S x X, so dass fiir jeden Punkt s € S das Biindel Eg(sxx
zu A gehort. Wegen Proposition 4.7, (ii), gilt dann hl(ESHS}XX(n)) = 0 fiir jeden Punkt
s € S. Aufgrund der Flachheit von Eg ist prg,(Eg(n)) ein Vektorbiindel von Rang
p(n) auf S. Zu einem Punkt s € S gibt es dann eine offene Umgebung U und eine
Trivialisierung ¢: Y ® Oy — prg, Eg(n). Die Verkniipfung mit der nach (ii) surjektiven
Auswertungsabbildung

Y @ pry Ox(—n) = prgpro.(E(n))juxx @ pry O(—n) = Egyxx — 0

stellt Egyr» x als Quotienten von Y ® Opx x (—n) dar. Es gibt dann nach Proposition 2.21
einen eindeutigen Morphismus f: U — Quot(Y @pr¥ (Ox(—n)),d,r) mit (f xidx)*Q =
Esjyxx. Der Morphismus f faktorisiert offensichtlich durch Quot?. O

Lemma 4.11. Es sei S ein Schema, fi, fo: S — Quot% zwet Morphismen und E; =
(fi x idx)*Q, i = 1,2. Es gilt genau dann E; ~ Es, wenn es einen Morphismus
g: S — PGL(Y) gibt, so dass p(g, f1) = f2 gilt.

Beweis. ,=“: Es sei L ein Geradenbiindel auf S und ¢: Fy — E3 ® prg L ein Isomor-
phismus. Dann erhalten wir einen Isomorphismus

prg,(E1 @ pr Ox(n)) pro.(F2 ® pry Ox(n)) ® L,

Prs. ((n))
der den gesuchten Morphismus g: S — PGL(Y') induziert.
,<=“ Essei g: S — PGL(Y) ein Morphismus mit p(g, f1) = f2. Es sei i: PGL(Y) —

P(End(Y)") die kanonische Einbettung. Wir setzen L := ¢*i*Opgna(y)v)(1). Der
Morphismus g entspricht einem Isomorphismus ¢': Y ® Og — Y ® L, so dass

Y @ pr Ox(—n) E, 0

fiaq
gi l

Y@pry Ox(—n)@prg L ———— By @ prg L ———0
f2q®1dp!‘§L

kommutiert. Also induziert ¢’ einen Isomorphismus E; = Es @ pre L. O
Wenn man die Menge der betrachteten Vektorbiindel einschrénkt auf die Vektorbiindel,

die fiir grofles n im stabilen Ort Quot%S liegen, erhélt man nach Proposition 2.11 den
groben Modulraum als Quotienten Quot2® / PGL(Y).
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4.2. Stabilitédt

4.2. Stabilitat

Proposition 4.7 motiviert folgende Definition:

Definition 4.12. Ein Vektorbiindel E heifit (semi)stabil, falls fiir jede echte Untergarbe
F mit rk(F) # 0 gilt
P(F)(S)u(E).

Bemerkung 4.13. (i) Aus dem Beweis zu Proposition 4.7 folgt insbesondere, dass fiir
jedes n > ng := 29 — d/r zu jedem semistabilen Vektorbiindel E ein Punkt ¢ € Quotg
mit @y = F existiert.

(ii) Es sei F ein Vektorbiindel, F eine echte nicht-triviale Untergarbe und 7'(Q) die
Torsionsuntergarbe des Quotienten @ := E/F. Dann gilt fiir das von F generisch erzeugte
Unterbiindel F :=ker(F — Q/T(Q)) die Ungleichung deg(F) < deg(F’). Insbesondere
ist £ genau dann (semi)stabil, wenn fiir jedes echte nicht-triviale Unterbiindel F' von E
gilt

W(F)(S)u(E).

(iii) Wenn r und d teilerfremde Zahlen sind, ist jedes semistabile Vektorbiindel mit
rk(FE) = r und deg(E) = d auch stabil.

(iv) Nach Lemma 4.6 ist ein Vektorbiindel E genau dann (semi)stabil, wenn fiir jeden
nicht-trivialen Quotienten q: E — @ die Ungleichung u(E)(<)u(Q) erfiillt ist.

Lemma 4.14 ([28, Prop. 5.3.3]). Es seien E, F semistabile Vektorbindel mit u(E) =
w(F) und f: E — F ein nicht-trivialer Homomorphismus

(i) Falls E stabil ist, ist f injektiv.
(ii) Falls F stabil ist, ist f surjektiv.

(iii) Falls E und F stabil sind und f': E — F ein weiterer Homomorphismus ist, gilt
ff=X-f firen\eC.

Beweis. (i) Falls ker(f) nicht-trivial ist, gilt p(ker(f)) < p(F) wegen der Stabilitdt von
E. Aus Lemma 4.6 folgt, dass p(im(f)) > u(E) = p(F') gilt. Dies ist ein Widerspruch
zur Semistabilitdt von F'.

(ii) Angenommen im(f) ist eine echte Untergarbe von F'. Dann gilt p(im(f)) < pu(F)
aufgrund der Stabilitdt von F, woraus wiederum ker(f) > u(F) = u(E) folgt. Dies
widerspricht der Semistabilitdt von E.

(iii) Nach (i) und (ii) ist f ein Isomorphismus. Es sei z € X ein Punkt und A € C
ein Eigenwert der Einschrinkung (f~1o f’ )|{z}- Dann ist f' — X - f nicht surjektiv und
somit trivial. O

Definition 4.15. Es sei F ein Vektorbiindel {iber X. Eine Filtrierung
{O}ZE@CE1C"'CEn=E

heit Harder—Narasimhan-F'iltrierung von E, falls fir i = 1...,n E;/E;_1 semistabil ist
und p(E;/Ei—1) > p(Eipq/E;) gilt firi=1,...,n—1

93



4. Vektorbiindel

Proposition 4.16 (28, Prop. 5.4.2]). Jedes Vektorbindel E besitzt eine eindeutige
Harder—Narasimhan-Filtrierung.

Beweis. Wir beweisen die Existenz per Induktion iiber r = rk(E). Fiir » < 1 ist nichts zu
zeigen. Sei nun r > 1. Wir setzen S = {0 # F C E| u(F') maximal} und wéhlen E; aus
S mit maximalem Rang. Offensichtlich ist F; semistabil. Falls £ = E; gilt, sind wir fertig.
Andernfalls gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Harder—-Narasimhan-Filtrierung

{0}:F1CF2C"'CFn:E/E1

von E/FEy. Wir setzen E; := ker(E — F,,/F;) fir i = 2,...,n—1. Dann sind E;/E;_1 =
F;/F;_1 semistabil und es gilt u(FE;/E;—1) > p(FEi+1/E;). Wir betrachten nun die
Sequenzen

0—>E1—>E2—>E2/E1—>0.

Wegen rk(E2) > rk(FE7) gilt nach Wahl von E; auch u(FE2) < p(E7) und daher p(FEq) >
w(Eq/Es). Es folgt also u(FE1) > p(E1/Es).
Nun zur Eindeutigkeit: Fir » < 1 ist nichts zu zeigen. Sei nun r > 1 und

{O}ZF()CFlC"'CFm:E
eine weitere Harder-Narasimhan-Filtrierung. Es sei 0 < ¢t < m der Index mit Ey ¢
F,_1, Ey C F;. Die Abbildung ¢: Ey — F;/F;_1 ist daher nicht trivial. Aufgrund der
Semistabilitat gilt
p(Er) < p(im(p)) < p(Fy/Fio1) < p(F1) .
Da nach Wahl von E; auch p(Fy) < u(Ep) gilt, folgt die Gleichheit und daraus t = 1.
Wiederum nach Wahl von F; folgt dann aus Ey C Fy auch Fy = Fi. Fir die Filtrierungen
{O}CEQ/Elc'”CEn/El und FQ/E1C~-CFn/E1

gilt die Behauptung nach Induktionsvoraussetzung. O

Definition 4.17. Es sei E ein Vektorbiindel und {0} C F; C --- C E,, = E seine
Harder-Narasimhan-Filtrierung. Dann ist pmax(E) := pu(E1) die mazimale Steigung und
pmin(E) == p(E/E,_1) die minimale Steigung von E.

Lemma 4.18. Es sei E ein Vektorbindel. Dann gilt:
(i) Jedes nicht-triviale Unterbindel F C E erfillt p(F) < pimax(FE).

(ii) Jeder nicht-triviale Quotient q: E — Q erfillt u(Q) > pimin(E).

Beweis. Teil (i) folgt direkt aus der Konstruktion der Filtrierung. Sei also @ ein Quotient
mit minimaler Steigung und unter denen mit minimaler Steigung von maximalem Rang.
Wir setzen F,,_1 := ker(E — Q). Dann ist E/F,,_1 = @ semistabil. Weiter sei F} C --- C
F,_, die Harder—Narasimhan-Filtrierung von F,,_;. Wegen rk(E/F,,_2) > rk(E/F,_1)
gilt w(E/F,—2) > p(E/F,—1). Aus der exakten Sequenz

0— Fn_l/Fn_Q — E/Fn_g — E/Fn_l -0

folgt mit Lemma 4.6 u(Fn—1/Fn—2) > w(E/F,—2) > p(E/F,—_1). Daher ist F} C ---
F,_1 C E die Harder-Narasimhan-Filtrierung von F und es gilt u(Q) = p(E/F,—1)
,U'min(E)-

Oonn
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4.3. Schnittstabilitat

4.3. Schnittstabilitat

Definition 4.19. Eine koharente Garbe & auf X heifit schnitt(semsi)stabil, falls fiir jede
echte Untergarbe F C & gilt:

RO(F)1k(E)(K)(E) 1k(F) .

Bemerkung 4.20. (i) Jede schnittsemistabile kohédrente Garbe ist lokal frei.

(ii) Ist E ein Vektorbiindel, F ein Untergarbe und F' das von F erzeugte Unterbiindel,
so gilt h°(F) < h°(F). Daher ist ein Vektorbiindel E genau dann schnitt(semi)stabil,
wenn fiir jedes echte nicht-triviale Unterbiindel F' gilt:

hO(F) , _\hO(E)
rk(F) (=) rk(E)

(iii) Wenn & eine schnitt(semi)stabile kohérente Garbe ist, gilt fir jeden Quotienten

Q

HE) L 10(Q)

k(&) = (Q)
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen jedoch nicht.

Wir setzen ng := 2g — d/r wie in Bemerkung 4.13, (i).

Lemma 4.21. FEs sein > ng und E ein Vektorbindel von Grad d und Rang r, so dass
E(n) schnittsemistabil ist. Dann gilt h'(E(n)) = 0.
Beweis. Angenommen h'(E(n)) = h°(EV(—n) ® wx) # 0 und ¢: E(n) — wx ist ein
nicht-trivialer Morphismus. Wir setzen @ := im(y). Mit dem Satz von Riemann-Roch
und der Schnittsemistabilitdt berechnen wir

hO(E(n))

RE) S h(Q) < h(wx) =y,

WE)+n+1-g<

im Widerspruch zu n > ng > 2g — d/r. d

Proposition 4.22. Es sein > ng, E ein Vektorbindel von Grad d und Rang r, so dass
E(n) schnittsemistabil ist und F eine nicht-triviale Untergarbe. Dann gilt:

WO (F(n) _ h°(E(n))

G O o APSKE).

Beweis. Dies folgt aus dem vorangegangenen Lemma und dem Satz von Riemann—
Roch. O

Lemma 4.23 ([28, Lemma 7.1.2]). (i) Ein semistabiles Vektorbindel E erfillt

W) < rk(B) [u(E) +1];.

(ii) Fir ein beliebiges Vektorbindel E gilt

hO(E) < (ck(E) = 1)[tmax (B) + 14 + [min(E) + 1]+ .
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Beweis. (i) Wir beweisen die Behauptung per Induktion iiber den Grad d := deg(E).
Fir d < 0 gibt es keine nicht-trivialen globalen Schnitte, da ein solcher Schnitt eine
Untergarbe F mit deg(F) = 0 bestimmt. Es sei nun d > 0. Wir nehmen an, dass die
Behauptung fiir kleinere Grade bewiesen ist, und betrachten die kurze exakte Sequenz

0= FE(-1)—=E— Ejg —0
Es folgt h°(E) < h°(E(—1)) + rk(E). Nach Voraussetzung gilt
hO(E(—1)) < deg(E(—1)) +rk(E) =d.

(ii) Es sei nun E ein beliebiges Vektorbiindel von Rang r» und {0} = Ey C E; C ... C
FE, = F die Harder—Narasimhan-Filtrierung. Dann gilt

W(E)=> h'(Ei/E;i1)

||'M:
I

IN

Il
i

(rk(Es) — rk(Eim1) [u(Ei/ Ei-1) + 1]+

IN

7 — 1) [pmax (E) + 1]+ + [pmin(£) + 1] .
]

Lemma 4.24. FEs gibt ein n1 > ng, so dass fiir jedes n > ny, jedes semistabile Vektor-
biindel E von Grad d und Rang r und jede nicht-triviale Untergarbe F C E gilt:

W(F(n)) _ hO(E(n)

WH(F(n) # 0 rk(F) 1k(E)

Beweis. Wir teilen die Menge der Isomorphieklassen von Garben F, zu denen ein
semistabiles Vektorbiindel E mit F C E existiert, in zwei Klassen:

A= A{F | pmin(F) < p(E) — grk(F)},
B = {F | pmin(F) = u(E) — grk(F)}.
Es sei F eine Untergarbe aus A. Nach Lemma 4.23 gilt

hO(F(n)) rk(F) —1
K(F) S ( Tk(F)

) e (F) + 1+ 1]4 + min(F) + 1+ 1)1

rk(F)

Durch Einsetzen von pimax(F) < p(F) und der Definition von A erhalt man mit
h'(E(n)) =0

hO(F(n))
rk(F)

Y(E(n
<,LL(E)+n+1—g:hr§<E(é)))

Fiir eine Garbe F aus B gilt wegen der Semistabilitidt von E
w(E) — grk(F) < u(F) < p(E).

Es sind daher nur endlich viele Kombinationen von Grad und Rang mdglich. Nach
Proposition 4.7 gibt es ein n; > ng mit A (F(n)) =0 fir allen > ny und F € B. O
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4.4. Vergleich der Stabilitdtsbegriffe

Lemma 4.25. FEs sein > ny, E ein semistabiles Vektorbindel von Rang r und Grad d
und F eine nicht-triviale Untergarbe. Dann gilt:

ho(f(n))( )hO(E(n))
rk(F) 77 rk(E)

Beweis. Falls h'(F(n)) = 0 gilt, findet man mit dem Satz von Riemann-Roch

P(F)(L)(E) .

hO(F(n)) hO(E(n))
— = 1—g(<)u(F l—g=—"—7"="
Andernfalls folgt die Behauptung aus dem vorangegangenen Lemma. O

Korollar 4.26 ([28, Prop. 7.1.1 und 7.1.3]). Es sei £ eine kohdrente Garbe von Rang r
und Grad d und n > ny. Dann ist £(n) genau dann schnitt(semi)stabil ist, wenn & ein
(semi) stabiles Vektorbiindel ist. In diesem Fall gilt fir jede nicht-triviale Untergarbe F

hO(F(n)),_ h*(E(n))
) S e

P(F)(S)(E) -

4.4. Vergleich der Stabilitatsbegriffe

Das Quot-Schema Quot,, = Quot(Y ® Ox(—n),d,r) wurde in Abschnitt 2.4 als Un-
terschema einer GraBmann-Varietdt Gr,, := Gr(CP™ @ HY(Ox(m — n)),p(m)) mit
m > myg konstruiert. Die Gruppenwirkung und die Linearisierung in einem amplen Ge-
radenbiindel erhélt man durch Einschrénkung. Wir untersuchen nun, wie die Stabilitat
von der Wahl von m abhéngt. Beispiel 3.35 zeigt, dass ein Punkt ¢ € Quot,, genau dann
GIT-(semi)stabil beziiglich der Einbettung in Gr,, ist, wenn fiir jeden Unterraum U C Y
gilt

dim(H°(Q1(m)) ( )dim(HO(CJt(m))(U ® HO(Ox(m —n))))
dim(Y) - dim(U) '
Definition 4.27. Ein Punkt ¢t € Quot,, heifit asymptotisch GIT-(semi)stabil, falls es zu
jedem Unterraum U C Y eine Konstante ¢ gibt, so dass fiir alle m > ¢ gilt
dim(H(Q(m))) (<)dim(H°(Qt(m))(U ® H(Ox(m —n))))
dim(Y) - dim(U) ’

Bemerkung 4.28. Aus Serres Verschwindungssatz und dem Satz von Riemann—Roch
ergibt sich, dass ein Punkt ¢t € Quot,, genau dann asymptotisch GIT-(semi)stabil ist,
falls fiir jeden Unterraum U C Y und die von U erzeugte Garbe F gilt:

a) rk(Q) dim(U) < rk(F) dim(Y') und
b) k(Qu) dim(U) = rk(F) dim(Y) = u(Qe)(<)u(F).

Lemma 4.29. Es gibt ein ny > n1, so dass fir alle n > na gilt: Wenn t € Quot,, ein
Punkt ist, so dass fiir jeden Unterraum U CY wund die von U erzeugte Untergarbe F

rk(Q¢) dim(U) < rk(F) dim(Y)

gilt, dann ist HO(q(n)): Y — H°(Q¢(n)) ein Isomorphismus und Qu(n) ist schnittsemi-
stabil.
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4. Vektorbiindel

Beweis. Es sei U := ker H’(g;(n)). Dann ist die von U erzeugte Untergarbe F trivial.
Aus der Voraussetzung folgt

dim(U) rk(E) < p(n)rk(F) =0,

so dass H(q;(n)) injektiv ist.

Angenommen es gilt h'(Q¢(n)) = h%(QY (—n) ® wx) # 0 und p: Qy(n) — wy ist ein
nicht-trivialer Homomorphismus. Es sei L := im(p), U := ker(Y — H°(L)) und F die
von U erzeugte Untergarbe von ;. Aus den Ungleichungen

und der Voraussetzung ergibt sich

dir+n+1—g=

rk(E)

Fiir n > 2g —d/r gilt also h'(Q¢(n)) = 0. Insbesondere ist H°(q;(n)) wegen h°(Q¢(n)) =
p(n) ein Isomorphismus.

Es sei F eine echte nicht-triviale Untergarbe. Falls h?(F(n)) = 0 gilt, ist nichts zu
tun. Andernfalls sei G die von H°(q:(n))"1(H°(F(n))) erzeugte Untergarbe. Dann gilt
k(G) < 1k(F) und h°(G(n)) = h°(F(n)). Nach Voraussetzung gilt rk(Q;)h°(F(n)) <
rk(G) dim(Y') < rk(F) dim(Y). Dies zeigt die Schnittsemistabilitéit. O

Proposition 4.30 ([28, Lemma 7.2.4]). Firn > ny gilt: Ein Punkt t € Quot,, ist genau
dann asymptotisch GIT-(semi)stabil, wenn H°(q;(n)): Y — H°(Q¢(n)) ein Isomorphis-
mus ist und Q¢(n) schnitt(semi)stabil ist.

Beweis. ,=“: Das vorangegangene Lemma sagt, dass H%(q;(n)) ein Isomorphismus ist
und @Q¢(n) schnittsemistabil ist. Wir nehmen nun an, dass ¢ GIT-stabil ist und eine echte
Untergarbe F mit rk(Q;)h?(F(n)) = rk(F) dim(Y) existiert. Aus Lemma 4.25 ergibt
sich p(F) = p(Q:), wihrend Bemerkung 4.28, b) u(Q:) < wp(F) impliziert. Also muss
(Q; schnittstabil sein.

»<="“: Es sei t € Quot,, ein Punkt, so dass Q¢(n) schnitt(semi)stabil ist, U C Y ein
echter nicht-trivialer Unterraum und F C @, die von U erzeugte Garbe. Wir diirfen
U = H°(F(n)) annehmen. Die Schnitt(semi)stabilitiit besagt

dim(U) , . dim(Y)
W) Q)

Wenn die Ungleichung stark ist, sind die Bedingungen fiir asymptotische GIT-Stabilitét
aus Bemerkung 4.28 erfiillt. Wenn Gleichheit gilt, haben wir wegen Lemma 4.25 auch
w(Qr) = p(F), so dass die Bedingungen fiir asymptotische GIT-Semistabilitét erfiillt
sind. O

Lemma 4.31 ([28, Lemma 7.2.3]). Die Menge der Isomorphieklassen der Garben der
Form F = ¢(U ® Ox(—n)) C Q¢ und K = ker(U ® Ox(—n) — Q) fir einen Punkt
t € Quot,, und einen Unterraum U C Y ist beschrinkt.
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4.5. Der Gieseker-Morphismus

Beweis. Es sei Gr(Y,i) die Grafimann-Varietdt der i-dimensionalen Quotienten von
Y, kit Y ® Oarvy) = War(yy) der universelle Quotient und Ug,(y,;) der Kern. Wir
betrachten auf Gr(Y,) x Quot,, x X den Homomorphismus

Pit P,y Uar(vi) @ prx Ox(—n) = Y @ prx Ox(—n) = priue, @ -

Nach Lemma 2.28 lasst sich S := Gr(7,Y) x Quot,, in endlich viele Unterschemata .S;
zerlegen, so dass im(yp;) flach iiber S;; ist. Das gleiche ist fiir ker(y;) moglich. O

Lemma 4.32 ([28, Lemma 7.2.2]). Es gibt ein my > mg, so dass fir jedes m > my gilt:
FEin Punkt t € Quot,, ist genau dann GIT-(semi)stabil beziglich der Einbettung in Gr,,
wenn er asymptotisch GIT-(semi)stabil ist.

Beweis. Da die Menge der Isomorphieklassen kohdrenter Garben der Form F = ¢, (U ®
Ox(—n)) und K := ker(U ® Ox(—n) — Q) fiir einen Unterraum U C Y beschrénkt
ist, gibt es nach Proposition 4.7 zunéchst ein m) > my, so dass fiir alle m > my und
U CY gilt: hY(F(m)) = 0 und h'(K)(m)) = 0. Insbesondere ist U @ H°(O,(m —n)) —
H°(F(m)) surjektiv. Daher gilt

dim(H (g (m))(U ® H(Ox(m —n)))) = h(F(m)) = deg(F) + tk(F)(m +1 - g),

Aufgrund der Beschrianktheit gibt es auflerdem Zahlen dpin und dpax, SO dass dpin <
deg(F) < dpax fiir alle von einem Unterraum U erzeugten Untergarben F gilt. Fiir
m > mq := max{m], (dmax — dmin)p(n) + |d| + g — 1} folgt dann die Behauptung. [

Zusammen mit Korollar 4.26 und Proposition 4.30 ergibt sich:

Korollar 4.33. Fir n > ng und m > my(n) ist ein Punkt t € Quot,, genau dann GIT-
(semi)stabil beziiglich der Einbettung in Gry,, wenn Q; ein (semi)stabiles Vektorbindel
und H°(q;(n)) ein Isomorphismus ist.

Proposition 4.34 ([28, 7.2.1]). Der grobe Modulraum der stabilen Vektorbiindel vom
Grad d Rang r existiert.

Beweis. Nach Lemma 4.10 und Korollar 4.33 existiert eine lokal universelle Familie sta-
biler Vektorbtindel auf Quot,,. Nach Lemma 4.11 ist die Wirkung von SL(Y") vertréiglich.
Es folgt nun aus Proposition 2.11, dass M*® := Quot} /SL(Y') der grobe Modulraum
ist. U

Bemerkung 4.35. Der Modulraum M?® besitzt nach Proposition 3.16 die Kompak-
tifizierung M* := Quot;’ / SL(Y'). Dieser Raum ist der grobe Modulraum der S-
Aquivalenzklassen semistabiler Vektorbiindel (siche Abschnitt 4.6).

4.5. Der Gieseker-Morphismus

Die Einbettung des Quot-Schemas in einen projektiven Raum geschieht nach folgender
Strategie: Indem auf einen Quotienten ¢: F — @ kohérenter Garben den Funktor der
globale Schnitte anwendet, erhilt man den Quotienten k := H%(q(n)): H*(F(n)) —
H°(Q(n)) von Vektorraumen. Die p(n)-fache dufere Potenz APk definiert dann einen
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4. Vektorbiindel

Punkt in P(AP™ Y). Fiir einen Vektorbiindelquotienten ¢: ¥ ® Ox(—n) — E kann man
die Reihenfolge dieser Operationen vertauschen und gelangt so zum Gieseker-Morphismus
[9].

Es sei Jac? die Jacobi—Varietéit, die Geradenbiindel vom Grad d auf X beschreibt, und
P ein Poincarébiindel auf Jac? x X. Es gibt dann einen SL(Y ) invarianten Morphismus
p1rJac Quot® — Jac? und ein Geradenbiindel A auf Quot? mit (pry,.a xidx)*P ®

r A = det(Q).

Quotg

Nach Proposition 4.7 gibt es ein ng > nq, so dass fiir n > ng und jeden Punkt ¢t € Jac?
das Geradenbiindel Py x (rn) global erzeugt ist und h! (Piiyxx (rn)) = 0 gilt.

Wir betrachten fiir eine Zahl n die Garbe

gn = Hom </\ Yo OJacd’ Pryacd *(P ® pr} OX <nr))>

iiber Jac?. Fiir n > ng ist G, lokal frei. Die Faser iiber einem Punkt y € Jac? ist iso-
morph zu Hom (/\T Y, HO(PHy}XX(m“))>. Der Gieseker-Raum ist das projektive Biindel

Gies,, :== P(G,/). Durch Wahl von P kann man erreichen, dass Ogies, (1) sehr ampel ist.
Auf Quot% haben wir den Homomorphismus

PrQuot? « (A" q(n /\ Y @ Oquot? = PrQuet? « (det(Q) ® pry Ox (nr)) .
Dies definiert den SL(Y')-dquivarianten Gieseker-Morphismus
gies, : Quot? — Gies,
iiber Jac? mit gies’ Ogies, (1) = A.
Lemma 4.36 (]9, Lemma 4.3]). Der Morphismus gies,, ist injektiv.

Beweis. Es sei p € Quot® ein Punkt und ¢: Y ® Ox(—n) — E der entsprechende Quoti-
ent. Dann gilt det(E(n)) = (pry,.a X idx)*P)gies, ()xx- Bssei f: A"Y — H(det(E(n)))
ein Représentant von gies, (p). Da det(E(n)) nach Wahl von n global erzeugt ist, folgt
aus der Kommutativitat des Diagramms

A'Y @ Ox 2208 FO(det(E(n)) @ Ox

°|

dass man A"q(n) aus gies, (p) zuriickgewinnt. Dieser Homomorphismus definiert einen
Schnitt X — P(A" Y ®0Ox), der durch Gr(Y ® Oy, r) faktorisiert. Nach Proposition 2.15
erhélt man nun ¢ als Riickzug des universellen Quotienten auf Gr(Y ® Ox,r). O

Lemma 4.37. Es sei E Vektorbindel von Rang r und Grad d und q¢: Y @ Ox(—n) — E
ein generisch surjektiver Homomorphismus. Der Punkt

gies,,(¢) == | H°(A"q( /\Y—>H0 (/\E )] € Gies,
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4.5. Der Gieseker-Morphismus

ist genau dann GIT-(semi)stabil, wenn fir jeden echten Unterraum {0} # U CY und
das von U erzeugte Unterbiindel F' gilt

rk(E) dim(U) (<) rk(F) dim(Y) .

Beweis. Es sei \: C* — SL(Y') eine Einparameteruntergruppe. Dann gibt es Gewichte
Y1 < ... < Ypy1 und eine Zerlegung Y = @M Y mit A(t) -y = tViy fir y € Y. Wir
setzen Y := g:l Y fiir 1 < j < k+ 1. Fiir ein Tupel i € {1,...,k + 1}” bezeichnen
wir mit ¥; € A" Y das Bild von ®]_; Y;,. Fiir einen Punkt f € Hom(A"Y, H°(Ox (nr))
gilt dann

p(\ [f]) = —min{y;, + ...+, [ fly, # 0}
Es sei nun F; C E das von Y; erzeugte Unterbiindel, ¢ = 1,...,k + 1. Dann finden wir

k1
(A, gies, (1) = = > i(tk(E;) — rk(Ei_1))
=1

k
= 3 ay(p(n) k(E;) — dim(¥;) rk(£)

mit o := (yj41 — ;) /r. Daraus folgt die Behauptung. O
Lemma 4.38. FEs seip € Quotg ein Punkt mit Quotient q: Y @ O(—n) — E.

(i) Fir einen Unterraum U CY wund die durch U erzeugte Untergarbe F' C E gilt

rk(EYW(F(n)) (L) 1tk(F)dim(Y) == rk(E)dim(U)(<)rk(F)dim(Y).

(i) Fiir ein Unterbiindel F, U = H%(q(n))"'(H°(F(n)) und die von U erzeugte
Untergarbe F' gilt

tk(EYW(F(n)) (L) tk(F)dim(Y) <= 1k(E)dim(U) (<) rk(F') dim(Y).
Beweis. (i) Dies folgt sofort aus dim(U) < h°(F(n)).
(ii) Dies folgt aus dim(U) = h°(F(n)) und rk(F’) < rk(F). O

Korollar 4.39. Fiir n > ns und einen Punkt p € Quotg ist Qp ist genau dann (se-
mi)stabil, wenn gies,, (p) GIT-(semi)stabil ist.

Beweis. Dies folgt nun aus Korollar 4.26, Lemma 4.37 und Lemma 4.38 O

Wir bezeichnen mit Quot(®)® := gies; ! (Gies®*) das offene Unterschema der Punkte
mit (semi)stabilem Vektorbtindel.

Proposition 4.40 (vgl. [9, Lemma 4.5]). Der Morphismus
gies): Quot)’ — Gies

ist fir n > no eigentlich.
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4. Vektorbiindel

Beweis. Wir benutzen das Bewertungskriterium. Es sei R ein diskreter Bewertungsring
und K sein Quotientenkorper. Wir betrachten ein kommutatives Diagramm

Spec(K) —— Quot:?

l giesisl

Spec(R) —— Gies™ .

Da Quot? projektiv ist, gibt es eine eindeutige Fortsetzung f: Spec(R) — Quot?. Als
Riickzug der universellen Familie erhalten wir daher eine Familie

qr: Y @ pry Ox(—n) = Qr
auf Spec(R) x X. Wir betrachten die modifizierte Familie
Y @pry Ox(—n) = Qr — QE\/ =: FR.

Als reflexive Garbe iiber der reguldren Flache Spec(R) x X ist Er lokal frei ([19, Prop.
1.3 und Cor. 1.4]). Am speziellen Punkt m ist der Kern der Abbildung Qprm — Erm
gerade die Torsionsuntergarbe, der Morphismus ¥ ® Ox(—n) — Epn ist also generisch
surjektiv. Uber jedem Punkt s # m stimmen Q rRm und ERry tUberein. Der Morphismus

PISpec(R)x (/\ Y ® OSpec(R)) — PTSpec(R)x (/\(ER 029 pr;{ OX(”)))

liefert einen Morphismus Spec(R) — Gies;’, der auf Spec(K) mit dem gegebenen
tibereinstimmt. Nach Lemma 4.37 und rk(Qprm) = rk(Epm) gilt

dim(U) tk(Qrm) < p(n) rk(F)

fiir jeden Unterraum U C Y und die von U erzeugte Untergarbe F. Aus Lemma 4.29
folgt dann, dass H°(grm(n)) ein Isomorphismus ist und Qg m ein Vektorbiindel ist.
Somit faktorisiert f durch Quot. O]

Alternativer Beweis von Proposition 4.34. Nach Proposition 3.16 existieren der projek-
tive gute Quotient Gies}’ /SL(Y) und der geometrische Quotient Gies] /SL(Y’). Der
Morphismus gies;® ist nach Lemma 4.36 injektiv, also insbesondere quasi-endlich, und
nach Proposition 4.40 eigentlich. Nach [15, 8.11.1] ist gies,, dann auch endlich und ins-
besondere affin. Aufgrund von Proposition 3.17 existieren also auch der projektive gute
Quotient M*® := Quot,’ /SL(Y) und der geometrische Quotient M* := Quot}, / SL(Y').
Dass M*® der grobe Modulraum der stabilen Vektorbiindel ist, folgt nun wie im ersten
Beweis. O

4.6. S-Aquivalenz

Der grobe Modulraum der stabilen Vektorbiindel besitzt nach Konstruktion die Kom-
paktifizierung Quot;’ / SL(Y"). Nach Proposition 3.7 lasst sich dieser Raum als grober
Modulraum von S-Aquivalenzklassen auffassen.
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Lemma 4.41 ([24, Lemma 4.4.3]). Es sei p € Quot,, ein Punkt mit Quotient q =
¢ Y @ Ox(—n) — Qp, A eine Einparameteruntergruppe mit assoziierter Fahne (Y,, a),
und F; C Qp die durch Yj, j = 1,...,1(Ys) erzeugten Untergarben. Wenn ps =
limy—oo p(A(t),p) der Limespunkt ist, dann gilt

I(Yo)

ono = @ FJ/E7_1 :
7j=1

Beweis. Wir wihlen eine Spaltung Y = @i(zyl')ﬂ Yimit Y = G}gzl Yij=1,...,1(Ys).
Wir betrachten auf S := Spec(C[t]) die Garbe

1(Ye)+1 1(Ye)+1
V= @ Yigthi—m) . 0y = Z Y ® t(i=1) . Og
i=1 j=1

und den Isomorphismus

I(Yo)+1
[iY®O0s= @ Y'®0s—Y
i=1

gegeben durch Multiplikation eines Eigenraums Y? mit ¢%~7. Auf U := S\ {0} =
Spec(C[t,t71]) gilt Y =Y ® Og, und fu entspricht dem Homomorphismus A @ t"* ideg.
Wir betrachten nun auf S x X die Garbe

1(Ya)41
Fg:= Z pry F; @ =M. 0.
j=1

Der Quotient

« pri- q®id

qs: Y @ pry Ox(—n) N pry Y @priy(—n) — %% Fg

induziert einen Morphismus h: S — Quot,,. Auf U x X gilt Fgyxx = pry Fjyxx und
gsjy = pry g0 (A ® t" idog). Somit haben wir h(t) = p(A~1(¢), p) fiir £ # 0. Am Punkt
0 € S erhalten wir nun

1(Ye)+1
Foqoyxx = Fs/t-Fs= @ F;/Fj1.
j=1

O]

Lemma 4.42. FEs sein > ng, p € Quotsy ein Punkt mit Quotient ¢: Y @ Ox(—n) — E
und A € X.(SL(Y)) eine Einparameteruntergruppe mit assoziierter Fahne (Yo, ). Es
sei Ej C E die von Yj erzeugte Untergarbe, j = 1,...,1(Y,). Wenn p(A, gies, (p)) =0
gilt, dann gilt u(E;) = w(E), Y; = H%(q(n))"'H°(Ej(n)) und E; ist ein Unterbiindel,
=1,...,1(Ys).
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Beweis. Essei 1l < j <1(Y,). Aus rk(F )dim( i) = rk(E;) dim(Y") folgt mit Lemma 4.38,
(i), und der Schnittsemistabilitit rk(E)h°(E;(n)) = rk( ;) dim(Y). Mit der Injektivitat
von H%(q(n)) folgt sofort Y; = H%(g(n))~ 1HO(EJ( )). Nach Korollar 4.26 gilt u(E;) =
u(E). Wegen Lemma 4.24 folgt auBerdem h'(E;(n)) = 0. Es sei nun £’ das von Ej
generisch erzeugte Unterbiindel und T} := Ej}/E;. Wegen h'(E;(n)) = 0 gilt h°(E(n)) =
RO(E;(n)) + hO(T}). Aus der Schmttsemlstablhtat fiir B folgt nun 7; = 0, so dabs E;
ein Unterbundel ist. D

Lemma 4.43. Es seip € Quot)’ ein Punkt mit Quotient q: Y @ Ox(—n) — E, (E,, a)
eine gewichtete Fahne und Y; = H%(q(n))"Y{(H°(E;(n))), j = 1,...,1(E,). Wenn
w(E;) = p(E) gilt, dann folgt p(Ys, a, gies, (p)) = 0 und E; wird von Y; erzeugt fir
j=1,...,1(E,).

Beweis. Wegen Korollar 4.26 und der Schnittsemistabilitit gilt tk(E)h°(E;(n)) =
rk(E;)h°(E(n)). Es sei F; die von Y; erzeugte Untergarbe. Aus Lemma 4.38, (ii),
folgt rk(£) dim(Y;) = rk( j) dim(Y"). Also gilt rk(E};) = rk(F}). Das vorangegangenen
Lemma zeigt dann F; = Fj;. O

Definition 4.44. Es sei E ein semistabiles Vektorbiindel und F. eine Fahne mit
w(E;) =p(E),i=1,...,1(F,). Dann nennen wir

l(E.)
de. @ E; /Ez 1
die zuldssige Deformation von E entlang E,.

Korollar 4.45. Die S-Aquivalenz (siehe Definition 3.5) wird durch die Relation E ~
dfg, (E) fiir jedes semistabile Vektorbindel E und jede Fahne E, mit p(E;) = p(E),
j=1,...,1(E,), erzeugt.

Beweis. Dies folgt aus Bemerkung 3.27 und Lemma 4.41. O

Im Fall der Vektorbiindel lisst sich zu jeder S-Aquivalenzklasse ein eindeutiger Repri-
sentant bestimmen.

Definition 4.46. Es sei F ein semistabiles Vektorbiindel auf X. Eine Filtrierung
{0}:E0CE1C"'CESCES+1:E

heiit Jordan-Hélder-Filtrierung, falls p(E;) = w(E), i =0,...,s gilt und E;/E;_; stabil
ist fir i = 1,...,s + 1. Das assoziierte graduierte Objekt ist das Vektorbiindel

s+1

=PE/Ei.
i=1
Proposition 4.47 ([24, Prop. 1.5.2]). Es sei E ein semistabiles Vektorbindel. Dann
qgilt:

(i) Es existiert eine Jordan-Hdélder-Filtrierung von E.
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(ii) Das assoziierte graduierte Objekt gr(E) ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmdt.

Beweis. (i) Der Beweis erfolgt per Induktion iiber r = rk(E). Fiir r = 1 ist die Aussage
klar. Es sei nun r > 1. Falls E stabil ist, ist 0 C E eine Filtrierung mit den geforderten
Eigenschaften. Andernfalls gibt es ein echtes Unterbiindel F' C E mit u(F) = p(E).
Nach Lemma Lemma 4.6 gilt fir den Quotienten @ := E/F ebenfalls ;(Q) = p(E) und
F und @ sind semistabil. Nach Induktionsvoraussetzung existieren nun Filtrierungen

{0}=Fyckh C---CFy=F und {0}=QoCQi1C- - CQus1=@Q

mit den obigen Eigenschaften. Wir setzen K; :=ker(E — Q — Q/Q;) fir 0 <i <wu+1.
Dann ist
{O}ZF()CFl C---Chy=KyCcKyC---CKyn1=F

die gesuchte Filtrierung.

(ii) Es seien {0} = Ey C -+ C Egy1 = Eund {0} = Fy C - -+ C Fiy1 = E zwei Jordan-
Holder-Filtrierungen von E. Per Induktion iiber s zeigen wir ¢ = s und die Existenz
eines Isomorphismus zwischen den assoziierten graduierten Objekten. Sei zunéchst
s = 0, so dass E stabil ist. Nach Lemma 4.14 ist der Homomorphismus E — E/F;
ein Isomorphismus. Es folgt ¢t = 0 = s. Sei nun s > 1 vorausgesetzt. Es sei k der
Index mit Fy C Fi und Ey Q Fi_1. Dann gibt es einen nicht-trivialen Homomorphismus
f: By — Fy/Fi_1, der nach Lemma 4.14 ein Isomorphismus ist. Daher gilt F;NFE; = {0}
fir i < k — 1. Man iiberzeugt sich auflerdem, dass pu(E;/E1) = p(E), i =2,...,s+1
gilt, und E/E; semistabil ist. Dann sind die Filtrierungen

{O}CEQ/ElC"'CE/El und
{O}CFl C---CFr :Fk/El (@O CFt/El CE/E1
Jordan-Holder-Filtrierungen von E/FE;. Nach Induktionsvoraussetzung gilt s = ¢t und es

gibt einen Isomorphismus g: @fi% E;/E;_1 — @fillz Lk F;/F;_1. Der Homomorphismus
f @ g ist dann der gesuchte Isomorphismus. O

Definition 4.48. Ein Vektorbiindel E mit F = gr(F) heifit polystabil.

Das folgende Lemma zeigt, dass ein Punkt p € Quot;’ mit polystabilem Vektorbiindel
GIT-polystabil ist.

Lemma 4.49. Es sei E ein polystabiles Vektorbiindel und Fy eine Fahne mit Steigungen
w(E) =w(E),i=1,...,1(F,). Dann gilt E = dfp, (E).

Beweis. Aus der Konstruktion ergibt sich, dass man F, zu einer Jordan-Ho6lder-Filtrie-
rung F, ergéinzen kann. Da E polystabil ist, folgt £ = 692:1 E;/E;_,. Insbesondere gibt
es fir 1 < i <I1(F,) einen Index 1 < j(i) < 1(E,) mit F; = @;(:Z)l E;/E;_1. Daraus folgt
die Behauptung. O

Korollar 4.50. Zwei semistabile Vektorbiindel E und E' sind genau dann S-Aquivalent,
wenn gr(E) = gr(E") gilt.
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5. Prinzipalbiindel

Dieses Kapitel formuliert die Ergebnisse iiber algebraische Prinzipalbiindel aus Serres
Artikel [49] in der Sprache der Stacks. Die Basiskategorie ist in diesem Kapitel die
Kategorie Sch/k der Schemata tiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper & mit
einer Grothendieck-Topologie (siehe Definition A.13). Fiir spitere Anwendungen werden
wir k = C annehmen.

5.1. Faserbiindel, gefaserte Systeme und Prinzipalbiindel

Definition 5.1. Es seien F' und X Schemata tliber k. Ein Faserbiindel mit typischer
Faser F iiber X ist eine Morphismus p: B — X iiber k, so dass es eine Uberdeckung
{fi: Y; = X |i € I} und Isomorphismen ¢;: fB — Y; xx F iiber Y; fiir ¢ € I gibt. Ein
Morphismus f: p — p' von Faserbiindeln ist ein Morphismus in Mor(Sch/k), also ein
kommutierendes Quadrat. Wir bezeichnen die Kategorie der Faserbiindel mit typischer
Faser F' mit Fibp.

Lemma 5.2. Die Kategorie Fibp ist ein Prestack tber Sch/k. Wenn F affin oder
projektiv mit amplem Geradenbindel Op (1) ist, dann ist Fibp ein Stack.

Beweis. Zunéchst ist Mor(Sch/k) nach Korollar A.70 ein Prestack. Fiby ist per Defi-
nition ein volle Unterkategorie von Mor(Sch/k). Um Beispiel A.65, (i), anwenden zu
kénnen, miissen wir nachweisen, dass jeder Riickzug eines Faserbiindels ebenfalls ein
Faserbiindel ist. Sei also p: B — X ein Faserbiindel und f: Y — X ein Morphismus.
Nach Voraussetzung gibt es eine Uberdeckung {h;: U; — X |i € I'} und Isomorphis-
men @;: hfB — U; x F. Wegen Definition A.2 (i) ist {h}: Y xx U; = Y |i € I} eine
Uberdeckung von Y, und wir erhalten trivialisierende Isomorphismen f/*;: hi* f*B =
fll*h;kB —Y Xx Uz x F iiber Y x Uz

Wir zeigen nun, dass Fibp eine lokale Unterkategorie von Mor(Sch/k) ist. Dazu
miissen wir nachweisen, dass jeder affine Morphismus p: Z — X mit einer Uberdeckung
{fi:Yi - X|i € I}, so dass fZ ein Faserbiindel ist, selbst ein Faserbiindel ist.
Nach Definition gibt es dann Uberdeckungen {h;;: V;; — Yi|j € J;} von Y; und
Isomorphismenﬁoij: hi; fi Z — Vij x F. Da nach Definition A.2, (i), {Vij = Vi = X |ie
I,j € J;} eine Uberdeckung von X ist, folgt die Behauptung.

Wenn F' affin ist, dann ist Fiby eine lokale Unterkategorie der Kategorie der affinen
Morphismen AffMor(Sch/k), die nach Proposition A.80 ein Stack ist. Aus Lemma A.82
folgt, dass Fibp ein Stack ist. Wenn F' projektiv ist, folgt die Behauptung aus Propositi-
on A.83 O

Definition 5.3. Seien G eine algebraische Gruppe, 7: P — X ein Morphismus von
Schemata iiber k& und p eine Rechtswirkung von G auf P. Das Tupel (m,p) heifit
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5. Prinzipalbiindel

gefasertes System mit Gruppe G, wenn 7 G-invariant ist, d.h. wenn folgendes Diagramm
kommutiert:

PxG—L,p

lprl lw
P—".X.
Ein Morphismus (p, f): (m: P = X,p) — (7': P! — X, p') gefaserter Systeme ist

ein Paar aus einem Morphismus f: X — X’ und einem G-dquivariantem Morphismus
p: P — P' mit 7' o ¢ = f om, d.h. die folgenden Diagramme kommutieren:

PxG—L.p P2, p
A
P,XGL)P, XT>X’

Bemerkung 5.4. Es sei F := Mor(Sch/k) die gefaserte Kategorie der Morphismen und
F' := hg o pry der durch die Gruppe G definierte Funktor. Dann sind die gefaserten
Systeme aus Definition 5.3 gerade die Objekte der Kategorie der gefaserten Systeme
FF" aus Abschnitt A.7.1.

Beispiel 5.5. Fiir jedes Schema X ist das Tupel (pr;: X xG — X,idx xu) ein gefasertes
System. Es wird das triviale Biindel genannt.

Definition 5.6. Es seien G eine algebraische Gruppe und X ein Schema. Ein Prinzi-
palbiindel (oder Hauptfaserbiindel) mit Basis X und Strukturgruppe G ist ein gefasertes
System (7: P — X, p), so dass eine Uberdeckung {f;: Y; — X |i € I} und Isomorphis-
men @;: fP — Y; x G gefaserter Systeme iiber Y; existieren. Ein Morphismus von
Prinzipalbiindeln ist ein Morphismus der gefaserten Systeme.

Wir bezeichnen der Kategorie der G-Prinzipalbiindel mit Bung.

Bemerkung 5.7. Die Prinzipalbiindel in der étale endlichen Topologie (Definition A.13,
(iii)) entsprechen den von Serre in [49] eingefiihrten lokal isotrivialen Prinzipalbtindeln.
Wir werden im Folgenden Prinzipalbiindel in einer beliebigen Topologie aus Defini-
tion A.13 behandeln. Jedes Prinzipalbiindel in einer groberen Topologie ist auch ein
Prinzipalbiindel in der fppf-Topologie.

Proposition 5.8. Wenn G eine affine oder projektive algebraische Gruppe ist, dann
bildet die Kategorie der G-Prinzipalbindel einen Stack iber Sch/k.

Beweis. Die Kategorie der gefaserten Systeme ist gerade die Kategorie
pry: Mor(SLh)G — Sch.

Sie ist nach Korollar A.70 und Korollar A.86 ein Prestack. Schrianken wir uns auf affine
Morphismen ein, so folgt mit Proposition A.80, dass p: AffMor(Sch)® — Sch sogar ein
Stack ist. Der Beweis, dass die volle Unterkategorie der G-Prinzipalbiindel ein Stack ist,
verlduft nun analog zum Beweis von Lemma 5.2. O
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Lemma 5.9. Es sei f: X — Y ein Morphismus. Dann ist jeder Morphismus p: X X
G — Y x G von G-Prinzipalbiindeln eindeutig durch einen Morphismus g: X — G
bestimmt.

Beweis. Wir betrachten den Morphismus

idx Xe

g: X2 X xSpeck XX xGAY <G G.
Da ¢ fasertreu und G-dquivariant ist, gilt nun ¢ = (f opry, po (g x idg))- O

Korollar 5.10. Die Kategorie der G-Prinzipalbiindel ist in Gruppoiden gefasert iber
Sch/k.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass jeder Morphismus ¢: P — P’ von G-Prinzipalbiindeln
iber X ein Isomorphismus ist.

(i) Seien zunéchst P und P’ trivial. Wir betrachten also einen Morphismus ¢: X xG —
X x (. Nach dem vorangegangenen Lemma ist er gegeben durch einen Morphismus
g: X — G. Der durch g~ ! := inv og bestimmte Morphismus 1) = (pry, uo(g~ opry, prg)
ist dann ein G-invarianter Morphismus {iber X, der offensichtlich invers zu ¢ ist.

(ii) Seien nun P und P’ beliebige Prinzipalbiindel. Es gibt eine Uberdeckung {f;: Y; —
X |i € I}, die beide trivialisiert. Die Morphismen ¢; := f*¢ sind nach Teil (i) Isomor-
phismen. Die inversen Morphismen erfiillen automatisch die Kozykelbedingung und
steigen daher zu einem Morphismus ¢: P’ — P ab, der invers zu ¢ ist. O

Bemerkung 5.11. Zu einem G-Prinzipalbiindel P iiber X gibt es eine Uberdeckung
U={fi:Yi— X|ieI}, sodass f(P)=2Y; x G gilt. Wir erhalten als Abstiegsdatum
G-dquivariante Isomorphismen

pij: Yi xx Yy x G =pry fj(P) = pr fi(P) 2 Y xx Vj x G,

die die Kozykelbedingung A.4 erfiillen. Nach Lemma 5.9 entsprechen die ¢;; Morphismen
gij: Y xY; — G, die dann die Bedingung

o (Pri2 Gij» Prag gik) = Pris Gik (5.1)

erfilllen. Ist umgekehrt eine Familie von Morphismen {g;;} mit dieser Eigenschaft
gegeben, so erfiillen die dadurch definierten Morphismen ¢;; die Kozykelbedingung und
verkleben nach dem vorangegangenen Abschnitt die trivialen Biindel Y; x Y; x G zu
einem G-Prinzipalbiindel iiber X. Wir bezeichnen eine solche Familie {g;; | (i, ) € I*}
ebenfalls als Kozykel und die Menge aller Kozykel mit Z(U).

Ein Morphismus ¢: P — P’ von Prinzipalbiindeln, die auf ¢/ trivial werden, entspricht
einer Familie von Morphismen ~;: Y; — G. Die Vertréglichkeitsbedingung A.5 mit den
Ubergangsfunktionen wird dann zu

110 (g5, pr3 ;) = o (privis gi) - (5.2)

Umgekehrt definiert jede Familie ; mit dieser Eigenschaft einen Morphismus P — P’.
Wir nennen zwei Kozykel {g;;}, {g;;} € Z(U) dquivalent, wenn es eine Familie {;} gibt,
so dass diese Gleichung erfiillt ist.
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Die Uberlegungen lassen sich wie folgt zusammenfassen: Wir bezeichnen die Menge
der Aquivalenzklassen von Prinzipalbiindeln iiber X mit Strukturgruppe G, die auf der
Uberdeckung U trivial werden, mit H® (U, G). Nach der vorangegangenen Bemerkung
gibt es eine Bijektion H' (U, G) = Z(U)/ ~. Wir bezeichnen mit H'(X,G) die Menge
der Isomorphieklassen von G-Prinzipalbiindeln auf X.

Lemma 5.12. FEs gilt . .
HY(X,G) = ling H' (U, Q),
UET(X)
wobei die Uberdeckungen nach Verfeinerung geordnet sind.

Proposition 5.13 ([49, Prop. 2]). Ein gefasertes System p: P — X mit Gruppe G ist
genau dann ein G-Prinzipalbiindel, wenn gilt:

(i) Es gibt eine Uberdeckung {fi: Y; — X|i € I} und Morphismen s;: Y; — P mit
posi = fi
(ii) Der Morphismus 0 = (prp,p): P x G — P xx P ist ein Isomorphismus.

Beweis. ,=“: (i) Sei P ein Prinzipalbiindel und {f;: Y; — X|i € I} eine Uberdeckung,
die P trivialisiert. Die Verkniipfung der Schnitte s, = idy;, xeg: Y; — Y; x G mit der
Projektion Y; x G — P ergeben Morphismen s; mit der gewiinschten Eigenschaft.

(ii) Der Rickzug von 6 unter f; ist der Morphismus idy, X (prj, p): ¥; x G x G —
Y; x G x G. Der Morphismus 1; := idy; x(pry, g o (inv o pry, pry)) ist dann offensichtlich
invers zu f; 6. Die Morphismen 1; erfiillen die Kozykelbedingung und steigen daher zu
einem Morphismus 6~ ab.

,<=": Seien nun (i) und (ii) erfillt. Dann ist

(pryi,prGoH_1 o(s; xidp)): YVixx P —=Y; x G
ein G-invarianter Isomorphismus {iber X. In der Tat definiert
(pry,, po(si xidg)): Y; x G = Y; xx P= fIP
einen dazu inversen Morphismus. O

Proposition 5.14 ([49, Prop. 3|). Ist G eine affine algebraische Gruppe und H eine
abgeschlossene Untergruppe, so ist G ein Prinzipalbindel mit Strukturgruppe H iber

G/H.

Beweis. Zunéchst ist G/H nach Proposition 1.26 eine quasi-projektive Varietdt. Wir
zeigen, dass das gefaserte System p: G — G/H die Voraussetzungen aus Proposition 5.13
erfiillt:

(ii) Der Morphismus 6 = (idg, p): G X H — G X g g G ist ein Isomorphismus; der
inverse Morphismus ist durch (pry, pu(inv o pry, pry) gegeben.

(i) Sei G die Zusammenhangskomponente des neutralen Elements von G und Hy =
H N Gyp. Dann ist K(Goy)/K(Go/Hp) eine separable Korpererweiterung. Es gibt daher
eine Untervarietidt X von Gy, so dass die Projektion f: X — Go/Hy einer endlichen
separablen Korpererweiterung K (X)/K(Go/Hp) entspricht. Es gibt dann eine offene
Teilmenge U C G/ H), so dass die Einschrénkung von f auf das Urbild eine unverzweigte
Uberlagerung ist. Dies definiert den gesuchten Morphismus s in einer Umgebung von
eq/Hy. Durch Translation erhdlt man zu jedem Punkt einen solchen Morphismus. [
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5.2. Assoziierte Faserbiindel

5.2. Assoziierte Faserbiindel

Im Folgenden sei p: P — X ein G-Prinzipalbiindel und F' ein affines Schema mit einer
Linkswirkung o: G x F' — F oder ein projektives Schema mit einer Linkswirkung o
und einer Linearisierung in einem amplem Geradenbtindel Op(1) (siche Definition 3.12).
Wir konstruieren ein Faserbiindel mit typischer Faser F', indem wir die Faser G durch F'
ersetzen. Es sei dazu {f;: Y; — X |i € I} eine Uberdeckung und {g;;} der zu P gehérige
Kozykel. Dann definieren die Objekte Y; x F' zusammen mit den Ubergangsfunktionen

(erixXYjaUO(gij Xidp)): Vi xxY; x F = Y; xx Y; x F
ein Objekt P x? F' in Fibp(X).

Definition 5.15. Das Faserblindel P x7 F ist das zu P assoziierte Faserbiindel mit
typischer Faser F'.

Die Unabhingigkeit der Konstruktion von der gewihlten Uberdeckung folgt aus der
folgenden Proposition.

Proposition 5.16 ([49, Prop. 4]). Es gibt einen Morphismus p: P x F — P x° F, der
P x F zu einem G-Prinzipalbiindel iber P x° F macht.

Beweis. Wir betrachten auf P x F' die Rechtswirkung
(p,o™1) == (px o) o (prp,prg,invoprg,prp): Px Fx G — P x F.

Die Uberdeckung {f;: Y; — X|i € I} trivialisiert gleichzeitig P und P x° F. Es gibt
also Isomorphismen f(P) = Y; x G, f{(PxF)2Y;xGx Fund ff/(Px°F)=Y; x F.
Die Morphismen 7;: ¥; x G x F' = Y; X F', m; = idy; xo sind G-invariant und vertraglich
mit den Ubergangsfunktionen. Sie verkleben daher zu einem G-invarianten Morphismus
m: Px F — P x?F. Die G-aquivarianten Isomorphismen v; := idy; X (o, prg): Yi x G x
F — Y, x F x G iiber Y; x F zeigen schliefflich, dass P x F' lokal trivial iiber P x? F ist.

(Y};XF)XG&Y}XGXF%PXF

G \T\l

O]

Bemerkung 5.17. (i) Das assoziierte Biindel P x? F' ist der Quotient von P x F
beziiglich der Wirkung (p, ') (siehe Definition 2.6).

(ii) Es sei ¢: P — P’ ein Morphismus von Prinzipalbtindeln iiber X und {h;: U; —
X |i € I} eine trivialisierende Uberdeckung von X. Der Morphismus ¢ wird dann
beschrieben durch Morphismen g;: U; — G. Die Morphismen (pry;,, 00 (g; x idy;)): U; %
F — U; x F verkleben zu einem Morphismus P x? F — P’ x? F. Die Wirkung o
definiert so einen Morphismus o.: Bung — Fibp von Stacks.
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5.3. Erweiterung und Reduktion der Strukturgruppe

Sei §: H — G ein Morphismus affiner algebraischer Gruppen. Durch die Komposition
mit der Multiplikation erhélt man eine Linkswirkung von H auf G.

Lemma 5.18 ([49, Prop. 5]). Ist P ein Prinzipalbindel iber X mit Strukturgruppe H,
so ist das assoziierte Faserbindel P x? G ein Prinzipalbindel dber X mit Strukturgruppe
G. Es gibt einen kanonischen dquivarianten Morphismus 6: P — P x% G dber X .

Beweis. Sei {f;: Y; — X|i € I} eine P trivialisierende Uberdeckung. Aus der Kon-
struktion des assoziierten Faserbiindels wird deutlich, dass diese Uberdeckung auch das
assoziierte Faserbiindel trivialisiert. Da die Rechtsmultiplikation mit der Linksmultiplika-
tion vertriglich ist, ist die Rechtswirkung von G auf Y; x G mit den Ubergangsfunktionen
vertriglich. Wir erhalten so eine Rechtswirkung von G auf P xY G, die das assoziierte
Biindel zu einem Prinzipalbiindel macht.

Die Morphismen idy, x8:Y; x H — Y; x G, ¢ € I, sind aquivariant und mit den
Ubergangsfunktionen vertriglich. Sie definieren daher einen Aquivarianten Morphismus
0: P— Px’G. O

Man sagt, dass das G-Prinzipalbiindel P x? G aus dem H-Prinzipalbiindel P durch
Erweiterung der Strukturgruppe entsteht. Fiir die Erweiterung gilt folgende Kiirzungsre-
gel:

Lemma 5.19. Ist P ein H-Prinzipalbiindel und F ein affines Schema mit einer Links-
wirkung o von G, so gilt (P x? G) x7 F =2 P x9"7 F, wobei 0*c die durch 6 induzierte
Wirkung von H auf F ist.

Beweis. Dies ist offensichtlich aus der Konstruktion der assoziierten Faserbiindel. [J
Es sei nun i: H — G die Inklusion einer abgeschlossenen algebraischen Untergruppe.

Lemma 5.20 ([49, Prop. 8]). Ist P ein Prinzipalbiindel iber X mit Strukturgruppe G,
s0 ist P eine Prinzipalbiindel iiber P x (G/H) mit Strukturgruppe H.

Beweis. Sei {fi: Y; — X |i € I} eine Uberdeckung, die P und P x% (G/H) trivialisiert.
Die Projektionen Y; x G — Y; x (G/H) sind offensichtlich H-invariant und mit den
Ubergangsfunktionen vertriglich. Sie steigen daher zu einem H-invarianten Morphismus
P — P x% (G/H) ab. Nach Proposition 5.14 ist G ein H Prinzipalbiindel iiber G/H.
Es gibt also eine Uberdeckung {h;: V; — G/H|j € J}, so dass h}(G) = V; x H gilt.
Dann bilden Y; x V; — P x% (G/H) eine Uberdeckung, die P als H-Prinzipalbiindel
trivialisiert. O

Definition 5.21. Eine Reduktion der Strukturgruppe von G nach H diber X ist ein
Paar (P, s) bestehend aus einem G-Prinzipalbiindel P iiber X und einem Schnitt
s: X — P x% (G/H). Ein Morphismus f: (P,s) — (P',s") von Reduktionen nach H
ist ein Morphismus f: P — P’, so dass der induzierte Morphismus f: P x¢ (G/H) —
P' xG (G/H) fos=serfillt. Dies definiert die Kategorie RedZ (X) der Reduktionen
der Strukturgruppe von G nach H tber X.
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Proposition 5.22 ([49, Prop. 9]). Wenn H C G eine abgeschlossene Untergruppe ist,
s0 ist Bung isomorph zu Red¥.

Beweis. (i) Es sei @ ein Prinzipalbiindel mit Strukturgruppe H iiber X. Das assoziierte
Faserbiindel P := i,(Q) = Q x G ist nach Lemma 5.18 ein Prinzipalbiindel mit
Strukturgruppe G. Wenn {f;: Y; — X |i € I} eine trivialisierende Uberdeckung ist, dann
sind die Morphismen (idy;, moeg): Y; — Y; x G/H, i € I, mit den Ubergangsfunktionen
vertréiglich. Somit erhélt man einen Schnitt &: X — P x (G/H). Wenn f: Q — Q' ein
Morphismus ist, dann ist i.(f): Q@ x7 G — Q' x G ein Morphismus mit i,(f) o s = s
Dies definiert einen Morphismus Bung — @g .

(ii) Sei nun ein G-Prinzipalbiindel P und ein Schnitt s: X — P x“ (G/H) gegeben.
Nach Lemma 5.20 ist P ein H-Prinzipalbiindel iiber P x% (G/H). Wir erhalten ein
H-Prinzipalbiindel iiber X als Riickzug @ := s*(P). Wenn f: P — P’ ein Morphismus
mit fos = s ist, dann ist f ein Morphismus von H-Prinzipalbiindeln iiber P’ x& (G/H).
Der Riickzug liefert somit einen Morphismus s™(f): @ — @'. Wir haben so einen
Morphismus Mg — Bung.

(iii) Es bleibt zu zeigen, dass die konstruierten Morphismen einen Isomorphismus
definieren. Sei zunéchst @ ein H-Prinzipalbiindel, P := Q x* G das durch Erweiterung
entstehende G-Prinzipalbiindel und é: X — P x% (G/H) der entsprechende Schnitt.
Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

7

_

¢ . pxG

1

Aufgrund der universellen Eigenschaft des Faserprodukts definiert dies einen Morphismus
@ — e*(P) uber X, der nach Korollar 5.10 ein Isomorphismus ist.

P
J
(G/H).

Sei umgekehrt ein G-Prinzipalbiindel P mit einem Schnitt s in das assoziierte Biindel
gegeben und sei Q = s*(P) der Riickzug. Es gibt eine Uberdeckung {f;: Y; — X |i € I},
die sowohl @ als auch P trivialisiert. Wir bezeichnen mit ¢; und s; die Riickziige des
H-équivarianten Morphismus ¢: Q — P bzw. des Schnittes s unter f;. Die ; sind durch
Morphismen ~;: Y; — G gegeben, die mit den Ubergangsfunktionen h;; und g;; von Q
bzw. P vertraglich sind, d.h.

o (pri Vi, hij) = p o (gij, Prs ;) -

Also definieren die 7; auch einen Isomorphismus v: Q x# G — P von der Erweiterung
von () zu P. Die Kommutativitit des folgenden Diagramm zeigt, dass der dadurch
induzierte Morphismus ¢: Q x¥ (G/H) — P x% (G/H) den Schnitt & im assoziierten
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Biindel der Erweiterung in den Schnitt s iiberfiihrt.

Y, x G

Y, x H - J/”i Y, x G
Y>< G/H T

Y: x (G/H).

Somit ist 1: (s*(P) x G, &) — (P, s) ein Isomorphismus von Reduktionen. O

Wir betrachten zwei G-Prinzipalbiindel P und P’ iiber X . Das Faserprodukt P x x P’
ist dann ein G x G-Prinzipalbiindel. Wir bezeichnen mit o: (G x G) x G — G die
Linkswirkung gegeben durch o := p o (idg X u) o (pry, prs, invo pry).

Lemma 5.23. FEs g¢ibt eine Bijektion zwischen der Menge Mor@G(X)(P’,P) der
Isomorphismen von P nach P’ und der Menge der Schnitte im assoziierten Biindel
(P xx P") x? G.

Beweis. Es sei {f;: Y; — X |i € I} eine Uberdeckung, die P und P’ trivialisiert. Wir
erhalten Kozykel {g;;} und {g/} von P bzw. P'. Die Uberdeckung trivialisiert dann auch
P xx P', und der entsprechende Kozykel ist {(gij,9;;)}. Ein Morphismus a: P" — P
entspricht einer Familie {o;: Y; — G} mit po (g4, prs o) = pu(pri o, géj). Ein Schnitt
B: X = (P xx P') x? G wird dargestellt durch eine Familie {3;: Y — G} mit der
Eigenschaft o(gi;, ggj, prh 3;) = pr} B;. Mit der Definition von o ergibt sich die Aquivalenz
dieser Bedingungen. O

Bemerkung 5.24. (i) Es sei A das Bild von (idg,invoidg): G — G x G. Das assozi-
ierte Biindel (P x x P) x? G ist dann natiirlich isomorph zum assoziierten Biindel mit
Faser (G x G)/A. Ein Isomorphismus P’ — P entspricht daher einer Reduktion der
Strukturgruppe G x G von P x x P’ nach A.

(ii) Fir eine Prinzipalbtindel P ist Aut(P) := P xx P x? G ein Gruppenschema
iiber X. In der Tat definieren die lokalen Schnitte idy; xe: Y; — Y; x G und die
lokalen Multiplikation idy; xu: Y; X G X G — Y; X G einen Schnitt e: X — Aut(P)
und eine Multiplikation p: Aut(P) x x Aut(P) — Aut(P), die die Eigenschaften eines
Gruppenobjekts erfiillen. Auflerdem erhélt man eine Linkswirkung o: Aut(P)xx P — P,
die mit der Rechtswirkung von G auf P vertréiglich ist.

5.4. Exakte Sequenzen
Die Sétze iiber die Erweiterung und Reduktion der Strukturgruppe lassen sich in einer

exakten Sequenz zusammenfassen. Wir benétigen dazu die Definition einer exakten
Sequenz von punktierten Mengen.
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5.4. Exakte Sequenzen

Definition 5.25. Es seien M; Mengen mit ausgezeichneten Punkten xz; € M; fir
1 =1,2,3. Eine Sequenz von Abbildungen

My LS vy 2 g

mit f;(z;) = 41, i = 1,2 ist exakt in My, falls f5 '(23) = im(f;) gilt.

Ist eine Gruppenstruktur auf M7 gegeben, so dass x1 das neutrale Element ist, und
eine Wirkung p von M auf Ms, so dass f1 dquivariant ist, fordern wir zusétzlich, dass
fa2(xz) = fa(y) genau dann gilt, wenn es ein Element z € My mit p(z,z) = y gibt.

Die Menge H (X, @) ist durch das triviale Biindel punktiert, ebenso ist die Menge
der Morphismen H°(X,G) := Morg(X, G) eine durch das neutrale Element punktierte
Menge. AuBerdem trigt die Menge HY(X,G) eine Gruppenstruktur und wirkt auf
natiirliche Weise auf H(X,G/H).

Proposition 5.26 ([49, Prop. 11]). Sei G eine affine algebraische Gruppe, H eine
abgeschlossene Untergruppe und X ein Schema. Dann gibt es eine exakte Sequenz

{e} > H°(X,H) — H(X,G) - H(X,G/H) % H'(X,H) » H'(X,G).

Hierbei bildet d ein Element f € HY(X,G/H) auf den Riickzug des H -Prinzipalbiindels
X X G — X x (G/H) unter dem Schnitt (idx x f) ab.

Beweis. Die Exaktheit in H(X, H) und H°(X,G) ist offensichtlich. Sei nun f €
H°(X,G/H). Nach Proposition 5.22 erhilt man durch Riickzug des trivialen G-Prinzipal-
biindels ein H-Prinzipalbiindel d(f) = (idx x f)*(X x G), dessen Erweiterung zu einem
G-Prinzipalbiindel trivial ist. Umgekehrt entsteht jedes H-Prinzipalbiindel, das nach
Erweiterung trivial ist, auf diese Art.

Seien nun f,f’ € HY(X,G/H)und g: X — G ein Morphismus mit po(g, f) = f’. Dann
ist idx xg¢ ein Automorphismus des trivialen Prinzipalbiindels, der idx x f in idx x f’
iiberfiihrt. Aufgrund der Aquivalenz der Kategorien nach Proposition 5.22 sind dann
auch die durch Reduktion entstehenden H-Prinzipalbiindel d(f) und d(f’) isomorph.
Umgekehrt ergibt ein Isomorphismus der reduzierten Prinzipalbiindel d(f) = d(f’)
einen Automorphismus X x G — X x G, der durch einen Morphismus g: X — G mit

wo (g, f) = f' gegeben ist. O

Wenn H eine normale Untergruppe ist, tragt H°(X,G/H) ein Gruppenstruktur.
Man erklirt eine Wirkung von H(X,G/H) auf H'(X, H) auf folgende Weise: Es sei
g € H'(X,G/H) und P ein H-Prinzipalbiindel. Da die Erweiterung (P x 7 G)x“G/H =
X x G/H trivial ist, definiert der Schnitt s :=idx xg: X — X x G/H eine Reduktion
der Strukturgruppe von P x G. Wir setzen p(g, P) := s*(P x™ G). Man priift, dass
dies eine Wirkung definiert.

Proposition 5.27 ([49, Prop. 12]). Ist G eine affine algebraische Gruppe und H eine
abgeschlossene normale Untergruppe, so gibt es eine exakte Sequenz

{e} —» HY(X,H) — H(X,G) — H(X,G/H) %
— HY(X,H) - HY(X,G) - H'(X,G/H) .
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5. Prinzipalbiindel

Beweis. Die Exaktheit in H'(X, Q) ist offensichtlich durch die Beschreibung mithilfe von
Kozykeln. Die Exaktheit in den ersten Termen folgt aus der vorangegangenen Proposition.
Es bleibt die Exaktheit in H (X, H) zu priifen. Sind P, P’ zwei H Prinzipalbiindel und ist
 ein Isomorphismus der Erweiterungen, so ist der induzierte Morphismus der assoziierten
Biindel ¢: X x G/H — X x G/H gegeben durch einen Morphismus g € H*(X,G/H).
Dieser erfiillt dann p(g, P) = P’. Umgekehrt sind fiir g € H°(X,G/H) die Erweiterungen
der H-Prinzipalbiindel P und p(g, P) nach Konstruktion isomorph. O

Ist zusitzlich G eine abelsche Gruppe, so hat auch H'(X,G) die Struktur einer
abelschen Gruppe.

Korollar 5.28 ([49, Prop. 13]). Ist G eine abelsche affine algebraische Gruppe und H
eine abgeschlossene Untergruppe, so gibt es eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen

{e} » H(X,H) — H(X,G) — H(X,G/H) %
— HY(X,H) - HY(X,G) — H'(X,G/H) .

Bemerkung 5.29. (i) Wenn G abelsch ist und man G mit seiner Schnittgarbe iden-
tifiziert, stimmen die Gruppen H!(X,G) mit der étalen Kohomologie iiberein (siche
[6])-

(ii) VVenm~ zusétzlich alle G-Prinzipalbiindel lokal trivial in der Zariski-Topologie sind,
kann man H!(X,G) durch die gewdhnliche Kohomologie ersetzen.

5.5. Spezielle Gruppen

Definition 5.30. Eine algebraischen Gruppe G heifit speziell, wenn jedes G-Prinzipal-
biindel in der fppf-Topologie auch ein G-Prinzipalbiindel in der Zariski-Topologie ist.

Lemma 5.31. Sei P ein H-Prinzipalbiindel iber X . Wenn die Erweiterung P x G ein
G-Prinzipalbiindel in der Zariski-Topologie ist und G iber G/H ein H-Prinzipalbiindel
in der Zariski-Topologie ist, so ist auch P ein Prinzipalbiindel in der Zariski- Topologie.

Beweis. In dem Beweis von Lemma 5.20 kénnen nach Voraussetzung alle Uberdeckungen
als Uberdeckungen in der Zariski-Topologie angenommen werden. Daher ist P x G ein
H-Prinzipalbiindel iiber P x® (G/H) in der Zariski-Topologie. Nach Proposition 5.22 ist
P isomorph zum Riickzug dieses Prinzipalbiindels und ist daher auch ein Prinzipalbiindel
in der Zariski-Topologie. O

Korollar 5.32 ([49, Lemme 1]). Sei G eine spezielle algebraische Gruppe und H eine
Untergruppe. H ist genau dann speziell, wenn G iber G/H ein Prinzipalbiindel in der
Zariski-Topologie ist.

Beweis. ,=*“: Diese Richtung folgt direkt aus der Definition.

»<=": Sei P ein H-Prinzipalbiindel {iber einem Schema X. Das durch Erweiterung
der Strukturgruppe entstehende G-Prinzipalbiindel P x G ist nach Voraussetzung ein
Prinzipalbiindel in der Zariski-Topologie. Nach dem vorangegangenen Lemma ist dann
auch P ein Prinzipalbiindel in der Zariski-Topologie. O
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Zunéchst bewies Serre die folgenden zwei Kriterien:

Proposition 5.33 (Serre). (i) Jede spezielle Gruppe ist linear und zusammenhdn-
gend.

(ii) Eine affine algebraische Gruppe G C GL(n, k) ist genau dann speziell, wenn
GL(n,k) — GL(n,k)/G ein Prinzipalbindel in der Zariski- Topologie ist.

Beweis. Siehe [49, §4, Théoreme 1 und 2]. O

Schliefflich gelange es Grothendieck, die speziellen Gruppen vollstiandig zu klassifizie-
ren.

Proposition 5.34 (Grothendieck). Fine zusammenhdingende affine algebraische Gruppe
G ist genau dann speziell, wenn Gy := G/R(G) isomorph zu einem Produkt spezieller
linearer und symplektischer Gruppen ist.

Beweis. Siehe [11, Théoréme 3]. O

Proposition 5.35. Die Kategorie der GL(r, k)-Prinzipalbtindel ist dquivalent zur Kate-
gorie der Vektorbiindel von Rang r mit Isomorphismen.

Beweis. Die natiirliche Wirkung o: GL(7, k) x k" — k" definiert einen treuen Funktor
o« Bungy ) — Fibgr. Da GL(r, k) speziell ist, liefert ein GL(r, k)-Biindel ein Zariski-
lokal triviales Biindel. Zu jedem Vektorbiindel E auf X ist das Prinzipalbiindel Zso(X x
k", E) ein Prinzipalbiindel, dessen assoziiertes Vektorbiindel isomorph zu F ist. 0

Beispiel 5.36. Es sei E ein Vektorbiindel von Rang r, A € X,(SL(r,k)) eine Einpa-
rameteruntergruppe mit Eigenrdumen V¢ und Gewichten %, ¢ = 1,...,0 + 1, und
P :=Tso(X x k", E) das entsprechende GL(r, k)-Prinzipalbiindel. Eine Reduktion der
Strukturgruppe g: X — Q := QSL(V)()\) entspricht dem Datum einer Fahne

{0}=FyC...CE1=F

mit Ej; = P xQV;, V; == @l_, V.
Wenn x, der zu A duale Charakter aus Lemma 3.40 ist, dann berechnet man fiir das
assoziierte Geradenbiindel

I+1
ﬂ*P xX2 C = ®det(Ei/Ei_1)®% .
i=1

Insbesondere ist der Grad dieses Biindels gegeben durch
!
deg(8*P xX* €) = ) _ a; (deg(E) rk(E;) — deg(E;) 1k(E)) .
j=1

Wenn E ein Vektorbiindel von Rang r auf X ist und p: GL(r,k) — GL(V) eine
Darstellung ist, dann bezeichnen wir mit £, das assoziierte Biindel

E,:=Tso(X x k", E) x*V
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6. Dekorierte Tumps

Ein Tump ist ein Tupel von Vektorbiindeln auf X zusammen mit einem Morphismus von
einem assoziierten Vektorbiindel in ein Geradenbiindel. A. Schmitt hat in [47, Section 2.5]
eine Stabilitdtsbedingung fiir diese Objekte eingefiihrt und ihren Modulraum konstruiert.
Wir verallgemeinern hier diese Konstruktion auf folgende Weise: Wir fixieren einen
Punkt z¢ der Basis X und betrachten ein weiteres assoziiertes Biindel. Ein dekorierter
Tump ist ein Tump zusammen mit einem Punkt in der Faser dieses assoziierten Biindels
iiber xg. Wir definieren einen Stabilitédtsbegriff fiir diese Objekte und konstruieren ihren
groben Modulraum als GIT-Quotienten.

6.1. Gespaltene Vektorbiindel

6.1.1. Gespaltene Vektorraume
Es sei T eine endliche Indexmenge.

Definition 6.1. Ein T-gespaltener Vektorraum ist ein T-Tupel W = (W' t € T') von
Vektorrdumen. Ein Homomorphismus T -gespaltener Vektorrdume f: W — V ist ein
Tupel (ft: Wt — Vi t € T) von Vektorraumhomomorphismen.

Das Tupel r(W) = (dim(Wt) t € T) ist der Dimensionsvektor von W. Fiir ein Tupel
K € 7L, setzen wir WOE := @, .0 Wt und dim, (W) := dim(W®%).

Bemerkung 6.2. Die T-gespaltenen Vektorraume bilden eine abelsche Kategorie. Insbe-
sondere haben wir den Begriff eines Unterraums und eines Quotienten.

Es sei W ein T-gespaltener Vektorraum mit Dimensionsvektor r := r(W). Die Auto-
morphismengruppe von W ist dann

GLp(W) := [[ GL(W*) 2 GL(r,C) := ] GL(r,C
teT teT

Die Gruppe GLy (W) kann als Untergruppe von GL(€,c7 W) angesehen werden. Fiir
ein Tupel k € ZL, haben wir eine natiirliche Einbettung i®: GLy(W) — GL(W®£),
Wir betrachten die Gruppe

SL.7(W) := {(gtat €T) e GLp(W

H det(g,)"™ = 1} . (6.1)

teT

Wenn A eine Einparameteruntergruppe von SL, (W) ist, dann gibt es eine Zerlegung
W = @kﬂ W gespaltener Vektorriume und Gewichte 41 < ... < 1 mit A(t) - w =
tViw fir w € Wt und t € C*. Wir deﬁnleren die assoziierte gewichtete Fahne (W,, a)
der Linge 1(W,) = k von X durch W; := @J_; W' und o := (yj11 — ;)/ dimg (W) fiir
1<j<k.
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Ist umgekehrt eine gewichtete Fahne (W,, «) der Lénge 1(W,) gegeben, so definieren
wir das Tupel v = v(W,, @, k) durch

1(Ws) 1(Ws)
vi(k, @) := Z a; dim, (W) — Z a; dim (W), i=1,...,1(We)+1. (6.2
j=1 j=i

Wir wéhlen eine Zerlegung W = EBIZ-(ZMI/°)+1 W mit W; = EB{ZI W'. Dann ist die assozi-

ierte gewichtete Fahne der Einparameteruntergruppe A definiert durch A(¢) - w = t%iw
fiir w € W gerade (W, a).

Definition 6.3. Eine Darstellung p: GL(r,C) — GL(V) heiBt homogen vom Grad
v €L, falls p(z -idgre, t € T) = 27 - idy fiir alle z € C* gilt.
Proposition 6.4. Es sei W := (C™,t € T), p: GL(r,C) — GL(V) eine homogene
Darstellung und k € ZZO. Dann gibt es Zahlen a,b,c € Z>q, so dass V ein direkter
Summand von WE = (W®E) b als GL(r, C)-Modul ist.

a,b,c

Beweis. Nach Proposition 1.42 gibt es eine Darstellung p: GL(W%%) — GL(V & V'),
so dass p ein direkter Summand von p o £ ist. Dabei kann man p homogen wihlen.
Nach Proposition 1.41 gibt es dann Zahlen a, b, ¢, so dass p ein direkter Summand der
Darstellung fgp.: GL(W®E) — GL(WE Ifc) ist. SchlieBlich ist p ein direkter Summand

der Darstellung pf be = Pap,c O i O

6.1.2. Gespaltene Garben
Es sei nun X eine glatte projektive Kurve vom Geschlecht g.

Definition 6.5. Eine kohiirente T-gespaltene Garbe ist ein Tupel F = (F',t € T)
kohérenter Garben. Ein Morphismus T-gespaltener Garben ist ein Tupel von Garbenho-
momorphismen (f': F' — G' t € T).

Das Tupel 7(F) := (tk(F!),t € T) € N7 ist der Rangvektor, d(F) := (deg(F*),t €
T) € ZT der Gradvektor. Wieder definieren wir F®& := @, FIO%t fiir ein Tupel
K € 7L,

Ebenso wie die T-gespaltenen Vektorrdume bilden die T-gespaltenen kohérenten
Garben eine abelsche Kategorie.

Definition 6.6. Es sei F eine T-gespaltene kohédrente Garbe. Fiir ein Tupel x € QT
definieren wir den x-Rang

rky (F) = Z xe tk(F?),

teT
fir k € ZEO und x € QT den K-x-Grad

degﬁﬁ(}") := deg(F¥E) + rki(}") = Z(mt deg(F*") + xi tk(F?))
teT

und, falls 1k, (F) # 0, die x-x-Steigung

deg,. . (F)
Hﬁ,g(}—) = %
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6.1. Gespaltene Vektorbiindel

Definition 6.7. Ein T-gespaltenes Vektorbiindel ist eine T-gespaltene Garbe E =
(Et,t € T), so dass fiir jedes t € T' die Garbe E' ein Vektorbiindel ist. Ein Morphismus
T-gespaltener Vektorbindel ist ein Homomorphismus der T-gespaltenen Garben.

Bemerkung 6.8. Wenn E ein gespaltenes Vektorbiindel mit Rangvektor r ist, dann ist das
Rahmenbiindel P(E) := [[,cr Zso(C™, E') ein GL(r, C)-Prinzipalbiindel. Umgekehrt
kann man zu einem GL(r, C)-Prinzipalbiindel P das assoziierte gespaltene Vektorbiindel
(P x GL(re.C) @ ¢ e T') konstruieren. Analog zu Proposition 5.35 zeigt man, dass das
Datum eines T-gespaltenen Vektorbiindels mit Rangvektor r dquivalent zum Datum
eines GL(r, C)-Prinzipalbiindels ist.

Definition 6.9. Ein T-gespaltenes Vektorbiindel E ist (semi)stabil, falls fir jede echte
T-gespaltene Untergarbe F mit rk,(F) # 0 gilt

ME,X(J:)(S):U%,X(E) .

Bemerkung 6.10. (i) Im Fall |T| = 1 ist ein T-gespaltenes Vektorbiindel E nichts
weiter als ein Vektorbiindel, und FE ist genau dann als 7T-gespaltenes Vektorbiindel
(semi)stabil, wenn E als Vektorbiindel (semi)stabil ist.

(ii) Wie im Fall der Vektorbiindel zeigt man, dass ein T-gespaltenes Vektorbiindel E
genau dann (semi)stabil ist, wenn pu. y (F') (<) e,y (E) fiir jedes T-gespaltene Unterbiindel
F C F gilt. Weiter sind x-Rang und E—X-Grad additiv auf kurzen exakten Sequenzen, so
dass Lemma 4.6 sinngeméf gilt. Ebenso gibt es zu jedem T-gespaltenen Vektorbiindel
E eine eindeutige Harder—Narasimhan-Filtrierung. Wir erhalten so auch die Gréfien

pmax (E) := MmaX&X(E) und fimin(E) 1= Mminﬁ,X(E>-

Definition 6.11. Eine gewichtete Fahne (E,,a) eines T-gespaltenen Vektorbiindels
E ist eine Fahne FE, gespaltener Unterbiindel zusammen mit einem Gewichtsvektor

1(Ee
ac Q>(0 )
Fiir eine gewichtete Fahne (F,, «) der Lénge [ = 1(E,) eines gespaltenen Biindels F
definieren wir die Grofle

1(E,)
My (Ee,0) : Z j (degey (B) tko(EBy) — deg,, (Bj) rky(E)) - (6.3)

Man sieht leicht, dass E genau dann (semi)stabil ist, wenn fiir jede Fahne (FE,, a)
My, (Ee, @)(=)0

gilt.
Fiir ein T-gespaltenes Vektorbiindels E setzen wir T(E) := {t € T'| E* # {0}}.

Lemma 6.12. (i) Ein stabiles T-gespaltenes Vektorbiindel E erfillt |T(E)| = 1.

(ii) Es sei E ein semistabiles T-gespaltenes Vektorbindel und tg € T(E). Dann ist das
Vektorbindel E* semistabil mit Steigung p(E") = pug (E) = Xt/ Fito -
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6. Dekorierte Tumps

Beweis. Fiir eine nicht-leere echte Teilmenge I C T'(E) bezeichne E; das T-gespaltene
Vektorbiindel E; = (E%,t € T) mit Ef = EY, falls ¢t € I gilt, und E% = {0} sonst. Wir
erhalten die kurze exakte Sequenz

0—Er—E—En;—0.

Wenn E (semi)stabil ist, gilt daher p  (E1) (<) () und iy (E) (L) px (B p) filr
alle nicht-leeren echten Teilmengen I. Die Annahme, dass E stabil ist und eine solche
Teilmenge [ existiert, fiihrt also zu einem Widerspruch.

Wenn E semistabil ist, folgt fi.\ (E) = pug,y(Er) fiir alle echten nicht-leeren Teilmengen
I C T(E). Insbesondere erhilt man mit I := {t¢} die Bedingung

Xio

NE,X(E) = :U’&X(EI) = N(Eio) + Ky
0

_Esseinun F' C E' ein Unterbiindel. Wir betrachten das T-gespaltene Biindel F mit
Ft:= {0}, falls t # to, und F' := F. Aus der Semistabilitit von E ergibt sich

Xt = Xt
(F) + 72 = iy (F) < gy (B) = p(B") + ==
Ktg = = Ritq

Es folgt u(F) < u(E'), so dass E'™ semistabil ist. O

Wir setzen nun

h () =3 (keh®(E') + xa rk(EY))
teT

und h? = hgjo, sowie

)Xt
m(k, x) := min {
Rt

ter}.

Lemma 6.13. (i) Fir ein semistabiles T-gespaltenes Vektorbindel E gilt

teT} , M(k,x) :—maX{Xt

Rt

HA(B) < rles(B) [psx (B) = m(s, ) +1] .

(i) Fir ein beliebiges T -gespaltenes Vektorbindel E mit r := rk,(E) gilt
hg(E) § (’I" - 1) [Mmax(E) - m(ﬁaX) + 1}_’_ + [Nmin(E) - m(ﬁaX) + 1}_’_ .

Beweis. (i) Es sei E ein semistabiles T-gespaltenes Vektorbiindel. Da fiir jeden Index ¢t €
T das Vektorbiindel E* semistabil ist, gilt nach Lemma 4.23 h°(E?) < [deg(E?)+1k(E?)]..
Es folgt

S weh(E) < Y mldes(EY) + k(B¢
tel teT

<rky(E) [ME,X(E) —m(k, x) + IL_

(ii) Dies folgt wie Lemma 4.23, (ii), aus Teil (i) und der Existenz einer Harder—
Narasimhan-Filtrierung. O
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Bemerkung 6.14. Es sei p : GL(r,C) — GL(V) eine homogene Darstellung. Dann
induziert eine gewichtete Fahne (F,, o) eines gespaltenen Biindels E auch eine gewichtete
Fahne (E,.,q,) des assoziierte Biindels £, := P(E) x” V: Zunéchst gibt es eine
Zahl m € Nsg, so dass ma € (Z/r){(F+) gilt. Wir wihlen eine Fahne W, von W :=
(C",t € T) vom Typ r und eine Zerlegung W = EBi(:El')H W mit W; = @gzl W fiir
1 < j < I(E,). Zusammen mit den Gewichten v(W,, ma, k) aus (6.2) definiert dies
eine Einparameteruntergruppe A von SL, 7(W). Die Einparameteruntergruppe p« A von
SL(V') definiert eine assoziierte gewichtete Fahne (V4, 3) von V.

Das Datum der Fahne E, entspricht einer Reduktion der Strukturgruppe des Rah-
menbiindels P(E) auf Qqr,,(w)(A)- Da p(Qar,w)(A)) C Qarv)(p«A) gilt, induziert
dies eine Reduktion des GL(V')-Prinzipalbiindels p. P auf Qar,vy(p«A). Die assoziierten
Vektorbtindel F; := p,P(E) x @aLv) (P+A) V2 bestimmen eine Fahne von E,. Wir setzen
(Ep,hgp) = (FH (l/m)é)

6.2. Das Modulproblem dekorierter Tumps

6.2.1. Stabile dekorierte Tumps

Es seien 7 € N7 ein Rangvektor, p: GL(r, C) — GL(V4), o: GL(r, C) — GL(V3) zwei
homogene Darstellungen, d € Z* und [ € Z.

Definition 6.15. Ein o-dekorierter p-Tump vom Typ (d,l) ist ein Tupel (E, L, p,s),
wobei E ein T-gespaltenes Vektorbiindel mit Rangvektor r(E) = r und Gradvektor
d(E) = d ist, L ein Geradenbiindel vom Grad [, ¢: E, — L ein nicht-trivialer Homo-
morphismus und s: E,f;,3 — © ein surjektiver Homomorphismus ist.

Zwei o-dekorierte p-Tumps (E, L, p, s) und (E’, L', ¢', s") sind isomorph, falls es einen
Isomorphismus f: E — E’, einen Isomorphismus hy: L — L' mit ¢’ o f, = hy 0 ¢ und
ein ¢ € C* mit s’ o fg)(4,) = ¢ s gibt. Hierbei sind f,: £, — Ej, und f,: E, — E, die
durch f induzierten Isomorphismen.

Wir fixieren nun einen Rangvektor r, homogene Darstellungen p, o sowie einen Typ
(d,1) und sprechen im Folgenden lediglich von dekorierten Tumps.

Es seien £ € ZL; und x € QL, gegeben. Weiter sei (E,L,¢,s) ein dekorierter
Tump und (E,, ) eine gewichtete Fahne der Lénge [ = 1(E,). Nach Bemerkung 6.14
definiert (F,,a) gewichtete Fahnen (E,.,a,) und (Ey,.,a,) von E, bzw. E,. Durch
Einschrankung auf den generischen Punkt 1 von X erhalten wir eine Fahne E,, von
E, := E,{; sowie den Punkt [p,] € P(IE,). Wir setzen

11 (Eey @, 0) := hop (1) (Epes ap, [04]) -

Bemerkung 6.16. Es sei W := (C",t € T) und W} := span(ey, ... 7€rk(E§)) C W} fiir
t€T und j=1,...,04+ 1. Wir wihlen eine offene Menge U C X, so dass ¢y surjektiv
ist, und Trivialisierungen 1! : E|tU — Oy @ W mit w(E;) =0y ® W]t furj=1,...,1
und t € T'. Es sei ¢,: E, — Oy ® Vi die induzierte Trivialisierung. Die Komposition
@y o, ! liefert einen Schnitt 5: U — P(V1).
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6. Dekorierte Tumps

Wir wihlen m € N, so dass ma in (Z/r)! ) liegt. Die durch (WiteT,1<j<I1+1)
bestimmte Fahne definiert zusammen mit den Gewichten 7 (W,, ma, k) aus (6.2) eine
Einparameteruntergruppe A: C* — SL,(r, C). Nach [47, Exercise 2.3.2.2] gilt dann

pr(Euv1,9) = - max{, (\ 5(2) | 2 € U}.

Analog erhalten wir durch Einschréankung von E, . auf den Punkt ¢ eine Fahne F,
von Eg (). Wir setzen

N2(E07Q7 S) = ’LLO]P(E (1) (F.?Q(N [S]) °

ol{zg})

Definition 6.17. Es seien 61,02 € Qso. Ein o-dekorierter p-Tump ist (01, 2, Kk, X)-
(semi) stabil, falls fiir jede gewichtete Fahne (F,, a) gilt

My x(Eeo, @) + 01111 (Fe, a, ) + 02112(Fe, @, 5)(>)0. (6.4)

Bemerkung 6.18. Man beachte, dass p1 und p2 unabhingig von der Wahl von x sind.
Weiter sieht man leicht deg,, ., = deg, , +crky fiir ¢ € Q. Folglich gilt M, ,» = M x
fir x' = x + cs. Mit ¢ := —(r,x)/(r,K), wobei (—,—) das Standardskalarprodukt

bezeichnet, erreicht man (x’,x) = 0 ohne Verdnderung das Stabilitétsbegriffs. Unter
dieser Voraussetzung gilt dann deg, ,/(E) = deg(E?%). Es folgt

1(E.)
ME,X’(EMQ) = My0(Ee, ) — Z a; 1k, (E) rkg’(Ej) :
j=1

Bemerkung 6.19. Da wir voraussetzen, dass p und ¢ homogen sind, gibt es nach Propo-
sition 6.4 Zahlen a,,, by, ¢y € Z>p, m = 1,2, so dass V; bzw. V, ein direkter Summand

K21 bk . . . . . Ok
von W, = . bzw. W = . ist. Wir erhalten daher Surjektionen p; : E, b . — Epund
. g8
P2+ Bay by o

wir

— E,. Fiir m = 1,2 und ein Indextupel i € I, := {1,...,l}*" definieren

A bm,Cm,

r ®—cCm
E®l = (E'Ielsﬁ R ® E’Lﬂii)@bm ® (/\ EEB"§> C E’EBE

Dann gilt wegen Beispiel 3.37

l
p11(Ee, @, ¢) = — min {Z aj(ar ks (Ej) —rv;(i)) ‘ (popr)pei #0,i€ 11} , (6.5)
j=1

l

p2(Fe, @, ) = —min {Z aj(asrke(Ej) — rvj()) ‘ (s OPQ)IE% } #0,i€ [2} (6.6)
=1 =

mit r := rk,(F) und v;(3) := #{i € i|i < j}.
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6.2. Das Modulproblem dekorierter Tumps

6.2.2. S-Aquivalenz

Es sei (E, L, ¢, s) ein (01, 02, k, x)-semistabiler dekorierter Tump.

Definition 6.20. Eine gewichtete Fahne (F,, ) heifit kritisch, wenn
My (Ee, @) 4 0111 (Ee, @, ) 4 d212(Ee, ) = 0

gilt.

Es sei nun (E,, a) eine kritische Fahne. Wir definieren E}, := @221 EYJE:  firteT

und das T-gespaltene Vektorbiindel
Eg = (Eg,t€T).

Dieses T-gespaltene Vektorbiindel kann auch wie folgt konstruiert werden: Es sei W,
eine Fahne von W := (C",t € T') vom selben Typ wie E,. Wir wahlen ein m € N,
so dass (W, ma, k) ganzzahlig ist. Es gibt dann eine Einparameteruntergruppe A
von SL, 7(W) mit assoziierter gewichteter Fahne (W, ma). Das Datum der Fahne F,
entspricht einer Reduktion der Strukturgruppe 3: X — P/Qqrr,c)(A). Man erhilt so
dass Qgr,(r,0)(A)-Prinzipalbiindel P’ := #*P. Durch Erweiterung der Strukturgruppe
mit der Projektion auf den Levifaktor 7: Qarr,c)(A) = Lar,c)(A) erhalten wir das
L, (A)-Prinzipalbiindel 7. P’. Das dazu assoziierte T-gespaltene Vektorbiindel ist
dann isomorph zu Ej;.

Nach Bemerkung 6.14 bestimmt E, auch eine Fahne F,, von E, = P’ x? V;. Das
Vektorbiindel Eg , wird dann als assoziiertes Vektorbiindel von P« P’ konstruiert.
Es sei 7': Qarvy)(p«A) — Lary)(p«A) die Projektion auf den Levifaktor. Dann gilt
7’ o p=pom, so dass das assoziierte Biindel gegeben ist durch

1(Epe)+1
Eg,= @ E,i/Epi1-
=1

Es sei ig := min{l < i <1(E,.) + 1|¢yp,, # 0}. Dann definiert ¢p,, einen nicht-
trivialen Homomorphismus ¢q: E,;, / E,i,—1 — L. Es sei pg: Egr , — L die Kompositi-
on der Projektion Egy , = E, i,/ Epi,—1 mit ¢g.

Ebenso definiert F, eine Fahne F, o von E, mit

(Eg.e)+1
Epo™= @ FEsj/Esj-
j=1

Es sei jo := min{l < j <1(E,e) + 1| 81B4 10} # 0}. Dann definiert s einen surjektiven
Homomorphismus so: Eq j,/ Eo,jrl\ (w0} ~ C*. Es sei sy die Komposition von sp mit
der Projektionng'{xo} — Ea,jo/Eo,jolexo}- Wir definieren die zuldssige Deformation
von (F, L, p, s) entlang (F,, «) durch

df (g, 0)(E, L, ¢, 5) == (Eg, L, pgr, Sgr) -

Definition 6.21. Wir definieren S-Aquivalenz als die durch Isomorphie und die Rela-
tionen
(Ea L, S) ~ df(E.,g) (E7 Lo, 5)

fiir alle kritische Fahnen (F,, a) erzeugte Relation.
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6. Dekorierte Tumps

6.2.3. Familien dekorierter Tumps

Es sei Jac!(X) die Jacobi-Variett fiir Geradenbiindel vom Grad [ auf X. Wir fixieren
ein Poincaré-Biindel £ auf Jac! x X.

Definition 6.22. Eine durch ein Schema S parametrisierte Familie o-dekorierter p-
Tumps vom Typ (d,!) ist ein Tupel Dg = (Es, ks, N1,5, Na.g, @5, 55), wobei

e [g eine T-gespaltene flache kohérente Garbe auf S x X ist, so dass fiir jeden Punkt
s € S die Garbe Eg s := Eg|(s)xx ein T-gespaltenes Vektorbiindel mit Gradvektor
d und Rangvektor r ist,

e rg: S — Jac(X) ein Morphismus ist,
e Nig, Ny g zwei Geradenbiindel auf S sind,

o ¢5: Eg, = prgNis® (kg x idx)*L ein Homomorphismus ist, so dass fiir jeden
Punkt s € S die Einschréankung ¢g(5)x x nicht-trivial ist

e und sg: Eg 4\9x{z} — N2 ein surjektiver Homomorphismus ist.

Zwei Familien Dg und DY auf S sind isomorph, wenn
e cin Geradenbiindel Lg auf S und ein Isomorphismus f: Eg — E®pr§ Lg existiert,
o kg = Ky gilt,

e es einen Isomorphismus h1: Ny g — N{,S ® L? deg(p) gibt mit

(P ® id;e aee()) © fp = (P M1 ® id(wgmidx) L) © ¥S

e und es einen Isomorphismus hy: Ny g — Ni g ® L? deg(e) gibt mit

(55 ® idLgdegw)) 0 fo|Sx{ze} = h20ss.

Definition 6.23. Eine durch S parametrisierte Familie Dg heif3t (1, d2, &, x)-(semz)-
stabil, wenn fiir jeden Punkt s € S der dekorierte Tump Dg)s := (Eg|s, k|5 £5|s» S5s)
(01,92, K, X)-(semi)stabil ist.

Diese Daten definieren den Modulfunktor
Tmp(‘sl"sQ’”’X)'(s)s(a, p,d,1): Sch — Sets

der (91, 62, K, x)-(semi)stabilen o-dekorierten p-Tumps vom Typ (d, ).
Wir erinnern daran, dass wir in Bemerkung 6.19 Zahlen ao, bo und co fixiert haben,

so dass die Darstellung o ein direkter Summand der natiirlichen Darstellung W;‘Z @b2 e

ist. Wir sind nun in der Lage, das zentrale FErgebnis dieses Kapitels zu formulieren.
Theorem 6.24. Fiir axds < 1 existiert der (projektive) grobe Modulraum
Tmp(61’52’“’X)_(S)S(U, p,d, 1)

der (01,02, k, X)-(semi)stabilen o-dekorierten p-Tumps vom Typ (d,1).
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Die folgenden Abschnitte widmen sich der Konstruktion dieses Modulraums. Der
Beweis von Theorem 6.24 wird am Ende von Abschnitt 6.5 gegeben.

Bemerkung 6.25. (i) Die Voraussetzung a202 < 1 ist notwendig, um die (1, 92, K, x)-
Stabilitédt eines dekorierten Tumps mit der GIT-Stabilitét des entsprechenden Punktes im
Gieseker-Raum vergleichen zu konnen (siehe Proposition 6.42), und um die Eigentlichkeit
des Gieseker-Morphismus zu beweisen (siehe Proposition 6.46). In konkreten Beispielen
lasst sich diese Bedingung aber durch angepasste Konstruktionen abschwéchen (vgl.
Bemerkung 6.50).

(ii) Wir betrachten die triviale Darstellung o: G — SL(1) = {1}. Dann ist E, = Ox
und P(E,) = X. Es gibt also genau einen Punkt s € P(FE,)),,. Die Kategorie der o-
dekorierten p-Tumps ist dann dquivalent zur Kategorie der p-Tumps, die in [47, Section
2.5] beschrieben wurde. Weiterhin findet man ua(Fe,a,s) = 0 fir jede gewichtete
Fahne (F,, a), so dass auch der Begriff der (Semi)Stabilitdt iibereinstimmt. Somit ist
Theorem 6.24 eine Verallgemeinerung von [47, Thm. 2.5.3.7].

6.3. Konstruktion des Parameterraums

6.3.1. Dekorierte Quotiententumps

Proposition 6.26. Es gibt eine Konstante C, so dass fiir jeden (1, 62, K, X )-semistabilen
dekorierten Tump (E, L, p,s) gilt:

(i) Jede T-gespaltene Untergarbe F C E erfiillt

ME,X(F) < M@,X(E) +C.

(ii) Fiir jeden Index to € T erfiillt jedes nicht-triviale Unterbiindel F' C E'

((F) < pgy (B) +C —m(k, X) -

Beweis. (i) Wir betrachten die gewichtete Fahne ({0} C F' C E, (1)) T-gespaltener
Vektorbiindel. Die (41, d2, &, x)-Semistabilitdt impliziert

degﬁ,x(E) rkﬁ(F) - degﬁ,X(F> rkﬁ(E) + 61”1(E0>Q7 QD) =+ 51M2(E'ag> 8) >0

Wir erhalten mit (6.5) und (6.6)

r—1

Hx (F) < py (E) + (6101 + d2a2)

mit 7 := (k,1) = rke(E).
(ii) Wir betrachten nun die T-gespaltene Garbe F' mit [ to = Fto und F* = {0} fiir
t # to. Dann gilt iy (F) = pu(F*) + xto /K1, Mit Teil (i) folgt die Behauptung. O

Korollar 6.27. FEs gibt ein ng, so dass fiir n > ng, jeden (01,09, k, X)-semistabilen
dekorierten Tump (E, L, p,s) und jedes t € T gilt: Das Biindel E*(n) ist global erzeugt
und H'(E*(n)) verschwindet.
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6. Dekorierte Tumps

Motiviert durch die Konstruktion des Modulraums stabiler Vektorbiindel betrachten
wir zunéchst ein einfacheres Modulproblem. Es sei n > ng, pi(n) :==d¢ +r(n+ 1 — g),
Yi:=Cr™ teT und Y := (YLt eT).

Definition 6.28. Eine durch ein Schema S parametrisierte Familie dekorierter Quoti-
ententumps ist ein Tupel (¢s, kg, N1,5, No.5, s, Ss), wobei gs: Y ® pry Ox(—n) = Eg
ein Quotient T-gespaltener Vektorbiindel ist, so dass (Eg, ks, N1,5, Na,s, ¢s, Ss) eine
Familie dekorierter Tumps ist und fiir alle s € S der Homomorphismus H°(gs s(n)) ein
Isomorphismus ist und h'(Ess(n)) verschwindet. Ein Isomorphismus zweier Familien
mit kg = K ist ein Isomorphismus (f, hi, he) der Familien dekorierter Tumps mit

foqs=qs.
Diese Daten definieren den Modulfunktor

QTP 0,y x : Sch/C — Sets

der dekorierten Quotienten-Tumps vom Typ (d, ).

Lemma 6.29. Es seien S ein Schema, Eg, Fg zwei kohdrente Garben auf S x X und
w: Eg — Fg ein Morphismus. Wenn Fg flach diber S ist, dann gibt es ein abgeschlossenes
Unterschema V(@) C S mit der Eigenschaft, dass ein Morphismus f: T — S genau
dann durch V (@) faktorisiert, wenn der Riickzug (f X idx)*¢ trivial ist.

Beweis. Siehe [47, Proposition 2.3.5.1] fiir den Fall, dass £s und Fg lokal frei sind. Der
allgemeine Fall wird in [10, Lemma 3.1] bewiesen. O

Proposition 6.30. Der feine Modulraum QTmp,, = QTmp%l,’l@QOX( )X der dekorierten

-n
Quotiententumps vom Typ (d,1) existiert.
Beweis. Fiir t € T sei Quot!, := Quot?}ggox(_n)’  das Quot-Schema mit universellem
Quotienten ¢;: Y ® pri Ox(—n) — Q' auf Quot!, x X (siehe Abschnitt 2.4). Weiter
sei Quotﬁ;o das offene Unterschema aus Lemma 4.9, so dass fiir jeden Punkt p €
Quot!? die Garbe Q! lokal frei ist und H"(gs,(n)) ein Isomorphismus ist. Wir setzen
Quot,, := [T;er Quot’?, und Q := ((pr, x idx)*Q*,t € T), so dass man auf Quot,, x X
den Quotienten ¢: Y ® pr Ox(—n) — @ von T-gespaltenen Vektorbiindeln hat. Wir
betrachten nun fiir eine ganze Zahl m auf Quot x Jac! x X die Garben

F o= PrQuot, xx @p @ Py Ox(m),
G: = (pry, xidx)"L @ pr Ox(m).

Fiir geniigend groBes m sind fiir jeden Punkt s € Py := Quot x Jac' die Garben F, und
Gs global erzeugt, und es gilt h'(F!) = h!(G!) = 0, € T, so dass nach dem Basiswechsel-
und Kohomologiesatz prp, , F und prp ., G lokal frei sind. Wir bilden das Biindel

P1 = ]P(Hom(prpo* F? Pr'py« g)V)
iber Py. Auf P; gibt es dann den tautologischen Homomorphismus

f: pr};() prPQ* “F — pr}o prpo* g ® OPl (1)
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6.3. Konstruktion des Parameterraums
sowie auf P; x X die surjektiven Auswertungshomomorphismen
evr: prp Prp F = PrpwxF,  evg: Prp Prp. G — Prpxx G-

Es sei K := ker(evr) und h die Einschrankung von (evg ® idop, (1)) o prp, f auf K.
Dann gibt es nach Lemma 6.29 ein abgeschlossenes Unterschema P, := V' (h) von P,
auf dem h verschwindet. Auf P, gibt es dann einen tautologischen Homomorphismus

[+ PrQuot, xx @p ® prx Ox(m) — (prj,q x idx )" L ® Op, (1) ® pry Ox(m).

Wir setzen ¢ := f ® idpr} Ox(—m)-

SchlieBlich bilden wir P := P(pre),o;, xx Qo)|Pyx{zo}- Auf P haben wir nun den
universellen Quotienten T-gespaltener Vektorbiindel mit Gradvektor d und Rangvektor
r

§:Y@pry Ox(—n) — E

mit F = (Et,t € T) und Et = prauott X Q?, den tautologischen Homomorphismus

mit & := pry,u, L := (& x idy)*L und Ny = prp Op, (1), sowie den tautologischen
Homomorphismus §: E,|py iz, — Op(1) =t Na.

Das folgende Lemma zeigt, dass QTmp,, := P der feine Modulraum der dekorierten
Quotiententumps ist. O

Lemma 6.31. Die durch QTmp, parametrisierte Familie (§, &, N1, No, ¢, 3) erfiillt die
universelle Figenschaft fiir Familien dekorierter Quotiententumps.

Beweis. Es sei S ein Schema und (¢g, ks, N1,5, Na,s, ¢s, sg) eine durch S parametri-
sierte Familie dekorierter Quotiententumps. Aufgrund der universellen Eigenschaft
des Quot-Schemas bestimmen die Quotienten gs;, t € T, einen eindeutigen Morphis-
mus fo: S — Quot,, mit h*§ = gg. Zusammen mit kg erhdlt man einen Morphismus
fi: 8 — Quot,, x Jac'. Der Homomorphismus

(m)) prS*ﬁ(m))

pro.(Es, @ pry Ox Ni s ® prg,((ks x idx)*L ® pry O(m))

liefert einen Morphismus fy: S — P iiber fi, der nach Konstruktion iiber P, faktorisiert.
Er erfiillt f5(Op, (1)) = N1s und f5¢ = pg. Schliellich bestimmt sg: Eg y5x {20} =
fikEo.‘P2X{$0} — N g einen Morphismus f: S — QTmp,, iiber fi. Nach Konstruktion
gilt dann

f*(Q7%7N1a 279575)g(QS7557N1757N2,S7§05785)'
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6. Dekorierte Tumps

6.3.2. Der Gieseker-Morphismus

Fiir einen Index t € T sei Jac® die Jacobi-Varietit der Geradenbiindel vom Grad d; auf
X und P? ein Poincaré-Biindel auf Jac? x X. Wir betrachten auf Jac := ], Jac®
das Geradenbiindel
POE = ®(prJacdt X idx )* PRt
teT
Nach Proposition 4.7 gibt es ein n1, so dass fiir n > ny, t € T und einen Punkt y € Jac®
gilt:

* hl(PIt{yl}XX(nrt)) - hl(P\%ic}lxX ® Ly, yxx)(nar)) =0,

®kc1

° P‘t{y}xx(m}) und (77|{y1}xx ® Liy,yxx)(na1) sind global erzeugt.

Wir wéhlen ein n > ni. Dann ist die Garbe
Tt
Gyt := Hom </\ Y'® Oy, e, Prypei (P @ pry (’)X(rtn))>

iiber Jac™ lokal frei. Wir definieren Gies ; := P(Gy,). Ohne Einschrankung darf man
annehmen, dass Ogies, , (1) sehr ampel ist.

Es sei ps: Quoth? — Jac® der durch det(Q?) bestimmte Morphismus. Es gibt dann ein
Geradenbiindel A’ auf Quot’? mit det(Q?) = pr*.  ,, A'® (p; x idx)*P*. Der Vorschub

Quot,;
des Homomorphismus

Tt

Tt
/\ (qt & idpr} Ox(n)) : /\Yt & OQuotf{O « X — det(Qt) ® pI'i’;( OX (TLT‘t)
von Quoth? x X nach Quotk® definiert einen GL(Y?)-dquivarianten Morphismus
ERE Quotf;o — Giesy

iiber Jac® mit 1} 1OGies; , (1) = A", Wir setzen Gies; := [[;cr Giesi; und erhalten den
GLr(Y)-dquivarianten Morphismus

L = H (L1,t o prQuott,o) : Quot,, — Gies;
teT "
iiber Jac? mit 1}Ogies, (1) = A := Quer pr*(;zuotz0 At
Wir betrachten nun auf J := Jac% x Jac! die lokal freie Garbe

Gs := Hom (Yaeiﬁbl ® Oyj,pr (pr}aci X POLECL prjacl «X L@ pry Ox (nal)))

und setzen Giesy := P(Gy). Indem man die Poincaré-Biindel £ und P! mit ausreichend
hohen Potenzen der dualen Biindel von amplen Geradenbiindeln auf Jac! bzw. Jac®
tensoriert, kann man erreichen, dass Ogies, (1) sehr ampel ist.
Auf QTmp,, xX haben wir nach Proposition 6.4 die Surjektionen
Y pry Ox(—ain) — El?l%bl — Ep ® det( EPE)®er

a1,b;

90



6.3. Konstruktion des Parameterraums

Durch Komposition mit ¢ ® id det(E®R)@e1 und Tensorieren mit pri Ox(ain) erhalten
wir einen Homomorphismus

Y;?ﬁbl ® OQTmp, xX — L® praTmpn N ® det(E@ﬁ)@)Cl ® pry Ox(nay) .
Wir benutzen det(E®E) = Priyuor, AZE @ Pry 4 PO mit

APE = R prfy, o AU
n

teT

und bilden den Vorschub nach QTmp,,, um den Homomorphismus
ST 7 * ®kKcC1 *
Yal,b1 ® OQTmpn - prQTmPn * (L ® prJaci x X P ® Prx OX (na1)> ® B

mit B:= N; ® PIuot, A®E zu erhalten. Dieser definiert einen GLr(Y)-dquivarianten
Morphismus
t2: QTmp,, — Giesy

iiber Jac? mit t5Ogies, (1) = B. Analog haben wir auf QTmp,, x X die Surjektionen

Y5 ® Oqrmp, xx(—azn) = EL5 = E, ® det(E)¥5 .

az,ba

Durch Einschrénken auf QTmp,, x{z¢} und Komposition mit § erhalten wir den Homo-
morphismus

y o8

az,bz

\ ® Qe
® OQTmpn — N2 ® pr*QuOtn A e ® prjaci XX Pl QTfnpn :

Dies definiert einen GLp(Y')-dquivarianten Morphismus

131 QTmp, — P(Y.2% ) =: Giess

az,b2

RKC2

mit t5O0Giess (1) = Ny & PIQuot A®E2 @ (prj, 4 X idX)*P| QTwap, - Wir definieren nun den
Gieseker-Raum
Gies, := Gies; X 3,4 Giesy x Giess .

Die oben konstruierten Morphismen ¢;, i = 1,2, 3, bestimmen den GL7(Y')-dquivarianten
Morphismus

gies,, 1= (L1 0 Pruet, » L2, t3): QTmp, — Gies,
iiber Jac? x Jac'.
Lemma 6.32. Der Gieseker-Morphismus ist injektiv.

Beweis. Es sei p € QTmp,, ein Punkt mit assoziiertem dekorierten Quotiententump
(¢, L, ¢, s). Aus der Wahl von n und Lemma 4.36 ergibt sich, dass ¢1 injektiv ist, d.h. ¢
ist durch gies, (p) bestimmt. Analog sieht man, dass ¢ durch das Bild ¢2(p) eindeutig
bestimmyt ist. SchlieBlich ist offensichtlich, dass ¢3(p) die Dekoration s festlegt. O]
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Wir linearisieren die Wirkung von GL7(Y') im Geradenbiindel

OGlesn (ﬁt, te T 61; 02 <® prGlest 1 OGleSt 1 (nt)) X OGieSQ (01) X OGieSg (92)
teT

mit
mei= 2 () + (0, X) — @1d1 — @i~ rxe) o tET,

01 := zroq, 09 := 2rdy .

(6.7)

Hierbei ist p(n) := dim(Y®%) = 3", .p kepr(n) und z € N5 eine Zahl, so dass n, t € T,
und 6,,, m = 1,2, ganzzahlig sind. Indem man n geniigend grofl wahlt, kann man
erreichen, dass diese Zahlen positiv sind, und das konstruierte Geradenbiindel somit
sehr ampel ist.

Bemerkung 6.33. Es seien L% Geradenbiindel vom Grad d;, t € T und L ein Geraden-
biindel vom Grad [ auf X. Die Faser von Gies,, iiber dem durch diese Geradenbiindel
bestimmten Punkt in Jacd x Jac! ist dann isomorph zu

[] Gies1 (L%) x P (Hom (Y@“ HO (L% @ L(aln))>v> x P(Y 22 ).

ay,by? az,b2
teT

mit L := &, L% und
teT

Ciesy ¢ (L%) := P (Hom (7\ Yt,HO(Ldt(nrt))> ) .

Es sei ¢: Y ® Ox(—n) — FE ein generisch surjektiver Morphismus 7T-gespaltener
Vektorbiindel mit r(E) = r und det(E?) = L% t € T. Dies definiert Punkte [M;] €
Giesy ¢, t € T'. Analog zu Lemma 4.37 berechnet man fiir eine Einparameteruntergruppe
A von SL, 7(Y') mit assoziierter gewichteter Fahne (Y, )

1(Yo)+1
pOL M) == > i (sk(F) = k(F_Y))
k=1
1Y) (6.8)
=3 a; (p(n) 1k(F)) = rk(E") dimy(Y)) ,
j=1
wobei Ff C E' die von th =Y"NY; erzeugte Untergarbe ist. Fiir zwei Punkte
K C v K
[Ty] e P (Hom (Yaﬂf;)l,HO(Lé@ 1 ® L(aln))) ) , [T, e P(Y,5 ),
berechnet man mit Beispiel 3.37
1(Y.)
WO\ [11]) = — min { S ay(ar dim(¥;) — pm)v; () |i € 1 : Tyyye: # o} . (69)
7=1
1(Y)
(A, [T3]) = — min { Z aj(az dimg(Y;) — p(n)v;(2)) [i € Iz Tyyei # 0} . (6.10)
7=1
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6.4. Vergleich der Stabilitidtsbegriffe

Insbesondere haben wir die Abschéitzung

1(Ye) 1(Ye)

—az Y aydimy (V) < p(\ 1) < az Y a(p(n) — dimy(Y))). (6.11)
j=1 =1

6.4. Vergleich der Stabilitatsbegriffe

6.4.1. Schnittstabilitat

Fiir eine gewichtete Fahne (E,, @) und eine Zahl n € N definieren wir die Grofle

1(Es)

M3 (Bosan) o= 3 ag (b (B(n) rke(Bj) — hY, (Bj(n)) rka(E)) -
j=1

Definition 6.34. Es sei n € N. Ein dekorierter Tump (E, L, ¢, s) ist (1,02, k, X)-n-
schnitt(semi)stabil, wenn fir jede gewichtete Fahne (F,, ) gilt

M\ (Es, a,n) + 011 (Ee, i, @) + 02p12(Ee, a1, 5)(2)0.

Lemma 6.35. Es gibt ein ng > ny, so dass fiir n > ng, jeden (91,02, Kk, x)-n-schnitt-
semistabilen dekorierten Tump (E, L, p, s) und jedes t € T gilt: h*(E*(n)) = 0.

Beweis. Angenommen es gilt h'(E%(n)) = h%(E"%V(—n) ® wx) # 0 fiir einen Index
to € T und f: E%(n) — wy ist ein nicht-trivialer Homomorphismus. Es sei F0(n) :=
ker(f) und F das T-gespaltene Biindel mit F* = F'o und F' = E! fiir t # to. Die
Schnittsemistabilitit fiir die Fahne (F C E, (1)) liefert

hig  (F (1)) 1k (E) < hiy  (E(n)) tkg(F) + (a101 + a202) kg (F) .
Es gilt h°(E®(n)) < RO(F'(n)) + g, tk(F') = rk(E%) — 1 und daher
W (B(n) — igg — X0 < W (F(n)).
Wir erhalten somit die Abschétzung
Figh (B(1)) < (iyg + Xto) ths(E) + (@181 + a262) (cks(E) — iy
SchliefSlich findet man mit dem Satz von Riemann-Roch

KX Xto r ,{/tO
—— < g + — 4+ a 5 +a 5 .
1l KJ(E) = Koty Koty T ( 191 2 2)

HE,K(E)JF”WLl*gS

Fiir n > 29 + M (&, x) — pey(E) + (a101 + a2d2) muss also h'(E'(n)) =0 fir alle t € T

gelten. O

Proposition 6.36. Fir n > ngy, einen (01,02, k, X)-n-schnittsemistabilen dekorierten
Tump (E, L, p,s) und eine gewichtete Fahne (Feo, ) gilt

Mﬁyx(E.7Q) Z ngx(E07Q7 n) .

Insbesondere ist jeder (01,2, k, X)-n-schnitt(semi)stabile dekorierte Tump dann auch
(01, 02, K, X)-(semi) stabil.
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6. Dekorierte Tumps

Beweis. Dies folgt aus dem vorangegangenen Lemma und dem Satz von Riemann-
Roch. O

Lemma 6.37. Es gibt ein ng > ng, so dass fir n > ns, jeden (31,02, k, x)-semistabilen
dekorierten Tump (E, L, p, s), jede T-gespaltene Untergarbe F C E und jedes t € T mit
RY(Ft(n)) # 0 gilt:

hgg(E(n)) rk, (F) — hg&(F(n)) rky (E) — rky(F)(a101 + a202) > 0.

Beweis. Es gibt nach Proposition 6.26 eine Konstante C' mit ftx y max(£) < i,y (E) +C
fiir alle semistabilen T-gespaltenen Vektorbiindel E. Wir setzen a

C:=g+C—-m(kx)+ (@161 + azd2)

1
rk,(E)
und teilen die Klasse der T-gespaltenen Unterbiindel von F in zwei Klassen

A= {F | s xmin(F) <t (E) + C = 1kg(F)C =1y (F) }
B = {F | e min(F) > piy (B) + C — 1k (F)C — rk&(F)} .

Es sei zunédchst F' aus A. Nach Lemma 6.13 haben wir
PUF(R) < (e(F) — 1) [ e (F (1)) = () +1]
+ [ty min(F () = ms, ) + 1]

Aus der Definition von A und dem Satz von Riemann-Roch ergibt sich

1
2 ()

RO (F(n)) < rk,(F) (/’LH7X(E) +14+n—g-— a0y + a252)> —rky (F)

STkK(F) = — . E( )(CL151 +CL252) —rkX(F).

Also gilt

hy y (B(n)) tk(F) = h (F(n)) tky(E) — rtky(F)(a181 + a2d) > 0.

Es sei nun F aus B. Fiir eine Komponente F! haben wir nach Definition und Korol-
lar 6.27, (ii),

psx (B) + C = 1k (F)C = tky (F) = M (5, x) < p(F*) < pgo(E) + C = m(s, x) .-

Es gibt daher nur endlich viele Kombinationen von Grad und Rang fiir F, so dass die
Menge der Isomorphieklassen solcher Vektorbiindel beschrankt ist. Es gibt also ein ns,
so dass h!(Ft(n)) = 0 fiir alle n > nj gilt. O
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6.4. Vergleich der Stabilitidtsbegriffe

Bemerkung 6.38. Das vorangegangene Lemma legt folgende Konstruktion nahe: Es sei
(Fe, a) eine gewichtete Fahne der Lénge | = 1(E,). Wir wiahlen n > n3 und zerlegen die
Menge der Indizes I = {1,...,1l} in zwei Teilmengen

(i, ity ={ieI|3teT:h(E!(n)) #0},

(B, iPYy.={iel|vteT: h(E(n)) =0},
wobei wir annehmen, dass die Indizes aufsteigend angeordnet sind, d.h. i < ... <4
und i < ... <iZ. Wir definieren dann die gewichteten Fahnen (E{', o) und (EE, oP)
durch

El: {0}=EyCEsC...CEaCE,
EJ: {0}=EyCEpC...CEpCE,

und die Gewichtsvektoren a? := (q;a,...,;a) bzw. o = (a;5,...,q;5).
1 T 1 s

Proposition 6.39. Es sein > ns, (F,L,p,s) ein (01,02, K, x)-(semi)stabiler dekorier-
ter Tump und (Fe,a) eine gewichtete Fahne. Dann gilt

ME,X(EM &, n) + 51”1 (an o, SO) + 52#2(E.,g, S)
> My (B2, ) + 01 (EF, o, @) + bapa(ED, " 5).

Insbesondere ist (E, L, p, s) auch (01,2, k, X)-n-schnitt(semi)stabil.

Beweis. (i) Wir nehmen zuniichst (F,,a) = (EZ, a®) an, d.h. hl(EJt(n)) = 0 fiir alle
t €T und 1 < j <1(E,). Nach Korollar 6.27 gilt auch h'(E!(n)) = 0 fiir alle t € T. Mit
dem Satz von Riemann-Roch folgt

B2 () thg(Ey) — B (3 () g (E) = deg () s (Ey) — degy () ks (E)
fir alle 1 < j <1(F,). Daher gilt

M:,X(Ehga ’I’L) + 51M1(E0>Q7 90) + 52/L2(E0a Q, 5)

:MH,X(EMQ) + 51/“ (E.,Q, 30) + 52N2(E07Qa 5) .

(ii) Falls es einen Index j und ein t € T mit h' (E%(n)) # 0 gibt, benutzen wir die in
Bemerkung 6.38 beschriebene Zerlegung der Fahne. Aus Lemma 3.38 erhalten wir die
Abschétzung

ME,&(EH «, n) + 61”1 (Eu o, 80) + 52MQ(E., Q, 8)
ZM;X(EQB7QBa TL) + 61;“'1(E0B7 aBa QO) + 52M2(E0B7QB7 8)

u—1
+ M;X(E;L‘,QA, n) — (01a1 + d2a2) Z 0434 rkﬁ(EJA) )
X P

Der zweite Term ist nach Lemma 6.37 positiv. Die gesuchte Ungleichung ergibt sich nun
aus Teil (i). O
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6. Dekorierte Tumps

Korollar 6.40. Firn > ns ist ein dekorierter Tump genau dann (01, d2, K, x)-(semi)-
stabil, wenn er (91,02, K, X)-n-schnitt(semi)stabil ist. In diesem Fall gilt fir jede gewich-
tete Fahne (E,, )

M\ (Ee,a,n) + 0141 (Ee, @, ) + S212(Ee, a, 5)(2)0
— ME:K(EMQ) + 51M1 (Eh Q, SO) + 52M2(an o, ‘9)(2)0 .

6.4.2. GIT-Stabilitat

Im Folgenden sei p € QTmp,, und (E, L, ¢, s) := (E, L, 3, §)|p der durch p definierte
dekorierte Tump.

Wir ordnen einer gewichteten Fahne (F,, «) in E eine gewichtete Fahne I'y(E,, a) =
(Ys, ) von Y auf folgende Weise zu: Wir setzen

Uj == H(G(n)) " (H(Ej(n))) C Y*', teT,

und Uj := (U}, t € T) fiir 1 < j <1(E,). Es sei Y, die durch die Raume Uy, 1 < j < 1(F,)
induzierte Fahne der Lange 1(Y,) < 1(E,). Fiir 1 < h < 1(Y,) setzen wir J(h) := {j €
{1,...,u}|U; =Y} und

1<h<1(Ya).

o,
m
=M
>
E
Q
o

Dabei ist auch die triviale Fahne Y, = ({0} C Y') mit Gewicht 5 € {0} zugelassen. Fiir
diese Fahne gilt u(Y,, 3, gies, (p)) = 0.

Proposition 6.41. (i) Fir jede gewichtete Fahne (Fo, ) und jede Einparameterun-
tergruppe X mit Fahne (Ys, 8) = I';(Fe, ) gilt

(A, gies, (1))

e < M\ (Ee,a,n) + 0101 (B, &, ) + 02p2(Ea, a, 5) .

(ii) Im Fall der Gleichheit gilt 1(Eo) = 1(Y,) und E; wird generisch von Y; erzeugt fir
1< <1(E).

Beweis. Es sei Fj, das durch Y}, generisch erzeugte T-gespaltene Unterbiindel. Wir setzen
j(h) := min J(h). Wegen dim(Y}}) = hO(Ej-) und rk(Fy) < rk(E}) fir 1 < h < 1(Ys),
j € J(h) und t € T ergibt sich aus Gleichung (6.8)

1(Ys)
=2 B (p(n) r(F}) = dimy (¥3) rk(E"))

1<E.>
< Y aj (p(n) k(B — h(B;(n)) rk(E"))

J=3(1)

und wegen h°(E}) =0 fir t € T, j € J(0),

0< 3 ay (p(n) rk(E}) — h(E;(n))rk(E")) .
7€J(0)

96



6.4. Vergleich der Stabilitidtsbegriffe

Mit der gewiihlten Linearisierung (6.7) ergibt sich wegen p(n) = h(E(n)), r = rkx(E)
und (r,x) = rkK(E)

Z nep(A, [Me]) <

teT
I(

E,)
2> a(p(n) + (1, x) — @161 — as8) (p(n) rku(Ej) = rhl(E;(n)))
j=1

1(E,)
—2 3 ay (rp(n) Tk (Bj) = rhi(E; (m) (z, X))
7j=1

1(E,)
=2 {p(n) Y aj (hl,(B(n)) rke(Ey) — b (Bj(n)) rke(E))

j=1
1(Ea)

+(@181 +a202) Yy (rhi(Ej(n)) — p(n) tky(E)))
j=1
Man beachte, dass hier Gleichheit nur gelten kann, wenn J(0) = & und rk(F}) = rk(EY)
fir 1 <h <1(Yy), j € J(h) und t € T gilt.

Es seien ") und A®) Tupel, fiir die in (6.9) bzw. (6.10) das Minimum angenommen
wird. Fiir einen Index 0 < j < 1(F,) sei 0 < h(j) < 1(Ye) der Index mit Yj; = Uj.
Wegen v,y (A™) = 0 und hQ(E;(n)) = 0 fix m = 1,2, j € J(0) gilt

1(Ya)

Z B (p n)vp(B) —ay dlmn(Yh))

I(E.

= Z a; (p(n)vngy) (V) = arhd(E;(n))

—
,-\
v

Z ﬁh ( Vh h(2 ) — a9 dlm,.;(Yh))

(
- Z a; (p()vi(h®) = ash(E;(n))) .
j=1

—

Die bisherige Rechnung zeigt mit 67 = zrd; und 65 = 2rd

(X gies, () =D nep(X, [Me]) + O1pa(X, [Th]) + bapa(N, [T3])
teT
1(Es)

<zp(n Zag( (n)) 1k (Ej) = ks (E)RE, (E5(n))

I(Eo)

+01 Y aj (rongy (1Y) — a1 vky(Ey))
j=1
1(E,)

+ 0o Z Q; (TVh(j) (ﬁ(Z)) — ay I‘kﬁ(Ej))

J=1
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6. Dekorierte Tumps

Wir definieren nun
i =) m=12, I=1

Da T1\Y®ﬁ(1) £ 0 gilt und das von Y®2" erzeugte Biindel F21" in E®1" enthalten ist,

muss auch g0|E®j(1) # 0 gelten. Aus (6.5) folgt

1(Es)

p(Ee,a,0) > Z a; (rv; (i) — i vke(By)) -
j=1

Ebenso sieht man mit Gleichung (6.6)

1(E,)

w2(Fe,, 8) > Z a; (TVj(i(Q)) —as rkﬁ(Ej)> .
j=1

Da j(h) < j dquivalent zu h < h(j) ist, haben wir Vh(j)(@(m)) = v; (™) fiir m = 1,2.
Insgesamt ergibt sich

\. oi
w S M,iX(E.,Q,n) + 61NI(EQJQ7 90) + 52,“2(E07Q7 S) .

zp(n) =
0

Wir ordnen nun einer gewichteten Fahne (Y, 3) von Y eine gewichtete Fahne Q,(Ys, /)
von E zu: Es seien Fj, die von Y}, erzeugten T-gespaltenen Untergarben und Ej die von
den Garben F}, generisch erzeugten Unterbiindel. Wir bezeichnen mit F, die durch die
Biindel Ej mit h!(Ff(n)) = 0 fiir alle ¢t € T definierte Fahne der Linge 1(E,) < 1(Ys)
von E. Fir einen Index 1 < j < 1(F,) setzen wir H(j) := {1 < h < 1(Y,)| E}, = Ej},
h(j) := min H(j) und definieren

aji= Y B, 1<j<l(E.).
heH(j)

SchlieBlich definieren wir Q,(Ys, ) := (Fo,a). Auch hier ist die triviale Fahne {0} C E
mit Gewicht a € {0} zugelassen.

Proposition 6.42. Es sei a2y < 1, n > n3z, A eine Einparameteruntergruppe mit
gewichteter Fahne (Ys, 5) und (Eo, ) = Qp(Ye, ).

(i) Wenn (E,L,p,s) (01,02, Kk, x)-semistabil ist, dann gilt

PO gies, (1)

2p(n) > My (Ee,a,n) + 6111 (Es, @, 0) + 2p12(Fe, i, 5) -

(ii) Bei Gleichheit gilt (Es) = 1(Ya) und E} = Ep, s, = H%(qp(n))"{(H(Ep(n))) fiir
1 <h<I1(Ys).
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Beweis. (i) Analog zu Bemerkung 6.38 zerlegen wir die Fahne (Y,, 3) in zwei Fahnen
(YA, 84 und (Y2, BP), so dass h' (FP!(n)) fiir alle t € T und 1 < h < 1(V,P) verschwin-
det, und es fiir alle 1 < h < 1(YA) ein ¢t € T mit h'(F(n)) # 0 gibt. Nach Lemma 3.38
erhalten wir zunéchst

p(X, gies(p)) = Y nep(Ye, B, [Mi]) + 01u(Ye, 8, [T1]) + Oapu(Ye, 53, [T2))

teT
(YY)
> (Y, B, [Mi]) — (a161 + agfa) > B dimy (V')
teT h=1
+ Z UtM(Y.BaﬁB» [Mt]) + Qlﬂ(KBaﬁB, [Tl]) + 92M(K37§B7 [T2]) :

teT

Mit der Linearisierung (6.7) und Gleichung (6.8) folgt wegen dim, (V) < h(F A)

(YY)
YV B4 M) — (a161 + az62) D B dimy (Vi)
teT h=1
>zp(n Z Bit [ (B(n)) rha(Fy1) — b2 (i (n)) ks (E) = (a161 + a20) rks(Fy1)]

Nach Lemma 6.37 ist dieser Ausdruck positiv. Es gilt also

(X, gies, (p) > (Y2, B7), gles, (p)) ,

und Gleichheit kann nur eintreten, wenn h'(Ff(n)) = 0 fiir alle t € T, 1 < h < 1(Ys)
gilt.

(ii) Wir nehmen nun an, dass h*(F}(n)) =0 fiir t € T und 1 < h < 1(Ys) gilt. Wegen
dim(Y}) < h(F}) und Gleichung (6.8) haben wir zunéchst

1(Ys)
u()‘v [Mt]) = Z Bh ( I‘k Fh) — Tt dlmn(Yh))
l(E.
>3 7 Bu(p(n)rk(F) = rehf(Fa(n)))
Jj=1 heH(j)

+ ) Bure(p(n) — dimg(Y3)) -

he H(I(Es)+1)
Man beachte, dass Gleichheit nur gelten kann, wenn dim(Y}) = h°(Fj(n)) fiir alle h gilt.
Es seien i(™), m = 1,2, Indextupel, fiir die jeweils das Minimum in (6.5) bzw. (6.6)
angenommen wird. Wir definieren

™= nii™y,  k=1,....am, m=12.

Weil Y2 das Biindel E® generisch erzeugt und P i # 0 gilt, muss auch
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Tl\Y@(l) # 0 gelten. Aus Gleichung (6.9) folgt

1(Ys)
pOS ) 2 Y Ba (p(n)vn (b)) — a1 dimg(Y))
h=1
1(E.)
>3 S B (p)wn(aD) — arhd(Fi(n))

j=1 heH(j)

+ai Y Bulp(n) - dimg(Ys).

he H(1(Es)+1)

Wenn die Torsionsgarben T}, := E} /F}, nicht trivial sind, kann 7] oy oRC

auch wenn 8| goi® # 0 gilt. Wir finden mithilfe der Gleichungen (6.10) und (6.11)
lediglich die Abschitzung

y verschwinden,

1(Es)
B> Y 3 B (p()((B?) — ash(Th)) — ashl(Fi(n))

j=1 heH(j)

— a2 Z Bh dimﬁ(Yh) .

heH(1(Fe)+1)

Zusammen mit der Linearisierung (6.7) ergibt sich

()\ gleS > Z Z ﬁh( gx n)) rk,(F )_Thga&(Fh(n)) - azézrhg(Th))

Jj=1 heH(j)
I(Es)

+01> Y B (rva(h®) — arrky(Fy))
Jj=1 heH(j)
1(E,)

+62 ). > B (Wh —ag rkﬁ(Fh))
Jj=1 heH(j)

+7r Z Br (p(n) — dim,(Yy) — a2d2) .
heH(1(Ee)+1)

Wegen der Voraussetzung asde < 1 ist der Term (p(n) — dim,(Yy) — a2d2) positiv.
Aufgrund der Annahme h'(Ff(n)) = 0 erhélt man aus der kurzen exakten Sequenz

0— F, = E;, =T, —0
die Gleichung h{(E}(n)) = h)(Fj(n)) 4+ hQ(T)). Damit ergibt sich
rho ( (1)) + agdorh? 5(Th) = rhg&(E;l(n)) — rhg(Th)(l — ag09) < rhg,K(E;L(n)).

Hier kann Gleichheit nur eintreten, wenn Tj, = 0, 1 < h <1(Y,) gilt. Wegen rk, (F},) =
rki(B) = tku(E)), hi, (E}) = hi, (Ej) und yh@m)) = v;(i'™) fiir h € H(j) findet
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man schliellich

PO D)) S (WD ()t () — B (B () riol(E)

I(B.)
+01 Y oy (1Y) — a1tk (Ey))

j=1
1(Es)

+d2 ) a (TVj (i) — ag rkﬁ(Ej))

7j=1
= M;X(E.’g’ n) + 51”1 (E07Q> @) + 52M2<E07Q1 8) .

Im Falle der Gleichheit folgt aus den Beobachtungen zunéchst h(F(n)) = 0, Fj, = E},
und dim(Y3) = h%(E} (n)), 1 < h <1(Y,). Daraus folgt dann 1(Y,) = 1(E,) und schlieflich
Vi = H%(gp(n)) ™ (HO(Ep(n)))- O

Korollar 6.43. Es sei a202 < 1 und n > ng. Fir jeden Punkt p € QTmp,, gilt: Der
dekorierte Tump (E, L, ,3)|, ist genau dann (91,02, K, x)-(semi)stabil, wenn gies, (p)
GIT-(semi)stabil ist.

6.5. Beweis von Theorem 6.24

6.5.1. Lokal universelle Familien

Es sei QTmp®”® := gies,; ! (Gies®) das offene Unterschema der (41,3, &, x)-(semi)-
stabilen dekorierten Tumps.

Lemma 6.44. Fiirn > ng erfillt die Familie (E, &, N1, Na, §, 3) auf QTmp,(f)S die lokal
universelle Eigenschaft fir Familien (81,02, k, x)-(semi)stabiler dekorierter Tumps.

Beweis. Es sei S ein Schema und (Es, kg, N1,5, Na,g, @5, sg5) eine durch S parametrisier-
te Familie (01, d2, K, x)-semistabiler dekorierter Tumps und s € S ein Punkt. Aufgrund
von Proposition 6.26 und der lokal universellen Eigenschaft des Quot-Schemas (Lem-
ma 4.10) gibt es eine Umgebung U von s und einen Morphismus fy: U — Quot! mit
(foxidx)*"Q = Egjyxx- Wir betrachten die durch U parametrisierte Familie dekorierter
Quotiententumps

((fo x1dx)*q, ks, N1,510> No,sjus sjv» Ssjv) -

Nach Lemma 6.31 gibt es dann einen Morphismus f: U — QTmp,, mit der gewiinschten
Eigenschaft. Aufgrund von Korollar 6.43 faktorisiert f durch QTmpS)S. O

Auf Quot,, haben wir die natiirliche Wirkung von
PGL7(Y) := GLp(Y)/C*.

Die Wirkung léasst sich anheben auf QTmp,,.
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6. Dekorierte Tumps

Proposition 6.45. Wenn fi, fo: S — QTmp,, 2wei Morphismen sind, so dass die
Riickzuge der lokal universellen Familie isomorph sind, dann gibt es einen Morphismus
g: S — PGLT(Y) mit g - f1 = fg.

Beweis. Wie in Lemma 4.11 gibt es Isomorphismen g;: Y' ® Og — Y' ® pr L, die

die Isomorphismen E; — E; ® pr§Lg induzieren. Der Morphismus ¢ := (g;,t €
T):Y ®0g =Y ®prg Lg induziert dann einen Morphismus g: .S — PGL7(Y) mit den
geforderten Eigenschaften. O

6.5.2. Eigentlichkeit des Gieseker-Morphismus

Proposition 6.46. Es gibt ein ngy > ns, so dass fiir n > ng und azds < 1 die Fin-
schrinkung des Gieseker-Morphismus

glesy, 1= gies,| qrmpss: QTmp] — Giesy
etgentlich ist.
Beweis. Es sei R ein diskreter Bewertungsring und K sein Quotientenkorper. Wir
betrachten das Diagramm
Spec(K) AN QTmp®
pl Jgieﬁf
Spec(R) LN Gies? .

Der Morphismus f definiert eine Familie dekorierter Quotientumps auf Spec(K) x X.
Der Quotient gx entspricht einem Morphismus Spec(K) — Quot,,, der sich eindeutig
zu einem Morphismus Spec(R) — Quot,, fortsetzen lasst, da Quot,, projektiv ist. Dies
entspricht einem Quotienten ¢: Y ® pry Ox(—n) — Fg. Dabei ist es moglich, dass Fg
auf der Faser iiber dem speziellen Punkt {m} x X Torsion besitzt. Wir betrachten daher
stattdessen den generisch surjektiven Homomorphismus

qr: Y @ pry Ox(—n) — Fp — Fy"Y =: Eg.

Die Komponenten E% der T-gespaltene Garbe Ep sind reflexiv auf der reguliren Fléiche
Spec(R) x X und somit lokal frei (siehe [19, Prop. 1.3 und Cor. 1.4]).

Es sei pry,.: Gies, — Jac! die Projektion. Dann ist kg := pry,.: oh die eindeutige
Fortsetzung von kg nach Spec(R).

Wir betrachten fiir eine Zahl m auf Spec(R) die Garben

F 1= Prspec(R)« (Yfil ® pry Ox(m — nal))
G = Prspec(r)« ((£R X 1dx)"L @ det(ER) " @ pr Ox(m))

mit det(ER)®E := @, det(E%L)®5t. Fiir geniigend grofes m sind beide Garben lokal
frei und wir konstruieren das projektive Biindel

prg: @ := P(Hom(F,G)") — Spec(R)
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6.5. Beweis von Theorem 6.24

iiber Spec(R). Auf &5 x X gibt es den tautologischen Homomorphismus

'Zl ®pry Ox(m — aln)) —

% )
QO(]: pr(I’O prq)()* (Yalj
— (kr x idx )*L ® pri det(ER)®E @ pri Ox(m) @ Og,(1).
Nun sei @ das abgeschlossene Unterschema, auf dem die Einschrankung von ¢g auf den
Kern des Homomorphismus
8 @ pri Ox(m — an)) = pri(Ex, ® det(Ep)) @ pri Ox (m)

)

% ®

pr<1>0 prq)o* (Yal

verschwindet. Auf ® x X haben wir dann den tautologischen Homomorphismus
© = Po|d & idpr}s{ Ox(—m)* pl“*R ER,p — pr}}(/ﬂR X idx)*,C & O@(l) .

Der Morphismus ¢k : Fk, = (kg X idx)*L ® prgpec(K) Nj i definiert einen Mor-
phismus fi: Spec(K) — & iiber Spec(R) mit f{fOg(l) = Ny . Da ® — Spec(R)
projektiv ist, gibt es eine eindeutige Fortsetzung f;: Spec(R) — ®. Wir setzen pp :=
(]Fl X idx)*(tp): ER,p — (HR X idx)*ﬁ & pl‘gpec(R) Nl,R mit Nl,R = ff(%(l)

Wir betrachten schlieBlich das projektive Schema ¥ := P(Y. "% ). Der Homomor-

ag,ba
phismus Y;S%Q ® Ospec(k) — EK o|Spec(K)x{zo} — N2,k definiert einen Morphismus
fa: Spec(K) — ¥ mit f3Og(l) = Ny . Aufgrund der Projektivitdt gibt es eine
eindeutige Fortsetzung fo: Spec(R) — W. Dies entspricht einem Homomorphismus
SR: Yaej,ﬁbQ & OSpec(R) — N27R = fék@\p(l)

Insgesamt erhdlt man die Familie Dg := (qr, kg, N1,r, N2,r, ¥R, Sg) auf Spec(R), die
den Morphismus h: Spec(R) — Gies;’ induziert. Es bleibt zu zeigen, dass ¢r ein Quotient
ist. Wir betrachten dazu die Einschrénkung auf die spezielle Faser (¢: Y ® Ox(—n) —
E,L,p,s).

Der Homomorphismus H%(g(n)): Y — H°(E(n)) ist injektiv: Es sei U der Kern
von H%(g(n)) und F die von U erzeugte T-gespaltene Untergarbe. Wir betrachten die

gewichtete Fahne ({0} C U C Y, (1)). GIT-Semistabilitdt in Gies,, bedeutet

0.< > ma(A, [M) +mp(X, [Th]) + n2p(\, [T2))
tel
Man beachte, dass YREei =0 gilt, falls i, < 2 fiir ein 1 < k < a4 gilt. Folglich haben

wir v1(i1)) = 0 in (6.9). Uber 14(i?) kénnen wir dagegen keine Aussage treffen. Mit
(6.11) finden wir

0 < z(p(n) + (r,x) — a101 — azd2)(— dim, (U)r) + zr(r, x) dimg (U)
— z61ray dimy (U) + zd2raz(p(n) — dim,(U)) (6.12)
= zp(n)r(d2az — dim,(U)).
Wegen ads < 1 folgt daraus dim,(U) = 0 und somit U = {0}.

Es sei E — @ ein T-gespaltener Quotient mit minimaler Steigung, U := ker(Y —
H°(Q(n))) und F C E das von U erzeugte T-gespaltene Unterbiindel. Die GIT-
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6. Dekorierte Tumps

Stabilitdtsbedingung beziiglich der Fahne (U C Y, (1))
0 <2 [(p(n) + (. x) — @161 — a262) (p() this(F) — 1 dimye (1))
—p(n)rrky (F) + rrky (E) dimg (U) + (d17a1 + daraz)(p(n) — dimﬁ(U))}
=zp(n) {(p(n) + (1, X)) tke (F) — rdim,(U) — rrkK(F) + (a161 + agd2)(r — rkﬁ(F))}
liefert mit dim,(U) > p(n) — h(Q(n)) zunéchst
0 < (p(n) + (£, x) — a161 — a282) (tku (F) — 1) + rhy(Q(n)) +r((r, X) — rhy (F)).

Wegen rk(E), > rke(F) + 1ke(Q) und rk, (E/F) < [M (&, x)]+ rke(E/F) erhdlt man
daraus die Ungleichung B

R(Q(n a a
s WO (ar(, .

Da @ ein semistabiles T-gespaltenes Vektorbiindel ist, gilt nach Lemma 6.13 hg(Q(n)) <
rk (@) (pe,x (@) + 1 —m(k, x) + 1). Es ergibt sich also

ME,X(E)'FH"‘l_QS

a101 + ag0
,U@,Xmin(E) = ey (@) = /’LE7X(E) +m(s, x) — r[M (&, x)]+ — — 2 g

fok = r
Da fiir jeden Index ¢ € T pimin(E") > ftgx min(E) — M (£, x) gilt, ist die Menge der Vektor-
biindel beschrankt. Es gibt daher ein ng > ng, so dass fiir n > ny gilt: hl(E (n)) =0 und
E(n) ist global erzeugt. Aus Dimensionsgriinden ist dann H%(¢(n)) ein Isomorphismus
und g ist surjektiv.

Man erkennt schlieflich, dass sgp durch Epg |spec(R)x{z,} faktorisiert. Die Familie
Dgp, ist also eine Familie dekorierter Quotiententumps und definiert einen Morphismus
f: Spec(R) — QTmp®, der f fortsetzt. O

6.5.3. S-Aquivalenz

Lemma 6.47. Es sei axdy < 1, n > n3, p € QTmp}’ und (E, L, ¢, s) = (E,E,@,&’)‘p.
Dann induzieren I'), und Q) eine Bijektion zwischen der Menge der gewichteten Fahnen
(Ye,B) von Y mit u(Ys, B, gies,(p)) = 0 und der Menge der kritischen gewichteten
Fahnen (Fe, ) von E. N

Beweis. Wenn (Y,, 3) eine gewichtete Fahne von Y mit u(Ys, 3, gies, (p)) = 0 ist, dann
ist die Fahne (E,, ) := @Qp(Ys, ) wegen Proposition 6.42, (i), und Korollar 6.40 auch
kritisch. Nach Proposition 6.42, (ii), gilt dann I',(F,., o) = (Y, 3).

Es sei (E,, a) eine kritische gewichtete Fahne. Aufgrund von Korollar 6.40, Propositi-
on 6.41, (i), und der GIT-Semistabilitdt von gies,(p) gilt dann fiir (Y5, 8) := I'y(F., )

p(Ye, B, gies, (p)) = 0.

Nach Proposition 6.41, (ii), gilt 1(Y,) = 1(E.) und E; wird von Y; generisch erzeugt,
1 < j <I(E,). Aus Proposition 6.42, (ii), folgt dann @Q,(Ys, 5) = (Ee, ). O
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Proposition 6.48. Es seip € QTmp;’, (E, L, ¢, s) := (E, L, 3, 8)|p» A eine Einparame-
teruntergruppe mit (X, gies,, (p)) = 0, Poo := limy_y00 p(A(t),p) der Limespunkt, (Ye, 3)
die zu A assoziierte Fahne und (E,,a) := Qp(Ye, ) die entsprechende Fahne von E.
Dann gilt

df( )(E L, @, 8) = (E L, (,5, §)|Poo

Beweis. Wir wihlen eine Spaltung Y = EB Y’ Ty mit Y, = @zzl Yij=1,...,1(Ys),
setzen v := ¥(Y,, @, k) und betrachten auf S = Spec(C|t]) den Quotienten

gs: Y ®@pry Ox(—n) — Eg

aus Lemma 4.41 mit
1(Ye)+1
Eg = Z pry E; @t . Og.
j=1
Es seien (F,,a) und (G,, o(?) die durch p und o induzierten gewichteten Fahnen von
E, bzw. E,; aus Bemerkung 6.14. Wir setzen 1(1) = l(F.,g(l)) und 1(2) = l(G.,g(Q)).
Dann sind die assoziierten Biindel auf S gegeben durch
1(Fo)+1
(1) (1)
Es, = Z th T pry Fy,
j=1
1(G. )+1
(2)_ ()
Z T pry Gy .

Es sei
io : = min{l <7 <I(F,) + 1]¢p # 0},
jo:=min{l <j <UGe) + 151, # 0}

Wir betrachten die durch ¢ und s induzierten Homomorphismen

’Y(l)—’Y(l> N
os: Bgp— 1t "t opry L,

7(2)_7(2)
Sg: ES,U\SX{xQ} — 1 1 Og.
Es sei kg: S — Jac!(X) der durch L definierte konstante Morphismus. Die Familie deko-
rierter Quotienten-Tumps (¢s, &, N1,5, N2, @5, 55) mit Ny g := 70" Og und Ny g :=
t'i0~ 1 Og induziert einen Morphismus f: S — QTmp,, so dass f(t) = p(A(t71),p) fiir

t # 0 gilt.
Uber dem Punkt ¢ = 0 gilt nun
1(Fo)+1
1 _ (1) ®_ @ n_ @
esiioyxx: Esppxx = @ 9 0 Fj/Fi_ = Lethe 1 Og/th T TOg,
J=1

so dass ¢g|{oyxx durch die Komposition ea;f;’ F;/Fj_1 — Fj,/Fj,—1 — L gegeben ist.
Ebenso findet man

UG+ ) (o @ (2 2 @

ssio): Bsolopeienr = @ 17 T Gi/Gitygyy = 0 T O/ 0.
7=1
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Durch Vergleich mit der Definition der zuldssigen Deformation ergibt sich die Behauptung.
O

Zusammen mit Bemerkung 3.27 zeigen diese Ergebnisse, dass die Definition der
S-Aquivalenz fiir dekorierte Tumps mit der allgemeinen Definition in Definition 3.5
iibereinstimmt.

Beweis von Theorem 6.24. Wir betrachten die reduktive Gruppe SL, 7(Y") aus (6.1).
Nach Proposition 3.16 existieren der projektive gute Quotient Gies}’ / SL, 7(Y") und der
geometrische Quotient Gies;, / SL, 7(Y"). Der Morphismus gies;® ist nach Lemma 6.32
injektiv, also insbesondere quasi-endlich, und nach Proposition 6.46 eigentlich. Nach
[15, 8.11.1] ist gies,, dann auch endlich und insbesondere affin. Es existieren daher nach
Proposition 3.17 der projektive gute Quotient

Tmp*0252)%%(g, p, d, 1) := QTmp}y / SLy7(Y)
sowie der geometrische Quotient
Tmp((sl,dQ,fin)-S(J’ 0, d, l) — QTmpi / SLE,T(Y) )

Da die Projektion von SL, 7(Y") auf PGL7(Y") endlichen Kern hat, stimmen die Begriffe
der GIT-Stabilitat beziiglich beider Gruppen iiberein. Aufgrund der lokal universellen Ei-
genschaft von QTmpS)S und Proposition 3.7 ist Tmp(®1:02:5X)=()s der grobe Modulraum

der (41, 02, K, x)-(semi)stabilen dekorierten Tumps. O

6.6. Anwendungen

6.6.1. Dekorierte Swamps und Vektorbiindel

Wir betrachten den Fall |T'| = 1. Einen o-dekorierten p-Tump (FE, L, ¢, s) bezeichnen
wir dann als o-dekorierten p-Swamp. Ein dekorierter Swamp besteht also aus einem
Vektorbiindel F, einem Geradenbiindel L, einem Homomorphismus ¢: F, — L und
einem Punkt s € ECY‘ (2o} Das Tupel (deg(FE),deg(L)) ist der Typ des dekorierten
Swamps. Wie in Bemerkung 6.18 beschrieben, darf man ohne Einschriankung y = (0)
annehmen. Die Wahl von x hat dann keine Auswirkung auf die Stabilitit. Man darf
daher in allen Formeln deg, , = deg, rk, = rk und hg,x = hY einsetzen. Insbesondere
ist ein dekorierter Swamp (E, L, ¢, s) genau dann (J, 62)-(semi)stabil, wenn fiir jede
gewichtete Fahne (F,, a) gilt

1(E,)
Z i (deg(E) rk(Ej) — deg(E;) rk(E)) + 101 (B, @, @) + 02p12(Ea, , 5)(2)0.

Ebenso erhalten wir die Begriffe eines dekorierten Quotienten-Swamps und parametri-
sierter Familien dieser Objekte. Nach Proposition 6.30 existiert der feine Modulraum

dl (d),!
QSWy g0, (—n).x = QTMPygo (—n) x
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der dekorierten Quotientenswamps vom Typ (d, ), und nach Theorem 6.24 existiert der
(projektive) grobe Modulraum

SW(51,62)—(S)S(O_’ p,d, l) _ Tn,lp(&,52)‘(8)8(0'7 P, (d), l)

der (01, 02)-(semi)stabilen dekorierten Swamps vom Typ (d,1).

Bemerkung 6.49. Analog zu Bemerkung 6.25, (ii), erhdlt man die p-Swamps (ohne
Dekoration iiber x) aus [47, Section 2.3, indem man die triviale Darstellung o: G —
SL(1) betrachtet.

Es sei nun p die triviale Darstellung, so dass E, = Oy gilt. Fiir jeden dekorierten
p-Swamp (F,L,p,s) vom Typ (d,l = 0) ist dann ¢: Ox — L ein Isomorphismus.
Insbesondere ist (idg, ¢): (F,Ox,idoy,s) — (E, L, ¢, s) ein Isomorphismus dekorierter
Swamps. Die Kategorie der o-dekorierten p-Swamps vom Typ (d,0) ist somit dquivalent
zur Kategorie der o-dekorierten Vektorbiindel vom Grad d: Ein Objekt besteht darin
aus einem Vektorbiindel £ vom Grad d zusammen mit einem Punkt s € E(\T/| 20" Ein
Isomorphismus (f,z): (E,s) — (E', ') ist ein Isomorphismus f: E — E’ von Vektor-
biindeln und eine Zahl z € C*, so dass s’ o f, = z - s gilt. Die Stabilitatsrate von ¢ ist
immer p1(Fe, o, ) = 0, so dass man in allen Rechnungen §; = 0 setzen kann.

6.6.2. Parabolische Vektorbiindel

Essei W :=C"und 1 <7 < ... < r <r ganze Zahlen. Weiter sei F' := FI(W,r)
die Fahnenvarietdt und o die natiirliche Wirkung von GL(r) auf F. Dann ist E, =
FI(E,r) und ein Punkt s € E,,, entspricht einer Fahne U, vom Typ r in E|,,. Die
Kategorie der o-dekorierten Vektorbiindel vom Grad d ist also gerade die Kategorie der
quasi-parabolischen Vektorbiindel, die von Mehta—Seshadri [30] untersucht wurde. Die
Fahnenvarietit besitzt eine Einbettung in das Produkt von [ Grafimann-Varietaten, die
jeweils eine Linearisierung in einem amplen Geradenbiindel haben. Wir linearisieren
nun die Wirkung o in Opyw,) (81, - -, 81). Es sei (Eeo, ) eine gewichtete Fahne. Mit
Beispiel 3.36 findet man die Stabilitdtsbedingung

s !
0(=) Z a; l (deg(E) + 92 Z ﬁﬂ’i) rk(Ej)—
j=1 =1

l
(deg(Ej) + do Z'Bl dim(U; N ij0)> I‘k(E)‘| .

i=1
Definiert man fir ein Unterbiindel F' C E den parabolischen Grad durch

!
pardeg(F') := deg(F) + d2 Z Bi dim(Fliz0y NUi),
i=1

so ist (E, s) genau dann (semi)stabil, wenn fiir jedes echte Unterbiindel F' C E gilt

pardeg(F') , . pardeg(F)
() S )

Wenn man die parabolischen Gewichte durch &; := do Zé’:i B; definiert, erhélt man den
Stabilitdtsbegriff von Mehta—Seshadri [30] zuriick.
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Bemerkung 6.50. Fiir die Konstruktion des Modulraums verwenden wir die Einbettung

FI(W,r) — P(V3) mit
1 r—r; ®B;
Vo = ® ( /\ V) .

=1

Die natiirliche Darstellung von GL(r) — GL(V2) ist polynomiell und homogen vom
Grad ag = Zé‘:l Bj(r — ;). Aufgrund der Voraussetzung deas < 1 kénnen wir zunéchst
nur den Modulraum fiir kleine parabolische Gewichte konstruieren. Man kann jedoch in
der Konstruktion des Gieseker-Raums P(Y,, 5,) ersetzen durch [['_; Gr(Y,r — ;). Aus
Beispiel 3.35 ergibt sich anstelle von (6.11) die Abschétzung

1(Ys) l 1(Ye) l
=3 oy dim(Y) Yo i — 1) < (0 [1) < 3 g dim(Y)) 3 Bi (pln) — (r = 7)) -
j=1 i=1 j=1 i=1

Eine genaue Inspektion der Beweise zu Proposition 6.42 und Proposition 6.46 zeigt,
dass sich mit dieser Abschétzung die Behauptungen auch unter der Voraussetzung
a1 = 0 29:1 B;j < 1 beweisen lassen. Somit kénnen wir fiir alle zuldssigen Gewichte
a; < ... < & < 1 den Modulraum der semistabilen parabolischen Vektorbiindel
konstruieren.

6.6.3. Vektorbiindel mit Niveaustruktur

Eine Niveaustruktur auf einem Vektorbiindel E ist eine Trivialisierung Ej,,; — C". Um
einen kompakten Modulraum zu erhalten, muss man die betrachtete Kategorie erweitern.
Dazu gibt es verschiedene Ansétze.

Niveaustruktur nach Seshadri

Seshadri [50] definiert ein Vektorbiindel mit Niveaustruktur als ein Vektorbiindel E
zusammen mit einem Homomorphismus f: Ej(,;,; — C". Zwei Vektorbiindel mit Nive-
austruktur (F, f) und (E’, f) sind isomorph, wenn es einen Isomorphismus ¢: E — E’
mit f' o114} = f gibt. Es sei F':=P(Hom(C",C")") und ¢ die durch Rechtsmultipli-
kation induzierte Wirkung von GL(r) auf F'. Dann ist die Kategorie der o-dekorierten
Swamps dquivalent zur Kategorie der Vektorbiindel mit Niveaustruktur. Ein o-dekorierter
Swamp ist do-(semi)stabil, falls fiir jedes Unterbiindel F' C E

(deg(E) — 02) rk(F) — (deg(F) — d2¢(F, f)) rk(E)(=)0

mit

c(F, f) = 0, fm{zo}zo’
| L by 705

gilt. Dies entspricht den Stabilitdtsbedingungen von Seshadri [50, §4, I, Déf. 2.
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Vollstandige Homomorphismen

Ein weiterer Ansatz zur Kompaktifizierung der Vektorbiindel mit Niveaustruktur benutzt
die vollstandigen Homomorphismen: Es sei H := [];_; (End(/\i C")\ {0}) und Q' C
H x C"~! die Teilmenge

i—1
Q= {(f,l) eHxC M | Vi<i<r:ANfi=]]057F zﬁéo} .
j=1

Der Abschluss Q von € ist der Raum der wvollstdndigen Homomorphismen. Einen Punkt
f € Q bezeichnen wir als vollstindigen Homomorphismus f: C" = C". Analog kann
man fiir zwei Vektorrdume V und W der Dimension r den Raum der vollstdndigen
Homomorphismen V = W als abgeschlossenes Unterschema von

f[ (Hom (/\V/\W) \{o}> x ¢

i=1

konstruieren.
Fiir eine Zahl k£ < r und ein Tupel r € N¥ mit 0 < r; < ... < ry = r bezeichne Q,
das lokal abgeschlossene Unterschema

Qﬁzz{(f,;)en\v1gigr:zi:o<:>ieg}.

Man erhéalt eine Stratifikation

a=9.

Proposition 6.51. Fiir eine Folge r = (r1,...,7x) wird ein Punkt f € Q, eindeutig be-
schrieben durch ein Tupel (v1,..., vk, lpy—1,lry 41, - - -, lp—1) mit den Figenschaften

e [; #0 firidr,
o vy: C" — C" ist Homomorphismus von Rang r1,
e vy: ker(vy) — C"/im(vy) ist ein Homomorphismus von Rang ro — 71,
e v3: ker(vy) — (C"/im(v1))/im(ve) ist ein Homomorphismus von Rang 3 — 12,
o u.s.W.
Beweis. Es sei (v1,...,v5;00, ..., lpy—1,lry41, - - -, lr—1). Wir definieren W} := ker(v;) fiir
1 <j <k sowie Wi = im(v1) und W} := ker(C" — (C"/W;_;)/im(v;)), 1 < j < k. Die

Homomorphismen v; definieren dann Isomorphismen v; : W;_1/W; — W[/W/_,. Fiir
eine Zahl 1 <4 < r setzen wir
j_(z')::max{j\j:O,...,k,rj<i}, i—::Tj,(i),
TG i =min{j|j=0,....k,i <r;}, = -
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Die Isomorphismen v; induzieren einen Endomorphismus

i =i (i) rj=rj-1
AT — N (W i)/ Wj+@) @ AN (Wi—1/W))
| =1
|
hi | J (6.13)
+
% i—1_ jo(@)rj—rj—1
AT =N\ W)/ Wi ) @ N Wi /wi ).
j=1

Wir setzen nun

= Il &7 h-

1<j<i

Jgr
Man priift, dass ( f 1) einen Punkt in Q, beschreibt. Lafforgue zeigt, dass diese Zuordnung
eine Bijektion ist (siehe[27, Proposition 1}). O

Die Gruppe (C*)" wirkt frei auf €2 durch

(C)" xQ—Q
(2, (f,D) = (f1,1)
mit f/ == zifi, 1 < i <rundl = ziillz?z;llli fir 1 <¢<r—1mit 29 := 1. Der

Quotient PGL(r, C) := Q/(C~)" ist isomorph zum Abschluss des GL(r, C)-Orbits von
([id/\i b 1 <@ <) in [T P(Hom(A"C", \"C")Y).

Bemerkung 6.52. Der Raum PGL(rC) ist gerade die ,wundervolle Kompaktifizierung*
von De Concini—Procesi [5] (siehe auch Abschnitt 8.4.2).

Vektorbiindel mit Niveaustruktur

Ein Vektorbiindel mit Niveaustruktur ist ein Vektorbiindel E zusammen mit einem
vollsténdigen Homomorphismus f: E|(,y = C". Zwei Vektorbiindel mit Niveau-Struktur
(E, f) und (E’, f) sind isomorph, wenn es einen Isomorphismus ¢: £ — E' mit f'op = f
gibt.

Wenn o die Linkswirkung von {e} x GL(r,C) auf PGL(r, C) bezeichnet, dann ist
die Kategorie der Vektorbiindel mit Niveau-Struktur dquivalent zur Kategorie der o-
dekorierten Vektorbiindel. Wir linearisieren die Wirkung von GL(r, C) auf PGL(r, C)

1m
i:r{ pr]P (End(/\i (DT)V) OIP(End(/\i (CT)V) (91)

mit positiven Zahlen 6;, i =1,... r.
Es sei nun (E, f) ein Vektorbiindel mit Niveau-Struktur. Nach Proposition 6.51
definiert f eine absteigende Fahne W, von E|(,;, eine aufsteigende Fahne W/ von

110



6.6. Anwendungen

C" und Isomorphismen v;: W;_1/W; — W//W/_,. Wir setzen r; := r — dim(WW,),
j=0,...,k und definieren

ci(V, Wa) = min {dim(V/(V 1 W), dim(V/(V AW, o)) +i—i}p . (6.14)

Proposition 6.53. Ein o-dekoriertes Vektorbindel (E, f) ist genau dann d2-(semi)-
stabil, falls jedes Unterbiindel F' C E die Bedingung

degs,g(E) tk(F) — degs,o(F) tk(E)(>)0

degg,g(F) = deg(F) — 02 Y _ 0; ci( F(zo}, Wa)
=1

erfillt.

Beweis. Wir setzen V' := Ej(,.). Fir eine Zahl 1 <i < rseih; : AV — A'C" der analog

u (6.13) durch die Isomorphismen v;, 1 < j < k, induzierte Homomorphismus. Fiir den
Punkt [h;] € P(Hom(A!V, A’ ©")Y) und eine Einparameteruntergruppe A € X, (SL(V))
mit gewichteter Fahne (Vi, @) berechnet man dhnlich wie in Beispiel 3.39

1(Ve)+1
pO TR == > s (Vi W) = ¢i(Vjm1, Wa)
J=1
1(Va)
= Z Q. (T’Ci(vk, W.) — dlm(Vk)Cl(V, W.)) .
k=1

Daraus folgt die Behauptung. O
Um dieses Ergebnis besser interpretieren zu kénnen, definiert man das Polynom
Z ;i + Z 0is — (ZGZ) -
1<i<s s<i<r
Lemma 6.54. FEs gilt

i@i (rci(F‘{xO}, W) — rk(F)i) = T'Z ( (s + dim(W s)/W )) — q(s_))

sEr

mit W]’ = Flizey N Wj.

Beweis. Wir berechnen

A= (a(s— +dim(W_ () /W (s)) — als-))

ser

:Zei Z(Z_Z)+Bs z++zdlm J- (S/WJ+(S _<Zeﬂ>rk§"F)
| =1

ser SETr
s>it s<i—
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6. Dekorierte Tumps

mit
B dlm( J_(s) /W ) s+ dim(Wji(s)/Wjﬂs)) <1,
s=it — . e — .
t—s_, s_+ dlm(Wj_(s)/Wj+(s)) > 1
= min {dlm( i)/ Wt (s))s 0 i_} .
Wegen
Z dim(W;_ () /W j+(5)) = dim(Fl 1201 /W _(3))
ser
s<i_

erhalt man schliefllich

A= ZG Ci F‘{IO},W. (ZG irk(F >

ﬁ\r—l

O]

Korollar 6.55. Ein o-dekoriertes Vektorbindel (E, f) ist genau dann 62-(semi)stabil,
wenn fiir jedes Unterbiindel F C E

deg(F)r(<) deg(E)tk(F) + 18y Y g (s— + dim(W,;_(o/Ws()) = a(s-)

ser
gilt.

Bemerkung 6.56. Es sei X eine Kurve {iber einem endlichen Kérper. Ein Shiuka iiber
einem Schema S ist ein Paar von Vektorbiindeln E, E’ auf X x S zusammen mit zwei
Morphismen 0,00 : S — X und injektiven Morphismen

E — E' + (Frxids)*E,

so dass der Triager von E'/E und E’/(Fr xidg)*E gleich dem Graphen von 0 bzw.
oo ist. Hierbei bezeichnet Fr : X — X den Frobeniusmorphismus. Diese Objekte
spielen eine wichtige Rolle im Langlands-Programm. Lafforgue konstruiert in [27] eine
Kompaktifizierung des Stacks der Shtukas mit Methoden von Drinfeld.

Ng6 Dac hat eine alternative Methode zur Kompaktifizierung des Stacks der Shtukas
vorgestellt. Dazu fiihrt er den Stack der degenerierte Shtukas mit einer Niveaustruktur
ein. Mithilfe von Mumfords GIT zeigt er dann, dass der Stack der Shtukas als Quotient
des Stacks der degenerierten Shtukas mit Niveaustruktur eigentlich ist. Die Stabilitats-
bedingung fiir Vektorbiindel mit Niveaustruktur, die er dabei einfithrt, stimmt mit der
Bedingung aus Korollar 6.55 iiberein (siehe [37, Théoreme A]).
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7. Asymptotische Stabilitat

In diesem Kapitel wird die (d1, d2, &, x)-Stabilitdt dekorierter Tumps im Grenzfall 6; > 0
untersucht. Wir passen dazu zunéchst einige Erkenntnisse zur Instabilitdts-Fahne von
Kempf [25] und Ramanan-Ramanathan [40] an unsere Konventionen an. Auerdem be-
notigen wir ein Ergebnis zur Stabilitdt im Produktraum aus [46]. Als direkte Anwendung
konstruieren wir den Modulraum der parabolischen Higgs-Biindel.

7.1. Die Instabilitats-Fahne

7.1.1. Zustdnde einer Darstellung

Es sei G eine reduktive Gruppe, 7' C G ein maximaler Torus und p: G — GL(V) eine
Darstellung. Dann gibt es eine Zerlegung

V= p vx

xXe€X*(T)
mit Eigenrdumen VX = {v € V' |Vg € T : p(g,v) = x(g) - v}.
Definition 7.1. Die Menge der Zustinde eines Punktes x = [f] € P(V) ist
Str(p, [f]) := {x € X*(T) [ fjyx # 0}
Fiir eine Teilmenge U C P (V) setzen wir Str(p,U) := Uyepy Str(p,x) und weiter
Str(p) == Str(p, P(V)).
Bemerkung 7.2. Fir einen Punkt x € P(V) und A € X.(T) gilt
tp(A, ) = —min{(x, A) [ x € Str(p,z)}.
Wir betrachten nun die reellen Vektorrdume
X.m(T) = X (T) @z R,  Xi(T):=X*(T)®zR.

Es sei (—, —): Xi(T) ®r X« r(T) — R die lineare Fortsetzung der natiirlichen Paarung.
Die Abbildung

ppz: Xer(T) = R
A+ —min{(x, A) | x € Str(p,z)}

ist die stiickweise lineare Fortsetzung von p,(—,x) nach X, r(7"). Wir fixieren eine
Borel-Untergruppe B C G, die T' enthélt, und betrachten die Kammer

K:={\e X.(T)|B c Qa(\)},

sowie den von K erzeugten konvexen rationalen polyedrischen Kegel Kr C X, g (7).
Dies ist der Abschluss einer Weylkammer, und jede Einparameteruntergruppe A von G
ist konjugiert zu einer Einparameteruntergruppe in K.
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7. Asymptotische Stabilitét

Beispiel 7.3. Es sei G = SL(r), T' der maximale Torus der Diagonalmatrizen und B die
Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen. Weiter sei V, die Standardfahne in C”. Dann
ist

Kr=) Rso- A,
i=1

wobei A; die durch den Gewichtsvektor 17@ und die Standardbasis definierte Einparame-

teruntergruppe ist.

Es sei S C Str(p) eine Menge von Zustdnden und x € S. Wir definieren den rationalen
Kegel K(S, x) als Abschluss von

K'(S,x) :=={r e Kr|VX € S\ {x} : (. \) < (}X's N}

Wir erhalten so eine Facherdarstellung

XES

Bemerkung 7.4. Die Einschrankung von p,(—,z) auf einen Kegel K(Str(p,x),x) ist
dann linear, genauer gilt p,(A\, ) = —(x, A) fiir jedes A € K(Str(p, z), x).

Zu jedem Strahl von K(S,y) gibt es einen eindeutigen primitiven ganzzahligen
Erzeuger. Wir bezeichnen mit I'(S) die Menge aller solcher Erzeuger.
Allgemeiner definieren wir zu zwei Charakteren x, x’ € X*(T) die Wand

Wy ={A€ Kr|(x —x',A\) = 0}.

Wenn S eine endliche Menge von Charakteren ist, ist das Komplement der Vereinigung
aller Wéande eine endliche disjunkte Vereinigung offener rationaler polyedrischer Kegel

Kx\ U Waw= U K.
X,X' €S i€I(S)

Fiir jede Teilmenge S’ C S und jedes i € I(S) ist dann die Einschrankung der Funktion
—min{{x,\) | x € §’} auf K; linear. Zu jedem Index i € I(S) und zu jedem Strahl des
rationalen polyedrischen Kegels K; gibt es einen eindeutigen primitiven ganzzahligen
Erzeuger \. Die Menge aller dieser Erzeuger bezeichnen wir mit I'(S). Fiir alle Teilmengen
S c S gilt dann ITV(S") C T'(S).

Lemma 7.5. Es sei x € P(V). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Fir jede nicht-triviale Einparameteruntergruppe X € X, (G) gilt p,(\, x)(>)0.
(i) Fir alle g € G und alle X € T'(Str(p, p(g,x))) gilt (X, plg, z))(>)0.

(iii) Fir alle g € G und X € T'(Str(p)) gilt p,(X, p(g,x))(>)0.

Beweis. ,(1)=>(ii),(iii)“: Dies ist klar.

,(1)<=(ii),(iii)“: Es sei A € X.(G) eine nicht-triviale Einparameteruntergruppe. Dann
gibt es ¢ € G mit X := gA\g~! € K. Somit gibt es x € Str(p,g- ), so dass \ in
K (Str(p,g - ), x) enthalten ist. Die Einparameteruntergruppe X' ldsst sich dann als
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7.1. Die Instabilitdts-Fahne

Linearkombination A = 37" | ¢;A; mit ¢; € R>o und A; € I'(Str(p, g - x)) schreiben. Es
folgt

fp(A\ ) = pp(N, plg, ) = icnup(ki,p(g, z))(>)0.
=1

O
Bemerkung 7.6. Dieses Lemma liefert fiir viele Anwendungen eine Vereinfachung des
Stabilitatskriteriums. Aulerdem erhélt man die abstrakte Aussage, dass nur eine endliche,

von x unabhéingige Menge von Konjugationsklassen von Einparameteruntergruppen
untersucht werden muss.

7.1.2. Linearformen auf rationalen Kegeln

Es sei K C R” ein konvexer rationaler polyedrischer Kegel und S eine endliche nicht-leere
Menge von Linearformen auf R™. Wir definieren die Funktion

pus: K - R
L ps(l) == —min{x(]) | x € S}.
Ist S’ C S eine Teilmenge, so gilt pg (1) < pg(l) fir alle I € K. Auflerdem ist pg stetig
und stiickweise linear. Insbesondere hat man pg(c-1) = c¢- pg(l) fiir ¢ € R>g. Es sei

(—, —) das Standardskalarprodukt auf R™ und || — || die dadurch induzierte Norm. Wir
bezeichnen mit fig die Einschrinkung von pg auf K NS"~1 c R™.

Lemma 7.7. Die Funktion g hat hochstens ein negatives lokales Minimum.

Beweis. Da [i stetig und K N S™~! kompakt ist, existiert das globale Minimum mq. Im
Fall mg > 0 ist nichts zu zeigen. Es sei nun mg < 0 und [y € K N S™ ! ein Punkt mit
is(lp) = mp. Angenommen es gibt ein weiteres negatives lokales Minimum bei {1 # .
Wir betrachten fir 0 <t <1 den Punkt [(t) = tlp + (1 — ¢){; € K. Dann gilt

x(U(t) = —tmo — (t = Dps(l) = —ps(l)

fiir alle x € S. Wegen ||I(t)|| < 1 und p(l(t)) < 0 fiir geniigend kleine ¢t > 0 haben
wir ps(1(t) /L)) < ms(l(t)) < ps(ly). Dies widerspricht der lokalen Minimalitat bei
ly. O

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass mg := min{ug(l) |l € K NS} < 0 gilt
und Iy € K N S"! der eindeutig bestimmte Punkt mit fig(ly) = myg ist.

Bemerkung 7.8. Wir betrachten die Teilmenge
S":={x € S|x(lo) =-mo} CS.

Dann hat 15 ebenfalls ein negatives lokales Minimum bei ly. Nach dem Lemma ist myg
dann auch das globale Minimum von figr.

Lemma 7.9. Falls die Linearformen in S rational sind, gibt es einen eindeutigen Punkt
Ao € Z"™ mit Zisg- Ao = Rsg - lgNZ".
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7. Asymptotische Stabilitét

Beweis. Wir betrachten den rationalen Untervektorraum
Vi={leR"|Vx,xX €5 :x() =xX'"(1)} cR"

und S = {xjv|x € §'}. Dann liegt lp in V, S enthilt genau ein Element ¥ und die
Funktion jig auf {v € V| ||v|| = 1} hat ein globales Minimum bei /g € V. Das Element [y
muss daher orthogonal zu ker(x) stehen. Da y und damit auch sein Annihilator rational
ist, folgt die Behauptung. O

Lemma 7.10. Fir jedes | € K mit (I,1p)(<)0 gilt us(1)(>)0.

Beweis. (i) Es sei (l,1p) < 0. Wir betrachten [(t) = [y + ¢ - . Dann gibt es ¢ > 0 mit
NL)|12 = [[lo||* + 2t(lo, 1) + t2[|1]|* < 1 und ps(I(t)) < O fiir 0 < ¢t < e. Wir finden nun
us(L@)/1L@)]]) < ps(l(t)) < mo + tpus(l). Die Annahme pg(l) < 0 liefert also einen
Widerspruch zur Minimalitdt von my.

(if) Im Fall (I,lo) = 0 folgt ps(l) = 0 aus der Stetigkeit von jig. O

Definition 7.11. Eine nicht-leere Menge S von Linearformen auf R heifit (sems)stabil,
falls pg(1)(>)0 fir jedes [ € K \ {0} gilt.

Wir bezeichnen mit xo die durch [y und das Skalarprodukt definierte Linearform
L= (lo,1).

Lemma 7.12. Die Menge Sy := {x + moxo | x € S} ist semistabil.

Beweis. Es sei l € K beliebig. Es sei Sj := {x +moxo|x € S'} C So, so dass pg (1) <
s, (1) gilt. Wir schreiben | = t - lp + I’ mit (I’,lp) = 0. Nach dem vorangegangenen
Lemma gibt es x € S’ mit x(I') < 0. Dann berechnen wir

(x + moxo)(l) = —tmo + x(I') + mot < 0.

Dies zeigt 157 (1) > 0 und somit pg,(l) = 0. O

7.1.3. Die Instabilitats-Einparameteruntergruppe

Wir kehren nun zuriick zur Situation, dass G eine affine reduktive Gruppe, T ein
maximaler Torus und p: G — GL(V') eine Darstellung ist. Nach Proposition 1.25 gibt es
eine Einbettung i: G — GL(r). Es sei D,, der maximale Torus der Diagonalmatrizen. Der
Isomorphismus X, (D,,) = Z™ und die Standardpaarung induzieren eine weylinvariante
Paarung (—,—): X.(Dy) x X«(Dy,) — Z. Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen,
dass das Bild von T in D,, enthalten ist. Die Einschrinkung der Paarung liefert dann
ein Skalarprodukt (—, —): X, r(7T) x X, r — R. Wir bezeichnen die induzierte Norm
mit || — [|7. Wenn 7" eine weiterer Torus ist, gibt es ein g € G mit gT"¢g~! = T. Wir
definieren dann fiir A € X, (7”) die Norm ||A|¢ := ||gAg~!||7- Da das Skalarprodukt
weylinvariant ist, ist dies nach [34, Ch. 2, §2, Lemma 2.8] wohldefiniert. Wir untersuchen
nun die Funktion

vyt Xo(G)\ {0} x P(V) > Z

T oA, )
A VI
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7.1. Die Instabilitdts-Fahne

Proposition 7.13 (Kempf [25]). Es sei x € P(V) ein instabiler Punkt.
(i) Die Funktion X.(G)\ {0} = Z, XA — v,(\, ) nimmt ein Minimum mq < 0 an.

(ii) Es sei T ein Torus und A € X, (T) ein indivisible Einparameteruntergruppe mit
Vp(A,x) = mo. Dann gibt es zu jeder Einparameteruntergruppe X' € X, (T) mit
vp(N,z) =mg ein k € Zso mit N =k -\

(ili) Wenn A1, A2 zwei indivisible Einparameteruntergruppen mit v,(A1,x) = vy(A2, ) =
mo sind, dann gilt Qa(A\1) = Qa(A2) und A1, Ao sind konjugiert in Qg (A1).

Beweis. (i) Es sei T C G ein maximaler Torus. Da G durch Konjugation transitiv auf
der Menge der Tori wirkt, finden wir

min{v,(A\,z) | A € Xy r(G)} = min{v,(\, p(g,2)) | X € Xur(T),9 € G}.
Weil die Menge der Zusténde endlich ist, gibt es auch eine endlich Menge I' € G mit
min{v,(A, z) | A € X, r(G)} = min{v,(\, p(g,z)) | X € Xur(T),g €T} .

Nach Lemma 7.7 gibt es ein g € I' und | € X, g(T), an dem das Minimum angenommen
wird. Nach Lemma 7.9 diirfen wir sogar A € X, (T') wihlen. Dann gilt u,(g7 ' \g, z) =
[[Allmo-

(ii) Dieser Teil folgt sofort aus Lemma 7.9.

(iii) Nach [4, Corollary 14.13] gibt es einen maximalen Torus 77 C Q¢ (A1) N Qg (A2).
Weiter finden wir g; € Qa(\i), i = 1,2, mit g;\ig; ' € X.(T”"). Nach Teil (i) gilt nun
gl)\lgl_l = gg)\2g2_1. Daraus folgt dann auch Qg(A1) = Qg(A2). O

Definition 7.14. Es sei z € P(V) ein instabiler Punkt. Wir nennen
mo := min{v,(\,z) | A € X, (G)}

die Instabilitdtsrate von x. Eine indivisible Einparameteruntergruppe Ao mit v,(Ao, z) =
mo heifit Instabilitatseinparameteruntergruppe zu x. Die Gruppe Qg(z) := Qa(Ao) ist die
parabolische Instabilitatsuntergruppe zu x. Nach Proposition 7.13 (iii) ist diese Definition
unabhéingig von der Wahl von Ag.

Bemerkung 7.15. Da die Menge Stp(p) endlich ist, gibt es nur endlich viele Teilmengen
der Form Stp(p, z) fiir ein z € P(V). Es gibt daher auch nur endlich viele Konjugations-
klassen von Instabilitdtseinparameteruntergruppen.

Es sei x € P(V) ein instabiler Punkt und A € X, (T') eine Instabilitdtseinparameter-
untergruppe. Es gibt Zahlen k € N und v; < --- < ;41 sowie ein Zerlegung

k1
V=PV
i=1
mit A(z)(v) = 2% fiir v € V', Wir setzen Vj := @<;<; V'. Es sei ip := min{i =
L...,k+ 1|z, #0}. Wenn x durch f € V'V reprisentiert wird, dann gilt
Too = zlg]élo Az)z = [fi],

wobei f;, = f‘vio o pr;, die ig-te Komponente von f ist. Sie definiert einen Punkt in
P(Viy/Vig—1), den wir mit Z, bezeichnen.
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7. Asymptotische Stabilitét

Lemma 7.16. Wenn \g eine Instabilitdtseinparameteruntergruppe zu x ist, dann ist Ag
auch eine Instabilitatseinparameteruntergruppe zu T € P(V).

Beweis. Die parabolische Instabilitdtsuntergruppe Q¢ (x) enthélt eine Instabilitdtseinpa-
rameteruntergruppe A von z.. Es geniigt daher zu zeigen, dass v,(\, o) > v,(Ao, Too)
fir jede Einparameteruntergruppe A € X.(Qg(z)) gilt. Sei also A € X, (Qg(x)) gegeben
und 7' C Q¢ (z) ein maximaler Torus mit \g € X, (7).

(i) Wir nehmen zunéchst A € X, (T') an. Da

Str(p, 2oo) = {x € Str(p, ) [ (x; Ao) = = Aollmo}

gilt, folgt aus Bemerkung 7.8, dass v(, Zo) > vp( Ao, Too) gilt.

(i) Im Fall A ¢ X.(T) gibt es g € Qg(x) mit ghg™! € X.(T). Da Qg(z) =
R*(Qc(N)) x Lg(A) gilt, konnen wir sogar ¢ € R*(Qg(z)) wahlen. Nun léasst sich
g - fi, darstellen als f;, + f’ mit f\/vio = 0. Es folgt St(T',z) C Str(p, g - Too). Wir
finden daher

VoM Too) = Vp(gAg 1,0 - Too) Z 1p(gAg s 2ec) -
Aus Teil (i) folgt dann die Behauptung. O

Die Gruppe Hg () := Qa(z)/R*(Q¢(x)) wirkt auf @F_; V;/Vi—1 und insbesondere
auf Vio /Vio—l .

Proposition 7.17 (Ramanan-Ramanathan [40]). Es seix ein instabiler Punkt in P(V').
Dann gibt es k € N und einen Charakter x,. € X*(H), so dass T, € P(Viy/Vig—1)
semistabil beziiglich der Linearisierung in OIP(ViO/Vioq)(k) getwistet mit . ist.

Beweis. (i) Die Instabilitdtseinparameteruntergruppe g zu z ist auch eine Instabilitéts-
einparameteruntergruppe fir T..: In der Tat ist jede Einparameteruntergruppe A von
H(z) das Bild einer Einparameteruntergruppe von Qg (z). Es gilt v(\, Zoo) = V() 2o ).
Nach Lemma 7.16 ist Ag eine Instabilitdtseinparameteruntergruppe zu . Es gilt daher
V(X Too) > (N0, Too)-

(ii) Es sei xo der zu \g duale Charakter (siehe Lemma 3.40). Weiter sei T' ein maximaler
Torus in H(z). Nach Lemma 7.12 ist Sp := {x +moxo/|[Xoll | x € Stp(T,Too)} semistabil.
Durch Multiplikation mit &k := || A\o||> € N erhalten wir den ganzzahligen Charakter

mMoX0
X« =k
[ Aol

= 115(A05 Too) X0 -

Nun ist auch Sy := {kx + X« | x € St7(p, Too)} semistabil. Wegen

k
Sy C {Z Xi + X+ | Xi € St7(py Too), 1 <0 < k} = St (p2*, Too)
=1

ist daher o, semistabil beziiglich der mit dem Charakter y, getwisteten Linearisierung
in Opvi, /viy-1) (K)- D
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7.2. Asymptotische Stabilitat

7.2.1. Stabilitat im Produktraum
Es seien p: G — GL(V) und 0: G — GL(W) zwei Darstellungen.

Definition 7.18. Ein Punkt (z,y) € P(V) x P(W) heifit asymptotisch (semi)stabil,
falls fiir jede Einparameteruntergruppe A ein ng € N existiert, so dass fiir alle n > ng
gilt

fp(A, ) + npe (A, y)(>)0.

Bemerkung 7.19. Ein Punkt (z,y) € P(V) x P(W) ist genau dann asymptotisch
(semi)stabil, wenn fiir jede Einparameteruntergruppe A gilt:

a) to(A,y) > 0 und
b ) =0 = (o))

Proposition 7.20 ([46, Prop. 2.9]). Es gibt ein ng € N, so dass fir alle n > ngy ein
Punkt (z,y) € P(V) x P(W) genau dann (semi)stabil beziiglich der Linearisierung in
Opyxpw)(1,n) ist, wenn (x,y) asymptotisch (semi)stabil ist.

Beweis. Wir fixieren einen maximalen Torus T C G, setzen

A =max{(x,\) | x € Str(p), A € T(Str(p ® o))},
c:=min{(x,\) | x € Str(p), A € I'(Str(0))},

und wahlen n > ng := max{—c, A}.
»="“: Angenommen es gibt ¢ € G und eine Einparameteruntergruppe A € I'(Sty (o))
mit (A, 0(g,y)) < —1. Dann wére auch

tp(As p(g, ) + nps(X,0(g,y)) < —c—n <0.

Dies ist ein Widerspruch zu Semistabilitdt von (z,y) € P(V) x P(W). Nach Lemma 7.5
ist y also semistabil. Die Notwendigkeit von Bedingung b) ist offensichtlich.

= Essei g e Gund XA € I'(Str(p® o)). Falls us (A, 0(g,y)) > 1 gilt, dann haben
wir

Logoen (A g - (2,1) = tp(X, p(g,2)) +npo (A, 0(g,y)) > —A+n>0.

Im Fall pi5(X,0(g,y)) = 0 folgt p1,(A, p(g,))(>)0 aus Bedingung b). In jedem Fall ist
(z,y) nach Lemma 7.5 (semi)stabil. O

Proposition 7.21 (Schmitt). Es seien G eine affine reduktive Gruppe und p: G —
GL(V), 0: G — GL(W) zwei Darstellungen. Dann gibt es ein ng € N, so dass fir
jedes n > ng gilt: Wenn (z,y) € P(V) x P(W) instabil beziiglich der Linearisierung
von Op(vyxpw)(1,n) ist und y semistabil in P(W) ist, dann gilt fiir jede Instabilitits-
Einparameteruntergruppe \o fir (z,y)

MU()\an) =0.

Dies ist Theorem 2.1.10 in [46]. Wir geben hier einen geringfiigig kiirzeren Beweis.
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Beweis. Wie in Abschnitt 7.1.1 beschrieben bestimmen die Mengen der Zusténde Str(p)
und Stp(o) Féacherzerlegungen von K. Wir wihlen eine gemeinsame Verfeinerung
KR = Ujer Ki dieser Zerlegungen. Fiir alle (z,y) € P(V) x P(W), alle ¢ € I und alle
A € K; gibt es dann Charaktere x; , € Str(p), Xi,s € Str(0) mit

oA ) = —(Xip A) s (N Y) = —(Xios A) -

Wir diirfen dabei die Zerlegung so verfeinern, dass alle Kegel K;, ¢ € I, spitz sind, d.h.
sie enthalten keine Gerade. Es sei I' die Menge der primitiven, ganzzahligen Erzeuger
der Strahlen der Fécherzerlegung.

Zu jedem Kegel K; wahlen wir eine Hyperebene H;, so dass K; der Kegel {iber
dem Polytop P; := H; N K; ist. Fiir einen Index ¢ € I sei S,(i) C Str(o) die Menge
der Zustédnde y, mit der Eigenschaft, dass (x,,A) < 0 fir alle A € K; gilt, und
Pi(xs) :={l € P;|(Xo,l) = 0} eine echte, nicht-leere Seite von P; ist. Es sei Q;(x,) C P
die konvexe Hiille der Ecken von P;, die nicht in P;(x,) enthalten sind. Dann gibt es
zu jedem | € P; ein [} € Pi(xs), l2 € Qi(xo) und 0 <t < 1 mit I = (1 —¢)l; + tle. Fir
einen weiteren Charakter x definieren wir

N(i, X, Xo): R X Pi(Xo) X Qi(Xs) = R

(t I lg) — <X> (1 - t)ll + tl2>

@b+ ]

Wegen (xo,11) =0 fir l; € P;j(x,) und (x,,l2) < 0 fiir Iy € Q;(x,) berechnet man

Xoolo) I =0 _ = (X0 l2)
102 ]? 2]

Da P;(x,) und Q;(xs) kompakt sind, finden wir €(i, x,) > 0 mit

a ..
7N(17X07X0)(07l1712) = - > 0.

ot

8tN(i)XJ7XJ)(t’ l17l2) >0

fir (t7l11l2) € [076(Z.7Xcr)} X ‘Di(XU) X Qi(XG)'

Fir i € I, xo € So(i) sei S,(i,Xs) C Str(p) die Menge der Zustdnde x, mit der
Eigenschaft, dass es A € F(xo,1) mit (x,, A\) > 0 gibt. (Hier kénnte man auch einfach
alle Zustande von p nehmen.) Wir definieren nun

Cl(ia Xp7 XO) t= mln{atN(Za Xp7 XO)(ta l17 l2) | (t7 lla l2) € R} )
CZ(iv Xo’) P= mln{atN(Za Xos XU)(ta lla l2) | (tv lla 12) € R} >0
mit R := [0,€(4, Xo)] X Pi(Xo) X Qi(Xo) sowie

_Cl(i7XanU)
CQ(i7X0)
ny : =max{(x,\) | x € Str(p),\ € T'}

= max { i€ Lx € Sl € Sylixa) |

und wéhlen n > ngp := max{ni, na}.
Es sei nun (z,y) € P(V) x P(W) ein instabiler Punkt und Ao eine Instabilitidtseinpa-
rameteruntergruppe. Es gibt dann ¢ € G, so dass X := gl\gg~ ! in K liegt. Wir setzen
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z' = p(g,z) und 3 := o(g,y). Es seien j € I ein Index mit X € K; und x1 := xjp,
X2 = Xj,o- Da y semistabil ist, ist F':= {\ € K; | uo(,y') = 0} eine Seite von Kj.

(i) Falls F = K gilt, haben wir insbesondere jiy(Ao,y) = po(N,y') = 0.

(ii) Falls F' = {0} gilt, dann haben wir

oA ') + npe(N,y') > —ng +n >0

fiir alle ganzzahligen primitiven Erzeuger A von Kj. Dies ist ein Widerspruch zur
Instabilitat von (z,y).

(ili) Es sei nun F' eine echte nicht-triviale Seite von K, d.h. x2 ist in S,(j) enthalten.
Fiir mindestens einen primitiven Erzeuger A von F' gilt dann p,(\,z) < 0, da man
ansonsten wie in (ii) einen Widerspruch zur Instabilitdt von (z,y) erhélt. Es gilt also
auch x1 € S,(7, x2). Fir alle I; € Pj(x2), l2 € Q;(x2) und 0 <t < €(4, x2) haben wir

at(N(Jv X1, X?) +n- N(.]v X2 X?))(ta l07 l2)
> C1(4, x1, x2) + n2C2(J, x2)(t, 1o, 12) > 0.

Daher ist fiir I(t) := (1 — t)lp + tlo die Abbildung

t= v,(1(t), ") + v (L(t), y') = N (4, x1, x2) (t, lo, l2) + nN (4, X2, x2) (¢, 1o, l2)

streng monoton steigend. Es gibt also ein negatives lokales Minimum von v, + nv, bei
einem Punkt Iy € Pj(x2). Nach Lemma 7.7 ist dies das globale Minimum. Da Xg eine
Instabilitidtseinparameteruntergruppe ist, muss X' /|| N || = lo/||lo|| gelten. Also liegt A’ in
F, so dass fi5(No,y) = e (N, y") = 0 gilt. O

7.2.2. Asymptotische Stabilitat dekorierter Tumps

Wir kehren nun zuriick zu den dekorierten Tumps aus Kapitel 6.

Definition 7.22. Ein dekorierter Tump (E, L, ¢, s) ist asymptotisch (62, k, x)-(semi)-
stabil, falls fir jede gewichtete Fahne (FE,, ) eine Zahl ¢; € Q¢ existiert, so dass fiir
alle 61 > ¢y gilt

M&X(Ehg) + 51[“ (E.,Q, 90) + 52#2(E07 Q, 8)(2)0 .

Bemerkung 7.23. Offensichtlich ist ein dekorierter Tump genau dann asymptotisch
(02, K, x)-(semi)stabil, wenn fiir jede gewichtete Fahne (F,, ) gilt:

a) :U'I(Enga (P) > 07
b)  m(Eea,0) =0 = Mgy(E,, )+ 02pa(Ee,,5)(>)0.

Proposition 7.24. Es sei 2 € Qo fixiert. Dann gibt es ein A1 € Q>o, so dass fiir
01 > Ay jeder (01,92, Kk, X)-(semi)stabile dekorierte Tump (E, L, ¢, s) auch asymptotisch
(02, K, X)-(semi)stabil ist.

Beweis. Fiir beliebiges ¢; folgt Eigenschaft b) aus Bemerkung 7.23 direkt aus der
(61,02, K, X)-(Semi)Stabilitdt. Angenommen (E, L, @, s) ist ein (J1, d2, K, x)-semistabiler
dekorierter Tump, der Eigenschaft a) verletzt. Es sei K = K(X) der Funktionenkorper
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von X und 7 = Spec(K) der generische Punkt. Weiter seien IE := F, und E, := E,
die Einschrdnkungen der Biindel auf den generischen Punkt. Dann bedeutet die Voraus-
setzung, dass [p,] € P(IE,) instabil beziiglich der SL(r, K)-Wirkung ist. Es gibt daher
nach Proposition 7.13 eine Instabilitits-Einparameteruntergruppe A: K* — SLy(r, K).
Aufgrund von [40, Theorem 2.3] ist A eine K-rationale Einparameteruntergruppe. Sie
definert eine gewichtete Fahne (IEo,a) vom Typ r. Wir erhalten einen Morphismus
Spec(K) — [T;er FI(E?, ) (siehe Proposition 2.20). Da X glatt und projektiv mit Di-
mension eins ist, gibt es eine eindeutige Fortsetzung X — [[,er FI(EY, r®), die wiederum
eine gewichtete Fahne (E,, @) bestimmt. Diese Fahne erfiillt nach Konstruktion

NO = Ml(EO7Q7 QO) < 0

Nach Bemerkung 6.14 bestimmt (E,,a) auch eine Fahne F, von E,. Es sei nun
iop = min{1 <7 <1(F,) + 1| p|p, # 0}. Dann induziert die Einschrénkung

Q= SO\F:'O : Fio/F’iO*l — L

einen Morphismus f: X — P(Fj,/Fi,—1) mit f*(Op (s, /F,_,)(1)) = im(@)).

Durch Einschriankung auf den generischen Punkt n erhalten wir die Fahne 4 von
E, := Ejg;. Der Morphismus ¢ bestimmt den Punkt [¢,] € P(IFy,/F;,—1). Dieser
Punkt entspricht dem Limespunkt m@o, und nach Proposition 7.17 gibt es eine Zahl
k € N und einen Charakter y, auf H := QGL(E)(A)/RZ@L(E)(A), so dass dieser Punkt
semistabil beziiglich der Wirkung von H auf P(FF;,/IF;,_1) mit der um den Charakter
Xx getwisteten Linearisierung in OJP(FiO /Firl)(l{:) ist.

Es sei W, eine Fahne in W vom selben Typ wie E,. Wir wéihlen eine offene Teilmenge
U C X und eine Trivialisierung Ej;; = W®Oy mit EflU WOy, teT,1<i<I(E,).
Dies induziert auch einen Isomorphismus SL, 7(E) = SL, 7 (W) x¢ Spec(K). Es gibt
dann eine Einparameteruntergruppe A\: C* — SL, 7(W) mit A\ X ¢ idgpec(x) = A. Die
Trivialisierung induziert nun einen Isomorphismus

H = Qar,w)(A)/Répw)(A) Xa Spec(K),

der poxx X idgpec(k) mit X« identifiziert. Aulerdem erhalten wir durch A eine Fahne
Ve von V1 und Trivialisierungen Fyy = V; ® Op.

Die Existenz der Fahne F, entspricht einer Reduktion des Rahmenbiindels P von
E auf die Strukturgruppe Qgr,,.(w)()). Das assoziierte Biindel mit Faser IP(V;,/Vj,—1)
ist damit isomorph zu P(F;,/Fj,—1). Das assoziierte Biindel mit Faser Op(v;, /Vioq)(k)
konstruiert mit der getwisteten Wirkung ist gerade Op( Fyy/ F¢071)(k) ® Pry Puyy,, wobei
Poy, = PxHoXA das via gy zum Rahmenbiindel P von E assoziierte Geradenbiindel
ist.

Es sei Z :=P(V;,/Vi,—1)®JH der gute Quotient beziiglich der um ppx, getwisteten
Linearisierung in OIP(VZ-O /Vio—l)(k)’ Es gibt einen rationalen Morphismus

T P(Fio/Fio—l) - 7.

Nach Voraussetzung ist die Komposition mo f: X — IP(F,/Fi,—1) --» Z am generischen
Punkt definiert und léasst sich daher zu einem Morphismus f: X — Z fortsetzen. Nun
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gibt es ein m € N+, so dass OIP(%O /%071)(k)®m zu einem amplen Geradenbiindel M
auf Z absteigt. Wir finden

FH(M) 2 (L#F(=kD) @ Py, )™ (=D')
fiir einen weiteren effektiven Divisor D’. Es gilt also
kl 4 deg(Pugy,) = 0.

Mithilfe von Beispiel 5.36 ergibt sich nun

kl
M&Q(EHQ) = deg(PXA) S ——.
Ko
Es gibt nach Bemerkung 7.15 nur endlich viele Konjugationsklassen von moglichen
Instabilitdtseinparameteruntergruppen. Wir finden daher Konstanten C', Co und C’& mit

l(Eo)
C[AP, Crzar 3 ay(r —ke(Ey)),
j=1
1(E,)
Cy = (6 A) = O aj (tky(B) k() — rk
j=1

(Bj) ks (E)) .

Aus der (41, 02, K, x)-(Semi)Stabilitit folgt nun

kl
< —— 4 Cy =61+ 6205
g X

0(<) My (Ee, @) + 0101 (Ee, @, ) + 02p2(Ee, i, 5)

Fiir 61 > Ay := max{0,IC + CX + 9205} muss also Bedingung a) erfiillt sein. O

Proposition 7.25. Es gibt eine Konstante C, so dass fiir jeden asymptotisch (02, k, X)-
semistabilen dekorierten Tump (E, L, p,s) vom Typ (d,1) gilt:

fmax(E) < ME,X(E) +C.

Beweis. Es sei (E, L, ¢, s) ein asymptotisch (d2, k, x)-semistabiler dekorierter Tump. Wir
bezeichnen mit E := E|{77} und E, := E,;,; die Einschrinkungen auf den generischen
Punkt 7 von X und betrachten den Raum

P:=P (7\ ]E) x P(IE,)

Nach Proposition 7.21 gibt es fiir 1 < ¢/ <r; ein n(r’), so dass fir n > n(r’) und jeden
Punkt (z,y) € P, so dass y semistabil ist und (z,y) instabil beziiglich der natiirlichen
Linearisierung in Op(1,n) ist, jede Instabilitits-Einparameteruntergruppe A fiir (z,y)

(A, y) =0
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erfiillt. Wir setzen ryayx := max{r; |t € T} und wéhlen n := max{n(r') |1 < r’ < ryax}.
Es sei nun ¢t € T ein Index und F C E! ein Unterbiindel. Der Quotient E* — E'/F
und der Morphismus ¢: E, — L definieren einen Morphismus

re—rk(F)
f: X = Gr(EYre —vk(F)) xx P(E,) — P ( A Et> xx P(E,).

Falls f beziiglich der Linearisierung in (’)IP 1,n) generisch semistabil

(/\Tt—fk(F) Et)X]P(Ep)(
ist, finden wir

deg(f*Op pri=nr) oy o) (1) = deg(det(E'/F) & L(=D)®") 2 0
mit einem effektiven Divisor D auf X. Es folgt also
deg(F) < deg(E") + nl.

Falls f nicht generisch semistabil ist, gibt es eine Instabilitdts-Einparameterunter-
gruppe A von SL(IE) mit assoziierter gewichteter Fahne (E,,«). Wie im Beweis zu
Proposition 7.24 zeigt man

deg(E") — deg(F) + nl + moM,(F.,a) > 0.

Wegen Eigenschaft a) der asymptotischen (ds, &, x)-Semistabilitéat und der Wahl von n
gilt nun p; (E,, a, ¢) = 0. Aus Eigenschaft b) der asymptotischen (d2, &, x)-Semistabilitét
folgt daher

My (Eo, @) + 02p12(Ee, a,8) > 0.

Nach Bemerkung 7.15 nur endlich viele Konjugationsklassen moglicher Instabilitdts-Ein-
parameteruntergruppen A. Es gibt daher Konstanten C; und C(x,T') mit

Co > pa(Be,a,8),  Cx) = (; A)-
In jedem Fall gilt somit
deg(F) < deg(E") + nl — mo(d2c2 + C(x)) -
Daraus folgert man die Behauptung. O

Lemma 7.26. FEs gibt eine endliche Menge

T/C{(T,CM)EUNT;ETXQZO‘()S?}JS...Srtm:T't,tET} s

u

so dass ein dekorierter Tump (E, L, ,s) genau dann (31,02, k, x)-(semi) stabil ist, wenn
er fiir jede gewichtete Fahne (Eo,a) vom Typ t € T’

My (Eo, @) + 0101 (Ee, a, ) + d2p12(Ee, a, 5)(>)0

erfillt.
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Beweis. Dies ist eine leichte Folgerung aus Lemma 7.5. O

Wir kommen nun zum wichtigsten Ergebnis dieses Kapitels.

Proposition 7.27. Es gibt eine Konstante A € Q~q, so dass fir 61 > A ein deko-
rierter Tump (E, Ly, s) genau dann (01,02, k, X)-(semi)stabil ist, wenn er asymptotisch
(02, K, X)-(semi)stabil ist.

Beweis. Nach Proposition 7.25 gibt es eine Konstante C mit pimax(E) < pip (E) + C fiir
jeden asymptotisch (d2, k, x)-semistabilen dekorierten Tump (F, L, ¢, s). Wir definieren

[

I(a)
My = max { Z a1k (E)re ;- C

J=1

(r,a) € T’} .

Wir definieren weiter 7, ; 1= >,cp k¢7¢,j und

(r,a) GT'} :

j=1

()
C5 := min { Z QT j

Zu jedem Typ (r,a) € T gibt es eine Zahl m(a) € N mit m(a)a € (1/r)Z"Y). Es sei m
das kleinste gemeinsame Vielfache dieser Zahlen.

Fiir jeden asymptotisch (d2, K, x)-semistabilen dekorierten Tump (E, L, ¢, s) und jede
gewichtete Fahne (F,, ) mit Typ t € T” gilt dann

M(E'7g) Z _M07 ,UQ(E07Q7 S) Z GQCQ .

Falls p1(E,, a, ) > 0 gilt, haben wir pq(E,, o, ) > 1/m.
Wir setzen nun
01 > —m(M[) + 52@202)

voraus. Es sei (E, L, p, s) ein asymptotisch (d2, k, x)-semistabiler dekorierter Tump und
(E,, «) eine gewichtete Fahne mit Typ t € T". Falls u1(Fa, a, ¢) = 0 gilt, folgt

M(E,, o) + 01111 (Ee, , ©) + b2p12(Ee, @, 5)(>)0
direkt aus Eigenschaft b). Falls p1(Fe, o, ¢) > 0 gilt, finden wir
)
M(Ehg) + 51:“’1(E‘7Q7 30) + 521“2(E07Q> S) > _MO + El - 52&202 > Oa
so dass (E, L, ¢, s) (01, d2, K, X)-(semi)stabil ist.

Zusammen mit Proposition 7.24 folgt die Aussage fiir A > max{A1, —m(Mo+d1a2C2)}.
O

Proposition 7.28. Die Menge der Isomorphieklassen von Vektorbiindeln E, zu denen
ein 61 € Qo und ein (41,62, Kk, x)-semistabiler dekorierter Tump (E, L, ¢, s) existieren,
ist beschrankt.
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Beweis. Es sei (E, L, ¢, s) ein (d1, 02, k, x)-semistabiler dekorierter Tump. Falls 6; > A
gilt, so ist (E, L, ¢, s) nach Proposition 7.27 asymptotisch (d2, k, x)-semistabil. Nach
Proposition 7.25 gibt es eine Konstante C' mit fi y max(E) < e (E) + C.

Es sei nun d; < A. Aus der (41, 82, K, x)-Semistabilitiit fiir eine Fahne {0} C F C E
mit Gewicht a = (1) folgt

0< Mﬁ,x(EnQ) + 61#1(E.,Q, SD) + 62,“2(an@, 3)
< 1k (E) 1k (F) (e x (E) = prx (F)) + Aay(r — 1) + daaz(r — 1) .

Die maximale Steigung ist in diesem Fall beschrankt durch

r—1
Nﬁ,xmax(E) < ME,X(E) + (Aa1 + 52a2) a

Die Konstante C’ := max{C, (Acy + dac2)(r — 1)/r} liefert dann eine obere Schranke
fiir die maximale Steigung von E. Wir schlieflen mit Proposition 4.7. O

7.3. Parabolische Higgs-Biindel

Es sei L ein Geradenbiindel auf X, 0 < r; < ... < 71 < r eine Folge natirlicher
Zahlen und B; € Ny fir 1 < i < k. Ein parabolisches Higgs-Biindel vom Typ (L,r)
ist ein Vektorbiindel FE zusammen mit einem getwisteten Endomorphismus ¢: £ —
E ® L und einer Fahne V, in E|(,y vom Typ r mit der Eigenschaft, dass die Fahne -
invariant ist, d.h. |15} (Vi) C Vi® L4} Ein Isomorphismus : (E, ¢, Ve) — (E',¢', V})
parabolischer Higgs-Biindel ist ein Isomorphismus ¢: E — E’, so dass ¢’ o) = (¢ ®
idy) o und Yy (Vi) =V, i =1,..., k gilt.

Um einen projektiven Modulraum wie in [48] zu erhalten, erlauben wir auch ,unendli-
che* Endomorphismen:

Definition 7.29. Ein parabolisches Hitchin-Paar ist ein Tupel (E,p,¢€,V,), wobei
(E,p,Vs) ein parabolisches Higgs-Biindel und e eine komplexe Zahl ist, so dass ¢
nicht-trivial ist oder € # 0 gilt.

Ein Isomorphismus parabolischer Hitchin-Paare (¢, 2): (E,¢,¢,Ve) = (E', ¢’ €/, V)
besteht aus einem Isomorphismus ¢: E — E’ der parabolischen Vektorbiindel und einer
Zahl z € C* mit der Eigenschaft ¢’ o9 =2 (¢ ®idp)op und € = z - €.

Einem Higgs-Biindel (F, ¢, V,) ordnen wir das Hitchin-Paar (F, ¢, 1,V,) zu. Jedes
Hitchin-Paar (E, ¢, €, V,) mit € # 0 ist dann isomorph zum Higgs-Biindel (E,e~1 - o, V).

Eine durch ein Schema S parametrisierte Familie parabolischer Hitchin-Paare ist
ein Tupel (Fg, Ng, ¢s,€s, Vse), wobei Eg eine durch S parametrisierte Familie von
Vektorbiindeln auf X ist, Ng ein Geradenbiindel auf S, ps: Eg — Eg @ pry L @ prg Ng
ein Endomorphismus, eg: Og — Ng ein Homomorphismus und Vg, eine Fahne vom Typ
T in E|gyx a0} ist, so dass fiir jeden Punkt s € S die Einschrinkung (Es s, ps,s, €5,5) ein
parabolisches Hitchin-Paar ist.

Wir fixieren nun eine Zahl [, so dass es Inklusionen L — Ox(l) und ¢t: Ox — Ox (1)
gibt. Wir betrachten die Darstellung p: GL(r) — GL(C" @ (C")Y @ C), wobei GL(r)
auf dem ersten Summanden durch Konjugation wirkt und auf dem zweiten Summanden
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trivial wirkt. Mithilfe der Spur Eg @ EY — Ogxx und der Inklusion L — Ox(l)
konstruiert man zu einem Endomorphismus ¢pg: Es — Eg ® pry L ® prg Ng den
Homomorphismus

905®idE\/
04 Es®@ES — ° Es@ E{®@pry L®prgNs — Ox(l) ® pr Ns .

Ein Homomorphismus €g: Og — Ng definiert einen Homomorphismus
€g = (pries ®@1): Ogxx — priy Ox (1) @ pr§ Ng .

Eine parametrisierte Familie von Hitchin-Paaren bestimmt somit einen nicht-trivialen
Homomorphismus

(8, €5): Es, 2 End(Eg)” @ Osxx — pry Ox(l) ® pr§ Ng .

Es sei o die natiirliche Wirkung von GL(r) auf der Fahnenvarietat F1(C", r). Die Fahne
Vse bestimmt dann einen Schnitt sg: S — FI(Egs5x{201,T) = Eso|Sx{xe}- INsgesamt
kann man so einer parametrisierten Familie von Hitchin-Paaren eine parametrisierte
Familie o-dekorierter p-Swamps vom Typ (d,!) zuordnen.

Wir fixieren nun d3 € Q>¢ und betrachten die natiirliche Linearisierung von ¢ in

Oricr ) (B15 - -+, Br)-

Definition 7.30. Ein parabolisches Hitchin-Paar ist (d1,d2)-(semi)stabil, wenn der
assoziierte dekorierte Swamp (d1, d2)-(semi)stabil ist.

Nach Proposition 6.26 ist die Menge der Isomorphieklassen der Vektorbiindel F, zu
denen ein (01, 62)-semistabiles Hitchin-Paar existiert, beschrankt. Es gibt also ng, so
dass fiir n > ng und ein (81, d2)-semistabiles Hitchin-Paar (E, ¢, €, V) das Biindel E(n)
global erzeugt ist und h'(E(n)) = 0 gilt. Wir fixieren einen komplexen Vektorraum Y
der Dimension p(n).

Eine durch ein Schema S parametrisierte Familie parabolischer Hitchin-Quotien-
ten ist ein Tupel (gs, Ns, ¢s, €s, Vse), wobei gs: Y ® pry Ox(—n) — Eg eine Familie
von Vektorbiindelquotienten von Grad d und Rang r, und (Eg, Ng, ¢s,€s, Vse) eine
Familie parabolischer Hitchin-Paare ist. Diese Daten definieren das Modulproblem der
parabolischen Hitchin-Quotienten.

Proposition 7.31. Der feine Modulraum QHP der parabolischen Hitchin-Quotienten
existiert als abgeschlossenes Unterschema des Modulraums der dekorierten Quotienten-
Swamps QSw = QSw,,(p, 0, d,1).

Beweis. Es sei y € Jac! der Punkt, so dass die Einschrinkung des Poincaré-Biindels £
auf {y} x X isomorph zu Ox(l) ist, und P; die Faser von QSw iiber y. Wir betrachten
den Homomorphismus

Y1: End(E)Y — End(E)"@0p, xx 5 pri Ox(l)®@prp, Ny — prx (Ox(I)/L)®prp, Ni.

Es sei P, := V(¢1) C P, das abgeschlossene Unterschema aus Lemma 6.29, au~f dem
1y trivial wird. Wir erhalten dann auf P, x X den Homomorphismus ¢;1: End(E)Y —
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pry L @ prp, Ni. Wir konstruieren daraus mit dgnqp): Ox = End(E)Y ® End(E) und

dem Auswertungshomomorphismus ev: End(E) ® E — E den Homomorphismus
¢: £ — End(E)"®End(E)®F 2 End(F)® E@pry Leprp, N1 = E@pry Lepr, Ni.
Analog dazu betrachten wir den Homomorphismus

Ya: Opyux = End(E) ® Opyxx 5 pry Ox (1) @ prip, Ny — priy(Ox(1)/Ox) @ prp, Ny

und setzen P35 := V(¢9) C P». Auf Ps gibt es den tautologischen Homomorphismus
€: Opxx —» Ox ® prp, Ni. Durch Vorschub nach Ps erhélt man den Homomorphismus
e: Op, — Ny.

Schliefflich sei Py C P3 das abgeschlossene Unterschema, auf dem

P|Pyx{xo} Fi%EIP;;x{:co}/Fz’®p1V9133 Nl, i=1,...,8,

verschwindet, wobei Fy die durch 5 bestimmte Fahne von E~‘ Psx{zo} ist. Man erhélt so
eine durch P, parametrisierte Familie parabolischer Hitchin-Paare (E , 0, €, Ve). Es folgt
aus der Konstruktion und der universellen Eigenschaft von QSw (siehe Lemma 6.31),
dass diese Familie die universelle Familie fir Familien parabolischer Hitchin-Quotienten
ist. O

Das Unterschema QHP ist PGL(r)-invariant. Wie im Fall der dekorierten Tumps
zeigt man, dass QHP die lokal universelle Eigenschaft fiir Familien (01, d2)-semistabiler
Hitchin-Paare besitzt. Ferner gibt es fiir zwei Morphismen fo, f1: S — QHP genau dann
einen Morphismus g: S — PGL(r) mit g - f; = f2, wenn die Riickziige der universellen
Familie isomorph sind (siehe Lemma 6.44 und Proposition 6.45).

Korollar 7.32. Der grobe Modulraum HP192)-()8(d ¢ L r) der (8y,02)-(semi)stabilen
Hitchin-Paare vom Typ (L,r) existiert als abgeschlossenes Unterschema des Modulraums
der (81, 02)-(semi) stabilen dekorierten Swamps Sw(®1:92)-()s,

Nach Proposition 7.27 gibt es eine Konstante A > 0, so dass fir alle 1 > A
ein dekorierter Swamp genau dann (d1, d2)-(semi)stabil ist, wenn er asymptotisch do-
(semi)stabil ist. Wir wéhlen nun ein §; > A. Es bleibt zu untersuchen, wann ein
Hitchin-Paar asymptotisch d2-(semi)stabil ist.

Lemma 7.33. Es sei K ein Korper und X\: K* — SL(r) eine Einparameteruntergruppe
mit assoziierter gewichteter Fahne (We, ). Fiir einen Punkt x = [®, E] € P(End(K")V&®
K) gilt

(i) p(\, z) > 0 genau dann, wenn W, nicht ®-invariant ist.
(ii) p(\ x) <0 genau dann, wenn E =0 und ®(W;) C W;_1 fir alle i gilt.
Beweis. Wir definieren zunichst

L) : = {fl:{% o [ BOW)/(B(W) A Wi1) # {0} " 8
0, E#0

M()\’E)::{—oo E=0
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mit y; ;= Z;gi) ;T — Z;g;) ajr. Man findet dann

u(O\ [0, E]) = max{u(\, ®), u(\, £)}
Daraus ergibt sich leicht die Behauptung. O

Korollar 7.34. Fin parabolisches Hitchin-Paar (E, p, €, V) ist genau dann (semi)stabil,
wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

a) Falls e =0, ist ¢ nicht nilpotent.
b) Fir jedes p-invariante Unterbindel F' C E gilt

pardeg(FE) rk(F)(>) pardeg(F) rk(FE) .

Beweis. Die Grofle p(A, @) aus dem Beweis zu Lemma 7.33 ist genau dann negativ,
wenn P nilpotent beziiglich der Fahne W, ist. Falls ¢ nilpotent ist, gibt es immer
eine solche Fahne. Bedingung a) aus Bemerkung 7.23 ist daher dquivalent zur ersten
Bedingung. Die Aquivalenz der zweiten Bedingung mit Bedingung b) aus Bemerkung 7.23
ist offensichtlich. O

Wir erhalten so die bekannte Stabilitdtsbedingung fiir parabolische Higgs-Biindel
(siehe [26, Def. 1.2]).
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8. Dekorierte Prinzipalbiindel

Dieses Kapitel enthélt das zentrale Ergebnis dieser Arbeit: Die Konstruktion des Modul-
raums der G-Prinzipalbiindel mit Dekoration in einem assoziierten Biindel iiber einem
Punkt. Als Spezialfall erhalten wir den Modulraum der parabolischen Prinzipalbiindel
[20].

8.1. Das Modulproblem der dekorierten Prinzipalbiindel

8.1.1. Definition dekorierter Prinzipalbiindel

Es sei X eine glatte projektive Kurve vom Geschlecht g. Weiter sei G eine affine reduktive
algebraische Gruppe und o: G — GL(V') eine Darstellung.

Definition 8.1. Ein o-dekoriertes G-Prinzipalbiindel ist ein Tupel (P,s), wobei P
ein G-Prinzipalbiindel und s ein Punkt im assoziierten Biindel P(FP,) iiber dem Punkt
xo € X ist. Ein Isomorphismus f: (P,s) — (P’, ') ist ein Isomorphismus f: P — P’ mit
fol{z0}(8") = s, wobei fo: P(P;) — P(P,) der induzierte Isomorphismus der assoziierten
Biindel ist.

Da G affin ist, gibt es eine treue Darstellung G — GL(W'). Dann erhalten wir eine

Einbettung G — SL(W) mit
dim(W") v
W:=W ( A W’) :

Weil G auch reduktiv ist, ist das Radikal R(G) ein Torus (siche [4, §11.21]). Man
findet daher Charaktere x; € X*(R(G)), t € T, und eine Zerlegung W = @, W' mit
g-w = xi(g)w fiir w e W und g € R(G). Da das Radikal im Zentrum liegt, sind die
Réume W' auch G-invariant. Wir definieren ry := dim(W?), ¢t € T, und 7 := Y ,cp1y.
Insgesamt erhalten wir eine Einbettung

k: G — GLy(W) N SL(W) =: SLp(W).

Ein Charakter y € X*(SLy(r)) wird beschrieben durch ein Element xy € Z% /A,
wobei A die Diagonale ist. Wenn e; den t-ten Einheitsvektor bezeichnet und & den
entsprechenden Charakter, dann definieren wir den Gradvektor d eines Prinzipalbiindels
durch

di = deg(r.(P) x5 ©), teT.

Da det ok = 1 gilt, haben wir } ;. d; = 0.
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Bemerkung 8.2. Nach Proposition 1.42 gibt es eine Darstellung o’: GLp(W) — GL(V @
V'), so dass o ein direkter Summand von o’ o k ist. Man erhilt eine Surjektion P x 7 °%
(V@ V') — P x°V. Ohne Einschrankung darf man daher annehmen, dass o von einer
Darstellung GL7(W) — GL(V) kommt, die wir ebenfalls mit ¢ bezeichnen. Dabei
miissen wir annehmen, dass ¢ homogen ist, um die Ergebnisse aus Kapitel 6 anwenden
zu konnen. Nach Proposition 6.4 gibt es dann Zahlen a,b, ¢, so dass V' ein direkter
Summand von W . ist.

8.1.2. Stabilitat

Es sei (P, s) ein o-dekoriertes G-Prinzipalbtindel. Weiter sei A € X, (G) eine Einparame-
teruntergruppe, Qg (\) die assoziierte parabolische Untergruppe und g: X — P/Qa()\)
eine Reduktion der Strukturgruppe. Es gibt einen maximalen Torus 7', so dass A in
X.(T) liegt. Die Einbettung x liefert ein Skalarprodukt auf X, (7). Wir definieren
Xx € X*(T') durch (xx,\) = (A, X) fir alle N € X, (T'). Nach Lemma 3.40 kommt y
von einem Charakter auf Qqr,(y)(#5+A), den wir ebenfalls mit x bezeichnen. Es gilt nun
P x?V = 3*(P) x° V. Wir wihlen eine Trivialisierung 1: (8*(P) X7 V)|z,3 — V und
setzen
BN B 5) = o (M, 6(5)).

Da sich verschieden Trivialisierungen nur um ein Element g € Q¢(\) unterscheiden, ist
dies nach Lemma 3.33 wohldefiniert.

Definition 8.3. Es sei 6 € Q>0 und x € X*(SL7(r)). Ein o-dekoriertes G-Prinzipal-
biindel (P, s) ist (9, k, x)-(semi) stabil, wenn fiir jede Einparameteruntergruppe A € X, (G)
und jede Reduktion der Strukturgruppe : X — P/Qg (M) gilt

deg(B"(P) XX ©) + du(X, B, 5) + {x, £ A) ().

Bemerkung 8.4. Die Einbettung x: G — SLp(r) liefert nach Proposition 5.22 eine Aqui-
valenz der Kategorie der G-Prinzipalbiindel mit der Kategorie der GL(r)-Prinzipalbiindel
mit Reduktion der Strukturgruppe. Das Datum eines GL(r)-Prinzipalbiindels wiederum
ist analog zu Proposition 5.35 dquivalent zum Datum eines T-gespaltenen Vektorbiindels
mit Rangvektor r. Aus einem G-Prinzipalbiindel P erhalten wir daher ein T-gespaltenes
Vektorbiindel F mit rk(E") = ry, deg(E") = dy, t € T, und det(EF) = Ox sowie eine
Reduktion der Strukturgruppe ¢: X — Zsop(W, E)/G mit

Isop(W, E) :== P Iso(W'® Ox, E)
teT

Wenn A € X, (G) eine Einparameteruntergruppe ist und g: X — P/Qg(\) eine
Reduktion der Strukturgruppe, so findet man

deg("(P) x** €) = M(Eo(f),a) ,

wobei Fo(3) die durch  bestimmte Fahne ist. Fiir eine Einparameteruntergruppe
A € X (SLz(r)) mit gewichteter Fahne (W, a) gilt

1(We)
A=Y q (dim(Wj)dim(Wt) — dim(W) dim(wj)) .
teT  j=1
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Ein dekoriertes Prinzipalbiindel ist daher genau dann (semi)stabil wenn fiir jede Einpa-
rameteruntergruppe A € X, (G) und jede Reduktion 5: X — P/Qg()\) gilt

MLL(En a) +0pu(A, ¢, 3)(2)0 :

8.1.3. S-Aquivalenz

Es sei (P, s) ein (0, k, x)-semistabiles Prinzipalbiindel.

Definition 8.5. Wir nennen ein Paar (A, 5) aus einer Einparameteruntergruppe A €
X.«(G) und einer Reduktion der Strukturgruppe 5: X — P/Qg(\) kritisch, wenn

deg(B"(P) xX* ©) +6p(A, B, s) + (X, k) =0
gilt.

Es sei nun (A, 3) ein kritisches Paar. Wir bezeichnen mit 7: Qg(A) — Lg(\) die
Projektion auf den Levifaktor und mit i: Lg(A\) — G die Inklusion. Wir setzen P’ :=
ixmy3* P. Die Gruppe Qqr(v) (0. \) ist der Stabilisator einer Fahne V,. Die Reduktion
X = P/Qc(A) = 0+(P)/Qar(v)(0+A) definiert eine Fahne Fy von P, und es gilt

l(F.)
P'x°V =& F;/F;_1.
Jj=1

Es sei jo = min{l < j <1(F,) + 1] s/, # 0}. Dann induziert s einen Punkt
s e ]P(Fjo/Fjofl)\{aco} C IP(P, x7 V)on}.

Wir nennen dfy g(P, s) := (P’,s') die durch A und /3 bestimmte zuldssige Deformation
von (P, s).

Definition 8.6. Die S-Aquivalenz wird durch Isomorphie und die Relationen
(P,s) ~dfy (P, s)

fiir alle kritischen Paare (), §) erzeugt.

8.1.4. Parametrisierte Familien

Definition 8.7. Eine durch ein Schema S parametrisierte Familie o-dekorierter Prin-
zipalbiindel ist ein Tripel Dg = (Ps, Ng, sg), wobei Pg ein G-Prinzipalbiindel auf S x X
ist, Ng ein Geradenbiindel auf S ist und sg: Pjjgx{s} — Ns ein surjektiver Homo-
morphismus ist. Zwei parametrisierte Familien Dg und DY sind isomorph, wenn es
einen Isomorphismus f : Ps — P¢ von Prinzipalbiindeln und einen Isomorphismus
h: Ng— Ng mit s 0 fs|(z0} = h o sg gibt. Hierbei bezeichnet f, : P, — P, den durch
f induzierten Isomorphismus.

Definition 8.8. Die Familie Dg ist (6, x, x)-(sem?)stabil, wenn fiir jeden Punkt s € S
das dekorierte Prinzipalbiindel Dg s := (Ps|{s}x x> Ss|{s}) (9, &, X)-(semi)stabil ist.
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Diese Daten definieren den Modulfunktor der (semi)stabilen dekorierten Prinzipal-
biindel
PBOAX)E3(G o d): Sch/TC — Sets .

Wir erinnern daran, dass wir in Bemerkung 8.2 Zahlen a, b, und c fixiert haben, so
dass o ein direkter Summand der Darstellung W, s . ist. Wir haben nun alle Begriffe zur
Verfiigung, die fiir die Formulierung des zentralen Ergebnisses dieser Arbeit bendtigt
werden.

Theorem 8.9. Fir da < 1 existiert der (projektive) grobe Modulraum der (0,k,X)-
(semi)stabilen o-dekorierten G-Prinzipalbiindel vom Typ d.

In den folgenden Abschnitten wird der Modulraum mithilfe der Ergebnisse aus den vor-
angegangenen Kapiteln konstruiert. Der Beweis von Theorem 8.9 wird in Abschnitt 8.3.3
gegeben.

Bemerkung 8.10. Man beachte, dass der Stabilitdtsbegriff und auch der Parameter a
von der gewéhlten Einbettung x : G — SLp(WW) abhéngen. In konkreten Beispielen
kann man die Bedingung da < 1 durch geschickte Wahl von s oder Anpassungen in der
Konstruktion des Modulraums abschwéchen.

8.2. Dekorierte Prinzipalbiindel und Tumps

8.2.1. Dekorierte Pseudo-Prinzipalbiindel

Das Datum eines dekorierten Prinzipalbiindels (P, s) ist nach Bemerkung 8.4 dquivalent
zum Datum eines T-gespaltenen Vektorbiindels E, einer Reduktion der Strukturgruppe
¢: X — Zsor(W, E)/G und einem Punkt s € P(E,). Wir erweitern nun die betrachtete
Kategorie und erlauben auch Schnitte ¢: X — Homp (W, E) /G mit

Homp (W, E) = EB’Hom(Wt ® Ox, E') = Spec <Sym (@ EY ® Wt>> .
ter teT
Ein solcher Schnitt ¢ wird beschrieben durch einen Homomorphismus
G
Ty Sym (@Etv ® Wt> — Ox.
teT
Dies fithrt uns zu folgender Definition:

Definition 8.11. Ein o-dekoriertes Pseudo-Prinzipalbiindel ist ein Tupel (E, T, s) be-
stehend aus einem T-gespaltenen Vektorbiindel E mit rk(E?) = r; und det(E) = Oy,
einem nicht-trivialen Homomorphismus

G
7: Sym <@Etv ® Wt> — Ox

teT

und einem Punkt s im assoziierten Biindel P(E,(z0})-
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Ein Isomorphismus f: (E,1,s) — (E',7',s') ist ein Isomorphismus f: E — E' T-
gespaltener Vektorbiindel mit 7o Sym(@,cp [V ® idy+) = 7/ und f,(s') = s.

Eine Familie dekorierter Pseudo-Prinzipalbiindel ist ein Tupel Dg := (Eg, Ng, Ts, Ss),
wobei Fg ein T-gespaltenes Vektorbiindel auf S x X ist, Ng ein Geradenbiindel auf S
ist,

G
7s: Sym (@ EY ® Wt> — xOx
teT

ein Homomorphismus tiber S ist, dessen Einschrénkung auf einen beliebigen Punkt
s € S nicht-trivial ist, und ss: E5|gx (s} — Vs ein Homomorphismus ist.

Zwei Familien Dg und D’S sind isomorph, wenn es Isomorphismen f: Fg — E’S und
h: Ng — Ng mit 75 o f' = 75 und h o s5 = 5% 0 fysx{ay} gibt, wobei f" und f, die
durch f induzierten Isomorphismen sind.

Diese Daten definieren den Modulfunktor der dekorierten Pseudo-Prinzipalbiindel
PPB: Sch/C — Sets.

Lemma 8.12. Ein dekoriertes Pseudo-Prinzipalbiindel (E, T, s) mit assoziiertem Schnitt
Spec(1): X — Homp(W, E) /G kommt genau dann von einem dekorierten Prinzipal-
biindel, wenn es einen Punkt x € X mit Spec(7)(x) € Isor(W, E)|15}) gibt.

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

Isop(W, BE)———— Homp(W, E) 2—— X .

| |

Isop(W, E)/G—— Homp(W, E) |G

g

Auf Homp (W, E) gibt es den tautologischen Homomorphismus ¢: W ® 75, Ox — %\ E
mit Determinante

D .= /\T/J OHomT(W,E') — W}(det(E)) .
Weil det(F) = Ox gilt, entspricht D einem Schnitt in H O(OﬂomT(W’ g))- Da weiter D

auch G-invariant ist, definiert D einen Schnitt D € H O(OﬂomT([/V’ E))c)- Wir betrachten

den Riickzug 0*D € H%(Oyx). Es ist offensichtlich, dass ¢ an den Punkten x € X mit
o*D(x) # 0 durch Zsor(W, E)/G faktorisiert. Wegen H°(Ox) = C ist aber o*D trivial
oder konstant. O

8.2.2. Pseudo-Prinzipalbiindel als Tumps

Wir betrachten den Raum H := @, End(C") mit der Linkswirkung durch SLp(r)
und der Rechtswirkung durch G. Da Links- und Rechtsmultiplikation vertauschen, erhélt
man eine Linkswirkung von SLz(r) auf P(HY)/G = Proj(Sym(H")%).

Es gibt eine Zahl d € N, so dass Sym(H")% in den Graden 0 < s < d erzeugt wird,
und der graduierte Ring

Sym(d!) (HV)G — @ Symi(d!) (H\/)G

i=1
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in Grad eins erzeugt ist (siehe [33, p. 204]). Der Homomorphismus

d
V= @ ®Sym5i(SymZ(Hv)G) — Sym® (HV)¢
sent i=l

> isi=d!

ist dann nach Konstruktion surjektiv. Wir erhalten eine dquivariante Surjektion gradu-
ierter Algebren

Sym(V;) — Sym(Sym®(HY)%) — Sym ™ (HY)¢

Man beachte, dass die natiirliche Darstellung p: GL(r) — GL(V1) nach Konstruktion
homogen vom Grad d! ist.

Es sei nun (Eg, Ng, 7s, sg) eine parametrisierte Familie dekorierter Pseudo-Prinzipal-
biindel. Wir betrachten das Vektorbiindel

d G
By= ® @ (sl (@ ewt) ).
seNd  i=1 teT
Zisi:d!
Die Komposition von Téd!) mit der Surjektion

G
Es, — Sym!™ (@ EY ® Wt>
teT

ergibt einen nicht-trivialen Morphismus ¢g(7s): Fs, — 7% Ox.

Definition 8.13. Das Tupel (Eg, Ox, Ng, ¢(7s), sg) ist die zu (Eg, Ng,Ts, ss) assozi-
ierte Familie dekorierter p-Tumps.

Definition 8.14. Ein dekoriertes Pseudo-Prinzipalbiindel (E,7,s) ist (31,02, K, X)-
(semi)stabil, falls der assoziierte dekorierte Tump (E, Ox, ¢(7), s) (d1, 02, K, x)-(semi)-
stabil ist.

Durch diese Definitionen erhalten wir den Modulfunktor der (41, d2, &, x)-(semi)stabilen
dekorierten Pseudo-Prinzipalbiindel PPB(01:92:£:X)-(5)s zusammen mit einer natiirlichen
Transformation

rPPB(cil,ég,n,x)—(s)s _)Tmp(dl,zig,n,x)—(s)s

Bemerkung 8.15. Nach Wahl von d, sind im kommutativen Diagramm

Sym(V;) ——— Sym ( gl:l Symi(HV)G)

| i

Sym(d!) (HV)¢ ————— Sym(HY)“
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die vertikalen Homomorphismen surjektiv. Die horizontalen Homomorphismen induzieren
Isomorphismen der entsprechenden (gewichteten) projektiven Rdume. Wir erhalten daher
folgendes Diagramm &dquivarianter abgeschlossener Einbettungen

P(Vi)+——— P(1<i<d)

T T

o

Proj(Sym'™(HY)%) &#——P(H") /G
Hierbei steht P(1 <14 < d) fiir den gewichteten projektiven Raum
d .
P(1 <i<d):= Proj (Sym <@ Syml(HV)G>> .
i=1
Lemma 8.16. Es sei h € H, [h] € P(1 < i <d) und v([h]) € P(V1). Dann gilt
po@)As [R)(Z)0 = poa)(Av([R])(>)0.

Beweis. Es sei [h] reprisentiert durch h;: Sym‘(HY)Y — €, 1 < i < d. Der Punkt v(h)
ist dann bestimmt durch die Linearformen

d
hs: ® Sym®*! (Sym’(H")%) — C
i=1
(1 (d) TTT 5 (0
(ul ..... ugi))®®(u1 ..... u((slj))|_> Hth(u]Z )
i=14=1
Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Proposition 8.17. Die Abbildung, die einer Isomorphieklasse von dekorierten Pseudo-
Prinzipalbiindeln [(E, T, s)] die Isomorphieklasse [(E, Ox,¢(T),s)] zuordnet, ist injektiv.

Beweis. (i) Es seien zunéchst (E, 7, s) und (E’, 7/, s’) zwei dekorierte Pseudo-Prinzipal-
biindel und ¢: E’ — E ein Isomorphismus der entsprechenden dekorierten Tumps. Dann
ist (E',7', ') isomorph zu (E,7,s) mit 7 := 7/ o Sym(@,cp ¢*" ® idy+). Wir kénnen
also E = FE', s = ¢ und ¢, = ¢, annehmen.

(ii) Wir betrachten die induzierten Abbildungen

G
Ty, T Sym’ (@ EV ® Wt> — Ox .
teT

Man beachte, dass 7 und 7/ durch die Morphismen 7; bzw. 7/, i = 1,...,d, bestimmt
sind. Fiir jedes ¢ gibt es dann [ € N mit /i = d!. Nach Konstruktion haben wir dann

Sym'(r;) = Sym'(7]) .

Somit gibt es eine I-te Einheitswurzel ¢; € C* mit 7; = ¢; - 7/.
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(iii) Es sei E die Einschrankung von E auf den generischen Punkt 1. Der Morphismus
- definiert den Punkt

d G
pePE,)=P| P &sym" (symi (@ EY ® Wt> )

seNd =1 teT

> isi=dl

Nach Voraussetzung werden die Punkte

d G\ Vv
T, 7 € @ (Symi (EB EY Wt> )

i=1 teT

beide auf ¢ abgebildet. Da die Veronese-Abbildung

P (é (Symi <EB EY @ Wt> G)) — P(E,)

1=1 teT

eine Einbettung ist, gibt es eine d!-te Einheitswurzel ¢ € K* mit 7; = ¢*7/, d.h. es gilt
¢ = ¢, fiir alle 1 < i < d. Die Multiplikation mit ¢ definiert dann einen Isomorphismus
zwischen (E,7,s) und (E, 7/, s). O

Lemma 8.18. FEs sei h € H und [h] das Bild in P(H")/G. Wir betrachten die Wirkung
von SLp(r) auf P(HV)/G.

(i) Wenn h ein Isomorphismus ist, dann ist [h] polystabil.
(ii) Wenn [h] semistabil ist, dann ist h ein Isomorphismus.

Beweis. (i) Die Determinante det: H — C definiert einen Schnitt in Opgvy(r), der
SLy(r)-invariant und G-invariant ist. Sie induziert daher einen Schnitt D auf P(HY)/G.
Ist h ein Isomorphismus, so ist D([h]) # 0. Da (P(H")/G)p affin ist, ist [h] nach Defini-
tion 3.14 semistabil. Weiter ist der SLy(r)-Orbit von [h] gerade das Urbild D~ (DI[h]))
und somit abgeschlossen.

(ii) Der Ring der invarianten Funktionen auf H wird von det erzeugt. Falls h kein
Isomorphismus ist, gibt es daher keine invariante Funktion f mit f([h]) # 0. O

8.3. Konstruktion des Modulraums

8.3.1. Semistabile Reduktion

Wir erinnern daran, dass es nach Proposition 7.27 ein A gibt, so dass fiir 41 > A
ein dekorierter Tump genau dann (41, d2, 1, x)-(semi)stabil ist, wenn er asymptotisch
(02,1, x)-(semi)stabil ist.

Theorem 8.19 (Semistabile Reduktion). Fir §; > A kommt jedes (81,02, 1, x)-semi-
stabile dekorierte Pseudo-Prinzipalbiindel von einem dekorierten G-Prinzipalbiindel.
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Beweis. Es sei (F,T,s) ein dekoriertes Pseudo-Prinzipalbiindel mit (d1, d2, 1, x)-semi-
stabilem assoziierten Tump (E,Ox,p(7),s). Es sei  der generische Punkt von X
und K der Funktionenkérper. Wir wahlen ein Trivialisierung f: E := E, - W ® K.
Dies induziert eine Trivialisierung f,: E, = Vi x¢ K. Da (E,Ox, ¢(7), s) nach Wahl
von 6 asymptotisch (82,1, x)-semistabil ist, liegt [p(7), o f, '] in P(V1)® x¢ K. Nach
Lemma 8.16 und Lemma 8.18, (ii), gilt dann Spec(r), € Zsor(W, E),. Wegen Lem-
ma 8.12 faktorisiert Spec(7): X — Homp (W, E)//G auf ganz X durch Zsor(W, E)/G
und definiert eine Reduktion der Strukturgruppe. 0

Bemerkung 8.20. Der Begriff der semistabilen Reduktion bezeichnet im allgemeinen die
folgende Aussage: Wenn R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkérper K ist, und
Py eine Familie semistabiler dekorierter Prinzipalbiindel auf Spec(K') x X ist, dann gibt
es eine endliche Erweiterung K’ von K, so dass sich der Riickzug der Familie Px nach
Spec(K') x X auf die Normalisierung R’ von R fortsetzen lasst. Wenn man den quasi-
projektiven Modulraum der semistabilen dekorierten Prinzipalbtindel konstruiert hat, ist
diese Aussage dquivalent zur Eigentlichkeit des Modulraums. Wir werden im Folgenden
den projektiven Modulraum der dekorierten Pseudo-Prinzipalbiindel konstruieren, der
den Modulraum der dekorierten Prinzipalbiindel als offenes Unterschema enthélt. Aus
Theorem 8.19 folgt nun, dass die Modulrdume gleich sind, so dass der Modulraum der
dekorierten Prinzipalbiindel insbesondere projektiv ist.

Proposition 8.21. Es sei K ein perfekter Korper, G eine affine reduktive Gruppe und
H C G eine abgeschlossene reduktive Untergruppe tiber K. Zu einem Punkt [g] € G/H
und einer Einparameteruntergruppe A: K* — G mit der Eigenschaft, dass der Limes
[9]oo :=limy—00 A(2) - [g] in G/H existiert, gibt es g € R(Qa(N\)) mit [9lcc = ¢ - [g].

Beweis. Diese Aussage wurde von Kraft und Kuttler fiir einen algebraisch abgeschlos-
senen Korper K gezeigt. Die Aussage fiir perfekte Korper findet man in [2, Theorem
3.3]. O

Lemma 8.22. Es sei K ein perfekter Korper, \: K* — GL(r, K) N SL(r, K) eine
Einparameteruntergruppe. Fiir den Punkt x = [(id¢,t € T)] € P(HY @ K) /G sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt eine FEinparameteruntergruppe N € X.(G(K)) und ein Element g €
QL K)nSL(nk)(A), s0 dass kX =g~ X-g.

(i) p(\,z) = 0.

Beweis. ,(i)=(ii)“: Dies folgt sofort, da G' der Stabilisator von [id] in H /G ist.
s(1)<=(ii)“: Es sel oo = limi_yoo A(t) - . Aufgrund von Lemma 8.18, (i), gibt es
g € GL(r) mit xo = [g]. Wegen Proposition 8.21 kann man dabei g € R(Qsr,(r)(}))
withlen. Da A den Punkt .+, invariant lisst, faktorisiert A durch g-x(G)-g~!. Offensichtlich
ist X' := ¢g~! - X\ g das Bild einer Einparameteruntergruppe von G. ]

Proposition 8.23. Es sei (P,s) ein dekoriertes Prinzipalbindel, (E,Ox,¢(T),s) der
assoziierte dekorierte Tump und (Ee, ) eine gewichtete Fahne. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
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8. Dekorierte Prinzipalbiindel

(i) Es gibt eine Einparameteruntergruppe A € X«(G) und eine Reduktion f: X —
P/Qc()N), so dass (Ee,) die durch A und 8 definierte gewichtete Fahne ist.

(ii) p1(Ee, (1)) = 0.

Beweis. ,,(1)=(ii)*: Dies folgt direkt aus Lemma 8.22, (i)=-(ii).

»(1)<(ii)“: Es sei f: U — X ein fppf-Morphismus und h: f*P — U x G eine Triviali-
sierung. Dies induziert ebenso eine Trivialisierung h: f*E — W ® Op. Es sei n € U der
generische Punkt und K = O(U),, der Funktionenkérper von U. Wir betrachten den
T-gespaltenen Vektorraum E := E),, und das Gruppenschema G (K) und wiéhlen eine Ein-
parameteruntergruppe A: K* — GL7(IE)NSL(IE) mit gewichteter Fahne (B := E,,), ).
Nach Voraussetzung gilt dann u(A, p(7)},) = 0, so dass es wegen Lemma 8.22, (i)<=(ii),
eine Einparameteruntergruppe A’: K* — G(K) gibt, die dieselbe gewichtete Fahne
induziert. Schliellich gibt es eine Einparameteruntergruppe A: C* — G und ein Element
g€ G(K)mit A xidg =g- A -g~L.

Wir betrachten nun die Trivialisierung h;] =g-hy- g~ '. Die Fahne E, definiert eine
Reduktion 8': X — Zsop(W, E)/Qcrr)(A). Das Bild des Punktes §'(n) € Zsor(W ®
K, E)/Qcrr k) () unter hy ist dann [idy ® idx] und kommt somit von dem Punkt [e,] €
G(K)/Qck)(A). Das Urbild 8, = K'"([ey]) € (P/Qa()))y lisst sich zur gesuchten
Reduktion (8 fortsetzen. ]

Proposition 8.24. Fiir 61 > A gilt: Fin dekoriertes Pseudo-Prinzipalbiindel ist genau
dann (01, 92,1, x)-(semi)stabil, wenn es von einem (2, k, X)-(semi)stabilen dekorierten
Prinzipalbiindel kommit.

Beweis. Es sei (E,7,s) ein (d1,02,1, x)-(semi)stabiles dekoriertes Pseudo-Prinzipal-
biindel. Wegen Theorem 8.19 kommt (FE, 7, s) von einem dekorierten Prinzipalbiindel
(P, s). Aufgrund der Implikation (i)=-(ii) in Proposition 8.23 muss dieses Prinzipalbiindel
auch (d2, K, x)-(semi)stabil sein.

Es sei nun (P, s) ein (d2, K, x)-(semi)stabiles Prinzipalbiindel, (F, 7, s) das assoziierte
dekorierte Pseudo-Prinzipalbiindel und (F,, ) eine gewichtete Fahne. Aufgrund von
Lemma 8.18, (i), gilt 11 (Fe,a, (7)) > 0. Falls p1(E,, , ¢(7)) = 0 gilt, gibt es nach
Proposition 8.23 ein A € X, (G) und eine Reduktion f: X — P/Q¢(\) mit assoziierter
Fahne (FE,, ). Die (02, &, x)-(Semi)Stabilitat von (P, s) impliziert nun

My (Ee, @) + d2(Es, , 5)(>)0.

Dies zeigt die asymptotische (d2, 1, x)-(Semi)Stabilitédt von (E, 7, s). Aufgrund der Wahl
von §1 ist (F,7,s) dann auch (41, d2, 1, x)-(semi)stabil. O

Korollar 8.25. Fiir 1 > A gibt es eine Aquivalenz der Kategorie der (02, k, X)-(semi)-
stabilen dekorierten Prinzipalbiindel mit der Kategorie der (01,02, 1, x)-(semi)stabilen
dekorierten Pseudo-Prinzipalbiindel. Insbesondere gibt es einen Isomorphismus der
Modulfunktoren.
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8.3.2. Konstruktion des Parameterraums

Es sei nun py(n) :=dy +ri(n+1—g), Yt := C" und YV := @, Y*. Eine durch ein
Schema S parametrisierte Familie dekorierter Quotienten-Pseudo-Prinzipalbiindel ist ein
Tupel Ds = (gs, Ngs, 7s, 8s), wobei gs: Y @ m*Ox(—n) — Es ein Quotient T-gespaltener
Vektorbiindel mit r(E) = r und d(E) = d, so dass (Eg, Ng, Ts, sg) eine parametrisierte
Familie dekorierter Pseudo-Prinzipalbiindel ist und fiir alle s € S H%(ggs(n)) ein
Isomorphismus ist. Ein Isomorphismus f: Dg — Dg ist ein Isomorphismus der Familien
dekorierter Pseudo-Prinzipalbiindel mit f o gg = ¢4. Dies definiert den Modulfunktor

QPPBYS, (_,.x: Sch — Sets.

Proposition 8.26. Der feine Modulraum QPPB, = QPPB%%OX(_H)’X der o-deko-

rierten Quotienten-Pseudo-Prinzipalbiindel existiert.

Beweis. Fiir einen Index t € T bezeichne Quot!, := Quotf}ggox(_m + das Quot-Schema

der Quotienten Y @ Ox(—n) — Q mit Grad d; und Rang r; aus Abschnitt 2.4. Weiter
sei Quot’? das offene Unterschema der Punkte p, so dass h'(Q%(n)) = 0 und HO(gl(n))

ein Tsomorphismus ist (siehe Lemma 4.9). Auf Quot,, := [[,c7 Quot’® gibt es dann den
universellen Quotienten

q:= @Wauotfioq’f: Y ® 7T>)k(OX(_n) - Q = G?Ww(guot%’o@t
te

T-gespaltener Vektorbiindel. Das Geradenbiindel det(Q) definiert einen Morphismus
Tiac: Quot,, — JacY. Es sei P; die Faser iiber dem Punkt, der dem trivialen Biindel Ox
entspricht. Wir haben den kanonischen Isomorphismus

Q'=\qe (/\Q)V .

Da fiir jeden Punkt p € P; das Biindel det(Q,,) trivial ist, gibt es ein Geradenbiindel A
auf Py mit det(Q) = np A. Wir erhalten daher auf P, x X eine Surjektion

r—1 G G
Sym (W @ \Y @k (Ox(~—n) &7, <AV>) ~ Sym (@ W' Q”) .
teT
Wir betrachten nun auf P, das Biindel
k r—1 G
P, = @Hom Sym% (W ® /\ Y ® .AV> ,TxTxOx (din(r —1)) | .
i=1
Auf P, x X haben wir dann die universellen Homomorphismen

r—1 G
@i Sym?i <W® /\ Y ®7T}'51.,4V> — mxOx(din(r—1)), i=1,...,k.

141



8. Dekorierte Prinzipalbiindel

Durch Twisten mit Ox(—d;n(r — 1)) erhalten wir den Homomorphismus

k r—1 G
©: W::@Symdi (W@ /\ (Y®7r§((9x(n))®7r}'}./4> — Op,xx -
i=1

Man erhélt nun einerseits einen universellen Homomorphismus
T2 Sym(W) — OP2><X s

andererseits haben wir eine Surjektion

G
Sym(W) — Sym (@ Whe ng)

teT

mit QQ = (WQuotO X ldx)*Q
Es sei nun P3 C P, das abgeschlossene Unterschema, so dass 7 auf P3 x X einen
Morphismus

G
73: Sym (@Wt ® Qg\/> — OP3><X

teT

mit Q3 := Qg p,x x induziert.
Wir betrachten das assoziierte Biindel QPPB := P(Q3 |{4,}) iiber P3. Auf QPPB x X

haben wir nun den universellen Quotienten T-gespaltener Vektorbiindel
G Y @n*Ox(-n) —» E
mit E := 7*Q3, den Homomorphismus
G
7: Sym (EB W'e Etv) — OQPPB x X
teT

sowie den tautologischen Homomorphismus
S: EGHZBO} — NS = O]P(QPPB)(]-) .

Aus der Konstruktion ergibt sich, dass die Familie (¢, Ng,7,3) auf QPPB xX die
universelle Eigenschaft fiir Familien dekorierter Quotienten-Pseudo-Prinzipalbiindel
besitzt. ]

8.3.3. Beweis von Theorem 8.9

Nach Proposition 6.26 gibt es eine Konstante C, so dass jedes (41, d2, 1, x)-semistabile
dekorierte Pseudo-Prinzipalbiindel (E, 7, s) die Bedingung fi, y max(E) < fie(E) + C
erfiillt. Es gibt daher ein ng, so dass fiir n > ng und ein semistabiles dekoriertes Pseudo-
Prinzipalbiindel (E, 7, s) gilt: E(n) ist global erzeugt und h'(E(n)) verschwindet. Wie
in Lemma 6.44 zeigt man:

Lemma 8.27. Firn > ng erfullt die Familie (E, Ng, 7, 5) die lokal universelle Eigen-
schaft fir Familien (81,02, 1, x)-semistabiler dekorierter Pseudo-Prinzipalbiindel.
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Auf Quot,, gibt es eine natiirliche Wirkung von GL7(Y), die sich zu einer Wirkung
auf QPPB,, anheben ldsst. Analog zu Proposition 6.45 sicht man:

Proposition 8.28. Wenn f1, fo: S — QPPB,, zwei Morphismen sind, so dass die
Riickziige der lokal universellen Familie isomorph sind. Dann gibt es einen Morphismus
g: S — GLp(Y) mit g- f1 = fa.

Beweis von Theorem 8.9. Da C* trivial auf Quot?L wirkt, konnen wir zunéchst den ge-
wichteten projektiven Raum QPPB,, := QPPB,, /C* tber Quot% bilden. Es sei nun
QTmp,, der Modulraum dekorierter Quotiententumps aus Proposition 6.30. Der uni-
versellen Familie (g, 7, §) auf QPPB,, konnen wir geméfl Definition 8.13 eine Familie
dekorierter Quotientumps zuordnen, die einen Morphismus f: QPPB, — QTmp,
definiert. Dieser Morphismus ist GLp(Y)-Aquivariant, und da C* trivial auf QTmp,,
operiert, erhalten wir einen PGLp(Y')-Aquivarianten Morphismus f: QPPB,, - QTmp,,
der eigentlich und nach Proposition 8.17 auch injektiv ist. Nach [15, 8.11.1] ist dieser
Morphismus endlich und insbesondere affin.

Nach Definition werden die (semi)stabilen dekorierten Pseudo-Prinzipalbiindel para-
metrisiert durch QPPB®) := f~1(QTmp®*). Also gilt auch

QPPB®* /C* = f~1(QTmp®”).

Wenn wir das < 1 voraussetzen, existiert nach Theorem 6.24 der projektive gute
Quotient QTmp;’ / SL7(Y) und der Orbitraum QTmp}, / SLy(Y'). Nach Proposition 3.17
existiert dann auch der projektive gute Quotient

PB#x)ss .— QPPB* J GLy(Y) = QPPB, // SLp(Y)
sowie der geometrische Quotient
PB#X)s .— QPPB® / GLr(Y) = QPPB’/SLy(Y).

Die lokal universelle Eigenschaft und Proposition 3.7 zeigen dann, dass PB(®%X)()s der
grobe Modulraum der (4, %, x)-(semi)stabilen dekorierten Prinzipalbiindel ist. O

8.4. Anwendungen

8.4.1. Parabolische Prinzipalbiindel
Wir fixieren eine Einparameteruntergruppe a: C* — G und setzen @ := Qg(a).

Definition 8.29. Ein parabolisches Prinzipalbiindel ist ein Paar (P, s) bestehend aus
einem Prinzipalbiindel P und einem Punkt s € P/Q|{z,}-

Die Gruppe G ist ein Q-Prinzipalbiindel iiber G/Q. Mithilfe des dualen Charakters
Xa konstruieren wir das Geradenbiindel G xX* C. Dieses Geradenbiindel besitzt eine na-
tiirliche Linearisierung der Wirkung von G auf G/Q. Eine parabolisches Prinzipalbiindel
ist also ein dekoriertes Prinzipalbiindel.

Wir untersuchen nun die Stabilitdtsbedingung: Es sei A € X, (G) eine Einparameter-
untergruppe und #: X — G/Qa(\) eine Reduktion der Strukturgruppe. Wir wéihlen
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eine Trivialisierung f: 8" P} xQeN) G /Q — G/Q und einen Représentanten g € G
von f(s). Fir den Limespunkt [g]eo := lims—o0 A() - [g] gibt es nach Proposition 8.21
ein ¢ € R(Qg(N\)) mit [goo] = ¢ - [g]. Da die Trivialisierung f nur bis auf Multiplikation
mit Qg ()\) definiert ist, konnen wir go, = g annehmen. Es gilt also g7 \g € Q und wir
erhalten

M()‘v Ba 5) = _<Xa7,g_1)\g> :

Es sei (W,, 3) die zur Einparameteruntergruppe r.a assoziierte gewichtete Fahne
und (r;,t € T') ihr Typ. Die Einbettung x: G — GL7 (W) induziert eine abgeschlossene
Einbettung r: G/Q — GLr(W)/Qqr,w)(k<a). Die Wirkung von GL7(W) auf die
Fahne W, induziert einen Isomorphismus

GLr(W)/Qcryw)(rxa) = [T FIW', 1y).
teT

Wenn U, die durch g bestimmte Fahne und (Vs, ) die durch A bestimmte Fahne ist,
erhalten wir nach Beispiel 3.41

1(Ve) 1(Ws)
w(A, Bys)=r Z Z a;f3; (dimL(Vi)r; —rdimy (V; N Uj))
i=1 j=1
mit 7“9 =D er Tt
Bemerkung 8.30. Wir betrachten die Einbettung

[P, ry) — FLIW, 1)
teT

und linearisieren die Wirkung von G in

L= OFI(VV,[’)(TBD PN ,Tﬂ](W.)) .
Nach Beispiel 3.36 findet man ebenfalls

1(Va) 1(Us)
peOSR(F() =7 >0 D7 cufdy (dimy (V)r) — 7 dimy (V; N T;) )

i=1 j=1

Korollar 8.31. Ein parabolische Prinzipalbindel (P, s) ist (6, k, x)-(semi)stabil, falls
fir jede Einparameteruntergruppe A € X.(G) und jede Reduktion 5: X — P/Qa(\) gilt

1(Es)

3 a (pardegX(E) tk(E;) — pardeg, (E;) rk(E)) (>)0,
j=1

wobei E das zu P assoziierte T-gespaltene Vektorbindel, (Fo,) die durch \ und (3
bestimmte gewichtete Fahne ist und

I(U.)

pardeg, (F) := deg; , (F) + dr Z Bi dimy (U; N Figzgy) -
o - i=1
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Bemerkung 8.32. (i) Der Grad der homogenen Darstellung o ist in diesem Fall a =
Zi(:Uf) rBi(r — r}). Aus der allgemeinen Konstruktion unter der Bedingung da < 1
folgt also zundchst nur die Existenz des Modulraums fiir kleine Gewichte g;. Wie
in Bemerkung 6.50 zeigt man jedoch, dass sich die Bedingung abschwichen lasst zu
or Zi(:Ul') Bi < 1. Die schwéchste Bedingung an die Gewichte erhalt man, indem man
fiir k die (nicht notwendigerweise treue) adjungierte Darstellung verwendet (siehe auch
[20)).

(i) Wenn G halbeinfach ist, kann man 7' = {1} wéhlen. Die Stabilitdtsbedingung fiir
parabolische Prinzipalbiindel reduziert sich dann auf die bekannte Bedingung (siehe
[20]). Unsere Konstruktion ist somit eine Verallgemeinerung des Modulraums aus [20]
fir reduktive Gruppen.

8.4.2. Prinzipalbiindel mit Niveaustruktur

Ein Prinzipalbiindel mit Niveaustruktur soll analog zu Abschnitt 6.6.3 ein Prinzipalbiin-
del P zusammen mit einer Trivialisierung P(,,1 — G beschreiben. Um einen kompakten
Modulraum zu erhalten, ben6tigt man eine Kompaktifizierung von G/Z(G).

Die wundervolle Kompaktifizierung

Es sei G eine zusammenhéngende, halbeinfache Gruppe, G.q := G/Z(G) die adjungierte
Gruppe und 7: G — G die universelle Uberlagerung von G. Weiter sei B eine Borel-
Untergruppe von G und T C B ein maximaler Torus. Wir verwenden im Folgenden die
Notation fiir Lie Algebren aus [8]. Es sei ® C X*(T') die Menge der Wurzeln von G,
&t C ® die Menge der positiven Wurzeln, A C ®* die Menge der einfachen Wurzeln
und F' die Menge der fundamentalen Gewichte. Fiir ein dominantes Gewicht x € X*(T')
bezeichne V () die irreduzible Darstellung von G mit héchstem Gewicht y. Die Wirkung
von G auf P(V(x)V) induziert eine treue Wirkung von Gag.

Definition 8.33. Ein dominantes Gewicht x heifit reguldr, wenn x = > cpn,w mit
n, > 0 fir alle w € F gilt.

Wir fixieren nun ein reguldres dominantes Gewicht x von G. Der natiirliche Morphis-
mus
f: Gaa — P(End(V(x))")

induziert eine G x G-dquivariante lokal abgeschlossene Einbettung von G,q.

Definition 8.34. Der Abschluss von im(f) ist die wundervolle Kompaktifizierung Gaq
von G.

Bemerkung 8.35. Die wundervolle Kompaktifizierung G,q ist unabhingig von der Wahl
des reguléren hochsten Gewichts x (siehe [5, §4]).

Proposition 8.36 ([5, §3.1, Theorem)). Die wundervolle Kompaktifizierung G,.q besitzt
folgende FEigenschaften:

(i) Gaq ist glatt.
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(ii) Das Komplement Gaq \ Gaq ist die Vereinigung glatter Primdivisoren Sy, o € A,
mit transversalem Schnitt.

(iii) Fir jede Teilmenge I C A ist S; := (\per Sa der Abschluss eines eindeutigen
Orbits O, und der Abschluss jedes Orbits ist von dieser Form.

Fiir eine Teilmenge I C A einfacher Wurzeln sei ®; die Menge der von A \ I
aufgespannten Wurzeln. Wir betrachten die Lie-Algebren

[I =t+ Z Ja

acd;

pr:= I +uund p; :=[; +u” sowie die entsprechenden Untergruppen L;, P; und P; .
Weiterhin betrachten wir die Menge der Charaktere

Sth(V(x)) == {X/ € Str(V(x)) ‘ IneNAN =y — Z naa} .
acA\T

Fiir einen Charakter y’ bezeichne VX' den entsprechenden Eigenraum. Es sei weiter

vi= @ X

X' €84 (V (X))
und prys die Projektion auf V' mit pry e = 0 fiir X € Str(V(x)) \ Sth(V(x)).
Lemma 8.37. Der Orbit O; ist der (G x G)-Orbit von [pry:] € P(End(V(x))Y).
Beweis. Dies ist ein Schritt auf dem Weg zum Beweis der folgenden Aussage. O

Proposition 8.38 ([5, §5.2, Theorem]). Fir I C A ist der Orbit Oy ein Faserbiindel
tber Gaa/Pr x Gaqa/P; mit typischer Faser (Ly)aq.
Fir G = SL(n) impliziert diese Aussage insbesondere Proposition 6.51.

Bemerkung 8.39. Die wundervolle Kompaktifizierung G,q ldsst sich auch auf folgende
Weise konstruieren: Es seien x;, 1 < j < r dominante Charaktere, so dass x := Z§=1 X;j
regulér ist. Dann ist der Abschluss der Bildes von

fG = [T PEnd(V(x))Y)
j=1
isomorph zu G,q. In der Tat liefert die Segre-Einbettung die Inklusion
s: [[P(End(V(x;)") — P (End(W)Y)
j=1

mit W= Q;_; V(xi). Nun zerfillt W in eine direkte Summe W = V(x) & W', wobei
W' die direkte Summe irreduzibler Darstellungen mit kleinerem hochsten Gewicht ist.
Die Projektion

P(End(W)Y) — P(End(V (x)")
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induziert dann einen Isomorphismus im(s o f') — Gagq.
Wenn V(Xj) fiir alle 1 < 7 < r auch eine Darstellung von G ist, dann erhalten wir eine
natiirliche Linearisierung der G x G-Wirkung auf G,4 im sehr amplen Geradenbiindel

Og(0) := Q) Prh(Ema(v (x;))¥) OP(End(v(x;)¥) (0)
j=1
fiir 0 € N7,

Stabilitat von Prinzipalbiindeln mit Niveaustruktur

Definition 8.40. Es sei o die Linkswirkung von G = {e} x G auf G,q. Ein G-
Prinzipalbiindel mit Niveau-Struktur ist ein Prinzipalbiindel P zusammen mit einem
Punkt s € P x”@‘{xo}.

Es sei nun A € X,(G) eine Einparameteruntergruppe und f eine Reduktion der
Strukturgruppe nach Qg(A). Wir erhalten eine Trivialisierung f: P X7 Gad|{zo} — Gad
und somit den Punkt f(s) € Gaq. Nach Proposition 8.36 gibt es eine Teilmenge I C A,
so dass g im Orbit Oy liegt. Aufgrund der Beschreibung der Orbits in Proposition 8.38
liegt g in der Faser iiber einem Element (g1, g2) € Gaa/Pr X Gagq/P; . Wir Wéhlen nun
n,f e N};O wie in Bemerkung 8.39. Mithilfe von Lemma 8.37 berechnet man dann

u(X, B,5) = =Y 0;u(X, [pry(y,)r o9 1) s (8.1)
j=1

wobei go € G ein Lift von go ist. Man priift, dass dieser Ausdruck unabhéngig von der
Wahl von g9 ist.

Da G halbeinfach ist, gibt es keinen nicht-trivialen Charakter y € X*(G). Insgesamt
ergibt sich folgendes Stabilitdtskriterium:

Proposition 8.41. Ein Prinzipalbiindel P mit Niveaustruktur f ist gemau dann 6-
(semi) stabil, wenn fir jede Einparameteruntergruppe A von G und jede Reduktion (3
nach Qg(\) gilt:

deg(/@*P X XA (D) - 5ZQJM(A> [pl“v(xj)l ogz_l})(Z)O

j=1

Spezielle lineare Prinzipalbiindel

Wir betrachten zunéchst den Fall G = SL(r, C). Wir verwenden die Notation aus [8,
§15]. Ein maximaler Torus ist 7" := T, N SL(r, C), eine Borel-Untergruppe B, N SL(r, C).
Wir definieren die Charaktere L; € X*(T), 1 < i <, durch

L;(diag(z1,...,2,)) == z; .
Die Wurzeln sind L; — Lj, i # j, die positiven Wurzeln L; — Lj;, ¢ < j, und die

primitiven Wurzeln «; := L; — Liy1, 1 <i <7 — 1. Als fundamentale Gewichte hat man
wj=>174L;,1<j<r—1. Eine Teilmenge I C A wird also durch eine Partition von

147



8. Dekorierte Prinzipalbiindel

r beschrieben. Die irreduzible Darstellung mit hochstem Gewicht w; ist V(w;) = N Cr,
1 <j <r—1. Wir wahlen x; := w; in Bemerkung 8.39.

Es sei nun (P, s) ein SL(r)-Prinzipalbtindel mit Niveaustruktur und E das assoziierte
Vektorbiindel. Die Dekoration s bestimmt eine Partition r von r und einen Punkt
g2 € B*P xSUrT) QL (r, ©) /Py . Dies definiert eine absteigende Fahne W, von Ej{zyy mit
dim(W;) = r—r;. Weiter sei A € X, (SL(r,C)) und 5 eine Reduktion der Strukturgruppe
nach Qg(\). Wenn (F,, @) die durch X und § bestimme gewichtete Fahne von E ist,
berechnet man mithilfe von (8.1)

r—1 1(Fe)+1
PN Bos)==>0; > v (Ci(Fj\{xo}v We) — ¢i(Fj_1|{z0}s W.))
=1 =1

1(F) r—1
= Z Qg 29" (TCi(Fkao},W-) - rk(Fk)i) .
k=1 1=1

Hierbei ist ¢;(V, W,) die in (6.14) definierte Funktion. Da dieser Ausdruck linear in «
ist und deg(F) = 0 gilt, erhalten wir das folgende Kriterium.

Proposition 8.42. Ein SL(r, C)-Prinzipalbiindel P mit Niveaustruktur ist genau dann
0-(semi)stabil, falls

r—1

deg(F)r (<) 8> 0; (i Flagy, Wa)r — ixk(F))
=1

fir jedes echte Unterbiindel F' des assoziierten Vektorbiindels E gilt.

Bemerkung 8.43. Wenn man deg(F) = 0 beriicksichtigt, erhdlt man dieses Kriterium
auch aus Proposition 6.53.

Die ungerade orthogonale Strukturgruppe

Wir betrachten die Gruppe G = SO(m, C) mit m = 2r+1. Es sei V ein m-dimensionaler
Vektorraum und J: V — VV ein Isomorphismus mit JV = J. Man findet dann eine

Basis z1,..., %y, 2,Yr, . . ., Y1, s0 dass J die Matrixdarstellung
0 1
M, = e gmxm
1 0

hat. Wir wahlen als maximalen Torus die Untergruppe der Diagonalmatrizen 1" := T;, N
SO(m) und als Borel-Untergruppe die Menge der oberen Dreiecksmatrizen By, N SO(m).
Wir definieren die Charaktere L; € X*(7T'), 1 < i < r durch

Li(diag(z1, ..., 2,1, 2" ...,zl_l) =z .

»~r

Nach [8, §18] haben wir die Wurzeln +£L; + L;, 1 <i < j <7, und £L;,; 1 <i <7,
die positiven Wurzeln L; £ L;, 1 <7 < j < r,und L;, 1 <14 < r sowie die einfachen
Wurzeln «; := L — Liy1, 1 < i <r—1, und o, := L,. Ein Orbit in PSO(m) wird
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durch eine Partition 1 < r; < ... < 1 < m — r, beschrieben. Die entsprechenden
fundamentalen Gewichte sind wj := Y7 L;; 1 <i<r—1und w, := %2221 L;. Wir
wéhlen nun x; :=wj, 1 <j <r —1und x, = 2w,. Die irreduziblen Darstellungen sind
dann Vi(x;) = NV, 1<j<r.

Wenn (P, s) ein SO(m)-Prinzipalbiindel mit Niveaustruktur ist, dann besitzt das
assoziierte Vektorbiindel einen Isomorphismus J: E — EY mit JY = .J. Die Dekoration
s bestimmt eine Teilmenge I C A und einen Punkt (gi, go) € P x50 (PSO(m)/ P}t x
PSO(m)/P; )|z} Dies entspricht einer Folge 1 < ..., r; < m —ry, einer aufsteigenden
isotropen Fahne W/ von E| {2,y mit dim(W]’») = r; und einer absteigenden Fahne W,
von Ejgzy mit dim(W;) = m —r;, 1 < i < 1(W,), so dass Wit isotrop ist. Eine
Einparameteruntergruppe A € X, (SO(2r)) mit einer Reduktion 5 nach Qa(\) bestimmt
eine aufsteigende isotrope Fahne Fy von F und Gewichte v < ... < yp,) < 0. Wir
berechnen

(F) o
1N, B,s) =2r > i > 0ici(Frigzoy, We)
k=1 =1

mit ag := (Y41 — Yk)/2r, k=1,...,1(F,) und
(U W) := ¢;(U,Wo) 4+ ¢;(UH, W) —i.
Da weiter deg(E) = 0 fiir das assoziierte Vektorbiindel E gilt, finden wir

1(F,)
deg(P x*» ©C) = —2r Z Qg (deg(Fk) + deg(FkL)) :
k=1

Mit deg(F1) = deg(F) erhilt man schlieBlich die folgende Stabilitdtsbedingung:

Proposition 8.44. Ein SO(2r + 1)-Prinzipalbiindel P mit Niveaustruktur ist genau
dann 6-(semi)stabil, falls fir jedes isotrope Unterbiindel F C E

2deg(F)(<)d Y _ 0ici(Fiagy, We)
=1

gilt.

Symplektische Prinzipalbiindel

Wir untersuchen nun den Fall G = Sp(2r, C). Es sei V ein 2r-dimensionaler Vektorraum
und J: V — V'V ein Isomorphismus mit J = —J. Es existiert dann eine Basis von V,
beziiglich der J die Matrixdarstellung

0 M,

besitzt. Wir wahlen als maximalen Torus die Menge der Diagonalmatrizen T := T5,. N
Sp(2r) und als Borel-Untergruppe die Menge der oberen Dreiecksmatrizen Ba, N Sp(2r).
Weiter definieren wir die Charaktere L; € X*(T), 1 <i < r durch

-1

Li(diag(z1,..., 20, 27 o 20 Y) = 2.

T "
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Nach [8, §17] hat Sp(2r) die Wurzeln +L; + L;, 1 < i < j < r, und die positiven
Wurzeln L; + Lj, i < j und L; — Lj, ¢ < j. Die einfachen Wurzeln sind «; := L; — L; 41,
1<i<7r—1und 2L,, die entsprechenden fundamentalen Gewichte sind w; := 25:1 L;,
1 < j <r. Als irreduzible Darstellungen mit héchstem Gewicht w; findet man V(w;) =V
und ker(p;) fitr 2 < i < r. Hierbei bezeichnet ¢;: AV — A2V die Kontraktion mit
J. Auch hier wird eine Teilmenge I C A durch eine Folge 1 <7 < ... <71 <7r —1g
beschrieben.

Es sei (P, s) ein Sp(2r)-Prinzipalbtindel mit Niveaustruktur. Das assoziierte Vektorbiin-
del E besitzt dann einen Isomorphismus J: E — EY mit JV = —J. Die Dekoration s be-
stimmt eine Folge 1 <7y < ... < rj, < r und einen Punkt in go € P x5P(") PSp(2r)/ Py
Dies entspricht einer absteigenden Fahne W, von Ejg,,) mit dim(W;) = 2r —r;, so dass
W,k isotrop ist.

Eine Einparameteruntergruppe A\ € X, (Sp(2r)) mit einer Reduktion 8 nach Qg ()
bestimmt eine aufsteigende isotrope Fahne Fy von E und Gewichte y1 < ... <yp,) <0.

Proposition 8.45. Ein symplektisches Prinzipalbiindel P mit Niveaustruktur ist genau
dann 0-(semi)stabil, falls fiir jedes isotrope Unterbindel F' C E gilt

T
2deg(F)(<)0 ) 0ici(Figzg}. We)
=1

+4 Z 0, max{c;(Fi{z,}, W) |We € D(W,)}.
i=r+1

Hierbei bezeichnet D(W,) die Menge der Fahnen Wi O --- D Wi, O W, so dass W
maximal isotrop ist.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Fall fur SO(2r+1). Man muss jedoch die Fahne
W, immer durch einen maximalen isotropen Unterraum ergénzen, um den durch W,
bestimmten Endomorphismus von A"V auf ker(p;) einzuschranken. O

Die gerade orthogonale Gruppe

Wir kommen nun zum Fall m = 2r. Es existiert eine Basis x1,..., %, Yr,...,y1, so dass
J die Matrixdarstellung Ma, hat. Der SO(2r)-invariante Isomorphismus A"V — ©
definiert durch

TIN... AN AYL A Ay — 1

fixiert eine nicht-ausgeartete Bilinearform A: A"V x A"V — C und somit einen
Isomorphismus ¢: A"V — A" VV. Der dadurch induzierte Automorphismus 7 :=
@ Lo A"J von A"V erfiillt 72 = id, so dass die Darstellung A" V in Eigenrdume A" V*
und A"V~ mit den Eigenwerten 1 bzw. —1 zerféllt. Das Bild eines maximalen isotropen
Unterraums U C V unter der Pliicker-Einbettung P: Gr(V,r) — P(A" V") liegt in der
Projektivierung eines solchen Eigenraums.

Definition 8.46. Ein maximaler isotroper Unterraum U heifit selbstdual oder vom Typ
+1, falls P(U) in P(A" V") liegt, und anti-selbstdual oder vom Typ —1, falls P(U) in
P(A" V") liegt.
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Bemerkung 8.47. Wenn U ein selbstdualer Unterraum ist, dann ist jedes isotrope
Komplement vom Typ (—1)".

Wir wahlen als Borel-Untergruppe die Menge der oberen Dreiecksmatrizen und als

maximalen Torus die Menge der Diagonalmatrizen in G. Weiter definieren wir die
Charaktere
Li(zl,...,zr,zr_l,...,zl_l)::zi, 1<i<r.
Die Wurzeln von SO(2r) sind nach [8, §19] gegeben durch +L; + L;, 1 <i < j <r,
die positiven Wurzeln sind L; & L;, 1 < i < j < r und die einfachen Wurzeln sind
a;:=L; —Liy1,1 <i<r—1und o, := L,_1 + L. Ein Orbit in PSO(m) wird daher
durch eine Partition 1 <7 < ... <7rg < 7—ry beschrieben. Die fundamentalen Gewichte
sind w; := Zgzl L;fir1<j<r-—2und wg := % (Z:;ll L; + LT>. Um Darstellungen
von SO(2r) zu erhalten, wéhlen wir x; := wj fiir 1 < j <7 —2 und x4+ := 2w4. Die
entsprechenden irreduziblen Darstellungen sind V(x;) = NV,1<j<r—2 und
Vixe) =N V=

Ein SO(2r)-Prinzipalbiindel P entspricht einem Vektorbtindel £ zusammen mit einem
Isomorphismus J: E — EY mit JY = J und einem weiteren Isomorphismus ¢: A" E —
A" EV. Eine Dekoration s bestimmt eine Teilmenge I C A und ein Element (g1, g2) €
PSO(2r)/Pr x PSO(2r)/P; . Dies entspricht einer Folge 1 < ... < rp <7 — 2, einer
Teilmenge I’ C {—1,1}, einer aufsteigenden isotropen Fahne W, mit dim(W}) = r;, einer
absteigenden Fahne W, von Ej,y mit dim(W;) = 2r —r;, so dass Wk isotrop ist, falls
1 € I' gilt, einem isotropen selbst-dualen Unterraum W'+ > W/ und einem maximalen
isotropen Unterraum W+ C W, vom Typ (—1)", und falls —1 € I’ gilt, einem isotropen
anti-selbst-dualen Unterraum W'~ D W/ und einem isotropen Unterraum W~ C Wy
vom Typ (—1)"T!. Wir verlingern die Fahne W, durch

Wi, I'=9,
w+, I'={+1
Wiy = _ , { }
w-, I'={-1}

W-nWH)+, I'={-1,1}.

Es sei D*(W,) die Menge der Fahnen Wy D --- D W;_(,y D W mit den folgenden
Eigenschaften:

e W ist maximal isotrop vom Typ +(—1)",

o dim(WNW¥)=r—1, falls F1 € I’ gilt,

o W =WH falls +1 € I'.

Proposition 8.48. Ein SO(2r)-Prinzipalbiindel P mit Niveaustruktur ist genau dann
d-(semi)stabil, falls fiir jedes isotrope Unterbindel F C E gilt

r—2

2deg(F)(<) 6 Y 0ici(Firngy, Wa)
=1

+ (59_M7(‘F‘{10}, Wo) + 50+M+(ﬂ{x0}7 W‘)
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mit 3
M*(U, W,) := max {C'T(U, W)

W, € Di(W.)} :

Bemerkung 8.49. Wie im Fall der Vektorbiindel ist zu erwarten, dass sich die Prin-
zipalbiindel mit Niveaustruktur verwenden lassen, um den Stack der G-Shtukas zu
kompaktifizieren (vgl. Bemerkung 6.56). Resultate in dieser Richtung wurden von Ngb
Dac angekiindigt, sind aber bislang nicht veréffentlicht.
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A. Abstiegstheorie

Dieser Anhang stellt die Aussagen der Abstiegstheorie zur Verfiigung, die zur Definition
der algebraischen Prinzipalbiindel benotigt werden. Die Darstellung orientiert sich an
Vistoli [52].

A.1. Topologien auf Kategorien

A.1.1. Grothendieck-Topologien

Eine Grothendieck-Topologie [1] ist eine Verallgemeinerung einer Topologie in dem Sinne,
dass sie festlegt, welche Familien von Morphismen die Rolle einer offenen Uberdeckung
spielen.

Es sei C eine Kategorie und X ein Objekt in C. Ein Sieb auf X ist ein Unterfunktor S
von hx = More(—, X). Fiir einen Morphismus f: Y — X definieren wir den Riickzug
f*S dadurch, dass ein Morphismus ¢: T'— Y genau dann in f*S(T) liegt, wenn f o ¢
in S(T') enthalten ist. Offensichtlich ist f*S ein Sieb auf Y, und es gilt id* S = S und
g f*S = (fog)*S, d.h. der Riickzug ist funktoriell.

Definition A.1. Sei C ein Kategorie. Eine Grothendieck-Topologie T auf C ordnet
jedem Objekt X in C ein Familie von Sieben 7(X), genannt Uberdeckungssicbe, zu.
Dabei miissen folgende Eigenschaften erfiillt sein:

(i) Ist S ein Uberdeckungssieb von X und f: Y — X ein Morphismus, so ist f*S ein
Uberdeckungssieb von Y.

(ii) Ist S ein Uberdeckungssieb von X und 7T ein Sieb auf X, so dass fiir alle Objekte Y’
und alle Morphismen f: Y — X in S(Y) der Riickzug f*T ein Uberdeckungssieb
von Y ist, so ist T’ ein Uberdeckungssieb von X.

(iii) More(—, X) ist ein Uberdeckungssieb von X.
Ein Paar (C,7T) bestehend aus einer Kategorie C und einer Topologie 7 heifit Situs.

Oftmals geniigt es, mit einer Grothendieck-Prétopologie zu arbeiten anstatt mit einer
Topologie.

Definition A.2. Sei C eine Kategorie. Eine Grothendieck Prdtopologie T auf C ordnet
jedem Objekt X in C eine Klasse von Familien von Morphismen {f;: U; — X|i € I'} zu,
genannt Uberdeckungen von X, die die folgenden Eigenschaften erfiillen

(i) IstUd = {U; — X |i € I} eine Uberdeckung von X und f: X’ — X ein Morphismus,
dann existieren die Faserprodukte U; x x X’ und die Familie f*U := {U; xx X' —
X'|i € I} ist eine Uberdeckung von X'.
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(ii) Ist {U; — X |i € I} eine Uberdeckung von X, und sind {Vi;; — U;|j € J;}
Uberdeckungen von U;, i € I, so ist die Familie der Kompositionen {Vij = Ui —
X |iel,je€ J;} eine Uberdeckung von X.

(iii) Ist f: Y — X eine Isomorphismus, dann ist {f} eine Uberdeckung von X.

Einer gegeben Uberdeckung U = {f;: U; — X |i € I} ordnen wir das von U erzeugte
Sieb hys zu. Dabei liegt ein Morphismus ¢: T'— X genau dann in hy(7T), wenn es ein
1 € I und einen Morphismus ¢g: T — U; gibt, so dass ¢ = f; o g gilt. Man sieht leicht,
dass f*hy = hpy gilt.

Ausgehend von einer Priatopologie erhélt man eine Topologie, indem man einem
Objekt X alle Siebe zuordnet, die ein von einer Uberdeckung von X erzeugtes Sieb
enthalten. Wenn die Kategorie C Faserprodukte besitzt, kann man umgekehrt aus
einer Topologie eine Préatopologie erzeugen, indem man einem Objekt X alle Familien
U = {U; — X |i € I} zuordnet, so dass hy ein Uberdeckungssieb von X ist.

Im Folgenden werden wir nicht zwischen einer Grothendieck-Topologie und einer
Grothendieck-Prétopologie unterscheiden und bezeichnen auch eine Kategorie mit einer
Pratopologie als Situs. Ebenso werden wir in der Notation keinen Unterschied zwischen
einem Situs und der zugrunde liegenden Kategorie machen.

Sind {fi: Ui = X |i € I'} und {g;: V; = X |j € J} zwei Uberdeckungen, und gibt es
zu jedem j € J ein v(j) € I und einen Morphismus h;: V; — Uy, so dass g; = f,(j)oh;
gilt, so nennt man {V; — X |j € J} eine Verfeinerung von {U; — X |i € I}. Sind
{Y; = X |i €I} und {Z; — X |j € J} zwei Uberdeckungen von X, so folgt aus (i),
dass {Y; xx Z; — Z;|i € I} eine Uberdeckung von Z; fiir alle j € J ist. Aus (ii) folgt
nun weiter, dass {Y; xx Z; — X | (i,j) € I x J} eine Uberdeckung von X ist. Zu zwei
Uberdeckungen gibt es also immer eine gemeinsame Verfeinerung.

Sind 7 und 7’ zwei Topologien auf C, so heiit 7’ feiner als T, wenn jede Uberdeckung
in 7 auch eine Uberdeckung in 77 ist.

Beispiel A.3. (i) Sei X ein topologischer Raum. Wir betrachten die Kategorie Op(X),
in der die Objekte die offenen Teilmengen von X und die Morphismen die Inklusionen
sind. Eine Grothendieck-Topologie auf Op(X) erhilt man, indem man als Uberdeckungen
einer offenen Teilmenge U die Familien {V; — U |i € I'} mit U;V; = U nimmt.

(ii) Sei Top die Kategorie der topologischen Rdume und X ein topologischer Raum.
Eine Familie von Morphismen {fi:Yi — X |i € I} ist eine Uberdeckung, wenn die
Morphismen offene Einbettungen sind, und die Familie surjektiv ist, d.h. U; f;(¥;) = X.
Man priift leicht, dass dies eine Grothendieck-Topologie definiert.

(iii) Auf Set erhilt man ein Topologie, indem man als Uberdeckungen einer Menge X
die surjektiven Familien von Abbildungen {f;: U; — X |i € I} nimmt, d.h. die Familien
mit UjeU; = X.

(iv) Sei C ein Kategorie mit einer Topologie 7 und X ein Objekt in C. Man erhélt
eine Topologie auf C/X, indem man die Familien {U; — U | ¢ € I} von Morphismen iiber
X als Uberdeckung von U — X definiert, die auch in 7 eine Uberdeckung von U sind.

(v) Es sei C ein Situs mit Produkten. Wir bezeichnen mit Mor(C) die Kategorie der
Morphismen von C. Ein Morphismus in Mor(C) von z: X; — Xs zu y: Y3 — Y5 ist ein
Tupel (f1: X1 — Y1, fo: Xo — Y2) von Morphismen in C mit fy oz = y o fa, also ein
kommutierendes Quadrat. Eine Uberdeckung eines Objekts z: X; — X» ist eine Menge
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{(f1,isf2,i): yi —x|ie€ I}, sodass {fi;: Y1, — Xi|i €I} und {fo;: Yo, —» Xo|i € I}
Uberdeckungen von X; und X sind. Falls {f;: Y; — X2 |i € I'} eine Uberdeckung von
X5 in C ist, ist insbesondere die Menge der kartesischen Quadrate

Y xx, X1 — X1

|
Yi ——— X,

7

eine Uberdeckung von z.

Definition A.4. Ein Funktor F': C — D zwischen zwei Situs ist stetig, wenn er Uber-
deckungen erhilt, d.h. wenn fiir jede Uberdeckung {h;: U; — X | € I} eines Objekts X
in C die Menge {F(h;): F(U;) — F(X)} eine Uberdeckung von F(X) in D ist.

Beispiel A.5. (i) Der Funktor p: C/X — C, der einen Morphismus auf seinen Ur-
sprung abbildet, ist offensichtlich stetig.

(ii) Die Funktoren pr;: Mor(C) — C und pry: Mor(C) — C, die jeden Morphismus
auf seinen Ursprung bzw. sein Ziel abbilden und jedes Paar von Morphismen auf seine
erste bzw. zweite Komponente, sind nach Konstruktion der Topologie auf Mor(C) stetig.

A.1.2. Topologien auf der Kategorie der Schemata

Wir erinnern zunéchst an einige Definitionen:

Definition A.6. Ein Morphismus f: X — Y von Schemata heif3t lokal endlich prisen-
tierbar, wenn es zu jedem Punkt z € X eine affine Umgebung U von z und eine affine
Umgebung V' O f(U) gibt, so dass Ox(U) endlich présentierbar iiber Oy (V') ist.

Nach [13, 1.4.3] bliebt diese Eigenschaft unter Komposition und Basiswechsel erhalten.
Wenn Y noethersch ist, dann ist f genau dann endlich présentierbar, wenn f von
endlichem Typ ist.

Definition A.7. Ein R-Modul M heifit flach bzw. treu, wenn der Funktor — @ M
exakt bzw. treu ist.
Ein Ringhomomorphismus ¢: A — B ist treuflach, wenn B als A-Modul treuflach ist.

Lemma A.8. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) M ist treuflach.
(ii) M ist flach und fiir jeden R-Modul N mit N @ p M =0 gilt N = 0.
(iii) Ein Komplex Co von R-Moduln ist genau dann exakt, wenn Ce @ g M exakt ist.

Beweis. ,(i)=(ii)“: Es sei N ein R-Modul mit N ® g M = 0. Dann haben die Homo-
morphismen idy und 0: N — N das gleiche Bild idy ®idy; = 0. Da M treu ist, gilt
idy = 0 und somit N = 0.
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,(il)=(iii)“: Wenn C, exakt ist, folgt die Exaktheit von Ce ® g M aus der Flachheit
von M. Es sei nun C, ein Komplex, so dass Cy ®p M exakt ist. Wir betrachten die
kurze Sequenz

0 — im(fi—1) — ker(f;) — ker(f;)/im(f;—1) — 0.

Nun gilt im(f;—1) ® g M = im(f;—1 ® idps) und, da M flach ist, ker(f;) @ g M = ker(f; ®
idpr). Die Exaktheit von Ce ® g M in C; ist also dquivalent zu ker(f;)/im(f;—1)®@r M = 0.
Nach Voraussetzung bedeutet dies ker(f;)/im(f;—1) = 0.

,(iii)=(i)“: Die Flachheit von M ist klar. Es sei nun f: N — L ein Homomorphismus
mit f ®idy; = 0. Dann wird die Sequenz

05 NY N

durch Tensorieren mit M exakt. Nach Voraussetzung ist die Sequenz selbst exakt. Daraus
folgt f = 0. O

Proposition A.9. Sei ¢: A — B ein flacher Ringhomomorphismus. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) p: A — B ist treuflach.
(ii) Spec(y): Spec B — Spec A ist surjektiv.
(iii) Fir jedes maximale Ideal m C A gilt Bp(m) # B.

Beweis. ,,(i)= (ii)“: Sei p ein Punkt in Spec(A). Da der Restklassenkorper k(p) =
Ap/App nicht Null ist, folgt aus Lemma A.8 (ii), dass auch k(p) ® 4 B nicht Null ist. Nun
gilt k(p) ®a B = By(a\p)/By(a\p)¢(p)- Die Primideale in diesem Ring sind gerade die
Primideale Q in B mit ¢~1(Q) = p. Es gibt daher ein Q € Spec(B) mit Spec(¢)(Q) = P.

,(il)= (iii)“: Sei m ein maximales Ideal in A. Nach Voraussetzung gibt es ein Primideal
Q C B mit ¢~ 1(Q) = m. Daraus folgt Bp(m) C Q.

,(1ii)=(1)“: Wir priifen Eigenschaft (ii) aus Lemma A.8: Sei N # 0 und z € N \ {0}.
Da ¢ flach ist, gilt (Az) ®4 B C N ®4 B. Nun ist Az =2 A/ann(z) und ann(z) ist in
einem maximalen Ideal m C A enthalten. Somit gibt es eine Surjektion A/ ann(z)®4 B =
B/Bp(ann(x)) — B/By(m). Da nach Voraussetzung B/By(m) nicht Null ist, kann
auch Az ® 4 B und damit N ® 4 B nicht Null sein. O

Definition A.10. Ein Morphismus von Schemata f: X — Y ist flach, wenn fiir jeden
Punkt z € X der Modul Ox , flach iiber Oy, (,) ist. Ein Morphismus ist treuflach, wenn
er flach und surjektiv ist.

Nach [14, 2.1.4, 2.1.6] ist diese Eigenschaft stabil unter Komposition und Basiswechsel.

Lemma A.11. Ein flacher lokal endlich prdsentierbarer Morphismus ist universell

offen.
Beweis. Siehe [14, Proposition 2.4.6]. O

Definition A.12. Ein Morphismus ist f: X — Y étale, wenn er flach und unverzweigt
ist.
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Nach [16, 17.3.3] ist auch diese Eigenschaft stabil unter Komposition und Basiswechsel.

Definition A.13. Sei X ein Schema. Eine surjektive Familie {f;: Y; — X |i € I} von
Morphismen heifit

(i) fppf-Uberdeckung, wenn die Morphismen flach und lokal endlich prisentierbar sind,
(ii) étale Uberdeckung, wenn die Morphismen étale sind,

(iii) étale endliche Uberdeckung, wenn die Morphismen étale und endlich iiber ihrem

Bild sind,
(iv) Zariski-Uberdeckung, wenn die Morphismen offene Einbettungen sind.
Proposition A.14. Diese Uberdeckungen definieren Grothendieck-Topologien auf Sch.

Beweis. Dies folgt daraus, dass alle geforderten Eigenschaften stabil unter Basiswechsel
und Komposition sind. ]

Bemerkung A.15. Offensichtlich ist die fppf-Topologie feiner als die étale, die étale
Topologie feiner als die étale endliche und die étale endliche Topologie feiner als die
Zariski-Topologie.

A.2. Garben auf einem Situs
Wir erinnern zunéchst an den Begriff eines darstellbaren Funktors.

Definition A.16. Es sei F': C — Sets ein Funktor, X ein Objekt in C und ¥: F —
hx := Hom(—, X) eine natiirliche Transformation. Man sagt, dass X den Funktor F

(i) darstellt, falls ¥ fiir jedes Objekt Y einen Isomorphismus zwischen Mor(hy, F))
und Mor(Y, X) induziert,

(ii) kodarstellt, falls W fiir jedes Objekt Y einen Isomorphismus zwischen Mor(F, hy)
und Mor(X,Y) induziert,

(iii) wniversell kodarstellt, falls fiir jeden Morphismus 7' — X das Objekt 7" den Funktor
F X, hr kodarstellt.

Bemerkung A.17. (i) Ein Objekt X stellt den Funktor genau dann dar, wenn ¥: F' —
hx ein Isomorphismus ist.

(ii) Ein Objekt X ist genau dann eine Kodarstellung von F', wenn es zu jeder na-
tiirlichen Transformation ¥': F' — hy einen eindeutigen Morphismus f: X — Y mit
hyoW =W gibt.

Definition A.18. Eine Kategorie C heifit klein, wenn die Klasse der Objekte eine Menge
ist.

Im Folgenden sei C ein kleiner Situs.
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Definition A.19. Eine Prdgarbe F auf C ist ein kontravarianter Funktor F: C — Sets.
Ein Morphismus von Prigarben ist eine natiirliche Transformation von Funktoren. Damit
bilden die Prégarben auf C eine Kategorie Presh(C).

Bemerkung A.20. Die Funktoren C — Sets bilden im allgemeinen nur eine Quasi-
Kategorie, d.h. die Objekte und Morphismen formen Konglomerate und keine Klassen.
Wenn C klein ist, dann ist Presh(C) jedoch isomorph zu einer Kategorie.

Definition A.21. Eine Priagarbe F auf C ist eine Garbe, wenn fiir alle Objekte X in C
und alle Uberdeckungen {Y; — X |i € I} von X die folgende Sequenz exakt ist

FX)=][Fv) = J] FixxY;). (A1)
iel (i,5)el?

Wenn nur die Injektivitat erfiillt ist, so nennen wir F separiert. Ein Morphismus von
Garben ist ein Morphismus der Pragarben. Die dadurch definierte Kategorie bezeichnen
wir mit Sh(C).

Die Bedingung lisst sich mit Uberdeckungssieben formulieren.

Proposition A.22 ([52, Prop. 2.42]). Eine Prdagarbe F auf C ist genau dann ein
Garbe, wenn fir alle X aus C und alle Uberdeckungssiebe S auf X die Abbildung
Mor(hx,F) — Mor(S, F) ein Isomorphismus ist.

Die kanonische Topologie auf einer Kategorie ist die feinste Topologie, in der jede
darstellbare Pragarbe eine Garbe ist. Ein Topologie heifit subkanonisch, wenn sie grober
als die kanonische Topologie ist, d.h. wenn jede darstellbare Prigarbe eine Garbe ist.

Bemerkung A.23. Um Garben auf der Kategorie Sch der Schemata betrachten zu kénnen,
muss man sich auf eine Menge von Schemata einschrianken. Diese konnen in eine kleine
Kategorie eingebettet werden, die Produkte und Vereinigungen enthilt. Die andere
Méglichkeit besteht darin, Grothendieck-Universen zu verwenden (siehe [1]).

Lemma A.24 (vgl. [52, Prop. 2.54]). Jeder darstellbare Funktor auf Sch ist eine Garbe
in der Zariski- Topologie.

Beweis. Dies sagt lediglich aus, dass ein Morphismus f: Y — X eindeutig durch seine
Einschrinkungen fy,: U; — X fiir eine offene Uberdeckung {U; — Y |i € I} bestimmt
ist, und dass sich kompatible Morphismen f;: U; — X, ¢ € I, zu einem Morphismus
Y — X verkleben lassen. O

Proposition A.25 ([52, Lemma 2.60]). Eine Garbe F auf Sch in der Zariski-Topologie
ist genau dann eine Garbe in der fppf-Topologie, wenn fiir jeden treuflachen endlich
prasentierbaren Ringhomomorphismus p: A — B die folgende Sequenz exakt ist

F(Spec A) — F(Spec B) = F(Spec B®4 B).

Beweis. ,=“: Die Notwendigkeit dieser Bedingung folgt aus der Definition einer Garbe.

»,<=“ (i) Es ist zu zeigen, dass fiir ein Schema X und und eine surjektive Familie
{Y; — X |i € I} flacher endlich présentierbarer Morphismen die Sequenz (A.1) exakt ist.
Wir betrachten zunéchst den induzierten treuflachen Morphismus Y := [[;.; Y; — X. Da
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F ein Zariski-Garbe ist, gilt F(Y) = [[;c; F(Yi) und F(Y xxY) =[] jyerr F(Yixx Yj).
Die Exaktheit von (A.1) ist daher dquivalent zur Exaktheit der Sequenz

F(X)—=>FY)—=FY xxY).

Wir kénnen also ohne Einschrinkung annehmen, dass die Uberdeckung aus nur einem
lokal endlich prasentierbaren treuflachen Morphismus f: Y — X besteht.

(i) Sei zuniichst X affin. Wir wihlen eine offene affine Uberdeckung Y = U;¢;Y;. Eine
Teilmenge J C I heiit zuldssig, falls sie endlich ist und [[,c;Y; — X surjektiv ist. Da
der Morphismus nach Lemma A.11 offen und X quasikompakt ist, gibt es zuléssige
Teilmengen. Fur eine zuldssige Menge J ist also Y := [[;c;Y; — X ein treuflacher
endlich prasentierbarer Morphismus affiner Schemata. Nach Annahme ist nun die untere
Zeile im Diagramm

FX)—FY) T F(Y xxY)

J J

F(X)——F(Yy) L F(YrxxYy)

exakt. Daraus folgt die Injektivitdt. Hat s € F(Y') gleiche Bilder in F(Y xx Y) so
finden wir ein t; € F(X), dessen Bild in F(Y;) mit dem von y tibereinstimmt. Sind .J, J'
zwei zulassige Teilmengen, so gilt t; = t;, da beide mit g fiir die zuldssige Teilmenge
K = J U J iibereinstimmen. Weil die zulédssigen Teilmengen ganz I iiberdecken, ist ¢
ein Urbild von s.

(iii) Sei nun X beliebig. Wir wiihlen eine offene affine Uberdeckung X = U;¢;U; und
setzen V; = f~1(U;). Es ergibt sich folgendes kommutative Diagramm

F(X) FY) I F(Y xxY)

J | |

[Licr FUs)) —————— TLier F(V3) [Lie; F(Vi xu; Vi)

1l I

[Lijerr FUiNU;) —— Tl jerr FVin V)
Die Spalten sind exakt, da F eine Garbe in der Zariski-Topologie ist. Nach Teil (ii) ist
auch die zweite Zeile exakt. Daraus folgt nun die Injektivitdt in der ersten Zeile, F ist
also separiert. Daraus folgt die Injektivitdt der untersten Zeile. Eine kurze Diagrammjagd

zeigt dann, dass die erste Zeile exakt ist. O

Proposition A.26. Es sei ¢: A — B ein treuflacher Homomorphismus und M ein
A-Modul. Dann ist der Komplex

Co: 0 MB Mo, BAMo,BosBB ...

mit dy(mb®...Qb,) =31 o(—1)m®b... 061 bi & ...Q b, evakt.

159



A. Abstiegstheorie

Beweis. Wir betrachten den Komplex Cy ® 4 B und definieren die Homomorphismen

hp: M @4 B — M ®,4 B®"
mRb®...b, @b = (=1)""'m @b ... @by @Dbub .

Nun gilt hy41 0 (dy, ® idp) + (dp—1 ® idp) © hy, = idy,. Somit ist id nullhomotop und der
Komplex ist exakt. Da ¢ treuflach ist, folgt aus Lemma A.8, dass auch C, exakt ist. [

Proposition A.27. Fiir jedes affine Schema X ist hx eine Garbe in der fppf-Topologie.

Beweis. Nach Lemma A.24 ist ein darstellbarer Funktor eine Garbe in der Zariski-
Topologie. Nach Proposition A.25 miissen wir also nur zeigen, dass fiir jeden endlich-
préisentierbaren treuflachen Ringhomomorphismus ¢: A — B und jeden Ring R die
Sequenz

Hom(R, A) — Hom(R, B) = Hom(R, B®4 B)

exakt ist. Dies folgt aber aus Proposition A.26 mit dem Spezialfall M = A durch
Anwenden des Funktors Hom (R, —) auf die exakte Sequenz. O

Proposition A.28 ([52, Thm. 2.55]). Fir jedes Schema S ist hg eine Garbe in der
fopf-Topologie.

Beweis. Essei f: Y — X ein lokal endlich présentierbarer treuflacher Morphismus und
S = U, Si eine offene affine Uberdeckung.

(i) Wir zeigen zunéchst, dass hg separiert ist. Seien dazu g und ¢': X — S zwei
Morphismen mit f*g = f*¢’. Da f surjektiv ist, stimmen g und ¢’ als topologische
Abbildungen iiberein. Wir kénnen daher U; := g~ 1(S;) = ¢'~1(S;) setzen. Es seien g;
und ¢/ die Einschriankung von g bzw. ¢’ auf U;, und f; die Einschrankung von f auf
Y; := f~1(U;). Dann stimmen die Morphismen f7g; und ffg.: Y; — S; iiberein. Da S;
affin ist, und hg, somit nach Proposition A.27 eine Garbe ist, gilt auch ¢g; = g fir i € I.
Da hg ein Zariski-Garbe ist, folgt daraus g = ¢'.

(ii) Sei nun ein Morphismus g: Y — S gegeben, der prig = prig: Y xx Y — S erfiillt.
Als Abbildung von Mengen faktorisiert g iiber X. Da f offen ist (Lemma A.11), ist
die Abbildung g: X — S stetig. Wir setzen X; := g~1(S;) und Y; := g~1(S;). Nun gilt
gopry = gopre: Y; xx,Y; — S;. Da S; affin ist, gibt es nach Proposition A.27 eindeutige
Morphismen g;: X; — S; mit gjy; = gi o fly;, ¢ € I. Nun gilt g; o fl}/im)/j = Gviny; =
gj © flyiny;, und da hg nach Teil (i) separiert ist, folgt

gilxinx; = 9jjx;nx;: XiNX; =5

Weil hg eine Zariski-Garbe ist, verkleben diese Morphismen zu einem Morphismus
g X —>Smitg=gof. O

Proposition A.29 ([52, Prop. 2.59]). Ist eine Topologie auf C subkanonisch, so ist fiir
alle S € C die auf C/S induzierte Topologie subkanonisch.

Beweis. Seien f: X — S und g: Y — S zwei Objekt in C/S und {h;: U; = Y |i € I}
eine Uberdeckung von g.
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Sind nun ¢, € hy¢(g) zwei Morphismen iiber S mit ¢ o h; = 9 o h; fiir alle 4, so gilt
¢ =1, da {h; |i € I} auch eine Uberdeckung von Y in C ist, und hy separiert ist.

Sind Morphismen ¢;: U; — X iiber S gegeben mit ¢; opr; = ¢jopry: Uy xy Uj — X,
so bestimmen diese nach Voraussetzung einen Morphismus ¢: Y — X mit poh; = ¢;. Es
bleibt zu priifen, dass ¢ ein Morphismus iiber S ist. Es gilt aber fopoh; = fop; = goh,;.
Aus der Separiertheit von hg folgt dann fop =g. O

Korollar A.30. Flir jeden Morphismus f: X — S ist hy eine Garbe auf Sch/S in der
fopf-Topologie.

A.3. Gefaserte Kategorien

Sei F eine Kategorie mit einem Funktor p in eine Kategorie C. Fiir ein Objekt X in
C nennen wir die Unterkategorie F(X) von F der Objekte U mit p(U) = X und der
Morphismen f mit p(f) = idx die Faser von F tber X.

Definition A.31. Es sei f: Y — X ein Morphismus in C und ¢ ein Objekt iiber
X. Ein Morphismus ¢: n — £ in F mit p(p) = f heiBt kartesisch, falls fiir jeden
Morphismus %: ¢ — & in F und jeden Morphismus g: p(¢) — Y mit f o g = p(¢) genau
ein Morphismus x: ¢ — 1 mit p(x) = g und ¢ o x = ¥ existiert. In diesem Fall nennen
wir 1 einen Riickzug von £ entlang f.

C— .
X~ y
n—-g—¢
(A.2)
Z p(¥)
X)
Y X
f
Bemerkung A.32. Sind ¢: n — & und ¢': ' — £ zwei kartesische Morphismen iiber f,

so gibt es einen eindeutigen Isomorphismus «: n — 7’ iiber idy mit ¢’ o & = ¢. Der
Riickzug ist also eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie.

Beispiel A.33. Es sei C eine Kategorie mit Produkten und F := Mor(C) mit dem Funktor
p = pry. Zu jedem Objekt £: X7 — Xo in F und jedem Morphismus f: Yo — X5 in C
ist der Morphismus (prq, f): (pry: X1 Xx, Y2 — Ya2) — (f: X; — X2) kartesisch.

Lemma A.34 ([52, Prop. 3.4]). (i) Es sei p: & — n ein Morphismus und 1: 1 — ¢
ein kartesischer Morphismus. Die Komposition ¢ o ¢ ist genau dann kartesisch,
wenn @ kartesisch ist.

(ii) Ein Morphismus ¢ in F, dessen Bild p(y) ein Isomorphismus in C ist, ist genau
dann kartesisch, wenn er ein Isomorphismus ist.

Beweis. Diese Aussagen sind einfache Folgerungen aus der universellen Eigenschaft
kartesischer Morphismen. O
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Definition A.35. Eine Kategorie F iiber C ist eine gefaserte Kategorie, falls es zu jedem
Morphismus f: Y — X und jedem Objekt £ in F(X) einen kartesischen Morphismus

p:n — & mit p(p) = f gibt.
Beispiel A.36. (i) Die Kategorie C ist trivialerweise eine gefaserte Kategorie iiber sich

selbst.
(ii) Wenn C endliche Produkte besitzt, ist pry: Mor(C) — C eine gefaserte Kategorie.

Definition A.37. Es sei F eine liber C gefaserte Kategorie. Eine volle Unterkategorie
G C F heifit stabil, wenn gilt:

(i) Wenn & ein Objekt in G ist und ¢ in F isomorph zu & ist, dann liegt auch ¢’ in G.

(ii) Fir jeden Morphismus f: Y — X in C und jedes Objekt £ in G(X) liegt f*¢ in
g(y).

Analog zu Beispiel A.36, (ii), siecht man:

Lemma A.38. Wenn C endliche Produkte besitzt und F eine stabile Unterkategorie
von Mor(C) ist, dann ist F eine gefaserte Kategorie tiber C.

Definition A.39. Ein Zusammenhang einer gefaserten Kategorie ist die Wahl genau
eines kartesischen Morphismus fe: f*{ — £ fiir jeden Morphismus f: Y — X und jedes
Objekt ¢ in F(X) mit p(f) = f.

Es ist immer moglich, einen Zusammenhang zu wahlen, und wir werden im Folgenden
annehmen, dass F eine gefaserte Kategorie mit fixiertem Zusammenhang ist.

Bemerkung A.40. Wir betrachten ein kommutatives Diagramm

Y1 *)Xl

|

Yo — Xy
f2

in C. Ist x: & — & ein Morphismus iiber ¢ und sind f;: & — & die kartesischen
Morphismen tiber f;, i = 1,2, so gibt es einen eindeutigen Morphismus (f1, f2)5x: m —
72 iiber h mit foo (f1, f2)rx = xo f1. Insbesondere erhalten wir im Fall g = idx, h = idy
(und daher f; = fo =: f) einen Funktor f*: F(X) — F(Y).

Definition A.41. Eine Spaltung einer gefaserten Kategorie ist ein Zusammenhang, so
dass f*¢g* = (go f)* fir alle Objekte X,Y,Z € C und alle Morphismen f: X — Y,
g:Y — Z gilt.

Definition A.42. Eine gefaserte Kategorie p: F — C hat kleine Fasern, wenn fiir jedes
Objekt X aus C die Faser F(X) eine kleine Kategorie ist.

Im allgemeinen existiert zu einer gegebenen gefaserten Kategorie mit kleinen Fasern
keine Spaltung, d.h. die Zuordnung X +— F(X) und f — f* definiert keinen Funk-
tor in die Kategorie der kleinen Kategorien Cat, sondern lediglich einen sogenannten
Pseudofunktor.
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Definition A.43. Ein kontravarianter Pseudofunktor ®: C — Cat besteht aus den
folgenden Daten:

(i) zu jedem Objekt X in C eine kleine Kategorie ®(X),
(ii

) zu jedem Morphismus f: Y — X in C ein Funktor ®(f): ®(X) — ®(Y),
(iii) zu jedem Objekt X in C ein Isomorphismus ex : ®(idy) — idg(x) von Funktoren
)

(iv) zu jeder Komposition von Morphismen g o f in C ein Isomorphismus
afg: ®(f) o ®(g) = ®(go f)
von Funktoren mit den folgenden Bedingungen:
(a) Fiir jeden Morphismus s: X — Y in C und jedes Objekt V' in ®(Y) gilt

ex(®(s)(V)) = cidx,s(V),
B(s)(ey (V) = asay (V).

(b) Fiir jede Komposition uotos: X — Y von Morphismen in C und jedes Objekt U
in (YY) gilt

Aot (U) 0 B(8)(at,u(U)) = ttosu(U) 0 as 1 (B(u)(U)) .

Eine gefaserte Kategorie p: F — C mit kleinen Fasern und einem Zusammenhang
definiert einen Pseudofunktor ®: C — Cat, wie man leicht nachpriift. Umgekehrt kann
man einem solchen Pseudofunktor eine faserkleine gefaserte Kategorie F zuordnen: Ein
Objekt in F ist ein Paar (U, X), wobei X ein Objekt in C und U ein Objekt in ®(X)
ist. Ein Morphismus (U, X) — (V,Y) ist ein Paar (f: U — ®(s)(V),s: X — Y). Die
Komposition zweier Morphismen (f,s): (U, X) — (V,Y) und (g,t): (V,Y) — (W, Z) ist
gegeben durch (g - f,t o s) mit

g-f=as(W)od(s)(g)of.

Die Bedingungen stellen sicher, dass dies tatsdchlich eine gefaserte Kategorie F iiber C
definiert (siehe [52, 3.1.3]).

Beispiel A.44. (i) Eine Pragarbe F auf einem Situs C definiert eine gefaserte Kate-
gorie. Insbesondere bestimmt fiir jedes Objekt X aus C die Garbe hx eine gefaserte
Kategorie.

(ii) Sei C ein Situs und X ein Objekt in C. Wir bezeichnen eine Garbe in Sh(C/X)
(siehe Abschnitt A.2) als Garbe auf X. Fir einen Morphismus f: Y — X in C koénnen
wir einer Garbe F auf X eine Garbe f*(F) auf Y zuordnen, indem wir f*F(U —
Y)=FU — Y — X) setzen. Ein Morphismus ¢: F — G von Garben auf X gibt auf
offensichtliche Weise einen Morphismus f*(¢): f*F — f*G. Dies erklart einen Funktor
f*:8h(C/Y) — Sh(C/X).

In diesem Fall gilt sogar ¢* f* = (f o g)* und id* = id. Somit erhalten wir einen Funktor
von C in die Kategorie der kleinen Kategorien. Die entsprechende gefaserte Kategorie
bezeichnen wir mit Sh/C.
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Durch Dualisieren der Definitionen erhalten wir die Begriffe des kokartesischen Mor-
phismus und der kogefaserten Kategorie, in der es bis auf Isomorphie eindeutige Vorschiibe
gibt. Analog zur gefaserten Kategorie ist das Datum einer solchen Kategorie mit Zusam-
menhang und kleinen Fasern dquivalent zum Datum eines kovarianten Pseudofunktors
®: C — Cat.

Beispiel A.45. Wir betrachten die Kategorie Ring der kommutativen Ringe und dartiber
die Kategorie Mod, in der ein Objekt ein Tupel (A, M) aus einem Ring A und einem
A-Modul M ist. Ein Morphismus (¢, f): (A, M) — (B, N) besteht aus einem Ringho-
momorphismus ¢: A — B und einem Homomorphismus f: M — N von A-Moduln.

Fiir jeden A-Modul M und jeden Homomorphismus ¢: A — B ist der Morphismus
(p,f): (A, M) — (B,M ®4 B) mit f(m)=m ® 1 kokartesisch: Sei (¢,¢g): (A, M) —
(C,T) ein Morphismus in Mod und x: B — C ein Homomorphismus mit y o ¢ = ).
Dann ist h: M ®4 B — T, h(m ®b) := x(b) - g(m) der einzige Homomorphismus von
B-Moduln, der ho f = g erfiillt. Somit ist (, k) der gesuchte Morphismus. Man beachte,
dass dies keinen Funktor, sondern nur einen Pseudofunktor beschreibt.

Definition A.46. Seien F und G zwei iiber C gefaserte Kategorien. Ein Morphismus
F — G von gefaserten Kategorien ist ein Funktor ®: F — G mit der Eigenschaft, dass
pg o ® = pr gilt, und das Bild eines kartesischen Morphismus wieder ein kartesischer
Morphismus ist.

Eine gefaserte Unterkategorie von F ist eine Unterkategorie 7/ C F mit der Eigen-
schaft, dass die Einschrankung p’: F' — C eine gefaserte Kategorie ist, und die Inklusion
F' — F kartesische Morphismen erhilt.

Seien & \W: F — G Morphismen iiber C gefaserter Kategorien. Eine basistreue
natirliche Transformation a: ® — W ist eine natiirliche Transformation der Funktoren,
so dass fiir alle X in C und alle U in F(X) der Morphismus a(U) in G(X) enthalten ist.

Definition A.47. Eine gefaserte Kategorie p: F — C ist in Gruppoiden gefasert, wenn
fiir jedes X in C die Faser F(X) ein Gruppoid ist, d.h. jeder Morphismus in F(X) ist
ein Isomorphismus.

Proposition A.48 ([52, Prop. 3.22]). Eine Kategorie F tiber C ist genau dann in
Gruppoiden gefasert, wenn zu jedem Morphismus f: Y — X in C und jedem Objekt £
in F(X) ein Morphismus @: n — & mit p(@) = f existiert und jeder Morphismus in F
kartesisch ist.

Beweis. ,=*“: Sei F iiber C in Gruppoiden gefasert und ¢: D — E ein Morphismus
in F iiber f: X — Y. Es gibt einen kartesischen Morphismus ¢: D’ — E {iber f und
daher einen eindeutigen Morphismus a: D — D’ iiber idx mit ¢ o a = . Da «a ein
Isomorphismus ist, ist auch ¢ kartesisch.

,<=": Dass F gefasert iiber C ist, ist klar. Die Aussage folgt nun aus Lemma A.34,
(ii). O
Beispiel A.49. Es sei F eine lber C gefaserte Kategorie. Wir bezeichnen mit Fiart

die Unterkategorie mit denselben Objekten aber nur den kartesischen Morphismen.
Offensichtlich ist Fiart eine in Gruppoiden gefaserte Unterkategorie von F.
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Definition A.50. Eine gefaserte Kategorie p: F — C heifit in Mengen gefasert, wenn
fiir jedes X in C die Faser F(X) eine Menge ist, d.h. die Identitdten sind die einzigen
Morphismen in F(X).

Proposition A.51 ([52, Prop. 3.25]). FEine Kategorie F tber C ist genau dann eine in
Mengen gefaserte Kategorie, wenn es zu jedem Objekt & in F und jedem Morphismus
f:Y = p(&) genau einen Morphismus ¢: n — & in F mit p(@) = f gibt.

Beweis. ,,=“: Seien F eine in Mengen gefaserte Kategorie, ¢ ein Objekt in F und
f:Y = p(&) ein Morphismus in C. Es gibt einen kartesischen Morphismus ¢: n — £
mit p(¢) = f. Fir jeden anderen Morphismus ¢’: ' — ¢ iiber f gibt es dann einen
eindeutigen Morphismus «: 7' — 7 in F(Y) mit ¢ o a = ¢'. Da F(X) eine Menge ist,
folgt a = id,, und ¢ = ¢'.

»<=“: Im Diagramm (A.2) gibt es genau einen Morphismus x mit p(x) = g. Wegen
p(¢ o x) = p(y) folgt dann auch, dass x das Diagramm kommutativ macht. O

Korollar A.52. Es gibt eine Aquivalenz zwischen in Mengen gefaserten Kategorien
tber C und kontravarianten Funktoren C — Sets.

A.4. Aquivariante gefaserte Kategorien

Es sei C eine Kategorie und F': C — Grp ein kontravarianter Funktor in die Kategorie
der Gruppen.

Definition A.53. Eine Linkswirkung auf einem Objekt X ist eine natiirliche Trans-
formation p: F' x hx — hx, so dass fiir alle Objekte Y die Abbildung p(Y): F(Y) x
hx(Y) — hx(Y) eine Gruppenwirkung ist. Analog definiert man eine Rechtswirkung
p: h x X G—h X.

Bemerkung A.54. (i) Wir bezeichnen mit {*} den Funktor, der jedem Objekt die
einelementige Menge {*} zuordnet. Dies ist das finale Objekt in der Kategorie der
Funktoren von C nach Sets. Ein Funktor F': C — Grp léasst sich dann beschreiben
als Funktor C — Sets zusammen mit natiirlichen Transformationen prp: Fx F — F,
erp: {*} = F und inv: F — F, mit den Eigenschaften

a) uro (idp xpp) = ppo (up x idp) (Assoziativitét),
b) ppo(epomidp) =idp = pp o (idp,ep o m) (neutrales Element),
¢) pro (idp,inv) = pp o (inv,idr) = ep o 7 (inverses Element).

Hierbei bezeichnet 7 die natiirliche Transformation F' — {x}.
(ii) Eine Linkswirkung auf X entspricht einer natiirlichen Transformation p, so dass

a) po(ep,idy, ) =idp, und

b) po(up xidp,) = po (idr xp).
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Definition A.55. Es seien X,Y Objekte mit Linkswirkungen px und py von F. Ein
Morphismus f: Y — X ist F'-dquivariant, falls das folgende Diagramm kommutiert:

FXhYT}hY

idF thl hfl

Die Paare (X, px) bestehend aus einem Objekt X und einer F-Wirkung px bilden
mit den F-iquivarianten Morphismen eine Kategorie C¥'.

Es sei nun p: F — C eine gefaserte Kategorie, F': C — Grp und F': F — Grp zwei
kontravariante Funktoren und ®: F/ — F o p eine natiirliche Transformation.

Definition A.56. Ein dquivariantes Objekt ist ein Tripel (&, pe, px) aus einem Objekt
¢ in F, einer F'-Wirkung pe auf { und einer F-Wirkung px auf X := p(£), so dass das
folgende Diagramm kommutiert:

F s he—" s he

MJ lp

(F xhx)op——hxop.
P*px

Ein Morphismus ¢: (§, pe, px) — (1, py, py) dquivarianter Objekte ist ein F'-aqui-
varianter Morphismus ¢: £ — 7, so dass p(p) F-dquivariant ist.

Wir bezeichnen die Kategorie der dquivarianten Objekte mit F 5'.
Proposition A.57. Die Kategorie ]-"5/ ist gefasert tiber CT.

Beweis. Es sei X ein Objekt in C mit F-Wirkung px, £ in F(X) mit dquivarianter
F'-Wirkung pe und f:Y — X ein dquivarianter Morphismus. Da F gefasert ist, gibt es
einen kartesischen Morphismus ¢: f*¢ — £. Wir konstruieren zunichst eine F’-Wirkung
auf f*¢&: Sei dazu x: ¢ — f*¢ € hy«¢ und g € F'(¢). Mit der Aquivarianz von ¢ und f
finden wir

p(pe(g, 90 x)) = px(®(¢)(9), f o p(x))
= fopy(®()(9),r(x))-

Es sei b/ := py (®(¢)(g), h). Wir definieren ps«¢(g, x) := (idz, f)}/pe(g, po x). Es ist klar,
dass dies eine Linkswirkung von F’ auf f*¢ definiert, beziiglich der ¢ dquivariant ist.
Ebenso sind p+¢ und py nach Konstruktion vertriglich.

Es bleibt zu priifen, dass ¢: f*¢ — £ kartesisch in .7-"5/ ist. Sei dazu h: Z — Y
ein dquivarianter Morphismus, ( ein dquivariantes Objekt iber Z und ¥: { — £ ein
Morphismus dquivarianter Objekte mit p(1)) = foh. Da ¢ kartesisch in F ist, gibt es einen
Morphismus x: ¢ — f*¢ iiber h mit ¢ o x = ¥. Wir zeigen, dass y dquivariant ist: Sei
o: 7 — ( ein Morphismus und g € F(7). Dann ist y := ps«¢(g, x 00) eindeutig bestimmt
durch p(v) = py (2(7)(9), hop(o)) und p oy = pe(g, po x00). Da i) = po x dquivariant
ist, haben wir p oy = o xop¢(g,o). Ebenso gilt p(X 0 pc(g,0)) = hopz(®(¢)(g),p(0)),
weil  ein dquivariantes Objekt ist. Aufgrund der Aquivarianz von h folgt schliellich
¥ = xo°pc(g,0). O

166



A.4. Aquivariante gefaserte Kategorien

Beispiel A.58. Wir setzen F := Mor(C), F’ := F o pry und ® die Identitdt. Ein
Objekt in F }l,f/ ist dann ein dquivarianter Morphismus in C, und ein Morphismus ist
ein kommutatives Quadrat dquivarianter Morphismen. Proposition A.57 zeigt, dass der
Riickzug eines dquivarianten Morphismus unter einem dquivarianten Morphismus wieder
aquivariant ist.

A.4.1. Linearisierungen

Definition A.59. Ein Gruppenobjekt in C ist ein Objekt G zusammen mit einem
Funktor Fz: C — Grp, so dass hg = foFg gilt, wobei f: Grp — Sets den Vergissfunktor
bezeichnet. S S

Ein Morphismus von Gruppenobjekten ist ein Morphismus ¢: G — H, so dass h,, eine
natirliche Transformation F; — Fy induziert.

Eine Wirkung von G auf einem Objekt X ist eine Wirkung von Fg auf X.

Es sei nun G ein Gruppenobjekt in C, F' = Fg, F' = Fgop und ® = idp. Weiter sei
F eine liber C gefaserte Kategorie und 7: pri & — & ein kartesischer Morphismus iiber
pry: G x X — X. Aufgrund der universellen Eigenschaft eines kartesischen Morphismus
erhalt man einen Isomorphismus

(hGop) X h§ = hprgfa

d.h. pr3 £ stellt den Funktor (hg o p) x he dar. Nach dem Yoneda-Lemma entspricht eine
natiirliche Transformation p¢: (hg o p) x he — he also einem Morphismus 3: prj§ — &.
Es sei e¢: { — pr3 £ der eindeutig bestimmte Morphismus iiber

ex =(egxidy): X Ztx X -G x X
mit 7o ¢ = ide.

Lemma A.60 ([52, Prop. 3.47]). Es sei F gefasert iber C, X ein dquivariantes Objekt
in C und & in F(X). Das Datum einer Wirkung auf £ ist dquivalent zum Datum eines
Morphismus B: prs& — £ dber px: G x X — X mit den Eigenschaften

(i) ﬁ O€ = idé.

(ii) Das folgende Diagramm kommutiert:

(PTQS’PTQ)? xidx )T
prj & S pri g
(Pr23,Pr2)?idG pr)ﬁl l/j
* B
pr3 & §
(A.3)

GxGxX % GxX

idg prj/ le

GxX X X.
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Lemma A.61. Es sei 5: prs& — £ ein Morphismus tber px, so dass das Diagramm
(A.3) kommutiert. Es gilt B o e = id¢ genau dann, wenn (8 kartesisch ist.

Beweis. ,=*: Der Morphismus f := (invopry, px): G X X — G x X ist eine Involution.
Es sei ¢: prj & — prs € der eindeutige Morphismus iiber f mit mrop = S und §: pr5 € —
pri & der Morphismus tiber (invopry,pri,pry): G x X — G x G x X mit

*

(Pras, PTQ)(“GxidX)W 00 = €.

Man priift dann, dass ¢ = (prys, pry)’ )3 04 gilt.

(ide xpx
Aus der Definition von ¢ und der Kommutativitat von (A.3) ergibt sich

mogp®=Bo (pr237pr2)>{idg pr)ﬂ ©9

*

=p o (pras, 191”2)(Mcxidx)7r 9
=B oe =ide .

Da 7 kartesisch ist, impliziert dies ¢? = idprs¢. Somit ist ¢ ein Isomorphismus und
insbesondere kartesisch. Dann ist nach Lemma A.34, (i), auch die Komposition f = wop
kartesisch.

»<“Damund moes = idg¢ kartesisch sind, ist nach Lemma A.34, (i), auch e¢ kartesisch.
Nach Voraussetzung ist 3 kartesisch, so dass die Komposition 3 o ¢ kartesisch ist. Weil
der Morphismus 3 o €, iiber idx liegt, ist er nach Lemma A.34, (ii), ein Isomorphismus.

Wir betrachten den Morphismus € : & — prj £ tiber

(egxegxidy): X ZtxtxX >GxGExX

*

mit (prag, prz)(#cxidx)ﬂ' o€ = €. Aufgrund der Kommutativitdt von (A.3) gilt dann

Boec =P o (prys, PTQ)ELGxidX)W o¢

=p o (pras, pr2))(kidg xpx ) © ¢
:(ﬂ o 65)2 .
Daraus folgt 3o ¢ = ide. O

Proposition A.62 ([52, Prop. 3.49]). Das Datum einer dquivarianten Wirkung auf §
ist dquivalent zum Datum eines Isomorphismus [5: prs& — p5& in F(G x X), so dass
das folgende Diagramm kommutiert:

1%

pr3 & (proo(ug x idx))*§

P33 wl l(#GXidx)’WP

(pX ° pr23)*§ (idg xpx)*¢ (PX ° (idG XPX))*S .

Beweis. Diese Charakterisierung folgt direkt aus Lemma A.60, Lemma A.61 und der
Tatsache, dass nach Lemma A.34 die Menge der kartesischen Morphismen prj — ¢ tiber
px isomorph zur Menge der Isomorphismen ¢: prj§ — p% ¢ liber idgx x ist. O
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A.5. Stacks

Definition A.63. Sei C ein Situs, F eine iiber C gefaserte Kategorie, X ein Objekt
in C und {U; — X |i € I} eine Uberdeckung von X. Ein Objekt mit Abstiegsdatum
ist ein Tupel ({&}, {¢ij}) bestehend aus einer Familie von Objekten &; in F(U;) und
Isomorphismen ¢;;: pr3&; — pri & tiber U; x x U; mit der Kozykelbedingung

Pris(wik) = Pria(ij) o Prag(@ik) - (A.4)

Ein Morphismus von Objekten mit Abstiegsdatum ({&:}, {wij}) — ({&i}, {¢i;}) ist
eine Familie von Morphismen «;: & — & mit der Kompatibilitatsbedingung

goéj O Pry (rj = Prj 0y © Yjj . (A.5)
Dies definiert die Kategorie F({U; — X }).

Es gibt einen Funktor F(X) — F({U; — X |i € I}), der einem Objekt £ iiber X die
Familie & = f(£) zuordnet. Da f;opr; = f;opr, gilt, gibt es kanonische Isomorphismen
wij: pry&; — pri ;. Diese erfiillen offensichtlich die Kozykelbedingung. Ein Objekt mit
Abstiegsdatum heifit effektiv, wenn es isomorph zu einem Objekt im Bild dieses Funktors

ist.
Definition A.64. Sei C ein Situs und F eine {iber C gefaserte Kategorie.

(i) F heit Prestack iiber C, wenn fiir alle X in C und alle Uberdeckungen {U; —
X |i € I} der Funktor F(X) — F({U; — X}) volltreu ist.

(ii) F heifit Stack iiber C, wenn fiir alle X in C und alle Uberdeckungen {U; — X |i € I}
der Funktor F(X) — F({U; — X}) ein Aquivalenz von Kategorien ist.

Beispiel A.65. (i) Wenn p: F — C ein Prestack ist und G C F eine stabile Unterka-
tegorie ist, dann ist G ein Prestack.

(ii) Die Kategorie F = Mor(Set) ist ein Stack.

(iii) Die Kategorie Sh/C der Garben auf einem Situs ist ein Stack tiber C.

Definition A.66. Ein Morphismus von Stacks iiber C ist ein Morphismus der gefaserten
Kategorien. Ein 2-Morphismus zwischen zwei Morphismen ist eine basistreue natiirliche
Transformation der zugrunde liegenden gefaserten Kategorien. Ein Morphismus f: F —
G ist ein Isomorphismus von Stacks, falls es einen Morphismus g: G — F und 2-
Isomorphismen f og = idg und g o f = idr gibt.

Sei F eine iiber C gefaserte Kategorie mit einem Zusammenhang. Fiir ein Objekt X in
C und zwei Objekte &, £’ in F(X) betrachten wir den Funktor Morx (£,£'): C/X — Set,
der einem Objekt f: Y — X die Menge der Morphismen Mor z(y)(f*¢, f*¢’) zuordnet.
Dieser Funktor erlaubt eine elegante Reformulierung der Bedingung, dass F ein Prestack
ist.

Lemma A.67 ([52, Prop. 4.7]). (i) Die gefaserte Kategorie F ist genau dann ein
Prestack tiber C, wenn fir alle Objekte X in C und alle Objekte &, £ in F(X) der
Funktor Morx (§,¢') eine Garbe auf C/X ist.
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(ii) F ist genau dann ein Stack, wenn F ein Prestack ist, und jedes Objekt mit
Abstiegsdatum effektiv ist.

FEtwas allgemeiner ldsst sich fiir einen Morphismus g: X; — X5 in C und Objekte &;
in F(X;), i = 1,2, der Funktor Mory(§1,&2): Mor(C)/g — Sets definieren, indem man
jedem Morphismus (fi, f2): (h: Y1 — Ya) — ¢ die Menge der Morphismen f;& — f5&2
iiber h zuordnet. Aufgrund der natiirlichen Isomorphie der Morphismen von f{¢; —
f5& iber h mit den Morphismen f;& — fg*& in F(Y1) gibt es einen natiirlichen
Isomorphismus von Funktoren

Mory(&1,&2) = Morx, (&1, f*&2) o pry .

Lemma A.68. Die gefaserte Kategorie p: F — C ist genau dann ein Prestack, wenn
fir alle g: X1 — Xo in C und alle & € F(X1), & € F(X2), der Funktor Mory(&1,&2)
eine Garbe auf Mor(C)/g ist.

Beweis. ,=*: Da nach Beispiel A.5 (ii) der Funktor pr: Mor(C)/f — C/X stetig ist,
folgt die Aussage aus Lemma A.67 und dem Isomorphismus oben.

»<=“ Wir betrachten f = idx und n = ¢’. Dann ist Morx (&,¢’) lediglich die Ein-
schrankung von Morf(&,7) auf Identitéten. O

Wir erinnern den Leser an den Begriff einer stabilen Unterkategorie von Mor(C) aus
Definition A.37.

Lemma A.69. Es sei C ein subkanonischer Situs und F eine stabile Unterkategorie
von Mor(C). Dann ist F ein Prestack tiber C.

Beweis. Zunéchst ist pry: F — C nach Lemma A.38 eine gefaserte Kategorie. Es
seien nun {f;: Y; — X |i € I} eine Uberdeckung in C, £: U — X und &: V — X
zwei Objekte Gber X und «;: U xXx Y; — V xx Y; Morphismen iiber Y;, die die
Kompatibilitdtsbedingung (A.5) erfiillen. Die Kompositionen pry, oc; sind Elemente von
hy (U x x Y;), deren Riickziige in hy (U x x Y; X x Yj) iibereinstimmen fiir (4, j) € I%. Da
hy eine Garbe ist, definieren sie einen eindeutigen Morphismus «: U — V. Es bleibt
zu zeigen, dass a ein Morphismus tiber X ist. Es gilt aber & o a0 pry; = & o pryy oy =
fi opry, oo = fiopry, = £ opry, d.h. die Morphismen & o a und £ stimmen auf
einer Uberdeckung iiberein. Weil hy als Garbe insbesondere separiert ist, gilt daher
E=¢oa. O

Insbesondere folgt mit Proposition A.28 und Korollar A.30:
Korollar A.70. Mor(Sch) und Mor(Sch/S) sind Prestacks tiber Sch bzw. Sch/S.

Proposition A.71 ([52, Prop. 4.9]). Seien C ein Situs, F': C — Sets ein kontravarianter
Funktor und F die dadurch definierte in Mengen gefaserte Kategorie. Dann gilt

(i) F ist genau dann ein Prestack, wenn F separiert ist.

(ii) F ist genau dann ein Stack, wenn F eine Garbe ist.
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Beweis. (i) Da die einzigen Morphismen in den Fasern Identitédten sind, ist der Funktor
F(X) — F({U; — X}) immer treu. Die Aussage, dass F(X) — F({U; — X}) voll ist,
ist Aquivalent zur Injektivitat der Abbildung F(X) — [ F(U;).

(ii) Die Isomorphismen eines Abstiegsdatums sind Identitaten. Die Effektivitét der
Abstiegsdaten ist daher dquivalent zur Exaktheit der Garbensequenz (A.1). O

Mit Proposition A.28 und Korollar A.30 folgt sofort:

Korollar A.72. (i) Fir jedes Schema X definiert der zu X assoziierte Funktor hx
einen Stack tUber Sch.

(ii) Fir jeden Morphismus f: X — S definiert der Funktor hy einen Stack tiber Sch/S
in der fppf-Topologie.

Wir bezeichnen die durch hx definierte gefaserte Kategorie mit X. Ein Stack der zu
einem durch ein Schema definierten Stack X isomorph ist, heiflt darstellbarer Stack.
Ahnlich wie im Beweis des Yoneda-Lemmas zeigt man:

Lemma A.73. Es sei X ein Schema und F ein Stack. Dann gibt es eine Aquivalenz
von Kategorien zwischen den Morphismen X — F und F(X).

A.6. Abstieg quasi-kohdrenter Garben

In diesem Abschnitt wird die Abstiegstheorie fiir quasi-kohérente Garben entwickelt.
Es sei ¢: A — B ein Ringhomomorphismus. Aus einem A-Modul M erhélt man den
B-Modul M ®4 B und den Morphismus iy;: M — M ® 4 B. Aus diesem B-Modul erhéalt
man die zwei B ® 4 B-Moduln M ® 4 B®4 B und B®4 M ®4 B. Sie sind verbunden
durch den Isomorphismus von B ® 4 B-Moduln ¥: M ® 4 B4 B — B®4 M ® 4 B mit
PY(mRbR V) =b®m®b. Dieser Isomorphismus erfiillt die Kozykelbedingung

31 = 32012 M @4 BRa B®4B - BR4B®sM®sB

mit o1 := ¢ ® idp, Y32 := idp ®¢ und 31 := (iddp®7) o (v ® idp) o (idymeg,B ®T),
wobei 7 durch 7(b; ® b2) := by ® by gegeben ist.

Wir definieren nun die Kategorie Mod(A — B): Ein Objekte ist ein Paar (N, ) aus
einem B-Modul N und einem Isomorphismus ¥: N® 4B — B®4 N von B® 4 B-Moduln,
der die Kozykelbedingung

31 =320 NQs B®4B— B®4B®aN

erfiilllt. Ein Morphismus 6: (N,v) — (N', 1) ist ein Morphismus 6: N — N’ der mit v
und ¢’ kompatibel ist, also 1)’ o (f ® idg) = (idp ® 0) o ¥ erfiillt.

Wie oben beschrieben definiert ein A-Modul M ein Objekt (M, 1)) in Mod(A — B). Ist
f: M — M’ ein Morphismus von A-Moduln, so ist der Morphismus f ®id g offensichtlich
vertraglich mit ¢). Somit erhalten wir einen Funktor Mod , — Mod(A — B).

Proposition A.74 ([52, Thm. 4.21]). Wenn ¢: A — B treuflach ist, definiert der
Funktor Mod 4 — Mod(A — B) eine Aquivalenz von Kategorien.
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Beweis. (i) Wir zeigen zunéchst, dass der Funktor volltreu ist. Seien dazu f: M — M’
und f': M — M’ zwei Morphismen von A-Moduln, so dass (f ® idg) = (f' ® idp) gilt.
Wir betrachten das kommutative Diagramm

0 M "M M @4 B
J(ff/) lo
0 M M M @4 B.

Da M' — M’ ®4 B injektiv ist, folgt f = f’.
Sei umgekehrt ein Morphismus 6: (M ®4 B,vY) — (M’ ®4 B,¢') gegeben. Wir
betrachten das Diagramm

, —1o

0 M W M oA B M &,Bo.B
I f le J%@idB
J(/ ipg/ / a1_¢/7105, /

0 M M esB" % M@, BosB

mita: My B—>MqABRIuB, mb—mebR1,3: M4 B— B®s M4 B,
m® b 1®m ® b und analogen Definitionen fiir o/, 5. Es ist kommutativ aufgrund
der Kompatibilitiat von 6 mit ¢ und v)’. Die Zeilen sind exakt nach Proposition A.26.
Somit wird ein Morphismus f: M — M’ mit f(m) ® 1 = §(m ® 1) definiert. Da 6 ein
Homomorphismus von B-Moduln ist, gilt (f ® idg) = 6, der Funktor ist also voll.

(ii) Sei nun (N, ¢) ein Objekt in Mod(A — B). Wir betrachten die Abbildungen
a:N > Noa4B,n—n®lund 8: N - B4 N, n — 1®n. Wir setzen M =
ker(¢ o v — 3), wobei wir M als A-Modul auffassen. Die Elemente von M sind also die
Elemente n aus N mit p(n® 1) =1®mn,

poa—f3

0 Y/ g— N B®sN.

Der Homomorphismus 6: M ®4 B — N, m ® b — b - m definiert einen Morphismus
(M ®a B,¢y) = (N, ), da gilt

0 (l@idg)(m@bab) =pbmab)
=beb)(1em)
(idp@0)(b@mab)

(idp®@0) o p(m @b b').

Es bleibt zu zeigen, dass 6 ein Isomorphismus ist. Wir betrachten dazu das Diagramm

i oa— id
0 Mo, B— 29 Ng, B NE b NeuB

b Jow

0 N BosN— sB@sB®4 N

172



A.6. Abstieg quasi-kohérenter Garben

mit do(n) =1®@n, d1(b®n) =0b®1®n—-1b®n). Da A — B treuflach ist, sind
die Zeilen exakt. Weiter gilt ¢ o (i ® idg) = dg o 0, das heifit das erste Quadrat ist
kommutativ. Auerdem berechnen wir 32 0o (8 ® idp)(n ® b) = p32(1 ® n ® b) und

p320 ((poa)®idp)(n®b) = p32(p(n®@1) @)
= @31(n® 1® b)

mit der Kozykelbedingung, so dass die Differenz mit dj o ¢(n ® b) = ¢31(n® 1 ®b) —
v32(1 ® n ® b) tbereinstimmt. Das Diagramm ist also kommutativ. Da ¢ und @32
Isomorphismen sind, folgt aus dem Fiinferlemma, dass auch 6 ein Isomorphismus ist. [

Die Kategorie der affinen Schemata ist antidquivalent zur Kategorie der Ringe, und
fiir einen Ring A ist die Kategorie der A-Moduln dquivalent zur Kategorie der quasi-
kohédrenten Garben auf Spec(A). Ebenso sieht man, dass fiir einen Ringhomomorphismus
¢: A — B die Kategorie QCoh(Spec B — Spec A) dquivalent zu Mod(A — B) ist. Damit
erhalten wir als Folgerung:

Korollar A.75. Fiir jeden treuflachen Morphismus f: U — X affiner Schemata ist der
Funktor QCoh(X) — QCoh(U — X) eine Aquivalenz von Kategorien.

Lemma A.76 ([52, Lemma 4.25]). Es sei F ein Stack dber Sch mit der Zariski-
Topologie. F ist genau dann Stack iiber Sch mit der fppf-Topologie, wenn fiir jeden
treuflachen lokal endlich prasentierbaren Ringhomomorphismus p: A — B der Funktor
F(Spec A) — F({Spec B — Spec A}) eine Aquivalenz von Kategorien ist.

Beweis. ,=“: Die Notwendigkeit der Bedingung folgt direkt aus der Definition.

,<=“: Flir die Riickrichtung bendtigen wir mehrere Schritte.

(i) F ist ein Prestack in der fppf-Topologie: Sei X ein Schema und £ und 7 zwei
Objekte in F(X). Der Funktor Morx(&,n): Sch/X — Set ist nach Voraussetzung eine
Garbe in der Zariski-Topologie. Die Tatsache, dass der Funktor volltreu ist, ist gerade
die Voraussetzung, um Proposition A.25 anwenden zu diirfen. Danach ist Morx (&, 7n)
eine Garbe in der fppf-Topologie.

(i) Sei {fi: U; — X |i € I} eine Uberdeckung in der fppf-Topologie. Wir betrachten
V = 11, U; und den induzierten Morphismus f: V — X. Da F ein Stack in der
Zariski-Topologie ist, gibt es Aquivalenzen F(V) — [[; F(U;) und F(V xx V) —
[1;; F(U; xx Uj). Dies ergibt eine Aquivalenz F({V — X}) — F({U; = X}) und der
Funktor F(X) — F({U; — X}) faktorisiert iiber diese Aquivalenz. Daher ist der Funktor
F(X) — F{V — X}) genau dann eine Aquivalenz, wenn F(X) — F({U; — X}) eine
ist.

(iii) Sei X affin und f: V — X ein treuflacher lokal endlich présentierbarer Morphis-
mus. Da f offen und X quasi-kompakt ist, gibt es eine endliche Menge von offenen
affinen Unterschemata V; C V, so dass [[;c; Vi — X surjektiv ist. Der induzierte Mor-
phismus U = [];c; Vi — X ist dann treuflach, lokal endlich prasentierbar und affin. Nach
Voraussetzung ist F(X) — F(U — X) eine Aquivalenz. Da U — X eine Verfeinerung
von V — X ist, ist auch F(X) — F(V — X) eine Aquivalenz.

(iv) Sei nun X beliebig und f: V' — X ein treuflacher Morphismus. Wir wéahlen
ein offene affine Uberdeckung U;c;U; = X von X und setzen V; := f~1(U;). Ein
Objekt (n, ) in F(V — U) liefert Objekte (n;, ;) in F(V; — U;), die nach Schritt (iii)
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jeweils ein Objekt & in F(U;) ergeben. Da F nach Schritt (i) ein Prestack in der fppf-
Topologie ist, gibt es auf U;; := U; N U; und V;; == f _1(U¢j) eindeutige Isomorphismen
aij: &y, = Siju,;- Diese erfiillen die Kozykelbedingung, d.h. ({&;}, {c;}) ist ein Objekt
mit Abstiegsdatum in der Zariski-Topologie. Nach Voraussetzung gibt es dann ein Objekt
¢ in F(X) mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Proposition A.77 ([52, Thm 4.23]). Die Kategorie QCoh der quasikohdrenten Garben
ist ein Stack tiber Sch mit der fppf-Topologie.

Beweis. Dies folgt aus dem vorangegangenen Lemma und Korollar A.75. O

Wir bezeichnen mit QCohAlg(X) die Kategorie der quasi-kohérenten Garben auf einem
Schema X, die ein Ox-Algebrastruktur haben. Wir erhalten eine gefaserte Kategorie
QCohAlg iiber Sch. Zu einer O x-Algebra und einer Uberdeckung von X erhilt man ein
Objekt mit Abstiegsdatum, das die Algebrastruktur respektiert. Eine Umkehrung dieser
Aussage ist das folgende Lemma.

Lemma A.78 ([52, Lemma 4.30]). Es sei {f;: Y;i — X |i € I} eine fppf-Uberdeckung
eines Schemas X.

(i) Sind F und G quasi-kohdrente Garben von Ox-Algebren und ist a: F — G ein
Morphismus quasi-kohdrenter Garben, so dass fa: fiF — fFG ein Algebrahomo-
morphismus ist, i € I, dann ist o ein Algebrahomomorphismus.

(ii) Es sei F eine quasikohdrente Garbe auf X. Wenn jeder Riickzug f¥F eine Alge-
brastruktur besitzt, so dass alle Isomorphismen @;;: pry f{F — prj fiF Algebra-
homomorphismen sind, dann gibt es eine eindeutige Algebrastruktur auf F, die
diese Algebrastruktur auf f7F induziert.

Beweis. (i) Die Morphismen F ® F A FASGund FQF B Gg ﬁ; G stimmen lokal
in der fppf-Topologie {iberein. Da QCoh ein Stack ist, ist insbesondere Homx (F ® F, G)
separiert. Die Morphismen stimmen daher auch global iiberein.

(ii) Nach Voraussetzung gibt es lokal Multiplikationen p;: fF @ f¥F — f*F, die
mit den Isomorphismen vertréglich sind, d.h. ¢;; o prj pu; = prip; o (¢i; ® @i;). Da
Homx (F ® F,F) eine Garbe ist, gibt es daher genau einen Morphismus p: F @ F — F,
der u; auf Y; induziert.

Auf die gleiche Weise zeigt man, dass die neutralen Elemente 1;: Oy, — fF genau
einen Morphismus Ox — F mit den entsprechenden Eigenschaften ergeben, und dass
die Multiplikation assoziativ und kommutativ ist. ]

Proposition A.79 ([52, Thm 4.29]). Die Kategorie der quasi-kohdrenten kommutativen
Algebren QCohAlg bildet einen Stack tber Sch mit der fppf-Topologie.

A.6.1. Abstieg von Morphismen von Schemata

Es sei S ein Schema und AffMor(Sch/S) = AffMor(Sch)/idg die Klasse der affinen
Morphismen iiber S. Dies ist eine gefaserte Kategorie iiber Sch/S.
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Proposition A.80 ([52, Thm 4.33]). Die gefaserte Kategorie AffMor(Sch/S) ist ein
Stack tiber Sch/S mit der fppf-Topologie.

Beweis. (i) Zunéachst ist Mor(Sch/S) nach Korollar A.70 ein Prestack. Da der Riickzug
eines affinen Morphismus wieder affin ist, folgt aus Beispiel A.65, (i), dass auch die volle
Unterkategorie AffMor(Sch/S) ein Prestack ist.

(ii) Es bliebt also zu zeigen, dass jedes Objekt mit Abstiegsdatum effektiv ist. Nun ist
die Kategorie der kommutativen O x-Algebren antidquivalent zur Kategorie der affinen
Morphismen nach X ist (siehe [18, II, Exercise. 5.17]). Daher ergibt sich diese Aussage
aus Proposition A.79. ]

Definition A.81. Es sei C ein Situs und F eine gefaserte Kategorie. Eine stabile
Unterkategorie G von F heifit lokal, wenn gilt: Ein Objekt £ in F(X), zu dem eine
Uberdeckung {f;: V; — X |i € I} von X existiert, so dass fiir alle i € I f¢ ein Objekt
in G(V;) ist, liegt selbst in G(X).

Lemma A.82. Wenn F ein Stack iiber C ist, dann ist jede lokale Unterkategorie G von
F ein Stack.

Beweis. Nach Lemma A.38 ist G eine gefaserte Kategorie. Da G eine volle Unterkate-
gorie ist, ist G nach Beispiel A.65, (i), auch ein Prestack. Die Definition einer lokalen
Unterkategorie stellt sicher, dass jedes Objekt mit Abstiegsdatum effektiv ist. O

Im allgemeinen ist ein Objekt mit Abstiegsdatum projektiver Morphismen nicht effek-
tiv. Man muss hierflir voraussetzen, dass alle Objekte mit einem amplen Geradenbiindel
ausgestattet sind.

Proposition A.83 ([52, Thm. 4.38]). Es sei F eine lokale Unterkategorie von fla-
chen, eigentlichen Morphismen aus Mor(Sch/S) mit der fppf-Topologie mit folgenden
FEigenschaften:

(i) Zu jedem Objekt &: U — X in F ewistiert ein Geradenbiindel Le auf U, das relativ
ampel beztiglich £ ist.

(ii) Zu jedem kartesischen Morphismus (f1, f2): (n: V —=Y) = (£: U — X) in F gibt
es einen natirlichen Isomorphismus py: f{Le — Lyze.

Dann ist F ein Stack.

Beweis. Man sieht leicht, dass F ein Stack in der Zariski-Topologie ist. Wir priifen das
Kriterium aus Lemma A.76: Zunéchst folgt aus Lemma A.69, dass F ein Prestack ist. Es
sei nun f: Y — X ein flacher, surjektiver Morphismus, n: V' — Y ein Objekt in F und
: pr] V — prj V ein Isomorphismus tiber Y X x Y, der die Kozykelbedingung erfiillt.

Fiir alle n € N gibt es natiirliche Isomorphismen pf?”: f *L%@” — L?”. Man kann daher
annehmen, dass die Geradenbiindel L, sehr ampel sind und h'(n~1(y), L,) = 0 fiir jeden
Punkt y € Y gilt. Wir betrachten nun zu §: U — X in F die Garbe M := £, L¢ auf X.
Nach Annahme erhalten wir eine abgeschlossene Einbettung V' — P(M,)). Aufgrund
des Basiswechsel- und Kohomologiesatz gibt es auflerdem induzierte Isomorphismen
og 1 g*M; — Mgy«,. Der Isomorphismus 1) induziert einen Isomorphismus ¢ : prj M, —
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pry M, auf V' x x V, der die Kozykelbedingung erfiillt. Nach Proposition A.77 gibt es eine
Garbe Mg auf X, deren Abstiegsdatum isomorph zu (M, ) ist. Wir setzen P := IP(M).
Dann ist V' ein abgeschlossenes Unterschema von Y x x P = IP(M,;), das stabil unter
dem kanonischen Morphismus ¥ xx P Xx Y =Y xXx Y xx P ist.

Da f surjektiv ist, gibt es eine Menge U C P mit V =Y xxU. Nun ist pry: Y xx P —
P flach und surjektiv, weil f: V' — X flach und surjektiv ist. Da pry nach Lemma A.11
universell offen ist, ist pry eine Submersion. Also ist U C IP(M¢) ein abgeschlossenes
Unterschema. Da F lokal ist, liegt £ : U — X in F(X). O

A.7. Aquivariante Stacks

Es sei C ein Situs und F: C — Grp ein Funktor. Wir erhalten auf der Kategorie C¥’
aus Definition A.55 eine Topologie, indem wir einem Objekt X alle Uberdeckungen
zuordnen, deren Morphismen dquivariant sind. Da Riickziige dquivarianter Morphismen
nach Beispiel A.58 wieder dquivariant sind, definiert diese Zuordnung tatséchlich eine
Grothendieck-Topologie.

Es sei nun p: F — C eine gefaserte Kategorie, F’': F — Grp ein Funktor und
®: F' — F o p eine natiirliche Transformation. Wir betrachten die gefaserte Kategorie
der dquivarianten Objekte F 5/ aus Proposition A.57.

Lemma A.84. Wir betrachten ein kommutatives Quadrat

T T) Z
ol
Y T> X
in C, wobei X undY mit einer F-Wirkung versehen seien und f dquivariant sei. Weiter

sei & in F(X) ein dquivariantes Objekt. Dann gilt fir jeden Morphismus ¢ : ( — £ tber
h und jedes g1 € F'(C)

(f,a f);kl”p§<gla w) = pf*ﬁ(g% (f/7 f)zﬂ/)) )

mit g2 == F'(¢')(g1) und h" := py (®(f*()(g2)), h'), wobei : f*& = § und ¢': f*C— (¢
kartesische Morphismen iber f bzw. f’ sind.

Beweis. Mit der Definition der Wirkung aus Proposition A.57 finden wir
pf*f(927 (f/’ f);;’dj) = (idT) f);;"Pﬁ(gQ; @ o (fla f);kﬂ/))
= (idT) f);kl“pﬁ(g27 1/’ 0 90/)
(id7, )i (pelgr,¥) o ¢')
= (", Dhwpegr,9) -

O

Proposition A.85. Es sei C ein Situs, p: F — C ein (Pre)-Stack und F: C — Grp,
F': F — Grp zwei kontravariante Funktoren mit einer natirlichen Transformation

®: F'op — F. Dann ist FE ein (Pre)-Stack iber CF .
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Beweis. Nach Proposition A.57 ist F 5/ eine gefaserte Kategorie. Wir zeigen zunéchst,
dass FE " ein Prestack ist: Die Separiertheit ist dabei klar. Seien nun &, & dquivariante
Objekte iiber X, {fi: Y; — X |i € I} eine dquivariante Uberdeckung von X und
a;: [F§ — fF¢ dquivariante Morphismen, die die Kompatibilitédtsbedingung erfiillen.
Da F ein Prestack ist, definiert dies einen eindeutigen Morphismus a: & — ¢ iiber
idx. Es ist zu zeigen, dass « &dquivariant ist. Sei dazu ¢: ( — ¢ ein Morphismus
tiber h: Z — X und g € F'(¢). Wir betrachten die Morphismen f/: Y; xx Z — Z und
R Yixx Z —Y;. Esseien ¢): fI*¢ — ( kartesische Morphismen iiber f/, g; := F'(¢})(g)
und 7" := py, (®(f'7¢)(g:), h'). Mithilfe von Lemma A.84 berechnen wir

(lev fi);kz” (pﬁ'(gv « o W) :pfi*fl (gi7 (fz/7 fz);kl’(a o T/f))
—pgee(gi i o (f 1 (1))

sowie

(fi fidhn(evo pelg, ¥)) = a0 pree(gi, (fi, fi)itd) -
Aus der Aquivarianz von «; und der Separiertheit von F folgt nun per(g, a0 ) =
QO P¢ (g’ 1/))

.7-"5/ ist ein Stack: Es sei {f;: ¥; — X |i € I} eine dquivariante Uberdeckung und
({&}, {wij}) ein dquivariantes Objekt mit Abstiegsdatum. Da F ein Stack ist, gibt es ein
Objekt & iiber X, dessen Abstiegsdatum isomorph zum gegebenen ist. Wir konstruieren
nun eine F'-Wirkung auf &: Sei ¢: { — £ ein Morphismus tiber h: Z — X und g € F'(().
Wir betrachten die Uberdeckung~ (fl,fi): Vi xx Z — Z) — h und die Riickziige
@it fi*¢ — ¢. Die Morphismen ¢; := pg,(gi, (i, fi)},¥) iiber py (2(f*¢)(gi), H') mit
gi == F'(¢;)(g) sind dann kompatibel mit den Ubergangsfunktionen ¢;;. In der Tat
berechnet man mit Lemma A.84 und der Aquivarianz von ¢;;, pri: Y; xx ¥; = Y; und
pro: Y xx Y; = Y;

@ij © (Pras, Prz);rm (,‘;J) = Pij © Pprs fj‘é(F/(pT23)(9j)a (f]/ o prag, fj © pr23);r12¢>
= Ppr} f;&(F/(prm)(gi)a (fiopry, fio PT1) e, %)
= (pry3, prl);rm (Pfi*éi (9, (fi, £i)™ )
= (prys, prl);rm (@Z’z) .
Somit definieren die Morphismen 1; einen Morphismus ¢: ¢ — £ iiber px (g,h), und wir

setzen pe(g,v) = . Es ist klar, dass dies eine F' '“Wirkung auf ¢ definiert, die mit px
vertraglich ist, und die Eigenschaft hat, dass f;: £ — € dquivariant ist

pri f*¢ ¢ ¢
N ™~
prf € e \f
YxXYxXZ—>Y><XZf,—>Z
h' h
\YXXY prl\Y f\"X
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A.7.1. Gefaserte Systeme

Wir betrachten nun den Fall, dass ' = {} der triviale Funktor ist. Dann gilt C¥' = C
und es gibt genau eine natiirliche Transformation ®: F/ — F o p. Ein aquivariantes
Objekt ¢ ist ein Objekt mit der Eigenschaft, dass das folgende Diagramm kommutiert

/
prll Pl
hf p hp(g) °p-

Wir bezeichnen ein dquivariantes Objekt als gefasertes System. Ein Morphismus gefaserter
Systeme ist ein dquivarianter Morphismus. Fiir die Kategorie der gefaserten Systeme
FE = ]-"g/} folgt:

Korollar A.86. Wenn F ein Prestack bzw. ein Stack tiber C ist, dann ist auch FE ein
Prestack bzw. ein Stack tber C.
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Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Konstruktion eines groben Modulraums fiir Prinzipalbiindel
auf einer glatten projektiven Kurve X mit Dekoration iiber einem Punkt zg. Diese
Dekoration kann als verallgemeinerte parabolische Struktur aufgefasst werden.

Der Strategie aus [47] folgend betrachten wir in Kapitel 6 zunéchst Vektorbiindel mit
allgemeiner globaler und lokaler Dekoration: Es seien p, o zwei homogene Darstellungen
von GL(r). Ein o-dekorierter p-Swamp ist ein Vektorbiindel F vom Rang r zusammen
mit einem Schnitt ¢ : X — P(F,) und einem Punkt s in IP(E,) {iber 9. Wir definieren
zunédchst eine von Parametern d; und do € Q5o abhéngige Stabilitdtsbedingung fiir diese
Objekte. Anschliefend konstruieren wir einen Parameterraum mit lokal universeller
Eigenschaft und vertraglicher SL(n)-Wirkung. Wir zeigen, dass ein Punkt in diesem
Raum genau dann GIT-(semi)stabil ist, wenn der entsprechende dekorierte Swamp
(semi)stabil ist. Schlielich erhélt man den (projektiven) groben Modulraum der (se-
mi)stabilen dekorierten Swamps als GIT-Quotienten des Parameterraums. Im Hinblick
auf die spatere Anwendung auf die Konstruktion des Modulraums dekorierter Prinzipal-
biindel formulieren wir alle diese Ergebnisse fiir dekorierte Tupel von Vektorbiindeln,
genannt o-dekorierte p-Tumps.

Als Spezialfall erhélt man sowohl die Tumps aus [47] als auch die parabolischen Vek-
torbiindel aus [30]. Eine weitere Anwendung sind die Vektorbtindel mit Niveaustruktur,
die Ngb Dac verwendet hat, um eine Kompaktifizierung des Raums der Shtukas mithilfe
der GIT zu konstruieren [37].

Im Anschluss untersuchen wir das Verhalten der Stabilitdtsbedingung fiir grofie d;.
Dies fiihrt auf den Begriff der asymptotischen (62, k, x)-Stabilitdt. In Kapitel 7 zeigen
wir, dass ein A > 0 existiert, so dass ein dekorierter Tump genau dann asymptotisch
(02, K, X)-(semi)stabil ist, wenn er fiir alle §; > A auch (01, d2, k, x)-(semi)stabil ist. Dieses
Ergebnis erlaubt es, auch den Modulraum der (semi)stabilen parabolischen Higgs-Biindel
als abgeschlossenen Unterraum unseres Modulraums zu konstruieren.

In Kapitel 8 kommen wir schlielich zu den Prinzipalbiindeln: Es sei G eine reduktive
Gruppe und o : G — GL(r) eine Darstellung. Ein o-dekoriertes Prinzipalbiindel ist
ein G-Biindel P zusammen mit einem Punkt s € P(P X7 C")|4,}- Zunéchst definieren
wir ein von Parametern 6 € Qsq, x € X*(G) abhingiges Stabilitatskriterium. Mithilfe
der dekorierten Pseudo-Prinzipalbiindel fithren wir die stabilen o-dekorierten Prinzipal-
biindel auf asymptotisch stabile dekorierte Tumps zuriick. Dies erlaubt schliefflich die
Konstruktion des (projektiven) groben Modulraums als GIT-Quotienten eines Parame-
terraums mit lokal universeller Familie. Als Spezialfall erhélt man die parabolischen
Prinzipalbtindel [3, 20].

Fiir eine halbeinfache Lie-Gruppe G und spezielle Wahl von o erhélt man die G-
Biindel mit Niveaustruktur. Wir berechnen explizite Stabilitdtsbedingungen fiir die
orthogonale und die symplektische Gruppe. Ergebnisse von Ngd Dac in dieser Richtung
sind angekiindigt aber bisher nicht erschienen.
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