Kapitel 4

Algorithmen

4.1 Korrelationsfunktionen

Observablen wie Hadronmassen und -matrixelemente lassen sich aus Korrelationsfunk-
tionen zusammengesetzter Operatoren bestimmen. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten
Observablen benétigen wir Zwei- und Dreipunktfunktionen.

Der Erwartungswert (O) einer Observablen O ist gegeben durch [38]

(0) = %/DUDI/JDJJe*S(U’w’J))O(vav@Z) (4.1)

Z = / DU Dip Dipe=5U:0), (4.2)
Die Observablen, die wir benttigen, sind von der Form

wobei die Indizes sowohl die Ortskoordinate als auch interne Freiheitsgrade bezeichnen.
Die fermionischen Integrale lassen sich analytisch ausfithren mit dem Ergebnis

<wi17z}J1 wzn%n 0) < Z 6?11 jk”G U;mq)i1k1--'G(U§mq)inkn> . (4.4)

ki...kn U

Dabei bezeichnet (-)yr die Mittelung iiber die Eichkonfigurationen:

/ DUO(U)e—5t(0), (4.5)
und 6;11 Zj" ist definiert durch
o 1 falls (ji...jn) eine gerade Permutation von (ij...i,) ist
e =4 —1 falls (ji...jn) eine ungerade Permutation von (iy...in) ist (4.6)

0 sonst.
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26 KAPITEL 4. ALGORITHMEN

Der Quarkpropagator G(U) ist auf einer Eichfeldkonfiguration definiert durch
GWU)D(U) = 1. (4.7)

Der Zusammenhang zwischen den in der Gittereichtheorie gemessenen Korrelations-
funktionen und physikalischen Observablen wie Hadronmassen, Zerfallskonstanten oder
Matrixelementen wird durch den Transfermatrixformalismus hergestellt. Jeder aus den
Quark- und Eichfeldern zusammengesetzten Observablen O entspricht ein Operator O auf
dem Hilbertraum H der Theorie. Die Transfermatrix 7" ist ein positiv definiter, selbstad-
jungierter Operator auf H, dessen Eigenwerte A; mit den Energien E; der entsprechenden
Zustinde |i) iiber \; = e~ zusammenhingen.

Der Zusammenhang zwischen einer Korrelationsfunktion

Cltr,. .. tn) = (O1(t1)Os(ts)...0n(tn)) (4.8)

und Matrixelementen der Operatoren O; ist gegeben durch

Clt,... tn) = %tr(f’tlélf’”_tlég O TNt (4.9)
1 . o
= 5 ST (Ginlin) + o (inlin))
T15enesln
(i |[TUHNT =t Oy i) (i0| T2 1 Ogliz) . . . (in | Tt =10, i1) (4.10)
_ l Z e~ Fiy (1+Nr—tn)—Eiy (t2—t1)—.. = Eip, (tn—tn-1) |
Z . i
L yeeny in
(1)) - .. - (inlin)) " - (i1|Onin) (i2|O2)i3)...(0n|Onlir) (4.11)

mit der Partitionsfunktion
Z =tr TNT, (4.12)

Fiir den Fall, daB alle ,Abstéinde” ¢;41 — ¢; zwischen zwei Operatoren O; und O; 11 groB
werden, werden die Summen {iber die Zustédnde in (4.11) von den Zusténden niedrigster
Energie dominiert.

Die Konstruktion eines Hilbertraumes mit einer positiven, selbstadjungierten Transfer-
matrix ist nur fiir bestimmte Gitterwirkungen moglich, z.B. fiir die Kombination aus
(dynamischen) Wilson-Fermionen und Wilson-Eichfeldwirkung [39]. Fiir reine Eichtheo-
rie mit der Liischer-Weisz-Eichfeldwirkung kann eine Transfermatrix in einem Hilber-
traum konstruiert werden[40]; diese Transfermatrix ist jedoch nicht selbstadjungiert.
Storungstheoretische Untersuchungen[40] deuten darauf hin, daf alle Eigenwerte A\ der
Transfermatrix mit A > eApax reell und positiv sind (dabei ist Apax der grofite Eigenwert
der Transfermatrix und e eine vom Cutoff unabhénhige Konstante mit 0 < € < 1).

Fiir die Valenzquarkndherung ist es nicht moglich, eine positive selbstadjungierte Trans-
fermatrix zu konstruieren. Auch fiir die volle Theorie mit dynamischen Overlap-Fermionen
ist keine Konstruktion einer solchen Transfermatrix bekannt. Wir werden dennoch Glei-
chungen (4.9)-(4.11) benutzen, um Hadronmassen sowie hadronische Matrixelemente zu
bestimmen, und in der Notation nicht mehr zwischen einer Observablen O und dem ent-
sprechenden Operator O unterscheiden.
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4.1.1 Of(a)-Verbesserung

Fiir Overlap-Fermionen ist es auf einfache Weise moglich, Diskretisierungsfehler der Ord-
nung O(a) in Korrelationsfunktionen zu eliminieren[16]: Dazu muf lediglich der Propaga-
tor G durch den , verbesserten” Propagator

G=(01-1iD)@G (4.13)

ersetzt werden; anders als bei Diskretisierungen, die die chirale Symmetrie brechen, ist
es nicht erforderlich, Verbesserungskoeffizienten zu berechnen. Wir werden im Folgenden
immer den O(a)-verbesserten Propagator (4.13) verwenden, ohne dies besonders zu kenn-
zeichnen.

4.1.2 Zweipunktfunktionen

Massen und Zerfallskonstanten der Mesonen lassen sich aus Zweipunktfunktionen

Cuny (F1, T, Fo, Do, pit) = (Op, 1, (7, 1) OR, 1, (7, 0)) (4.14)

mit Operatoren o
Opr(p,t) = e PPy(&, t)FT (T, 1) (4.15)

bestimmen; dabei ist I eine Matrix im Spinorraum, F' eine Matrix im Flavourraum. Durch
Ausintegrieren der Fermionen im Pfadintegral erhélt man (unter Ausnutzung von Trans-
lationsinvarianz)

Cr,(F1,T1, F,T'g, P t)
= > e~ u(AF) (DG (x, 0)12G(0, 7)),
z:?‘t,i)

+  tr(F)te(Fy) (tr(T Gz, 2))tr(T2G(0,0))) ) (4.16)

Der erste Term in Gl. (4.16) ist (Quarklinien-) ,zusammenhéngend”; er 1dft sich mit
Hilfe der Identitit G(z,y) = v5G(y, )5 auf die Form

Z e T (—tr(Fng) <tr(F1G(:L', 0)Fay5G(, 0)T75)>U) (4.17)

z=(t,T)

bringen. Zu seiner Berechnung wird folglich der Quarkpropagator G(z,0) vom Punkt 0
zu allen anderen Gitterpunkten benétigt; wir erhalten ihn durch das Losen eines linearen
Gleichungssystems

D(z,x2)G(z,0) = 6(2,0). (4.18)

Der zweite Term in (4.16) ist der (Quark-Linien-) ,unzusammenhingende” Anteil. Sei-
ne Berechnung gemifl Gl. (4.16) erfordert das Losen eines linearen Gleichungssystems fiir
jeden Gitterpunkt, was einen hohen numerischen Aufwand bedeutet. Auch wenn es Metho-
den gibt, mit denen der Rechenaufwand verringert werden kann[41], bleibt die Berechnung
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unzusammenhéingender Diagramme aufwendig.

Falls jedoch tr(F1) = 0 oder tr(Fa) = 0 gilt, entfillt der unzusammenhéingende Anteil.
Wir werden nur Flavour-Nichtsingulett-Mesonen betrachten und bendtigen demzufolge
nur Zweipunktfunktionen der Art

OMQ(F17F27ﬁ7t) = CM2(7—+7F17T_7F27177t) (419)
mit 7 = 71 £ 472,

Das asymptotische Verhalten der Korrelationsfunktion fiir 0 < ¢ < Np erhalten wir
aus dem Transfermatrixformalismus:

Chr, (T'1, T, p,t) = (Or, (P, t)Or, (P, 0)) (4.20)
== {0|Or, (.£)| X)(X|Or, (5, 0) 0)e <" (4.21)
+  0102(0/O0r, (5, 1) X )(X|Or, (5, 0) |0)e "X N7 =0 (4.22)

B { AMQ(Fl,FQ,ﬁ)e’meT/Q cosh (mx(Nr/2 —1t)) falls o100 =1 (4.23)

AMQ(Pl,FQ,me_mXNT/2 sinh (mX(NT/Z — t)) falls o109 = —1.

Dabei ist | X) der Zustand niedrigster Energie, den der Operator O erzeugt, m x die Masse
dieses Zustandes und o1, oy sind durch

Yal'iva = o3l (4.24)

definiert.
Fiir baryonische Korrelationsfunktionen benédtigen wir Operatoren, die Baryon-
zustidnde erzeugen bzw. vernichten. Wir haben fiir das Proton den Operator

Ze T e”ku (t az)uﬁ(t z)(C™ 75)57dk(t z) (4.25)

und fiir das Antiproton entsprechend

Balfit) = 3 P eipdy(t, 7)(35C) gy (1, 7)1, 7) (4.26)

T
verwendet (dabei stehen lateinische Buchstaben fiir Farbindizes, griechische Buchsta-
ben fiir Spinorindizes). Die Matrix C' der Ladungskonjugation ist durch C'yEC’_l =
—, definiert. Fiir die Zweipunktfunktion erhalten wir hier nach Ausfiihren der Wick-
Kontraktionen

Cp,(T,t,9) = Taar(Ba(p. ) Bar (7,0))
= > e P Tawegrerjn (C ) ,(1:C) gy -

@
a=(t,7)

(G55 (2,0) (~GZ, (2,00 Gy (2,0) + Gits (2, 0) G, (. 0)) ) ) (4.27)
= Z e T ez]kez J'k [Paa’ (07175)57(’750),8’7’ + Fa'y’(cilfy5),8'y(’y5c)ﬁ’a’} :

<(GW( 0)GH, (2,0)GY., (x, 0))>U . (4.28)
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In dieser Korrelationsfunktion tritt kein unzusammenhéngender Term auf.
Fiir 0 < t < Np wird die Korrelationsfunktion vom Proton-Grundzustand dominiert.
Zu beachten ist dabei, da3 der Operator (4.25) an Zusténde positiver wie auch negativer
Paritdt koppeln kann. Fiir p = 0 konnen die Beitrige des Protons und des niedrigsten
Zustandes negativer Paritdt (welchen wir hier mit p* bezeichnen) unter Benutzung der
Matrix
Fy=1014+m) (4.29)
separiert werden:
Cpy(Tyyt, 7= 0) = Zpe ™! 4 Zyee™ ™ (NeD) (4.30)

mit Konstanten Z,,7,~, die iiber
(0|Balp(p,8)) = \/Zptmy.a(p;s) (4.31)
(0[Balp™(p.5)) = \/Zyumye a(p,s) (4.32)

definiert sind, wobei wir mit u, o(p, s) die Losung der freien Diracgleichung mit Masse m,
Impuls p und Spin s bezeichnen[42].

4.1.3 Dreipunktfunktionen

Die Bestimmung von Proton-Matrixelementen erfordert die Berechnung von Dreipunkt-
Funktionen der Art

Cpy (0,1, 9, 7, 1) = Laar (Ba(P, 1)O(7) B (1, 0)) (4.33)
mit einer Polarisationsmatrix I' sowie einem Operator O(7), der die allgemeine Form

O(r) = > (00" (rs2, 2 )a ()u (/) + O™ (72, ), (2)d () (4.34)
z,2'l,m
hat. Ausfithren der Wick-Kontraktionen liefert (wobei wir in den folgenden Formeln die
Abkiirzung x = (t, &) verwenden):
Cp,y (0,1, 0,7, 1) = Doweijieinye (C195) 5y (15C) gy

S (O (s 2. 2 oy () () ()l (2l () (O)ad (0)5K) 0)

+ O™ (7 2, 2 uly () uly () dE () ), (2)di () dfy (0, (0) (0)>) (4.35)
= O3, (0,T,p,7,t) + Cp, (0,1, p, 7, 1) (4.36)

mit dem zusammenhéngenden Anteil

CE, (0,1, p,7,t) = €iji€ir ik Laa (C715) 3y (15C) g1y Z €_iﬁ<0;(fi)lm(75 z,2')

GEL (@, 0)(Gh, (2, 2)GH, (2, 0)GT (2,0) = G, (2, 2) Gy (,0) G (2, 0)
_G,Jél,u ($, Z)GZ,;/(IL‘, O)G:Z)ck’, (zlv 0) + G%lp,(l‘? Z)ng(;’ (ZL‘, O)G:/ny]’/ (Z/, 0))

+OW!™ (73 2,2 )GE (v, 2) G (2, 0) (= GiZ, (2, 0) G (@, 0) + Gy (,0) G (a, o))>U
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und dem unzusammenhingenden Anteil

O, (O, 1,5, 7,1) = €ijreirjrr (C7195) 3y (15C) gy Taar (4.37)
HZ —zpfc<G7B, (z, O)G%(z', 2) (O,(ﬁ,)lm(T; z,2') + O,(fly)lm(T; Z, Zl))

(ijw, (,0)G%%, (2, 0) = Gl (2,0)G% (x, 0)) >U.

Aus Gl. (4.37) ist ersichtlich, da§ der unzusammenhéngende Beitrag verschwindet, falls
OE}L)lm(T; z,2") + O‘(fly)lm(T; 2,2)=0 (4.38)

gilt, d.h. falls der Operator keinen Flavour-Singulett-Anteil enthélt. Wir werden im Fol-
genden nur solche Operatoren betrachten und dabei

Imy, . . u)lmy, . _ dlm .
OW(T, 2,2) = O/(W) (152,2) = —Ofw) (152,2") (4.39)

setzen.
Um den zusammenhéngenden Anteil zu berechen, schreiben wir den Ausdruck (4.37) um:

Ch, (0. 5.7 t) = Y (Thh(2)O0M (s 2, 2) Gk (21,0)) (4.40)

z,2!

mit
() = 3 Gl )50 (1.41)
und
St (y) = esjreinjidyae” PIGH (y, 0)GE (y, 0) {
Fao/ (07175),87 (750)5’7' + ch’(cil"%)lﬂ (75C)ﬁ’a’
+Fﬁa’(07175)a7(75c)ﬂ’7’ + Fﬂ’y’(cil'%)av (750),8’0/

T35 (C7'95)1a (V) ary — Dy (C _175)7a(750)a’5’:| - (4.42)

Zur Berechnung von T machen wir in Gl (4.41) Gebrauch von der Beziehung
Gy, )" = %G(z,y):

THLZ) = Gy, 2) St () (4.43)
Yy

= > [ Gl (5 91500 S (0)°] (4.44)
Y

Wir erhalten T also durch Losen der Diracgleichung

>~ Dy, 2)Q (2) = 150058 (v)° (4.45)

z



4.1. KORRELATIONSFUNKTIONEN 31

und anschlielendes Setzen von
THLE) = [rsucQn(2)] (4.46)

Insgesamt miissen also zwei Diracgleichungen gelost werden: Zunéchst wird G(z,0) als
Losung einer Diracgleichung mit einer Punktquelle (Gl. (4.18)) bestimmt; hieraus wird
gemif (4.42) die Quelle fiir die zweite Diracgleichung (4.45) erzeugt.

Das asymptotische Verhalten der Nukleon-Dreipunktfunktion ist
CB3 <07 P?ﬁ? T, t)

0L T —m 1 N - - N =
ST et Y s Tas(01Ba (817 5) (5. s|OIF, ) (5. | Bo(P)]0)  (4:47)
p

8,8’

= S Tagtimy a0 8) (5. 5|OIF, )i, p(p, ). (4.48)

1
2

4Eﬁ s,s’

4.1.4 Ausgedehnte Quellen

Bis jetzt haben wir fiir die Operatoren, die die Hadronzusténde erzeugen bzw. vernichten,
stets ,,Punktoperatoren” der Form (fiir Mesonen)

ot) = Z Y(t, B)Tep(t, 7) (4.49)

betrachtet. Um angeregte Zustinde zu unterdriicken, kénnen stattdessen ausgedehnte
(,,verschmierte”) Operatoren der Form

O@t) = > S(t:Z,§)v(t,i)Tv(t, 2)S(t; 2, Z) (4.50)

g
x?y?'z

benutzt werden. Dabei mufi der Kern S(¢;7,%) eichkovariant sein, d. h. unter einer
Eichtransformation mufl S(¢; %, i) wie

S(t;2,9) — g(t; DS 2, §)g(t; §) " (4.51)

transformieren. Wir haben in dieser Arbeit das Jacobi- Verfahren[43] benutzt: Dabei ist zu
gegebenen Parametern kg, Ng der Kern Sy ¢ v (t; Z, ) definiert durch

ot wg® > D(LEZ)D(6 2, B) . Dt Eng-1, §) (4.52)

21y 0BNg—1

mit der kovarianten Ableitung

3
D(t:;Z,9) =) (Ui(t, B)opyag+ Ul (17 - @%4,;7) : (4.53)
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1.5
E o Punktquelle, Punktsenke
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4  Geschmierte Quelle, geschmierte Senke

meff(t)

05 § _
- 2 .
I ?%%ﬂ%%ﬁ@ﬂﬂ?ﬂgﬁggl

0 I | I |
0 5 10

Abbildung 4.1: Vergleich der effektiven Pionmasse fiir verschiedene Quellen- bzw. Senken-
operatoren (8 = 8.45,V = 16332, am, = 0.056).

Die Quellen- und Senkenoperatoren kénnen unabhéngig voneinander durch ausgedehnte
Operatoren ersetzt werden. In Abb. 4.1 haben wir die effektive Pionmasse fiir verschie-
dene Operatorkombinationen dargestellt. Durch das Verschmieren der Quelle oder Senke
wird erreicht, dafl das Plateau, das zum Ablesen der Pionmasse genutzt wird, bereits bei
kleineren Zeiten beginnt.

4.1.5 Diracoperator-Eigenmoden

Mit abnehmender Quarkmasse nehmen die statistischen Fluktuationen in den Korrelati-
onsfunktionen zu, wie aus der Spektraldarstellung des Propagators

Ga) = Y 5 @6 ) (4.5

i

mit den Eigenmoden ¢(z) des Dirac-Operators und zugehorigen Eigenwerten ); offen-
sichtlich wird. Aus (4.54) geht ebenfalls hervor, daf fiir hinreichend kleine Quarkmassen
der grofite Beitrag zu den Korrelationsfunktionen von den Eigenmoden zu den kleinsten
Eigenwerten des Diracoperators herriihrt. Zur Illustration haben wir in Abb. 4.2 eine Pion-
Zweipunktfunktion auf einer einzelnen Eichfeldkonfiguration (8 = 8.45,V = 24348, amg =
0.0112) dargestellt; ebenfalls dargestellt ist der Beitrag der 40 kleinsten Eigenvektoren des
Diracoperators zu dieser Korrelationsfunktion. Im Bereich 10 < ¢ < N7 — 10 liefern diese
Eigenvektoren den dominanten Beitrag zur Korrelationsfunktion.

Von verschiedenen Autoren wurde vorgeschlagen[44, 45, 46], die statistischen Fluktua-
tionen zu reduzieren, indem der Beitrag der kleinen Eigenvektoren zu einer Korrelations-
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Abbildung 4.2: Pion-Korrelationsfunktion auf einer einzelnen Eichfeldkonfiguration (8 =
8.45, amg = 0.0112) sowie der Beitrag der Eigenmoden des Diracoperators zu den 40
kleinsten Eigenwerten zu dieser Korrelationsfunktion.

funktion fiir alle Gitterpunkte berechnet wird (anstatt Translationsinvarianz auszunut-

zen).

Dazu betrachten wir zunéchst eine Meson-Zweipunktfunktion Cyy, (I'1,T's, P t). Aus der
Spektraldarstellung (4.54) erhalten wir folgende Darstellung der Zweipunktfunktion:

B 1
Cum,(I'1, T2, 00 t) = v

tOv"zﬂg

> e PED (@)D () (y)D2(y))y

_ % Z e~ T (tr(G(z,y)T2G(y, 2)I'1))

to,Z,7

1

1

1 N
- — —ip(Z—9)
N |4 Ze ' ’ Z<)\i+mq)\j+mq

t07fug 7‘7]:1

wobei wir hier und im Folgenden die Abkiirzungen

t =ty +t,

verwenden.

x = (to, X),

y = (t1,%)

tr(¢"(w)¢i(y)TF2¢j(y)¢j(x)TF1)>

(4.55)

(4.56)

, (4.57)
U

(4.58)

N n
Die Summe Y iiber alle Eigenwerte kann zerlegt werden in die Summe ) iiber die

4,j=1

1,j=1

n kleinsten Eigenwerte und den Rest; entsprechend zerféllt die Korrelationsfunktion:

Cr,(T1,Ta, pyt) = C4p, (T, T2, 5, ) + Chy, (T1, T2, 51 1)

(4.59)
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mit
C:]SW2(F17P27]77 ):

Ly e y>< - tr(¢i<$>¢i(y)TF2¢j<y>¢j<xm>> (4.60)
U

to Z,yi,5=1 >\Z + Mg Aj + Myq

Um (7}, zu berechnen, ordnen wir die Summen um:

1 1 g i,
s o~ I (> vy (5
Ci, (T, Lo, pit) = F1 apl2 %:%: <)\ e wor— Cag(p, to)Cp( P7t1)>U
(4.61)
mit L .
D, 1) = Ze_”’x%a(%)* (@), (4.62)
xX
wobei wir Spinorindizes mit griechischen Buchstaben, Farbindizes mit a,b, ..., und die
Indizes, die die Eigenvektoren numerieren, mit i, j, . .. bezeichnen.

Bei der Berechnung des Beitrages von 05\/12 nutzen wir Translationsinvarianz aus:

Chiy (D1, Do, t) = 3 e P {tx(G(w, 0)T2G (0, 2)T1)
z:(ft,i)
Y @ @EO T OF @), @6

ig=1 Ai +mg Aj +my

Fiir eine Proton-Zweipunktfunktion fithrt eine analoge Uberlegung zur Zerlegung

Cp, (T, t,p) = O3, (T, t,p) + Cl, (T, t, D). (4.64)

Der Beitrag der kleinen Eigenvektoren ist

s 1 — —
CBQ(F7t’ﬁ) = V [Faa/(C’ 1’}/5)/37(’)/50)5/7/ =+ Fa'y’(c 175)37(750)@0/}

(4.65)
1 ijk ik _ *
ZZ}<< N O ) O g CoeaP:00) (O (710) >U (4:66)
mit '
Coy (bt ze P e ()01 (1) 0L, (). (4.67)

Der restliche Beitrag ergibt sich zu

Cl32 (F,t,ﬁ) = Z 67iﬁfeabcea’b’c’ [Faa’(07175),8w(750)6’7’ + Faw’(cilr)/S)B'y(’YBC)ﬂ’a’} .

S
( (G55 (2, 0)Ge (2,006, (2,0)) (4.68)
OO e g (G @60 0) G O) 0 0)

17.]7 )
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Auch fiir Proton-Dreipunktfunktionen 148t sich dieses Verfahren anwenden. Der Einfach-
heit halber betrachten wir einen lokalen Operator

O@t) =>_ (u(z)Mu(z) — d(z)Md(z)) (4.69)
Dann ist
OBs (O, r,p,, t) = Cf%g (O) Lp,, t) + ClBg (07 rp,, t) (470)
mit
1
30,1, p,7,t) = _VMW

(Taa'(c_l%)ﬁw(%c)ﬁw/ + Lo (C795) 35(15C) prar + T (C195) oy (15C) oy
+F57’(C_175)a7<750)ﬁ’a’ - Pﬂﬁ’(c_175>w(750)a’7’ - F57’<C_175)7a(750>a’5’>

1
%: z]zk:l < (Ai +mg)(Aj +mg) (A + mg) (N +my)
CIRL (5, 41) L (0, to + 7)CIEL 5 (B, to)*>& (@.71)

wahrend wir zur Berechnung von Cé wiederum Gebrauch von Translationsinvarianz ma-
chen.

Die Auswirkungen der Verbesserung der Korrelationsfunktionen durch die Eigenmoden
zu den kleinen Eigenwerten sind in Abb. 4.3 und Abb. 4.4 anhand einer Pion- bzw. Proton-
Zweipunktfunktion (jeweils bei V' = 24348, 3 = 8.45, am, = 0.0112) dargestellt; Abb. 4.5
und Abb. 4.6 zeigen die entsprechenden effektiven Massen. Wir haben jeweils die aus
einem Propagator pro Eichfeldkonfiguration berechnete Zweipunktfunktion mit der nach
Gl. (4.59) bzw. (4.64) verbesserten Zweipunktfunktion verglichen; es wurden jeweils die
40 kleinsten Eigenwerte einbezogen. Die statistischen Fehler in den Zweipunktfunktionen
werden dadurch deutlich reduziert. Bei grofleren Quarkmassen verschwindet dieser Effekt
jedoch.

4.2 Inversion des Overlap-Operators

Zur Berechnung fermionischer Observablen miissen Gleichungssysteme der Art
Dp,x =1 (4.72)

gelost werden.
Dies geschieht fiir Probleme dieser Groflienordnung am effizientesten mittels sogenann-
ter Krylov-Verfahren, bei denen eine Ndherungslosung x,, der linearen Gleichung

Az =y (4.73)

in einem Krylovraum

K, = span(y, Ay, A%y, ..., A" 1) (4.74)
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Abbildung 4.3: Eigenmodenverbesserung der Pion-Zweipunktfunktion (8 = 8.45, amy

0.0112).
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Abbildung 4.4: Eigenmodenverbesserung der Proton-Zweipunktfunktion (5 = 8.45, amg =

0.0112).
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Abbildung 4.5: Eigenmodenverbesserung der effektiven Pionmasse (8 = 8.45, am, =
0.0112).
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Abbildung 4.6: Eigenmodenverbesserung der effektiven Protonmasse (3 = 8.45, amgy =
0.0112).
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bestimmt wird. Das einfachste dieser Verfahren ist die Methode der konjugierten Gradien-
ten (CG-Verfahren) [47]; es ist allerdings nur fiir eine hermitesche positiv definite Matrix
A definiert. Um (4.72) mit dem CG-Verfahren zu lsen, kann man A = D;fanmq set-
zen; allerdings sind nun pro Iteration zwei Multiplikationen mit dem Overlap-Operator
notig. Die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens héngt von der Konditionierungszahl

k(A) = i\‘::‘;—:j((f;)) der Matrix A ab: Beziiglich der Norm

|z]]a =4/ (z, Az) (4.75)
gilt die Abschétzung[47]

[lzn — 2|4 < 20¢clly — 2l (4.76)

VE(A) =1
aog = YEA =1 (4.77)
VE(A) +1
Die Anzahl ny der bendétigten Iterationsschritte um eine bestimmte Genauigkeit § zu
erreichen ist also proportional zu 8% Mit A = D}anqu ergibt sich k(A) ~ -1, und
q

mit

loga*®
damit erhalten wir fir am, < 1 fiir die Anzahl np der Multiplikationen mit dem

. 1
Dirac-Operator np o g

Die Konvergenz des Verfahrens 18t sich durch Prdkonditionierung beschleunigen: An
Stelle von (4.73) 16st man die dquivalente Gleichung

Az = Cy (4.78)
mit 3
A=CA, (4.79)

wobei C' eine nichtsingulére Matrix ist, die so gewahlt wird, dal x(A) moglichst klein wird.
Eine Moglichkeit, dies zu erreichen, besteht darin, die n, kleinsten Eigenwerte \; von A
und die zugehorigen Eigenvektoren v; zu berechnen und

Np
C=1+Y (Ai - 1) viv] (4.80)

zu setzen. Damit gilt

A = <1 + % ()\% - 1) vw}) (% Aﬂﬂ}) (4.81)

N ~

mit

(4.83)
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Unter der Voraussetzung, dafl A\,, < 1 ist, gilt damit

AN
b
>\np+1

K(A) = (4.84)

d.h. die Konditionierungszahl von A ist um den Faktor )‘")f’;“l kleiner als die von A. Ange-

wandt auf den obigen Algorithmus erreicht man damit

1

A/ >\np+1 + ’I?’Lg

insbesondere wichst np fiir kleine Quarkmassen nicht mehr unbegrenzt.

np x (4.85)
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