Kapitel 5

Die Einheitszelle der Uberstruktur

Wir beginnen mit der Messung von Autokorrelationszeiten, um Anhaltspunkte dafiir zu be-
kommen, wie lange unsere Simulationen sein miissen, um deren Resultaten vertrauen zu
konnen. Nach dieser notwendigen Vorarbeit simulieren wir zum ersten Mal mit Kantenléngen,
von denen wir uns Informationen iiber die Einheitszelle der Uberstruktur erwarten. Nach
einer Untersuchung der Einheitszelle versuchen wir ihre Stiitzstellendichte zu erhdhen, um
weitere und genauere Informationen beziiglich ihrer Form zu bekommen. Am Schluss dieses
Kapitels wollen wir uns noch kurz iiber die Parameterbereiche dussern, in denen erfolgreich
Sattelstruktur gefunden werden kann.

5.1 Messung der Autokorrelationszeiten

Der erste Schritt unserer Arbeit muss darin bestehen, die Anzahl Sweeps zu bestimmen, die
zu verlédsslichen Resultaten in unseren Simulationen fiithren (Vgl. Kapitel 3). In Anhang
D werden die grundlegenden theoretischen Ideen zu diesem Thema dargelegt und Wege zur
Messung der Autokorrelationszeit aufgezeigt. Diese Wege wollen wir hier beschreiten.

Die Autokorrelationszeit gibt Auskunft dariiber, wie schnell Fluktuationen verschwin-
den, genauer, wie lange - in Einheiten der Monte-Carlo-Einheitszeit my;c - es dauert, bis
eine Fluktuation zu einem Zeitpunkt 79 mit einer anderen Fluktuation zu einem spéteren
Zeitpunkt ¢ nicht mehr korreliert ist, die spétere Fluktuation also von der fritheren nicht
beeinflusst wird [42]. Bei Lipidmembranen driicken sich Fluktuationen in Undulationen aus,
und diese wiederum werden durch die erste nichtverschwindende Entwicklungsordnung un-
seres Hamiltonians (2.20) kontrolliert. In Kapitel 4 sehen wir, dass in der Simulation diese
Energiedichte um einen Korrekturterm erweitert werden muss. Der Hamiltonian, mit dem
wir die Autokorrelationszeit bestimmen wollen, hat mit (4.13) die Form

9= %HOJQ —Ag(v) -

Die Autokorrelationsfunktion Coo(t) der Variablen O wird in Anhang D eingefiihrt. Als
Messgrosse O kommt in unseren Simulationen hauptséchlich die Energiedichte in Betracht.
Weiter konnen wir uns iiberlegen, dass die Energie oder der Betrag der realen Flache zusétz-
liche interessante Informationen liefert. Um eine Vorstellung von den Grossenordnungen
moglicher Autokorrelationszeiten zu bekommen, fithren wir mehrere Simulationsldufe mit ei-
ner Linge von 2'000'000 Sweeps bei verschiedenen Membranflichengréssen (8, 16, 24 und 32
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Abbildung 5.1: Verlauf der Autokorrelationsfunktion Cy,(t), wobei als Observable die
Energiedichte untersucht wird. Die Parameter der Simulation sind ein Modul von kg =
0.05-10~'8.J, eine Membranfliche der Kantenlinge L = 19.8nm, dargestellt durch ein 24 x 24—
Gitter. Die Sweepzahl betrigt 2'000'000, und die Lauftemperatur liegt bei T = 289K. Die
eingezeichnete Gerade ist der Verlauf der Funktion C(t) = 0.078 - exp (—¢/900).

Stiitzstellen, bei einem Stiitzstellenabstand von je Ah = 0.825nm) und je bei verschiedenen
Temperaturen (im Intervall von 217K bis 507K) durch, wobei wir den Modul der Biegesteifig-
keit immer xo = 0.05- 10718 setzen. Der typische Verlauf einer Autokorrelationsfunktion der
Energiedichte eines Laufs zeigt nach einem kurzen starken Abfall zu Beginn den Ubergang in
den zu erwartenden exponentiell abfallenden Bereich fiir grosse Zeiten (Abb. 5.1).

Wie in Anhang D erwihnt, wird idealerweise von einem exponentiellen Abfall der Korrela-
tionsfunktion auch fiir sehr kleine Zeiten ausgegangen. In diesem Fall liefert eine Summation
iiber alle Korrelationswerte die Autokorrelationszeit 74. Fiir den von uns betrachteten Lauf
erhalten wir durch Summation aller Werte der Autokorrelationsfunktion eine Autokorrela-
tionszeit von 7/, = 124 Sweeps. Da aber fiir kleine Zeiten die Korrelationsfunktion nicht
exponentiell abfillt, ist diese Autokorrelationszeit nur ein Niherungswert.!

Alternativ kann die Berechnung der Autokorrelationszeit mittels der statistischen Inef-
fizienz durchgefiihrt werden. Die Auswertung mit Hilfe dieser Methode erfolgt am besten
graphisch, wobei uns der Grenzwert im Limes grosser Blocke interessiert (Abb. 5.2). Da fiir
die Beziehung zwischen der Autokorrelationszeit und der statistischen Ineffizienz

S
TA = —

2
gilt, folgt aus der graphischen Auswertung 74 = 175 Sweeps.

Erwartungsgeméss stimmen 74 und 7’4 nicht gut miteinander {iberein, aber wir erhalten
einen Eindruck von der Grossenordnung der Autokorrelationszeit. Die Auswertung weiterer
Testmessungen, wie sie oben beschrieben werden, ist in Tabelle 5.1 aufgelistet. Dabei gilt
es zu beachten, dass zum Teil breite Streuung der Zeiten innerhalb einer Gruppe (festgelegt
durch die Grosse der Simulationsfliche) beobachtet werden kann.

! Ahnlich wie hier findet der Autor in [55] aus dem Verlauf von Coo(t) (fiir die Observable O wird der
protokollierte Energieverlauf verwendet) bei Molekulardynamik—Simulationen von Lipidmembranen in Wasser
drei verschiedene Autokorrelationszeiten.
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Abbildung 5.2: Die statistische Ineffizienz s in Abhdngigkeit der Blockgrosse m (links), bzw.
in Abhdngigkeit von 1/m (rechts) fiir die Daten des Laufs von Abb. 5.1. Die durchgezogenen
Linien markieren den Grenzwert s = 350.

Mit zunehmender Biegesteifigkeit der Membran erwarten wir ein schnelleres Aussterben
von Undulationen. Zur Uberpriifung dieser Erwartung fithren wir Simulationen (bei drei
Temperaturen) eines 16 x 16 Stiitzstellengitters durch, wobei wir eine Biegesteifigkeit von
ko = 0.1 - 10718 ansetzen. Die Auswertung bestiitigt unsere Uberlegungen. Bei jedem Lauf
sind die Autokorrelationszeiten kleiner (zum Teil bis um einen Faktor 1/2) im Vergleich zu
den Liufen mit ko = 0.05 - 10718J.

Die bisherigen Messungen beschrianken sich auf Autokorrelationszeiten der Energiedichte,
obwohl wir eingangs dieses Abschnitts darauf hinweisen, dass auch die Energie und der Betrag
der realen Fliche Kandidaten zur Bestimmung von 74 sind. Bei der Fliche A, stellen wir
fest, dass die Korrelationszeiten bei jeder Messung um das 10- bis 20—fache grosser sind als
die Zeiten der Energiedichte. Dies hat Einfluss auf die Korrelationszeiten der Energie, welche
in der Folge leicht (um einen Faktor 1.5) grosser sind als die 74 fiir die Energiedichte der
jeweiligen Messlaufe.

Auch von Simulationslaufen, die mit dem vollstdndigen Hamiltonian, bestehend aus der
freien Energiedichte (2.20) und dem Korrekturterm (4.13)

g = gcurv — Ag(’y)

durchgefithrt werden, kénnen Korrelationszeiten bestimmt werden. Dabei gehen wir so vor,
dass eine zuvor berechnete (und gegebenenfalls vervielfiltigte) Sattelstruktur als Startkon-
figuration eingelesen wird. Von dieser Konfiguration aus wird bei verschiedenen Tempera-
turen simuliert. Allerdings liefert dabei nur ein kleiner Bereich bei den tiefsten Temperatu-
ren mit obigen Werten vergleichbare, sinnvolle Resultate. Der Grund dafiir ist wohl darin

Anzahl Stiitzstellen | 74 in Sweeps
8§ x 8 10
16 x 16 60
24 x 24 200
32 x 32 2 500

Tabelle 5.1: Die gemessenen Autokorrelationszeiten T4 fiir Membranflichen verschiedener
Stiitzstellenzahlen.
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zu suchen, dass - wie wir noch sehen werden - die Terme hoherer Entwicklungsordnung zu
Phaseniibergéingen fithren. Diese kénnen die Autokorrelationszeiten stark vergrossern (Vegl.
Bemerkungen in Anhang D).

Autokorrelationszeiten von Simulationsldufen mit dem vollstindigen Hamiltonian liegen
leicht hoher (um einen Faktor 2 bis 3) im Vergleich zu den Zeiten der weiter oben besprochenen
Léufe. Wir erwarten, dass der negative Modul vor dem Quadrat der Gauss’schen Kriimmung
verstarkend auf Fluktuationen der Membran wirkt. Die beobachtete Vergrosserung der 74
bestétigt diese Erwartung.

Von den Grossenordnungen der Autokorrelationszeiten bekommen wir in diesem Abschnitt
eine Vorstellung. Damit kénnen wir jetzt endgiiltig zu den Simulationen der Uberstruktur
iibergehen. Als N#chstes folgt die Bestimmung der Einheitszelle.

5.2 Die Einheitszelle

Dieser Abschnitt soll dazu dienen, das Aussehen der Uberstruktur zu kliren. Danach be-
stimmen wir die optimale Kantenlénge ihrer Einheitszelle fiir verschiedene Parametersétze,
von denen wir einen im weiteren Verlauf wichtigen herausgreifen wollen, um mittels eines
Fourierreihenansatzes das Aussehen der Sattelstruktur zu analysieren.

5.2.1 Erste Simulationen

Der Klarheit wegen wollen wir zu Beginn explizit den vollstdndigen Ausdruck fiir die Biege-
energiedichte in der Form hinschreiben, in der er fiir die Simulationen diesem Kapitel Ver-
wendung findet - sofern nicht anders darauf hingewiesen wird. Mit Ausdruck (2.20) und der
Rechnung von Kapitel 4 schreiben wir

1 -
g= §ﬁ0J2+I€1(VJ)2+I€2K2+I€4K4—AQ(’Y) s (5.1)

wobei fiir den letzten Summanden mit (4.13)

kT 1+1
Ag(y) = 2AR2 'Wln{ Q\Ly%}

gilt. In Ausdruck (5.1) sind die Biegemodule x; > 0 (fiir ¢ = 0,1,4) und k2 < 0 vor den
Termen hoéherer Ordnung der mittleren Kriimmung J und der Gauss’schen Kriimmung K
die Parameter der Simulation, deren sinnvolle Grossenordnungen in Kapitel 2 durch Tabelle
2.1 festgelegt werden. In den Korrekturterm Ag(+y) gehen die Boltzmann—Konstante k, die
Temperatur T, der Stiitzstellenabstand Ah und der differentialgeometrische Faktor ~ ein. Bei
Formel (5.1) gilt es zu beachten, dass fiir die Monte-Carlo-Simulation nicht die Dichte der
freien Energie, sondern die freie Energie selbst von Wichtigkeit ist (Vgl. Kapitel 3). Diese
rechnen wir fiir die Fliche A zu

G:/g-ﬁdAproj ,

A

wobei dAproj fiir ein differentielles Element der projizierten Fliache von A steht.
Uberlegen wir uns, welche Strukturen wir als Folge einer Simulation mit Hamiltonian

(5.1) erwarten. Dabei ist das Wechselspiel der Module k¢ vor dem Quadrat der mittleren
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Abbildung 5.3: Die Einheitszelle der Uberstruktur: Links ist die tatsdchlich berechnete
FEinheitszelle dargestellt. Rechts ist das Vierfache der FEinheitszelle abgebildet, wobei diese
Figur periodisch aus der berechneten Finheitszelle (linkes Bild) fortgesetzt und zusdtzlich die
Ausgabe um eine Reihe Stiitzstellen (der weiter periodisch fortgesetzten Fliche) am Rand
erweitert ist. (Die Einheit aller drei Achsen ist nm.)

Kriimmung, J2, und k9 vor dem Quadrat der Gauss’schen Kriimmung, K2, von Wichtigkeit,
wobei

J=c+c und K=c cy

gilt, mit ¢; > ¢y als den beiden Hauptkriimmungen (Vgl. Anhang A).

Betrachten wir zwei Spezialfille gekriimmter Flédchen. Einerseits gilt fiir Punkte einer
Fliche mit reiner Kugelkriimmung ¢; = ¢ = ¢, und damit folgt J = 2c und K = ¢?. An-
dererseits muss bei Punkten einer Flache, die reine Sattelkrimmung c¢; = —cy = ¢ aufweist,
J =0und K = —c? gelten. Aufgrund von Ausdruck (5.1) suchen wir Flichenformen, die
den Term K? besonders gross werden lassen. Sowohl fiir kugelformig als auch fiir sattelformig
gekriimmte Flachen trifft dies zu, allerdings nimmt die mittlere Kriimmung bei kugelférmig ge-
kriitmmten Fléchen einen maximalen Wert an im Gegensatz zu Flachen mit Sattelkriimmung,
wo J verschwindet.

Somit ist klar, welche Strukturen wir erwarten. Der Term K? der Gauss’schen Kriimmung
wird besonders gross bei Sattelpunkten, wobei dort gleichzeitig die mittlere Kriimmung ver-
schwindet. Strukturen mit einer hohen Anzahl von Sattelpunkten erhalten wir bei Flichen,
die aus kugelformig gekriimmten Hoch- und Tiefpunkten bestehen, derart angeordnet, dass
sich ein Sattel zwischen ihnen ausbilden kann. Aus unserem Alltag kennen wir eine solche
Struktur sehr gut; das Aussehen der Membran sollte uns an einen Eierkarton erinnern.

Erste Simulationen bestétigen diese Erwartungen. Abbildung 5.3 zeigt die berechnete und
das Vierfache der berechneten Einheitszelle nach einer Simulation mit einem Parametersatz,
wie er in Tabelle 5.2 widergegeben ist. Die Simulation wird dabei gestartet bei einer flachen
Membran (z(u,v) = 0, Vu,v) und mittels Simulated Annealing (Vgl. Kapitel 3) erzeugt.
Der Grund fiir das Vorgehen mittels Simulated Annealing besteht darin, dass einerseits der
Term der ersten Entwicklungsordnung eine Energiebarriere zwischen der flachen Membran
und der Membran mit Sattelstruktur entstehen ldsst. Um diese Energiebarriere zu iiberwin-
den, miissen wir der Membran Energie zufiihren, das System also aufheizen. Andererseits
sind wir auf der Suche nach der Grundstruktur im Gleichgewicht. Daher miissen wir die
Membran so langsam abkiihlen, dass sich in jedem Temperaturschritt die gewiinschte Gleich-
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Abbildung 5.4: Verlauf der Energiedichte in Abhdngigkeit der Zeit zum Lauf von Abbildung
5.8. Links ist der direkte Verlauf des Simulationsprotokolls dargestellt, wdihrend rechts bei
jedem Punkt der linken Abbildung fiir jede Stiitzstelle pro Flicheneinheit ein Betrag von kT /2
fiir die Fretheitsgrade der Stiitzstellen abgezogen ist.

gewichtsstruktur ausbilden kann.
Die interessanten Messgrossen der Membran am Ende der Simulation sind

e Innere Energie: £ = —0.072-10718],
e Innere Energie pro Fliche: u = —0.0014J/m2,

e Uberschussfliche A, /A = 1.22.

proj
Betrachten wir die wiahrend der Simulation in Abstinden von 100 Sweeps interessanten, pro-
tokollierten Messgrossen (Energiedichte, Fliche und maximale Amplitude?). Aus dem Verlauf
der Energiedichte erkennen wir einerseits die zwolf gleichgrossen Blocke, die durch Stufen von-
einander getrennt sind und die je einem Temperaturniveau zugeordnet werden konnen (Abb.
5.4, links). Andererseits erkennen wir durch den schnellen Abfall der Werte der Startkonfi-
guration in einen negativen Wertebereich, dass sich die Sattelbildung gleich zu Anfang und
innerhalb weniger Schritte vollzieht (Abb. 5.4, rechts). Die Beobachtung der Sattelbildung

?Das ist die z~Komponente des Abstands zwischen der Stiitzstelle mit dem héchsten und der Stiitzstelle
mit dem niedrigsten z—Wert.

Kantenlénge 6.6nm
Stiitzstellenzahl pro Kantenlédnge | 8 Stiick
Module ko = 0.05-1071%J

k1 = 0.01-10730Jm?

Ko = —0.9 - 10736 Jm?

kg =9-10""2Jm"
Temperaturintervall Starttemperatur: Ty = 398.4K
Endtemperatur: Ty = 14.5K
Erniedrigungsfaktor: f; = 0.75
Sweepzahl pro Temperaturschritt | 100'000 Stiick

Tabelle 5.2: Parametersatz fiir die erste Simulation der Uberstruktur (Abb. 5.3).
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Abbildung 5.5: Kurven zum Lauf der Stmulation, aus der Abbildung 5.3 folgt. Links ist der
Verlauf der realen Fliche und rechts der Verlauf der mazximalen Amplitude je in Abhdingigkeit
der Zeit dargestellt.

wird durch die Graphiken des Fliachenverlaufs und des Verlaufs der maximalen Amplitude
bestétigt (Abb. 5.5).

5.2.2 Bestimmung der Kantenlinge

Zur Bestimmung der Kantenlinge der Einheitszelle vergleichen wir die Energiedichten fiir
verschiedene Grossen von Einheitszellen, die bei gleichem Parametersatz simuliert werden.
Dabei gehen wir so vor, dass wir einen Modul-Parametersatz festlegen, von dem wir wissen,
dass er zur Ausbildung von Uberstruktur fithrt. Zusétzlich legen wir die Stiitzstellenzahl,
durch die die Fléche dargestellt werden soll und die Sweepzahl des Laufs fest und bestimmen
das Temperaturintervall, in dem Simulated Annealing durchgefiihrt werden soll. Gestartet
wird jeder Lauf von der flachen Membran (z(u,v) = 0, Yu,v) wobei jeder Lauf eine un-
terschiedliche Kantenlidnge als Ausgangssituation erhilt. Am Ende dieser Messreihe werden
diejenigen Laufe fiir giiltig befunden, die die gewiinschte Sattelstruktur ausbilden. Von die-
sen wird die protokollierte Energiedichte des letzten Temperaturblocks der Simulation durch
Mittelwertbildung statistisch ausgewertet. Das derart bestimmte Energiedichtemittel kann
danach graphisch in Abhéingigkeit der Kantenlinge aufgetragen werden, wobei das Minimum
dieser Kurve die intrinsische Kantenldnge der Einheitszelle angibt.

Stiitzstellenzahl pro Kantenlédnge | 8 Stiick

Module ko = 0.05-10718J

k1 = 0.01-10730Jm?

Ko = —0.9 - 10736 Jm?

kg =9-10""2Jm"
Temperaturintervall Starttemperatur: Ty = 398.4K
Endtemperatur: Ty = 14.5K
Erniedrigungsfaktor: f; = 0.75
Sweepzahl pro Temperaturschritt | 100’000 Stiick
Ausgangssituation Flache Membran

Tabelle 5.3: Parametersatz 1 zur Bestimmung der Einheitszelle.
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Als Beispiel wollen wir den Lauf mit den Parametern der Tabelle 5.3 heranziehen, wo-
bei wir die Kantenlénge in einem Intervall von 5.2nm bis 7.7nm variieren (Abb. 5.6). Die
Auswertung zeigt das Minimum der Energiedichte bei einer Kantenléinge von L = 6.6nm.
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Abbildung 5.6: Energiedichte in Abhdingigkeit der Kantenlinge bei einer Endtemperatur der
Simulation von T = 16.6K fiir die Ldufe, wie sie durch Tabelle 5.3 festgelegt werden.

Zur Bestétigung der Konsistenz dieses Resultates fithren wir je 6 Léaufe bei Kantenldngen
von L = 6.5nm, L = 6.6nm und L = 6.7nm durch, wobei sich diese Laufe jeweils in der Folge
ihrer Zufallszahlen unterscheiden (Vgl. Anhang B), mit der sie errechnet werden. Mittelwert-
bildung, der aus jedem Lauf erhaltenen Mittelwerte, liefert fiir

o L =6.7nm: (u) =—1.3302-1073J/m?,
e L =6.6nm: (u) =—1.3332-103J/m?,
o L =6.5nm: (u) =—1.3213-1073J/m?.

Wir finden eine deutliche Bestétigung der optimalen Kantenléngen.

Der Parametersatz der Tabelle 5.3 ist nicht der Einzige, fiir den wir im Rahmen dieser
Arbeit die optimale Kantenlinge bestimmen. Betrachten wir als zweites (fiir Kapitel 6 wich-
tiges) Beispiel die Parameter der Tabelle 5.4. Die graphische Auswertung (Abb. 5.7) liefert
eine Kantenlinge von L = 6.9nm, wobei die Liufe dieser Kantenlinge an ihrem Ende bei
einer Temperatur 7 = 17.1K eine Uberschussfliche von Aleal /Aproj = 1.24 und eine positive
Energiedichte von u = 4.9 - 10~%J/m? aufweisen.

Von den im Laufe dieser Arbeit bestimmten optimale Kantenldngen verschiedener Pa-
rametersidtze wollen wir hier nur noch auf den von Tabelle 5.5 hinweisen. Betrachten wir
namlich Ausdruck (5.1) so sehen wir, dass die Kantenldnge der Membran durch die Verhélt-
nisse aller Module ; (i = 0,1,2,4) zueinander bestimmt wird. Multiplikation der Module
mit einem festen Faktor darf also die Kantenlénge der Einheitszelle nicht &ndern. Der Pa-
rametersatz von Tabelle 5.5 bestitigt diese Uberlegung. Die Module dieses Parametersatzes
sind doppelt so gross, wie die Module der Liufe der Tabelle 5.3 und in beiden Féllen resultiert
eine Kantenlédnge von L = 6.6nm.

5.2.3 Fourierreihenansatz fiir die Einheitszelle

Betrachten wir die durch Simulation gefundene Uberstruktur (Abb. 5.3) etwas genauer, und
versuchen wir das Charakteristische an ihr herauszuarbeiten. In erster N&herung ist unser
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Stiitzstellenzahl pro Kantenlédnge | 8 Stiick

Module ko = 0.05-10718]

K1 = 0.009 - 10736 Jm?

Ko = —0.7 - 10736 Jm?

kg =6-10"72Jm"
Temperaturintervall Starttemperatur: Ty = 304.2K
Endtemperatur: Ty = 14.5K
Erniedrigungsfaktor: f; = 0.75
Sweepzahl pro Temperaturschritt | 100’000 Stiick
Ausgangssituation Flache Membran

Tabelle 5.4: Parametersatz 2 zur Bestimmung der Einheitszelle.

Eierkarton nichts weiter als zwei senkrecht zueinander verlaufende Cosinus—Funktionen. Wie
gut diese Niherung jedoch an die tatséchliche Struktur herankommt, muss eine Fourierzerle-
gung der errechneten Flache ergeben.

Fiir die Fliche (Abb. 5.3) machen wir den Fourierreihenansatz

aa / RN . RN . N
Flz,y) = 5 1 Z agcos (qr) + bgsin (¢7) , mit 7= (z,y) , (5.2)
a#0
wobei sich die zweidimensionale, reelle Fourierreihe iiblicherweise nur iiber eine Halbebene
des ¢-Raumes erstreckt, was durch den Strich am Summensymbol ausgedriickt wird. Wir

interessieren uns fiir die Halbebene, bestehend aus dem I. und II. Quadranten (ohne die
negative g,—Halbachse) der Wellenvektorebene. Mit der Kantenldnge L der Fliche F(x,y)

erlauben wir
e = (2 wobei { 1= 0w =0 oder
q =4z, qy) = LH’L ’ w<0,v>0 gilt

und g, v nur ganzzahlige Werte annehmen kénnen. Fiir die Koeffizienten von Ansatz (5.2)

0.00085

0.0008

0.00075

0.0007

0.00065

u [Im?

0.0006

0.00055

0.0005

0.00045 I I I I I I I I I
6

Abbildung 5.7: Energiedichte in Abhdingigkeit der Kantenlinge bei einer Endtemperatur der
Simulation von T = 17.1K fir die Ldiufe, wie sie durch Tabelle 5.4 festgelegt werden.
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Stiitzstellenzahl pro Kantenldnge | 8 Stiick

Module ko =0.1-10718] 0.05-1071J
w1 = 0.02-10736Jm? | 0.01 - 10736 Jm?
Ko = —1.8-107%6Jm? | —0.9-10736Jm?
kg =18-10"2Jm® | 9-107"2Jm®

Temperaturintervall Starttemperatur: Ty = 688.1K

Endtemperatur: Ty = 14.5K
Erniedrigungsfaktor: f; = 0.75
100'000 Stiick

Sweepzahl pro Temperaturschritt

Ausgangssituation Flache Membran
Gefundene Kantenlénge 6.6nm
Uberschussfliche A .., /Aproj 1.23
Energiedichte bei Ty = 16.3K —0.0033J /m?

Tabelle 5.5: Parametersatz 8 mit bestimmter Kantenlinge der Finheitszelle.

kénnen wir damit schreiben [56]

L L
2 2w
Gy = ﬁ//f(fr,y)cos <f(uw+vy)> ~dzdy
00
2 P 2
b = —2//3’:(:):,y)sin —W(,u:):—l-l/y) ~dxdy .
L L
00

Die numerische Umsetzung dieser Ausdriicke zur Koeffizientenberechnung ist in unserem Fall
denkbar einfach. Mit Hilfe unserer durch Monge—Darstellung beschriebenen Membranfldche
z(u,v) berechnen wir fiir eine Flidche, die durch N Stiitzstellen dargestellt wird [57]

2 YN YN 27
A = N;;z(u,v)cos (\/—N(uu—i—uv)),

b =

Zahlen wir die Anzahl Wellenvektoren ab, die mit ihrer Lénge im Intervall von |gmn| =
21 /L bis |gmaz| = V' N7/L liegen, so kommen wir bei der 8 x 8 Stiitzstellenfliche von Ab-
bildung 5.3 auf zweimal 40 zu berechnende Fourier—Koeflizienten, die nach der Grosse ihres
Betrages geordnet werden kénnen.

Die grossten Koeffizienten sind

ajg = —0.781 s apgr = 0.772 und b10 = —0.334 s b01 =—0.311.

Gehen wir mit diesen Koeffizienten in die Fourierreihe (5.2), wobei wir die restlichen a,, =
by = 0 setzen, so ist dies eine erste Niherung der Uberstruktur (Abb. 5.8, links). Stellen wir
eine solche Fliche mit Hilfe von N = 8 x 8 Stiitzstellen dar, so erhalten wir A, /Aproj =
1.23. Interpretieren wir diese Fliache weiter als eine Membran der Kantenldge L = 6.6nm, wo-
bei wie die Moduln der Tabelle 5.3 verwenden, so erhalten wir eine positive Energiedichte von
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Abbildung 5.8: Darstellung der Fourierreihenentwicklung der Uberstruktur (Abb. 5.3).
Links, unter Berticksichtigung nur der grossten Entwicklungsordnungskoeffizienten und rechts
unter Mitberiicksichtigung der ndchstkleineren Entwicklungsordnungskoeffizienten.

u=0.011J/ m?, wobei wir zu dieser Berechnung den Hamiltonian (2.20) ohne Korrekturterm
verwenden.

Untersuchen wir, welche Verédnderung der Fliche weitere Beitrége zur Reihe (5.2) bringen.
Die néachstgrossten Koeflizientenbetrige sind

aszg — 0.034 : ap3 = —0.035 und b30 = 0.085 N bog =0.08 .

Unter Hinzunahme dieser Reihenglieder und unter Vernachléssigung aller iibrigen Werte, die
von kleineren Grossenordnungen sind, lésst sich eine Fliche approximieren, die schon recht
interessante Informationen zum Aussehen der Uberstruktur liefert (Abb. 5.8, rechts). Be-
rechnen wir fiir diese Niherung die Uberschussfliche und die Energiedichte einer Membran,
die mit Hilfe eines 8 x 8—Gitters dargestellt wird, wobei wir analog zur obigen Rechnung eine
Kantenldnge von L = 6.6nm annehmen und die Moduln der Tabelle 5.3 verwenden. Es gilt
Ayeal/Aproj = 1.23 und ohne den Korrekturterm (4.13) u = —0.0032J /m?, was mit einem

Wert von u = —0.0033J/ m? fiir die Energiedichte ohne Korrekturterm der Ausgangsstruktur
(Abb. 5.3) verglichen werden muss.

Was konnen wir aus dieser Untersuchung lernen? Wie erwartet ist in erster Néherung
die Uberstruktur eine Fliche, gebildet aus zwei senkrecht zueinander verlaufenden Cosinus—
Funktionen, iiber die zwei senkrecht zueinander verlaufende Sinus—Funktionen gelegt werden
(Abb. 5.8, links). Diese Form ist jedoch nur eine grobe Beschreibung. Thr charakteristisches
Aussehen bekommt die Uberstruktur durch die Wellenvektoren der (3,0)- und (0, 3)-Moden
sowohl des Cosinus, wie auch des Sinus. Dabei verformen diese Moden die Fliche derart,
dass Hoch- und Tiefpunkte entstehen, die leicht abgeflacht sind. Dies ist wichtig, da Kugel-
kriitmmung J? stark anwachsen liisst. Die Hoch- und Tiefpunkte sind dabei derart angeordnet,
dass grosse Sattelflichen entstehen. Steil abfallende Flanken, in denen viel Uberschussfliche
gespeichert wird, runden das idealisierte Bild der Uberstruktur ab.

Vergleichen wir kurz unsere aus der Simulation folgenden Uberschussflichen mit den Er-
wartungen aus dem Experiment. Basierend auf den Experimenten [11, 12, 13, 14] adhérie-
render Lipidmembranen (Vgl. Kapitel 1) folgert [15] zusammenfassend, dass die lichtmi-
kroskopisch unsichtbare Uberschussmembranfléche einen Betrag von einigen 10% bis hin zu
Aol /Aproj ~ 1.5 haben kann. Sehr interessant im Vergleich mit dem Experiment ist auch
eine Bemerkung in [58]. In diesem Artikel beschreiben die Autoren die Bestimmung der Biege-
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steifigkeit von Lipidmembranen mit Hilfe einer eleganten Methode. Sie deformieren gequollene
grosse Vesikel (Giant vesicles) mittels eines elektrischen Feldes. Dabei berichten sie von drei
beobachteten Vesikeln aus POPC (Palmitoyloleoylphosphatidylcholin) und einer Vesikel aus
EYPC, bei denen sie mit zunehmender Deformationsspannung einen plotzlich auftretenden
Fliacheniiberschuss von bis zu 17% messen. Dieser Flicheniiberschuss wird als reversibel (bei
einer Relaxationszeit von 5s) beschrieben, d.h. er besitzt die Eigenschaft, dass er nach Aus-
schalten des elektrischen Feldes und somit nach Ausschalten der Deformationsspannungen
der Vesikel wieder verschwindet.

Erkldren wir den in [58] gemessenen, plotzlich auftretenden Flécheniiberschuss durch das
Glattziehen einer Vesikel, die im undeformierten und somit spannungslosen Zustand Uber-
struktur trigt, so erhalten wir einen interessanten Richtwert fiir die Uberschussfliche. Mit
unserem Flicheniiberschuss von A, /Aproj = 1.23, wie er aus der Simulation folgt, liegen
wir im Rahmen der Erwartungen des Experiments, wenngleich ein leicht grosserer Betrag
wiinschenswert wére, folgen wir [15].

5.3 Variation der Stiitzstellendichte

Die meisten Simulationen dieser Arbeit werden mit einem Stiitzstellenabstand von Ah =
0.83nm durchgefiihrt. Ein solcher Abstand hat zwei wichtige Vorteile. Einerseits entspricht
ein Abstand solcher Grossenordnung dem ungefihren Abstand zweier Lipidmolekiile in der
Membranebene, die Stiitzstellen kénnen somit ndherungsweise als die Zentren wirklicher Mo-
lekiile betrachtet werden.? Andererseits ist bei einer Kantenlinge von L = 6.6nm und obigem
Stiitzstellenabstand ein sinnvolles Mittelmass zwischen der Grosse der Einheitszelle und der
Beschreibung ihrer Form gewéhrleistet. Dies erméglicht in einem - wie uns scheint - optimalen
Masse die Simulation grosser Fliachenstiicke, wie sie in Kapitel 6 von Interesse sind.

In Kapitel 2 leiten wir unseren Hamiltonian der Simulation (5.1) auf der Basis einer Kon-
tinuumstheorie her. Nicht zuletzt aus diesem Grund ist es wichtig, abzukléiren, inwiefern eine
Veranderung des Abstands der Stiitzstellen die Resultate der Simulation beeinflussen. Wenn
wir von Verdnderung des Stiitzstellenabstands sprechen, interessiert uns in erster Linie eine
Erhohung der Stiitzstellenzahl pro Kantenléinge und weniger deren Erniedrigung. Dennoch
testen wir Stiitzstellenzahlverdnderungen in beide Richtungen.

Das erste und auffilligste Problem bei einer Erhéhung der Stiitzstellendichte besteht darin,
dass sie zu einer Erhchung der Energiebarriere zwischen ebener Membran und der Membran
mit Sattelstruktur fiithrt. Starten wir die Simulation bei einer flachen Membran, so muss
die Starttemperatur mit zunehmender Stiitzstellenzahl pro Einheitszelle immer weiter erhcht
werden. Diesem Effekt wird im Laufe dieses Abschnitts versucht auf zwei Arten beizukommen.
Einerseits - und dies ist die wichtigere Vorgehensweise - kénnen wir der Simulationsfliche,
anstatt bei einer flachen Membran zu starten, eine analytische Struktur vorgeben, die es der
Membran ermdoglicht, leichter in die Sattelstruktur zu gelangen. Andererseits wird mit einem
Absenken des Parameters k1 das ausgeprigte Ansteigen der Energiebarriere bei Stiitzstellen-
zahlerhchung verhindert.

3Zu beachten ist allerdings, dass wir es bei der Lipidmembran mit einer zweidimensionalen Fliissigkeit zu
tun haben und die Molekiile daher frei beweglich sind, im Gegensatz zu den Stiitzstellen in der Simulation.
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Abbildung 5.9: Der verschachtelte Cosinus (5.3). Abgebildet ist das Vierfache der einzule-
senden Einheitszelle.

5.3.1 Eingelesene Vorstruktur

Die Idee der Simulationen dieses Unterabschnitts ist es, der Membran das Uberschreiten
der Energiebarriere zwischen ebenem Zustand und sattelférmiger Kriimmung zu erleichtern,
indem wir ihr eine sattelférmige Flachenstruktur vorgeben. Bei echten Membranen ist es
leicht vorstellbar, dass einzelne Defektstellen in der Lipidzusammensetzung lokal zu hohen
spontanen Kriimmungen fithren kénnen, die der Membran Hilfestellung zum Uberwinden der
Energiebarriere bieten. Daher ist eine solche Vorgehensweise in der Simulation durchaus nicht
weit hergeholt.
Die Funktion, die wir verwenden, lautet

z(u,v) = é {cos [wu (1 + cos(gu))} + cos [wv (1 + Cos(gv))]} , (5.3)

mit w = 27/v/N und VN als Stiitzstellenzahl pro Kantenlinge. Die aus dieser Formel entste-
hende Flidche (Abb. 5.9) hat bei einer Amplitude von A = 1.3nm und einer angenommenen
Kantenlinge von L = 6.6nm eine Uberschussfliche A, /Aproj = 1.18. Bei Modulen der

Tabelle 5.6 hat die Fliiche bei T = 0K eine deutlich positive Energiedichte von u = 0.042J /m?,

Beim festem Parametersatz der Tabelle 5.6 bestimmen wir die Kantenldnge der Einheits-
zelle fiir jede Stiitzstellenzahl neu. Dabei gelingt es uns, mit eingelesener Vorstruktur von
einer minimalen Stiitzstellenzahl von 4 pro Kantenlénge bis zu einer maximalen Stiitzstellen-
zahl von 12 pro Kantenlidnge Sattelstrukturen zu erzeugen. Oberhalb dieser Stiitzstellenzahl
wird die flache Struktur vor der Sattelstruktur energetisch giinstiger, sodass diese nicht mehr
stabil ist.

Tragen wir die optimale Kantenlénge in Abhéngigkeit der Stiitzstellenzahl fiir die erwéhn-
ten Simulationen auf (Abb. 5.10, links), so bemerken wir bei kleinen Stiitzstellenzahlen eine
starke Streuung der Werte, die mit zunehmender Stiitzstellenzahl pro Kantenlénge abnimmt.
(Von dieser breiten Streuung wird in Kapitel 7 noch zu sprechen sein.) Leider ist die ma-
ximale Stiitzstellenzahl pro Kantenldnge, mit der wir simulieren kénnen mit 12 nicht gross
genug, um ein erwartetes Streben der Kurve auf einen konstanten Wert im Limes hoher Stiitz-
stellenzahlen erkennen zu koénnen. Leicht verdndert stellt sich die Situation dar, wenn wir
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Abbildung 5.10: Dargestellt ist links die optimale Kantenlinge L und rechts die Ener-
giedichte w der optimalen Kantenlingen in Abhidngigkeit der Stiitzstellenzahl. Bei der Dar-
stellung der Energiedichte (rechts) sind die u—Werte, die direkt aus der Statistik des letzten
Temperaturschritts folgen mit o° gekennzeichnet, wihrend x‘ Werte kennzeichnet, von de-

nen die Fluktuationsfreiheitsgrade pro Stiitzstelle abgezogen sind: u — NkT/(2A 1)

die Energiedichte der jeweils optimalen Kantenldngen in Abhéngigkeit der Stiitzstellendichte
auftragen (Abb. 5.10, rechts). Hier ist zwar bei kleinen Stiitzstellendichten eine Streuung
sichtbar, aber diese verschwindet frither als die Streuung im Fall der Kantenldngen. Mit et-
was gutem Willen erkennen wir dass sich beim Verhalten der Energiedichte mit zunehmender
Stiitzstellendichte ein Streben nach einem konstanten Wert abzeichnet. Dieser Sachverhalt
deutet darauf hin, dass mit zunehmender Anzahl Stiitzstellen pro Kantenléinge ein Limeswert
fiir alle messbaren Grossen erreicht wird.

In [22] wird fiir den Limes hoher Stiitzstellenzahlen gezeigt, dass ohne unseren Korrek-
turterm tatséchlich ein Grenzwert sowohl fiir die Kantenlidnge, als auch fiir die Energie der
Membran erreicht wird. Dabei ist die Ausgangssituation der dortigen Simulationen immer
eine Vorstruktur, dhnlich zu der unsrigen.

Der Grund, warum wir nicht mit hoheren Stiitzstellendichten simulieren kénnen, wird klar,
wenn wir die Energiedichte am Ende der Laufe mit den hochst moglichen Stiitzstellendichten
betrachten. Die Energiedichte des letzten Temperaturblocks bei T' = 16.8K ist bei der Simula-

Module ko = 0.05-10718J

k1 = 0.01-10730Jm?

Ko = —0.9 - 10736 Jm?

kg =9-10""2Jm"
Temperaturintervall Starttemperatur: Ty = 398.4K
Endtemperatur: Ty = 14.5K
Erniedrigungsfaktor: f; = 0.75
Sweepzahl pro Temperaturschritt | 100’000 Stiick
Ausgangssituation Formel (5.3)

Amplitude A 1.3nm

Tabelle 5.6: Fester Parametersatz, mit dem die optimale Kantenldnge in Abhdngigkeit der
Stiitzstellenzahl ermittelt wird.
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Kantenlénge der Einheitszelle 6.6nm
Stiitzstellenzahl pro Kantenldnge | 13 Stiick
Stiitzstellenabstand Ah 0.508nm

Module ko = 0.05-10718]

w1 = 0.005 - 10736 Jm?

Ko = —0.9 - 10736 Jm?

kg =9-10772Jm"
Temperaturintervall Starttemperatur: Ty = 398.4K
Endtemperatur: Ty = 14.5K
Erniedrigungsfaktor: f; = 0.75
Sweepzahl pro Temperaturschritt | 100’000 Stiick

Ausgangssituation Flache Membran
Uberschussfliche A,qq1 /Aproj 1.19
Energiedichte bei T = 16.8K +0.001J /m?

Tabelle 5.7: Parametersatz mit hochster Stitzstellenzahl fir die Kantenlinge L = 6.6nm.

tion mit den Parametern der Tabelle 5.6 und der Kantenldnge L. = 7.6nm positiv und betrigt
(u) = 0.0019J /m?. Diese Energie wird innerhalb der Simulation errechnet und beinhaltet den
Korrekturterm (4.13). Bestimmen wir die Energie der errechneten Endstruktur ohne diesen
Korrekturterm, so erhalten wir einen negativen Wert von u = —0.0013J/ m?. Dieser Vergleich
zeigt, dass der Korrekturterm Simulationen mit hoher Stiitzstellendichte verhindert.

Das ist verstéandlich, wenn wir bedenken, unter welchen Bedingungen unser Korrekturterm
hergeleitet wird. Er soll das Kippen der Membranfldche verhindern. Die abfallenden Flanken
der Hoch- und Tiefpunkte bei der Uberstruktur sind gekippte Flichen. Bei Stiitzstellenver-
dichtung wird die abkippende Fliache stiarker aufgelost dargestellt. Das bedeutet, dass bei
einer hohen Anzahl Stiitzstellen pro Einheitszelle sich eine gréossere Anzahl davon in einem
Bereich gekippter Membranfliche befindet als bei einer geringen Anzahl Stiitzstellen. Eine
zunehmende Anzahl Stiitzstellen liefert somit einen zunehmend positiven Energiebeitrag zu
(5.1). Ein Problem, das uns gleich noch einmal begegnet.

Mit dem Verhalten der Einheitszelle bei verschiedenen Stiitzstellendichten, wie wir es in
diesem Unterabschnitt kennenlernen, beschéftigen wir uns noch einmal in Kapitel 7. Dort
beleuchten wir die hiesigen Tatsachen von einem anderen Standpunkt.

5.3.2 Flache Membran als Ausgangssituation

Eine Erhohung der Stiitzstellendichte fiihrt zu einer Erhohung der Energiebarriere zwischen
flacher und sattelférmig gekriimmter Membran. Eine erhohte Energiebarriere wiederum hat
zur Folge, dass die Starttemperatur der Simulationen mit zunehmender Stiitzstellendichte
zunimmt. Im vorhergehenden Unterabschnitt umgehen wir diese Barriere, indem wir die
Simulation mit der Vorstruktur (5.3) starten. Hier wollen wir eine Moglichkeit zeigen, wie wir
bei festgehaltener Starttemperatur von der flachen Membran aus startend in die Uberstruktur
gelangen.

Dazu verdndern wir den Parameter x; bei jeder verénderten Stiitzstellendichte, wahrend
die restlichen Parameter konstant ko = 0.05 - 10718J, k3 = —0.9 - 1073 Jm? und k4 = 9 -
1072 Jm? gehalten werden. Gestartet wird in diesen Fillen jeweils bei der ebenen Membran
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(z(u,v) =0, Yu,v). Weiter wird darauf geachtet, dass sowohl das Temperaturintervall, in dem
simuliert wird, als auch die Kantenléinge der Einheitszelle mit zunehmender Stiitzstellenzahl
konstant bleiben. Der tiefste Stiitzstellenabstand (Parametersatz der Tabelle 5.7), der mit
dieser Methode erreicht werden kann, betragt Ah = 0.5nm.

Oberhalb von 13 Stiitzstellen pro Einheitszelle werden mit dieser Methode kaum noch
Flachen mit Sattelstruktur erzeugt. Der Grund hierfiir ist derselbe wie in Unterabschnitt
5.3.1, denn bei hohen Stiitzstellendichten und endlichen Temperaturen messen wir positive
Energiedichten, wie in Tabelle 5.7 gezeigt. Im Gegensatz dazu ergeben die gleichen errech-
neten Strukturen dieses Laufs mit Hilfe von Hamiltonian (2.20), also ohne den in Kapitel 4
hergeleiteten Korrekturterm (4.13), den deutlich negativen Wert u = —0.0034J /m?.

Versuchen wir ein zusétzliches Gefiihl dafiir zu bekommen, wie ausgeprégt dieser Effekt
ist. Dazu fithren wir eine Simulationsreihe ohne den Korrekturterm (4.13) durch, die sich
nur in diesem einen Punkt von der soeben besprochenen Simulationsgruppe unterscheidet,
dass anstelle von Hamiltonian (5.1) der reine Kriimmungshamiltonian (2.20) zum Einsatz
kommt. Das Problem bei dieser Vorgehensweise besteht in einem Reissen der Membran.
Nicht immer, aber doch sehr oft kénnen Simulationen ohne die Hilfe unseres Korrekturtermes
nicht verwendet werden, weil wahrend des Laufs der z—Abstand zweier Stiitzstellenreihen zu
divergieren beginnt. Am Ende eines solchen Laufs ist der optische Eindruck einer solchen
Membran so, als ob sie entlang einer Kante gerissen sei (Abb. 5.11). Die Uberschussfliiche
kann nach einem solchen Reissen beliebig wachsen.*

Abbildung 5.11: Darstellung einer gerissenen Membran, wobei die berechnete Finheitszelle
gezeigt wird. Die Laufparameter sind bis auf die Kantenlinge von L = 6.6nm die gleichen,
wie fiir den Lauf der Tabelle 5.8. Bei Laufende ist die Uberschussfliche AATeal/Apmj = 9.57.

Wie gesagt, reisst die Membran nicht bei jedem Lauf ohne den Korrekturterm. Betrachten
wir deshalb nur diejenigen Laufe, bei denen wir Gliick haben und die gesuchte Sattelstruktur
aus der Simulation resultiert. Der hochste Stiitzstellenabstand, der bei dieser Gruppe von
Simulationen erreicht wird, liegt bei einem Wert von Ah = 0.36nm. Bei hoheren Stiitzstel-
lendichten sind am jeweiligen Laufende nur noch gerissene Membranen zu sehen. Tabelle 5.8
zeigt die Laufparameter der Membraneinheitszelle mit der hochsten Stiitzstellendichte dieser
Arbeit (Abb. 5.12).

“Dieser Effekt wird durch Korrekturterm (4.13) unterdriickt!
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Kantenlénge der Einheitszelle 6.5nm
Stiitzstellenzahl pro Kantenldnge | 18 Stiick
Stiitzstellenabstand Ah 0.361nm

Module ko = 0.05-10718]

w1 = 0.003 - 10736 Jm?

Ko = —0.9 - 10736 Jm?

kg =9-10772Jm"
Temperaturintervall Starttemperatur: Ty = 398.4K
Endtemperatur: Ty = 14.5K
Erniedrigungsfaktor: f; = 0.75
Sweepzahl pro Temperaturschritt | 100’000 Stiick

Ausgangssituation Flache Membran
Uberschussfliche A,qq1 /Aproj 1.26
Energiedichte bei Ty = 16.8K —0.0049J/m2

Tabelle 5.8: Parametersatz mit hochster Stiitzstellendichte pro Kantenlinge. Als Energie-
dichte fiir diese Simulation wird (2.20) verwendet.

Beim Endwert der Uberschussfliche der Simulation fillt ihre Grosse im Vergleich zum
Lauf der Tabelle 5.7 auf. Offensichtlich hat das Wirken unseres Korrekturterms auch einen
leicht vermindernden Effekt auf die Flachenbildung, was sicher verstéindlich ist. Weiter sehen
wir, dass die Energiedichte am Ende des Laufs einen stark negativen Wert aufweist.

Die Relevanz der soeben besprochenen Simulationsreihen ist vielleicht auf den ersten Blick
nicht offensichtlich, denn das natiirliche Auftreten einer Lipidmembran mit verdnderlichem
k1 ist unwahrscheinlich.” Dennoch kénnen wir einige Fakten aus ihnen lernen - und das
ist der Grund fiir die hiesige Behandlung dieser Simulationen. Wir erfahren némlich aus
dem Konstantbleiben der Starttemperatur bei zunehmender Stiitzstellendichte und gleich-
zeitig abnehmendem k;, dass nicht nur der Term kg, sondern auch der Term k; als Ener-
giebarriere zwischen der flachen und der sattelférmig gekriimmten Membran wirkt. Unsere
Schlussfolgerung ist daher die, dass lokal starke Kriimmungen und damit verbunden auch
starke Kriimmungsédnderungen auftreten miissen, damit die Membran vom flachen Zustand
in den Zustand der Uberstruktur iibergeht. Solche lokal starken Kriimmungen und die damit
verbundenen starken Kriimmungsidnderungen bilden eine Art von Kristallisationspunkt zur
Entstehung einer Satteleinheitszelle.

5.4 Parameterbereich fiir Sattelstrukturen

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir uns kurz mit dem Parameterbereich befassen, fiir
den wir Uberstruktur aus unseren Simulationen erhalten. Weiter kann die Frage interessieren,
Flachenstrukturen welcher Art wir in unseren Simulationen noch sehen neben Sattelstruktur,
ausgehend von der flachen Membran (z(u,v) = 0 Vu,v) als Startsituation.

Beim Start der Simulation wéihlen wir die Module des Laufs innerhalb von Werten, wie

5Die Aufgabe des Gradiententermes besteht in einer Glattung der Membran. Eine Erhshung der Stiitzstel-
lendichte - so lasst sich beobachten - fithrt automatisch zu einem Glattungseffekt der Fldche, was wahrscheinlich
auf den Term .J? der ersten Entwicklungsordnung zuriickzufiihren ist. Dies fithrt uns zu der Aussage, dass eine
Abnahme der Grosse k1 durch eine Zunahme der Stiitzstellendichte kompensiert werden kann.
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Abbildung 5.12: Resultat der Simulation, wie sie durch Tabelle 5.8 definiert ist. Dargestellt
ist das Vierfache der berechneten Einheitszelle.

sie durch Tabelle 2.1 in Kapitel 2 eingegrenzt werden, wobei wir auf moglichst kleine xko—
Betragswerte achten. Bei beliebigen Modulen kénnen mehrere Situationen auftreten.

Die Trivialsituation ist ein Flachbleiben der Membran, d.h. es bildet sich keine Sattel-
struktur aus und einerseits ist die Uberschussfléiche Aleal /Aproj ~ 1.00, wahrend anderer-
seits die Energiedichte positiv bleibt. Zusammen sind dies die eindeutigen Anzeichen der
flachbleibenden Membran und wir haben mehrere Moglichkeiten, um von dieser Situation in
die Sattelstruktur zu kommen. Einerseits konnen wir natiirlich |kg| verstéirken, andererseits
konnen wir die positiven Moduln k1 und k4 abschwéchen.

Wihlen wir den Parameter k1 zu schwach, so entstehen Membranflichen, die wenig Glatt-
heit besitzen, Membranen mit einer starken Oberflichenrauhigkeit, bis hin zu gestuften For-
men. (Ein Extremfall wird in Anhang A gezeigt (Abb. A.6).) Als Beispiel betrachten
wir einen Lauf dessen Parameter mit denen von Tabelle 5.9 iibereinstimmen, wobei bei die-
sem Beispiel k1 = 0.006 - 1073 Jm? und k4 = 9 - 10772Jm® sind und die Lauftemperatur
T = 217K betrigt (Abb. 5.13, links). Die Uberschussfliiche wird am Schluss dieses Laufs mit
Areal/Aproj = 1.14 und die Energiedichte mit v = —O.OO26J/m2 angegeben.

Zu schwache k4—Werte fithren vermehrt zur Bildung von gefurchten Hohenziigen, die auf
ihrem Kamm sehr viele Sattel aufweisen. Als Beispiel eines Laufs mit zu schwachem k4 fithren

Kantenlédnge 13.0nm
Stiitzstellenzahl pro Kantenlénge | 16 Stiick
Module ko = 0.05-10718J

Ko = —0.9 - 10736 Jm?
Temperaturintervall Feste Lauftemperatur
Sweepzahl 100’000 Stiick
Ausgangssituation Flache Membran

Tabelle 5.9: Fester Parametersatz bei der Suche nach der Uberstruktur von der flachen
Membran aus startend.
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Abbildung 5.13: Resultat der Simulation, wie sie durch Tabelle 5.9 definiert ist. Links ist
die Fliche am Ende eines Laufs mit zu schwachem k1, wdhrend rechts die berechnete End-
struktur eines Laufs mit zu schwachem k4 abgebildet ist. Dargestellt ist jeweils das Vierfache
der berechneten Einheitszelle.

wir hier eine Simulation auf, wie sie mit den Parametern der Tabelle 5.9, 1 = 0.01-1036 Jm?
und 4 = 5-10772Jm® bei einer Lauftemperatur T' = 507K resultiert (Abb. 5.13, rechts). Bei
diesem Beispiel betrégt die am Laufende protokollierte Uberschussfliiche A,..,1/Appo; = 1.25

proj
und die Energiedichte v = —0.004J /m?,

Noch eine kurze Bemerkung beziiglich k3. Vergleichen wir die ko—Werte unserer Simula-
tionen mit dem analytisch hergeleiteten Intervall von —0.7- 10736Jm? < k9 < —0.5-10736 Jm?
(Vgl. Kapitel 2), so stellen wir fest, dass wir mit leicht grosseren Betrégen simulieren. Es
kann interessant sein zu sehen, ob wir mit den von der analytischen Abschéitzung vorgege-
benen Werten ebenfalls Sattelstruktur erhalten kénnen und unter welchen Bedingungen dies
moglich ist.

Der kleinste Wert fiir |k2|, bei dem wir erfolgreich Sattelstruktur erhalten, liegt bei
ko = —0.4 - 10736Jm?. Allerdings ist bei dieser Simulation nicht die flache Membran Aus-
gangssituation, sondern die modifizierte Cosinus—Funktion (5.3) als eingelesene Struktur, wie
wir sie in Unterabschnitt 5.3.1 vorstellen. Weiter stellt ein solches k9 extreme Anforderungen
an die Parameter k4, der sehr kleine Werte annehmen muss und k1, der vorsichtig angepasst
sein will, da sonst die eingelesene Struktur leicht in gestufte Formen zerfallt.
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