Kapitel 3

Monte—Carlo—Methoden

Historisch wird der Begriff der ,, Monte-Carlo-Methode® 1947 geprigt [38]' und zum ersten
Mal zwei Jahre spéter im Titel einer Verdffentlichung verwendet [39]. Wie der Name anklingen
lésst, konnen die Regeln der Monte-Carlo-Methoden als ein Modell fiir Zufallsbewegungen -
erzeugt mit Hilfe von Zufallszahlen - betrachtet werden. Die einzelnen Berechnungsschritte
hangen von der explizit verwendeten Methode ab. Beinhalten hierbei diese Berechnungs-
schritte Operationen von einfacher, fundamentaler Natur, so sind sie geeignet, von herkémm-
lichen Rechenmaschinen ausgefiihrt zu werden. Deren Stérke liegt ndmlich darin, dass sie
fundamentale Rechenoperationen und logische Operationen schnell und wiederholt ausfithren
konnen. Es ist somit nicht verwunderlich, dass nicht nur mit dem Bau der ersten ,,modernen
Rechenmaschinen“ [39] Monte-Carlo entwickelt wird, sondern dass es gerade die Entwicklun-
gen in der Computer—Technologie unserer Zeit sind, die den Methoden ihren Aufschwung zur
Standard-Methode verleihen.

In diesem Kapitel werden die Methoden der Monte—Carlo—Simulation vorgestellt. In der
einfithrenden Literatur [40, 41, 42] geschieht dies fast durchwegs anhand des Ising—-Modells
als Beispiel. Da in der Folge dieses Modell fiir uns keine weitere Bedeutung besitzt, wihlen
wir von Anfang an einen formalen Weg.

Wir beginnen mit der Methode des Simple-Sampling, die erste wichtige Ideen und grund-
legende Prinzipien offenlegt. Diese Methode kann durch das Importance—Sampling fiir be-
stimmte Problemstellungen verbessert werden, welches zugleich die Basis fiir den Metropolis—
Algorithmus bildet. Die Einfithrung dreier niitzlicher Tricks fiir Monte-Carlo—Simulationen
beendet dieses Kapitel, wobei noch auf die Kapitel des Anhangs verwiesen sei. In Anhang B
wenden wir uns der Erzeugung von Zufallszahlen zu, in Anhang C der Theorie der Markov—
Prozesse und in Anhang D machen wir uns Gedanken zum Thema der Fehlerrechnung und
zu Fluktuationen.

Die Referenzen dieses Kapitels beziehen sich, wo nicht explizit anders angegeben, auf
(38, 40, 41, 42].

3.1 Simple-Sampling

Ein Ziel der Statistischen Physik besteht darin, fiir einen Modell-Hamiltonian H die Mittel-
werte gewiinschter Observablen (z.B. der Energie E des betrachteten Systems) zu berechnen.

Der Artikel, der in erster Linie die grundlegenden Ideen der Methoden qualitativ umreisst, bezieht sich in
seinem physikalischen Kern hauptséichlich auf Simulationsméglichkeiten aus dem Gebiet der Teilchenphysik.
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32 KAPITEL 3. MONTE-CARLO-METHODEN

Zur Bestimmung des Mittelwertes der beliebigen Observablen O(7) dient Formel

)= / dr - O(x) exp [~ fH (x)] . (3.1)

T

mit

Z = /dF -exp [—(H ()] und B = 1
r

wobei k die Boltzmann-Konstante und 7' die Temperatur ist. In Gleichung (3.1) steht 7
fiir einen Punkt im Phasenraum I'" und dI' = Hf\; 1 dm; fiir ein Phasenraum-Volumenelement,
wobei N die Anzahl moglicher Freiheitsgrade des Systems angibt. Schreiben wir Gleichung
(3.1) explizit aus, so folgt

1

(0) = E/dWN---/dm-O(m,... ,mn)exp [—BH(m1,... ,7N)] , (3.2)

T

mit der Zustandssumme

Z:/dwN~~~/dﬂ'1-exp[—ﬂH(m,... ,TN)] -

T

Die Anzahl moglicher Freiheitsgrade N liegt bei realen Systemen in der Regel bei Grossen-
ordnungen von mehreren Zehnerpotenzen,? wodurch es unmdoglich wird, die enorme Anzahl
der entstehenden Integrale in Gleichung (3.2) exakt zu losen. Es muss auf eine Ndherung
zuriickgegriffen werden.

Die Idee der Monte-Carlo-Methoden ist es, Gleichung (3.1) durch den Ausdruck

S Omexp [-BH(m)
(0)~ 0 == (3.3)
S exp [ ()]

zu néhern, wobei die Menge {71,... ,mas} eine charakteristische Stichprobe aller Zustéinde
des Phasenraumes I' ist. Es sei betont, dass diese charakteristische Stichprobe aus Phasen-
raumelementen bestehen soll, die zufillig ausgew&dhlt werden. Der entscheidende Vorteil der
Monte-Carlo—Vorgehensweise im Vergleich zum exakten Ausintegrieren von (3.2) ist, dass die
Anzahl M der Elemente der Stichprobe klein ist verglichen mit der Anzahl aller méglichen
Konfigurationen. Dadurch wird Formel (3.3) handhabbar. Im Grenzfall M — oo geht die
Niherung (3.3) in (3.1) iiber, genau wie in der numerischen, eindimensionalen Integration.?

Wir sind nun in der Lage, den Algorithmus des Simple-Sampling, einer Variante der
Monte-Carlo-Methoden zu formulieren. Er lautet [38]

2Betrachten wir 1mol eines idealen Gases, so betriigt die Anzahl Teilchen Na ~ 6 - 10?3, Besitzt jedes
Teilchen die drei Freiheitsgrade des Ortes und die drei Freiheitsgrade des Impulses, so hat das ganze System
N =6-Na =~ 3.6-10** Freiheitsgrade.

3Fiir den Fall eindimensionaler Integrale ist die Monte-Carlo-Technik schwiicher als direkte numerische
Verfahren (z.B. Simpson’s Regel). Fiir die multidimensionalen Integrale der statistischen Mechanik jedoch ist
Monte—Carlo die einzig verniinftige Methode [38].
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Algorithmus 1 (Simple—Sampling)
I. Initialisiere die Zdhlersumme s1 := 0 und die Nennersumme sy := 0.

II. WIEDERHOLE folgende Schritte M Mal:

1. Wéihle zufillig einen Punkt m; des Konfigurationsraumes.

2. Berechne den Wert fiir den Hamiltonian H(m;) und den Wert fiir die Observable
O(m) fiir die gewéhlte Konfiguration.

3. Berechne den Boltzmanngewichtsfaktor

Wp = exp [— H;;l)}

fiir eine gewiinschte Temperatur T
4. Addiere das Produkt O(m;) - Wp zur Zihlersumme s;.

5. Addiere Wy zur Nennersumme Ss.

IT1. Berechne

S1

O, : =
mittel 5o

Der Wert O, itte] Ist der gesuchte Mittelwert.

Fiihren wir uns die Vorteile des Simple-Sampling Algorithmus vor Augen [40]. Ein er-
ster Vorteil besteht darin, dass die einzelnen Konfigurationen zufillig gewdhlt werden, also
statistisch unkorreliert sind. Dadurch kann auf alle Daten des gesamten Simulationslaufs
die Standard—Fehler—Analyse angewendet werden (Vgl. Anhang D). Alle Daten sind gleich
wertvoll, da sie statistisch unabhéngig sind. Weiter ist es von Vorteil, dass in einem einzigen
Simulationslauf Informationen iiber einen weiten Bereich von Temperaturen gewonnen werden
konnen. So muss die gewiinschte Temperatur T', bei der der Lauf stattfinden soll, nicht am
Laufanfang eindeutig festgelegt werden, sondern es kénnen wéahrend des Laufs fiir die zufallige
Konfiguration m; die Boltzmanngewichte zu n verschiedenen Temperaturen 11, ... ,T;, errech-
net werden, um daraus die einzelnen 5(T]) mit j = 1,... ,n zu bestimmen.

Um anhand eines Beispiels ein wichtiges Manko des Simple Sampling Algorithmus er-
kennen zu konnen [40], wollen wir uns erst klar dariiber werden, fiir welche Variablen die
Grossen H, O und 7w im von uns simulierten Modell stehen. In unserem Fall besteht der
Modell-Hamiltonian H aus der freien Energie der Kriimmung (2.20)*

1
H(r) =G = / {§n0J2 +11(VJ)? + ko K2 + n4K4} VYA Apre - (3.4)

Areal

Die Observable O ist in erster Linie die Energie E, aber auch die Membranfliche A, und die
maximale Auslenkungsamplitude a,,q, (das ist die z-Komponente des Abstands zwischen der

4 Ausdruck (2.20) ist eine freie Energie pro Flicheneinheit. Die freie Energie einer Fliche A lisst sich mittels
Integration bestimmen. Es gilt

G = /gﬁdAprOj .
A
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Stiitzstelle mit dem hochsten und der Stiitzstelle mit dem niedrigsten z—Wert.) kommen
in Betracht. Die Zustdnde der Membran sind durch ihre Form gegeben, die in Monge—
Darstellung durch die Hohenverteilung z(u,v) beschrieben wird. Die Variable 7 kann somit
mit der Hohenverteilung z(u,v) identifiziert werden. Mogliche Hohenverteilungen bestehen
aus einer Grundstruktur - der flachen Membran oder der Membran mit Sattelstruktur - auf
der Undulationsmoden ¢ superponiert werden, die einen mittleren Energiebeitrag von (E,) =
kT /2 pro Mode liefern.

Aufgrund des Hamiltonians (3.4) erwarten wir (Vgl. Kapitel 5), dass das Energieminimum
durch eine sattelférmige Struktur beschrieben wird, deren Einheitszelle in Abhéngigkeit der
gewahlten Parameter kg, k1, ko und k4 sinnvollerweise bei einer Kantenldnge L > 6.0nm liegt
und deren Uberschussfliche, d.h. das Verhéltnis von realer Fliche A eq] 2ur projizierten Basis-
fliche Apro j durch A, /Aproj > 1.20 gegeben ist. Der Begriff der Einheitszelle bedeutet, ein
Hoch und ein Tief in einer derartigen Anordnung in dieser Simulationszelle zu erwarten, dass
daraus folgend zwei Séttel vorzufinden sind je einer in - und v—Richtung. Zur Simulation
der Einheitszelle einer solchen Struktur verwenden wir in der Regel 8 x 8 = 64 Stiitzstel-
len. Dies setzt eine Grundstruktur voraus, die sich deutlich von einer fluktuierenden, flachen
Grundstruktur unterscheidet, bei der maximale Uberschussfliichen durch Aseal /Aproj < 1.05
beschrankt sein sollen.

Wir kennen das Aussehen der Sattelstruktur von vornherein nicht. Ein Ziel dieser Arbeit
ist es, ihre Form zu bestimmen. Wir kénnen deshalb nicht von der Sattelstruktur als Grund-
struktur ausgehen. Mit Hilfe von Zufallszahlen aber direkt in die sattelformige Uberstruktur
als Zufallskonfiguration mit negativer Energie Fq,tto] < 0 zu kommen, ist sehr unwahrschein-
lich. Zusténde, die mit Hilfe von Zufallszahlen direkt erreicht werden kénnen, sind bestenfalls
mit den zu erwartenden Undulationen der flachen Membran vergleichbar, sofern sie maximale
Auslenkungen von a4, &~ Inm nicht iiberschreiten. Die Energiewerte dieser flachen Mem-
bran liegen grosstenteils um einen Mittelwert <,,Eﬂach> > 0 herum und nicht um den gesuchten
Mittelwert der Sattelstruktur (Fq,ite]) < 0. Uberschneiden sich die Energieverteilungen der
flachen p(Eq,q,) und der sattelférmigen Struktur p(Eg,tte1) nicht wesentlich - und das ist zu
erwarten - so miissen sehr viele Simulationslaufe gemacht werden (M — oo), damit Ndherung
(3.3) geniigt, es ist sogar der Fall wahrscheinlich, dass kein zufillig erzeugter Zustand einen
fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(FEg,t0]) sinnvollen Wert hat.

Wie suchen eine Technik, die Konfigurationen m; nicht vollsténdig zuféllig erzeugt son-
dern vorzugsweise in dem Phasenraumbereich, der bei der Temperatur 1" wichtig ist. Die
Zufallskonfigurationen sollen deshalb aus einer nichtuniformen Verteilung gew&hlt werden.
Dies fiihrt uns zur Methode des Importance-Sampling.

3.2 Importance—Sampling

In diesem Abschnitt wird erst das allgemeine Prinzip des Importance-Sampling formal er-
klart. Dazu sind die Begriffe rund um Markov—Prozesse von Bedeutung, die im Anhang C
ausfithrlicher beschrieben werden. Da in dieser Arbeit der Metropolis—Algorithmus verwen-
det wird, wollen wir uns nach der allgemeinen Einfiihrung auf diesen konzentrieren und ihn
ausfiihrlich besprechen.
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3.2.1 Allgemeines Prinzip

Das Problem, das von Importance-Sampling gelost werden muss, besteht darin, eine Folge
von Zufallszahlen zu erzeugen, die in Phasenraumbereichen liegt, fiir die O(m;) die wahr-
scheinlichsten Beitrige liefert, die somit die wichtigsten Bereiche der Observablen darstellen.
Wenn ein Zustand mit der ihm eigenen, physikalischen Wahrscheinlichkeit p(m;) in der Folge
der Zufallszahlen auftritt, so kann N&herung (3.3) ersetzt werden durch

> Om) exp [~ BH(m)] /p(m)

0= = , (3.5)
l; exp [~BH (m)]/p(m)

wobei die Verteilung p(m;) die normierte Gleichgewichtsverteilung

M
pm) = peq(m) = S exp[-0H(m)] ,  mit Z=Y exp[-BH(m)]  (36)
=1

ist. Damit folgt anstelle von (3.5) das arithmetische Mittel

_ 1 M
O=; > o(m) . (3.7)
=1

Bei der Methode des Simple-Sampling geht jeder Zustand, mit dem Gewicht der Wahrschein-
lichkeit seines Auftretens multipliziert, in die Berechnung des Mittelwertes (3.3) ein. Im
Gegensatz dazu soll beim Importance-Sampling jeder Zustand iiberhaupt nur mit der pas-
senden Wahrscheinlichkeit auftreten kénnen. In diesem Fall kann die Mittelwertberechnung
problemlos durch die Bildung des arithmetischen Mittels ersetzt werden.

Die Idee von Metropolis ist, die gesuchte Verteilung der Zufallszahlen mit Hilfe einer
Markov—Kette zu konstruieren, die zusétzlich die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts
erfiillt [43]. (Fiir eine genaue Definition und zur Erlduterung dieser Begriffe sei auf den An-
hang C verwiesen.) Eine Markov—Kette ist eine Folge von Zustidnden eines stochastischen
Prozesses, bei der der Zustand 7; aus seinem Vorginger m;_; mit der Ubergangswahrschein-
lichkeit W (m;|m;—1) hervorgeht. Dabei besitzt sie die Eigenschaft, dass die Wahrscheinlichkeit
p(m) fiir grosse Zeiten (t — oo) gegen einen stationédren Wert strebt, der gerade den Gleich-
gewichtswert des Prozesses darstellt

ps(m) = peq(m) .

Um den stationdren Zustand auf einfache Art und Weise zu finden, verlangt Metropolis von
den Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markov—Kette die starke Bedingung des detaillierten
Gleichgewichts (Vgl. Anhang C)

W (mi|mj)peq(mj, t) = W (mj|mi)peq (i, t) - (3.8)

Diese Bedingung ist ein Trick, um leicht in die Gleichgewichtsverteilung zu gelangen.
Betrachten wir zur Verdeutlichung seiner Bedeutung die Zusténde A, B und C. Detailliertes
Gleichgewicht fordert, dass im Gleichgewicht Ubergéinge A — B mit der gleichen Héufigkeit
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—

Abbildung 3.1: Detailliertes Gleichgewicht bedeutet: Ein Algorithmus darf nicht so gebaut
sein, dass ein Kreislauf entsteht, wo ein Zustand A oft nach B, dieser oft nach C und die-
ser dann meist nach A tbergeht (rechte Seite), ohne dass die umgekehrten Reaktionen im
Gleichgewicht ebensooft auftreten (linke Seite).

auftreten, wie Ubergiinge in die umgekehrte Richtung B — A. Gleiches gilt fiir die Ubergiinge
zwischen A und C und zwischen B und C. Es diirfen also keine Ubergénge in einer Richtung
(z.B. A — B) vor ihren Umkehrungen bevorzugt werden, wodurch Kreisldufe vermieden
werden sollen (Abb. 3.1).

Es gibt verschiedene Methoden, die Bedingungen fiir Importance-Sampling, wie sie von
Metropolis formuliert werden, zu erfiillen. Es gilt lediglich zu beachten, dass die Ubergangs-
raten Bedingung (3.8) erfiillen

W(milm;)  peq(mist)

= = —(BAFE
W(mjlmi)  peq(mj,t) exp[-AAE]

wobei wir (3.6) verwenden und
AE = H(?TZ) - H(T('j)

einfithren.
Eine hiufig verwendete Methode, die von Metropolis selbst vorgeschlagen wird [43], und
die gleichzeitig die wohl wichtigste Methode darstellt, legt die Ubergangsmatrix zu

aexp [-SAE] , falls AE >0
W (mi|m;) = (3.9)
«a , falls AE <0

fest, wobei « fiir den Augenblick eine beliebige Proportionalititskonstante sein soll, auf die wir
weiter unten genauer eingehen (Vgl. Unterabschnitt 3.2.2). Festlegung (3.9) wird Metropolis—
Sampling genannt. Eine andere hiufig verwendete Methode ist das Barker—Sampling [44]°

exp [~ BAE]
(1 +exp[-BAE]) °

W (milr;) = a

5In [45] werden sowohl Metropolis- als auch Barker-Sampling als Grenzfille einer allgemeineren Ubergangs-
wahrscheinlichkeitsmatrix identifiziert.



3.2. IMPORTANCE-SAMPLING 37

Beide Methoden sowohl Metropolis- als auch Barker—Sampling haben wir im Rahmen
dieser Arbeit implementiert und getestet. Wie zu erwarten, sind aber keine qualitativen
Unterschiede zwischen den Resultaten beider Methoden feststellbar. Die von uns in dieser
Arbeit hauptséchlich verwendete Methode ist die des Metropolis—Sampling. Als Néchstes
wollen wir deshalb genauer auf diese und ihren Algorithmus eingehen.

3.2.2 Der Metropolis—Algorithmus

Beziehung (3.9) legt die Ubergangsmatrix fiir den Fall des Metropolis-Sampling fest. Mit
dieser Festlegung lésst sich der Metropolis—Algorithmus leicht explizit angeben [43]. Stérend
konnte dabei der Faktor « in (3.9) wirken, tiber den wir noch etwas sagen wollen. Wir
wissen, dass das Matrixelement W (m;|7;) die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit
(Vgl. Anhang C) und somit von der Dimension 1/Zeit ist. Da die Exponentialfunktion
dimensionslos ist, muss die Dimension im Faktor a ausgedriickt werden. Wir nennen den
Faktor

1
™C =

die Monte—Carlo—FEinheitszeit; die Zeit, die fiir einen Monte—Carlo—Schritt benétigt wird.
Einen Monte—Carlo—Schritt pro Gitterplatz definieren wir als einen Versuch, die Konfigura-
tion an einem Gitterpunkt zu verdndern, also das Erzeugen eines Zufallspunktes des Konfi-
gurationsraumes. Die Zeit fiir einen Monte—Carlo—Schritt pro Gitterplatz legen wir fest zu
m™vic/N =1, wobei N fiir die Anzahl Gitterplétze steht. Jetzt folgt der Wert fiir den Faktor
o zZu

o=
Das Bild, das hinter diesen Uberlegungen steht, wird mit Hilfe der in Anhang C eingefiihr-
ten Mastergleichung (C.3) klarer. Diese folgt aus den Eigenschaften der Markov—Ketten und
liefert eine dynamische Interpretation der Monte-Carlo-Simulation. Ubergéinge zwischen ver-
schiedenen Zusténden, wie sie durch die Mastergleichung beschrieben werden, geschehen in
Einheiten von Monte-Carlo—Zeiteinheiten. Es sei darauf hingewiesen, dass die Monte-Carlo—
Zeiteinheit, wie sie durch die Mastergleichung festgelegt wird, nicht mit einer physikalischen
Zeit, verwechselt werden darf. Monte—Carlo—Simulationen machen keine Aussagen iiber die
physikalische Dynamik eines Systems. Es konnen somit keinerlei Aussagen iiber echte, phy-
sikalische Zeitverldufe getroffen werden.®
Wir sind jetzt in der Lage, den Metropolis—Algorithmus formulieren zu kénnen.

Algorithmus 2 (Metropolis—Algorithmus)
I. Initialisiere arithmetisches Mittel s := 0, wihle Lauftemperatur T .

II. Wiéhle zuféllig einen Punkt 744,01 des Konfigurationsraumes.
III. WIEDERHOLE folgende Schritte M Mal:

1. Wihle Gitterpunkt.

5Um Zeitaussagen machen zu koénnen, muss auf Molekulardynamik-Simulationen zuriickgegriffen werden.
Dort wird die Zeitentwicklung physikalischer Systeme durch deterministische Gleichungen fiir die Variablen
beschrieben.
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2. Wihle zuféllig einen Punkt 7, ¢, des Konfigurationsraumes.

3. Berechne die Energie

AE = H(mytuer) — H(Tputanl) »

die zur Verédnderung des alten Zustands 7,411 NOtig ist.

4. FALLS AFE < 0: akzeptiere neue Konfiguration

Taktuell = Tzufall -

SONST:
i. Wahle Zufallszahl Z g1 € [0;1).
ii. FALLS Z,, 11 < exp [~BAE]: akzeptiere neue Konfiguration

Taktuell = Tzufall -

5. Berechne den Wert fiir die Observable O(T 1.t yell)-
6. Addiere O(T 4t ye]1) Zur Summe s.

1V. Berechne

S

Omittel = 37 -

Der Wert O ] ist der gesuchte Mittelwert.

mitte

Zum Flussdiagramm (Abb. 3.2) des Metropolis-Algorithmus, wie er im Rahmen dieser
Arbeit zur Anwendung kommt, wollen wir ein paar erlauternde Bemerkungen machen.

Nach anféinglichen Initialisierungsschritten, in denen auch die Ausgangsform der Mem-
branfliche festgelegt wird,” fallen im Flussdiagramm (Abb. 3.2) zwei Schleifen auf. Die
dussere Schleife wird durch die Anzahl der gewiinschten Sweeps festgelegt. Ein Sweep be-
steht aus einer Anzahl Formanderungsvorschlige, die der Anzahl der Stiitzstellen entspricht
und représentiert somit die Monte-Carlo-Einheitszeit myjc. Was die tatséchliche Anzahl der
Sweeps betrifft, so sind dazu noch einige Uberlegungen notwendig, fiir die wir auf Anhang D,
auf den Abschnitt iiber die Autokorrelationszeit verweisen.

Ein Sweep besteht aus der einmaligen Ausfithrung der inneren Schleife. Die innere Schleife
wird - wie soeben erwihnt - so oft ausgefiihrt, wie die Anzahl der Stiitzstellen der simulier-
ten Flidche betrigt. Um eine bestimmte Stiitzstelle auszuwéhlen, gibt es zwei Moglichkeiten.
Einerseits kénnen die Stiitzstellen sequentiell, in regelméssiger Reihenfolge abgefahren, alter-
nativ dazu konnen sie zufillig ausgewahlt werden. Die erste Methode erspart einen Zufalls-
generatorzugriff und ist somit schneller als die zweite. Beide Arten der Stiitzstellenwahl sind
im Programm zu dieser Arbeit implementiert. Wie zu erwarten [38, 40] spielt aber bei ent-
sprechenden Testldufen die Art der Wahl keine Rolle fiir die Gleichgewichtseigenschaften der
Simulation. Daher wird in den meisten Fillen die sequentielle, schnellere Art zur konkreten
Berechnung wéhrend der Simulation gew&hlt.

Ist der zu éndernde Gitterpunkt festgelegt, so wird eine zufillige Anderung Az bestimmt.
Die Uberlegungen, die zur Bestimmung einer optimalen Anderung fiihren, sind in Unterab-
schnitt 3.3.2 ausfithrlich beschrieben und sollen hier nicht vorweggenommen werden. Nach

"Die meistverwendete Ausgangsform ist die flache Membran mit z = 0 bei jeder Stiitzstelle. Auf die Art
der Ausgangsform wird in dieser Arbeit bei jeder Problemstellung explizit verwiesen.
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START

Y

Initialisiere s := 0, T'

Initialisiere z

=/For sweeg;':: 1to M /

=/ For i := 1 to #Stiitzstellen /

A

Wiéhle Gitterpunkt (u,v)

Y

Wihle Az, pan(u, v)

Y

AE = H(z) — H(z 4+ Az pan(u,v))

ja nein
fAE <O

Y

A

Wahle

Zzufall

Y \

y

2=z 4+ Azpypan(u,v) ja

If Zzufall < exp(—ﬁAE)

Y

2=z 4+ Azpypan(u,v)

39

nein

Y

s:=s+0(2)

Y

Omittel = S/]\/[

Y

ENDE

Abbildung 3.2: Flussdiagramm zum Metropolis—Algorithmus.
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der Bestimmung der z-Wert-Anderung einer Stiitzstelle besteht der nichste Schritt darin,
mit Hilfe des Hamiltonian (3.4) die Energie AE zu berechnen, die zur Verdnderung der Mem-
branform von der alten in die neue, zuféllige Konfiguration benétigt wird.

Der néchstfolgende Block im Flussdiagramm (Abb. 3.2) kann mit Hilfe der Markov—
Funktion

W = min (1, exp [-FAE])

zusammengefasst werden. Die zufillig erzeugte Membranform wird mit der Wahrscheinlich-
keit W der Markov—Funktion als neue Ausgangsmembranform akzeptiert. Forménderungen,
die zu Energieabsenkungen (AE < 0) fithren, werden immer ausgefiihrt, wiahrend Anderun-
gen, die zu einem Energieanstieg (AE > 0) fithren mit einer Wahrscheinlichkeit proportional
dem Boltzmanngewichtsfaktor ausgefithrt werden kénnen. Der Vorteil dieser Vorgehensweise
besteht darin, dass Membranformen, die ein lokales Energieminimum darstellen, verlassen
werden kénnen zugunsten der Membranformen des gesuchten globalen Minimums. Die neu
erzeugte Membranform (auch bei verworfener Stiitzstellendnderung Az) ist Ausgangsform fiir
die weiteren Berechnungen, die innerhalb der Schleifen wieder von vorne beginnen.

Das Ende der inneren Schleife legt den Zeitpunkt fest, zu dem der Wert der gewiinschten
Observablen O berechnet und abgespeichert wird. Da dieser Schritt viele Operationsschrit-
te beinhaltet und aufeinanderfolgende Konfigurationen eine starke Korrelation untereinander
aufweisen konnen, ist es erlaubt, ihn nur nach grosseren, festen Zeitintervallen durchzufiihren.
Seine Durchfiihrung soll auf jeden Fall und unabhéngig von der spezifischen Anzahl der inner-
halb der festgelegten Sweepzahl gemachten Anderungen der Stiitzstellenwerte vorgenommen
werden [40]. Die Abstéinde S > 1 (als Zeitintervall interpretiert: 7¢ =S - m\jc) zwischen der
Abspeicherung zweier Werte einer Observablen werden bei Laufbeginn festgelegt.

3.3 Einige iibliche Tricks

Drei iibliche Simulationshilfen sollen in diesem Abschnitt dargestellt werden: Periodische
Randbedingungen, dynamisch optimiertes Monte—Carlo und Simulated Annealing.

3.3.1 Periodische Randbedingungen

Bei Computersimulationen ist es in den meisten Féllen nur moéglich, Objekte zu untersuchen,
die aus sehr wenigen Teilchen - in unserem Fall Stiitzstellen - bestehen. Aber auch jeder
reale, physikalische Korper hat eine endliche Ausdehnung und somit einen Rand. Daraus
folgen meist schwer beschreibbare Randeffekte, die das physikalische Verhalten des Korpers
zwar beeinflussen, die aber oft vernachlédssigbar sind. Die iiblicherweise benutzte Methode,
vom Rand verursachte Stérungen zu vermindern, ist die Verwendung periodischer Randbe-
dingungen [38, 40].

Periodische Randbedingungen werden zum ersten Mal 1912 von den Physikern Born und
von Karman vorgeschlagen. Fiir unseren Fall eines quadratischen Flidchenstiicks mit der
Kantenlénge L tun wir dabei so, als ob an jede Seite des originalen Flichenstiickes seine
identische Kopie durch eine reine Translationsbewegung um ein Vielfaches der Kantenlénge
in dieser Richtung angehingt wird. Fiir eine durch die u- und v-Position vorgegebene Hohen-
verteilung z(u, v) gilt somit allgemein

z(u,v) = z(u +n1L,v + noL) , ni,ns € 7Z .
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Abbildung 3.3: Realisierung periodischer Randbedingungen eines quadratischen Flichen-
stiicks mit der Kantenlinge L und der Stitzstellenzahl N = 4 x 4. Im linken Bildteil wird fiir
alle vier Richtungen der Ebene einzeln die Aquivalenz der Randzellen mit der Randzelle der
periodisch fortgesetzten Basisfliche durch einen Pfeil dargestellt. Durch den rechten Bildteil
wird deutlich, dass durch die wiederholte periodische Fortsetzung des Originals (Quadrat mit
durchgezogenen Linien im Zentrum) eine unendlich ausgedehnte Fliche vollstindig abgedeckt
werden kann. Die Punkte in den einzelnen Zellen stellen die Lage der Stiitzstellen dar.

Bei Simulationsbeginn wird nicht nur die Kantenléinge L, sondern auch die Anzahl N der
Stiitzstellen festgelegt, durch die das Quadrat beschrieben werden soll. Dabei ist es wichtig,
dass jede Stiitzstelle in jeder Richtung der Basisvektoren u und v einen eindeutigen Nachbarn
besitzt. Eine allgemeine Formel zur Bestimmung der néchsten Nachbarn in u—Richtung fiir
einen beliebigen Punkt (u,v) kann mit Hilfe des Modulo-Operators berechnet werden zu

z(u,v) — z((u £+ 14+ Ngp)mod Ny, v) , wobei  Ni) = VN ;

fiir die v—Richtung analog. Betrachten wir als Beispiel die zwei néchsten Nachbarn in u—
Richtung des Randpunktes (1, v), fiir ein beliebiges v. Sein Nachbar in positiver u—Richtung
ist der Punkt (2,v) und sein Nachbar in negativer u—Richtung der Punkt (N, v). Fiir den
Punkt (V,v) lassen sich die Nachbarn (1,v) bzw. (N — 1,v) in positiver bzw. negativer
u—Richtung bestimmen (Abb. 3.3).

Die Methode des periodischen Fortsetzens der originalen Basiszelle entspricht einem Ver-
binden ihrer zwei gegeniiberliegenden Kanten miteinander. Dadurch lasst sich die Topologie
der Simulationsbasiszelle durch die Form eines Torus im dreidimensionalen Raum visualisie-
ren.

FEine interessante und wichtige Frage ist, ob durch das Verwenden von periodischen Rand-
bedingungen die physikalischen Eigenschaften eines Systems entscheidend veréndert werden.
Es ist klar, dass periodische Randbedingungen stérende Effekte haben miissen bei Systemen,
wo eine langreichweitige Ordnung (langreichweitig in Bezug auf die Kantenlédnge L) eine Rolle
spielt, beispielsweise langwellige Fluktuationen. So kann die kritische Divergenz der Korrela-
tionslédnge bei Phaseniibergéngen zweiter Ordnung zu Verdnderungen fithren, die unter dem
Begriff der ,Finite Size Effekte* bekannt sind [40].
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Aus der Literatur [38] geht hervor, dass periodische Randbedingungen weit weg von
Phaseniibergangspunkten , erfahrungsgemiss“ kaum einen Einfluss auf die Eigenschaften der
Gleichgewichtsthermodynamik eines Systems besitzen. Diese Frage kann jedoch schlussend-
lich nicht beweiskréftig geklért werden. Durch eine Variation der Kantenlénge der Simulati-
onsfliache ist es aber moglich, ein Gefiihl fiir den Einfluss der periodischen Randbedingungen
auf das System zu bekommen. Weiter ldsst das Bestimmen von Korrelationsléngen eine
quantitative Abschéitzung zu.

3.3.2 Dynamisch optimiertes Monte—Carlo

In dem von uns realisierten Algorithmus der Monte-Carlo-Simulation werden lokale Ande-
rungsvorschlige der Auslenkungsamplitude z(u,v) mit Hilfe der Formel

festgelegt, wobei Z eine bei jedem Versuch neu erzeugte Zufallszahl und Azmax die maxima-
le Schrittgrosse darstellt. Die vorgeschlagenen Anderungsmoglichkeiten der Auslenkungsam-
plitude liegen somit bei jedem Monte—Carlo—Schritt im Intervall [—-Azmax; Azmax), wobei
die tatséchliche Grosse des Parameters Azmax frei gewidhlt werden kann. Wird die maxi-
male Schrittgrosse Azmax zu klein vorgegeben, wird ein hoher Anteil der vorgeschlagenen
Bewegungen angenommen, aber aufeinanderfolgende Zusténde der Membran sind stark mit-
einander korreliert. Wird der Parameter als zu gross angenommen, werden beinahe alle
Bewegungsvorschlidge verworfen, es finden also kaum Membranbewegungen statt. Auch dies
hat hohe Korrelationen aufeinanderfolgender Membranzustéinde zur Folge.

Eine géngige Methode zur Festlegung der maximalen Schrittgrosse Azmax ist das dy-
namisch optimierte Monte—Carlo. Dabei wird wéihrend der Simulation die Akzeptanzrate,
das ist das Verhéltnis der Anzahl akzeptierter zur Gesamtzahl der gemachten Vorschlige,
gemessen. Die maximale Schrittgrosse wird danach in Abhéngigkeit einer gewiinschten Ak-
zeptanzrate angepasst. In den meisten Fillen wird eine Rate von 50% als sinnvoll erachtet,
es ist aber von vornherein nicht klar, dass eine solche Grossenordnung optimale Ergebnisse
liefert und so ist durchaus eine andere Akzeptanzrate denkbar [38].

Als Startwert legen wir in unserer Realisierung eines dynamisch optimierten Monte—Carlo—
Laufs Azmax = 1nm fest. Das Anpassen von Azmax bedeutet danach, dass das Programm
nach jedem Sweep die Akzeptanzrate bestimmt. Unterschreitet das Verhéltnis von akzeptier-
ten zu allen Versuchen eine Schwelle von 30%, so ist Azmax zu klein und wird mit dem Faktor
10 multipliziert. Uberschreitet dieses Verhiltnis eine Schwelle von 60%, so wird Azmax als
zu gross angenommen und wird durch den Faktor 10 dividiert. Im Rest der Fille bleibt die
maximale Schrittgrésse unveréndert.

3.3.3 Simulated Annealing

Die Idee zur Methode des Simulated Annealing® hat ihren Ursprung in der Thermodynamik
[46]. Dort ldsst sich beobachten, dass Fliissigkeiten, die langsam abgekiihlt werden, beim
Ubergang in einen Festkdrper eine kristalline Struktur annehmen kénnen, fiir die die Energie
des Systems sich in einem globalen Minimum befindet. Wird die Fliissigkeit schnell abgekiihlt
- zum Beispiel durch Quenchen (Vgl. Kapitel 1) - so findet sie das globale Energieminimum

8Das englische Verb ,to anneal® wird mit ,,ausglithen“ oder ,tempern“ iibersetzt.
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wihrend des Abkiihlvorgangs nicht und endet in einem amorphen oder polykristallinen Zu-
stand. Das liegt daran, dass das gesuchte Minimum versteckt liegt zwischen vielen kleineren
lokalen Minima. Schnelles Kiihlen kann also zu einem lokalen und muss nicht zum globa-
len Minimum fithren, wéhrend beim langsamen Kiihlen dem System Zeit gegeben wird, die
Atome derart anzuordnen, dass das globale Minimum erreicht werden kann.

Auf dieser Beobachtung aufbauend besteht der Prozess des Simulated Annealing darin,
dass das System, in unserem Fall die Membran, erst in einen Zustand hoher Temperatur T ver-
setzt wird. Die Temperatur spielt dabei die Rolle eines Kontrollparameters, der anschliessend
langsam und stufenweise erniedrigt wird, bis die Membran einfriert und keine Anderungen
mehr auftreten. Es gilt dabei zu beachten, bei jeder Temperaturstufe die Simulation so lan-
ge laufen zu lassen, dass das System die Moglichkeit hat, einen Gleichgewichtszustand zu
erreichen [46].

Fiir die Art der Temperaturerniedrigung gibt es kein allgemeingiiltiges Rezept. In unserem
Fall werden die Temperaturstufen 7, von einer Starttemperatur 75 ausgehend mit Hilfe der
Formel

T, =¢€T,, v>0

bestimmt, wobei fiir den Parameter € die Beziehung 1 > ¢ > 0.75 sinnvoll ist. Bei jeder Tem-
peraturstufe wird dabei die volle, bei Simulationsbeginn festgelegte Sweepzahl abgearbeitet,
bevor die Zdhlvariable v um 1 erhoht wird. Wird eine bei Simulationsbeginn festgelegte
Temperaturgrenze Ty unterschritten, so wird die Simulation beendet.

Simulated Annealing wird in unseren Simulationen nur zur Bestimmung der Einheitszel-
lengrosse der Sattelstruktur verwendet. Dort ist es wichtig, dass eine Struktur entsteht, die
bestmdoglich gegléttet ist, deren Form also durch moglichst wenige Undulationen gestort ist.
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