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Zusammenfassung

Wir untersuchen zuerst die Evolution der Mannigfaltigkeit M = R x N mit
warped product Metrik h = f2dz? + g2gn unter Ricci Fluss, wobei (N, gy) ei-
ne flache, vollstdndige, zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-
mension n > 2 ist und fo,go : R — R C* und positiv sind (dz? bezeichnet die
Standardmetrik auf R) und so gew#hlt werden, dass (M, h) vollstdndig ist und
beschréankte Kriimmung hat. Wir zeigen das Erhaltenbleiben der warped product
Struktur, Langzeitexistenz und dass die Losung vom Typ IIT ist.

Falls gg beschrinkt ist und die Metrik so reskaliert wird, dass eine feste Faser
{y} x N fiir alle Zeiten isometrisch zu (N, gy) ist, zeigen wir die Konvergenz der
Menge aller Punkte, deren Abstand zu {y} x N < r ist, gegen einen flachen Zylin-
der [—r,r] x N, fiir jedes feste r > 0. AuBlerdem zeigen wir, dass, falls zusétzlich
wgrfoo go(z) = 0 gilt, (M, h(0)) endliches Volumen hat und (V, gy) homogen ist,

die Losung kollabiert, d. h. dass der Injektivitdtsradius gleichméfig gegen 0 kon-
vergiert, wihrend die Kriimmungen beschriankt bleiben. Dieses Resultat gilt auch
fiir den normalisierten (=volumenerhaltenden) Ricci Fluss.

Als Nachstes betrachten wir den Ricci Fluss auf allgemeinen vollsténdigen
nichtkompakten Mannigfaltigkeiten. Unter geeigneten Kriimmungsannahmen zei-
gen wir obere Gaufische Abschiitzungen fiir die geometrischen GréBen | Rm |2,
|VRm |? und |T|? (T bezeichnet den spurlosen Ricci Tensor), falls diese zum An-
fangszeitpunkt ¢ = 0 kompakten Trager haben.

Die Anwendung der Gaufischen Abschitzungen auf die warped product Man-
nigfaltigkeit R x N liefert, falls die Enden zum Zeitpunkt ¢ = 0 hyperbolisch (alle
Schnittkriimmungen = k£ < 0) sind und N kompakt ist, dass die Enden zu je-
dem festen positiven Zeitpunkt ¢ > 0 asymptotisch konstante Kriimmung oI
haben, und eine quantitative Abschéitzung, wie stark die Kriimmungen von diesekr

Konstante abweichen. Ferner ist —M% genau die Rate, mit der die Kriimmungen
%

auf dem hyperbolischen Raum H"*! unter Ricci Fluss abfallen.

SchlieBlich zeigen wir, unter Verwendung des Verhaltens der Nullstellen von
Losungen linearer parabolischer partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung
auf R und unter geeigneten Zusatzannahmen, dass die Enden der warped product
Mannigfaltigkeit R x N zu jedem positiven Zeitpunkt ¢ > 0 negative Kriimmung
haben, falls sie fiir ¢ = 0 hyperbolisch sind.



Abstract

We first examine the evolution of the manifold M = R x N with warped product
metric h = f2dz? + g3gy under Ricci flow, where (N, gy) is a flat, complete,
connected Riemannian manifold of dimension n > 2 and fp,g0 : R — R are
C*> and positive (dr? denotes the standard metric on R) and are chosen such
that (M, h) is complete and has bounded curvature. We show preservation of the
warped product structure, longtime existence and that the solution is of type III.

If go is bounded and the metrics are rescaled in such a way that a fixed fiber
{y} x N is isometric to (N, gn) for all times, we show convergence of the set of all
points, whose distance to {y} x N is < r, to a flat cylinder [—r, 7] x N, for each fixed
r > 0. Furthermore, we show, if additionally zgrfoo go(z) = 0 holds, if (M, h(0))

has finite volume and if (IV, gy) is homogeneous, that the solution collapses, i.e.
the injectivity radius goes to 0 uniformly while the curvatures stay bounded. This
result also holds for the normalized (= volume preserving) Ricci flow.

Next we consider Ricci flow on general complete, noncompact manifolds. Under
appropriate curvature assumptions we show upper Gaussian estimates for the geo-
metric quantities | Rm |2, [V Rm |? and |T'|? (T denotes the traceless Ricci tensor),
if these have compact support at the initial time ¢t = 0.

Applying the Gaussian estimates to the warped product manifold R x N yields,
if the ends are hyperbolic (all sectional curvatures = k£ < 0) at t = 0 and if N
is compact, that the ends have asymptotically constant curvature — o tl_ T at each
fixed positive time ¢ > 0, and a quantitative estimate that measures, hkow much
the curvatures deviate from this constant. Moreover, is exactly the rate,

_ﬁ
at which the curvatures go to 0 on hyperbolic space H"*! under Ricci flow.

Finally we show, using the behaviour of zeros of solutions of linear parabolic
PDE’s of second order on R and under appropriate additional assumptions, that
the ends of the warped product manifold R x N have negative curvature at each
positive time t > 0, if they are hyperbolic at ¢ = 0.
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Einleitung

Diese Arbeit handelt vom Ricci Fluss, einer Evolutionsgleichung fiir Riemannsche Metri-
ken, die 1982 in [29] von R. Hamilton eingefiihrt wurde. Dort zeigte er, dass eine Metrik
mit positiver Ricci Kriimmung auf einer geschlossenen dreidimensionalen Mannigfaltig-
keit unter dem (normalisierten) Ricci Fluss gegen eine Metrik mit konstanter positiver
Kriimmung konvergiert. 2002-2003 gelang es G. Perelman in [45], [46], [47], mit Hilfe
des Ricci Flusses die Geometrisierungsvermutung von Thurston zu beweisen, und als
Korollar die Poincaré-Vermutung.

Wir untersuchen den Ricci Fluss auf einer speziellen Klasse von warped product Mannig-
faltigkeiten und auf nichtkompakten Mannigfaltigkeiten mit geometrischen (d. h. flachen,
Einstein oder lokal symmetrischen) Enden.

Der Ricci Fluss auf Mannigfaltigkeiten mit Symmetrien dhnlich denen einer warped pro-
duct Mannigfaltigkeit wurde schon vorher untersucht:

M. Carfora, J. Isenberg und M. Jackson sowie R. Hamilton betrachteten in [10] und [30],
Section 11 jeweils den Ricci Fluss auf einer speziellen Klasse von Geometrien auf dem
dreidimensionalen Torus 72, die insbesondere invariant unter einer freien, isometrischen
T? Operation sind, und zeigten Konvergenz gegen eine flache Metrik. Demgegeniiber ana-
lysierten R. Hamilton und J. Isenberg, sowie D. Knopf den Ricci Fluss auf getwisteten
T? Biindeln iiber S* ([32] und [37]). J. Lott und N. Sesum untersuchten den Ricci Fluss
auf geschlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten mit einer lokal isometrischen 7%
Operation und auf warped products mit einer S Faser iiber einer zweidimensionalen ge-
schlossenen Fléche ([43]). Beispielsweise zeigten sie in verschiedenen Fillen Konvergenz
des Ricci Flusses oder dass die Losung vom Typ III (s. u.) ist. !

In [52] betrachtete M. Simon eine bestimmte Klasse von warped product Mannigfaltig-
keiten R x N, wobei N eine geschlossene Einstein Mannigfaltigkeit mit positiver Einstein
Konstante ist, und zeigte, dass unter Ricci Fluss nichttriviale (pinching) Singularitidten
in endlicher Zeit entstehen koénnen, ohne dass gleichzeitig die ganze Mannigfaltigkeit
verschwindet. Dass neckpinch Singularititen auch bei geschlossenen Mannigfaltigkeiten
auftreten konnen, zeigten S. Angenent und D. Knopf in [4], indem sie den Ricci Fluss
auf einer Klasse von warped product Mannigfaltigkeiten R x S™, die rotationssymmetri-
schen Metriken auf der n 4 1-dimensionalen Sphére S”*! entsprechen, untersuchten. Des
Weiteren zeigten sie in [5] prizise Asymptotiken fiir nichtdegenerierte Ricci Fluss neck-
pinches. H.-L. Gu und X.-P. Zhu zeigten das Auftreten eines degenerierten neckpinches
fiir rotationssymmetrische Metriken auf der S™*!, prizise Asymptotiken fiir degenerier-

Wergleiche diesen Abschnitt auch mit der Einleitung aus [43] von J. Lott und N. Sesum.



te Ricci Fluss neckpinches wurden spéater von S. Angenent, D. Knopf und J. Isenberg
bewiesen ([3]).

Wir beginnen mit der Evolution der Mannigfaltigkeit M = R x N mit warped product
Metrik h = fZdxz*+g2gn unter Ricci Fluss, wobei (N, gy ) eine flache, vollstéindige, zusam-
menhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2 ist und fy, 90 : R = R
C° und positiv sind und so gewihlt werden, dass (M, h) vollsténdig ist und beschrénkte
Kriimmung hat.

Der Ricci Fluss hat unter diesen Voraussetzungen genau eine Losung h(t),t € [0,7),
0 < T < o0, auf einem maximalen Zeitintervall in der Klasse der C*° Familien von
vollstéandigen Riemannschen Metriken mit beschrénkter Kriitmmung auf kompakten Zeit-
intervallen und mit ~(0) = h (siehe dazu [16], Theorem D.5). Wir zeigen zuerst, dass die
warped product Struktur erhalten bleibt, d. h. dass f,¢ : R x[0,7) — R C° und positiv
existieren mit h(t) = f2(-,t)dz*+ ¢*(-, t)gn, t € [0,T) (Satz 8.3); siehe auch [30], Section
11, wo R. Hamilton das Erhaltenbleiben der warped product Struktur mit dem Erhalten
von Symmetrien unter Ricci Fluss begriindet. In [52] gibt M. Simon einen alternativen
Beweis, um in seinem Setting das Erhaltenbleiben der warped product Struktur zu zeigen.

Um das zu beweisen zeigen wir, dass eine C*° Riemannsche Metrik auf dem R =
R x R" genau dann eine warped product Metrik der Form f?dz? + g*gr» ist (wobei gr»
die Standardmetrik auf dem R" bezeichnet), wenn sie gewisse Isometrien hat (Satz 6.1).
Da in unserer Klasse von Losungen des Ricci Flusses Isometrien erhalten bleiben, bleibt
im Fall N = R" versehen mit gg» auch die warped product Struktur erhalten. Mit Hilfe
der Abbildung

idxy: RxR" = RXx N, (z,q9) = (z,%(q))

, wobei ¢ : R™ — N die universelle lokal isometrische Uberlagerung von N ist, konnen
wir anschliefend das Ergebnis auf den Fall eines allgemeinen N iibertragen.

In der Klasse der C* Familien von Riemannschen Metriken der Form h(t) = f2(-,t)dz*+
¢*(-,t)gn, t € [0,T) ist die Bedingung an h(t),t € [0,T), Ricci Fluss zu erfiillen,
dquivalent dazu, dass f und g Losungen eines speziellen Systems partieller Differen-
tialgleichungen sind (Satz 8.5); der Beweis des allgemeinen n-dimensionalen Falles ist
hierbei analog zum Fall n = 2, der in [30], Section 11 steht, siche auch [4] fiir den eben-
falls analogen Fall R x S™.

Die warped product Struktur der Metrik h(t), ¢t € [0,T) fest, impliziert die Existenz
von Hauptschnittkrimmungen Ky und Kp (V steht fiir "vertikal”, H fiir "horizontal”):
Ky (Kpg) ist die Schnittkriimmung einer zweidimensionalen Ebene tangential an die
(orthogonal zu der) Faser {z} x N (x € R) (Definition 5.4). Kriimmungsabschétzungen
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folgen aus Abschéitzungen fiir Ky und Ky, da sich die Norm des Riemanntensors | Rm |
durch Ky und Kp kontrollieren lasst: Es gilt

|Rm[* = a(n) K7 + b(n) K (1)

wobei a(n), b(n) nur von n abhéngige Konstanten sind (Satz 5.10). Ferner lassen sich Ky
und Ky durch die Funktionen f und ¢ ausdriicken:

L9

1 9%
?<88

Ky = 2 =_—-—
v i g 0s?

, wobei % = %a%
verwandte geometrische Groflen berechnen (Satz 10.1). Dies ist wiederum analog zu den
Féllen n = 2 in [30], Section 11 und R x S™ in [4]. Eine Anwendung einer Erweiterung
eines Maximumprinzips auf nichtkompakten Mannigfaltigkeiten (Theorem 9.3) liefert

dann die Abschéatzungen

gilt. Wir konnen somit Evolutionsgleichungen fiir Ky, Ky und andere

C Csy
Ky| < Ky| <
Bl < g nl < 73
(Sétze 10.6, 10.8) und wegen (1) somit
C
[Rm| < —
t+a

fir alle ¢ € [0,7T), wobei C1,C5,C5 > 0 und a > 0 nur von h(0) abhéingen (Satz 10.10),
und damit Langzeitexistenz (T' = oo, Korollar 10.5) und dass die Losung des Ricci Flus-
ses vom Typ IIT ist, d. h. dass |Rm| < € fiir ein C' > 0 und fiir alle ¢ € (0, 00) gilt. Aus
didaktischen Griinden beweisen wir die Langzeitexistenz, die leichter zu zeigen ist, vor
den obigen Abschitzungen.

Langzeitexistierende Losungen des normalisierten (d. h. volumenerhaltenden) Ricci Flus-
ses mit gleichméfig beschrankter Kriimmung, sogenannte nicht-singulére Losungen, wur-
den in [31] von R. Hamilton fiir geschlossene dreidimensionale Mannigfaltigkeiten klas-
sifiziert. Der n-dimensionale Fall wurde von F. Fang, Y. Zhang und Z. Zhang in [20]
untersucht fiir geschlossene und in [21] fiir nichtkompakte, vollstindige Mannigfaltigkei-
ten mit endlichem Volumen.

Das Langzeitverhalten von Typ III Losungen des Ricci Flusses wird von J. Lott in [41]
und [42] beschrieben; siche auch die Arbeit von D. Knopf [38]. Auerdem gibt es Re-
sultate, dass bestimmte Losungen vom Typ I1I sind: Beispielsweise zeigte R. H. Bamler
dies unter topologischen Annahmen an eine geschlossene dreidimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeit fiir den Ricci Fluss mit Chirurgie ([8]). C. Hilaire zeigte in [33], dass bei
Losungen auf geschlossenen Mannigfaltigkeiten, die fiir alle positiven Zeiten existieren,
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unter geeigneten Annahmen an die Kriimmungen und den Durchmesser der Ricci Tensor
nach 0 geht und die Losungen im Fall, dass M dreidimensional ist, vom Typ III sind.

Die Kriimmungsabschétzungen verwenden wir, um unter der Voraussetzung

SUp,cr Jo(z) < oo und wenn die Metrik so reskaliert wird, dass eine feste Faser {y} x N
fiir alle Zeiten isometrisch zu (N, gy) ist, die Konvergenz der Menge aller Punkte, deren
Abstand zu {y} x N < r ist, gegen einen flachen Zylinder [—r, ] x N (mit Produktmetrik
dr? + gn) zu zeigen, fiir jedes feste r > 0 (Korollar 10.17).

Auflerdem zeigen wir, falls zusétzlich 111}:1 go(z) = 0 gilt, (M, h(0)) endliches Volumen
T—r00

hat und (N, gy) homogen ist, mittels der Kriimmungsabschiatzungen, dass die Losung
kollabiert, d. h. dass der Injektivitéatsradius gleichméfig gegen 0 konvergiert (wihrend die
Kriimmungen, wie schon gezeigt, beschriankt bleiben) (Satz 10.22). Dieses Resultat gilt
auch fir den normalisierten (=volumenerhaltenden) Ricci Fluss (Satz 10.25). Verglei-
che dazu auch das Ergebnis in [21], wo gezeigt wird, dass vollstandige, nicht-singulére
Losungen des normalisierten Ricci Flusses auf nichtkompakten n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeiten entlang einer Teilfolge kollabieren oder entlang einer Teilfolge gegen eine
vollstéandige Einsteinmetrik mit negativer Einstein Konstante konvergieren.

Als Néchstes betrachten wir n-dimensionale, nichtkompakte Mannigfaltigkeiten mit einer
Familie von Riemannschen Metriken h(t),t € [0, co) und beginnen mit oberen Gaufischen
Abschétzungen fiir den heat kernel der Gleichung

0= A

ot = Bneyt — Qu (2)
(Theorem 12.30), wobei Ay den Laplace Operator bzgl. der Metrik h(t) bezeichnet
und @ : M x [0,00) — R eine Funktion ist (das genaue Setting steht am Anfang von
Kapitel 12, weitere Voraussetzungen stehen in den entsprechenden Sétzen des Kapitels).
Mit , heat kernel* ist die minimale positive Losung der Gleichung (2) gemeint, die mit
einem Diracmaf} 6, im Punkt y € M zum Zeitpunkt ¢ = 0 startet.

AP CEN)
Gauflsche Abschétzungen sind hierbei solche, die einen Faktor der Form e~ ¢®  enthal-

ten, wobei dj() die durch h(t) induzierte Metrik bezeichnet, C'(t) eine von ¢ abhéngige
Konstante ist und z,y € M sind. Die erfolgreiche Suche (s. u.) nach Gaufischen Ab-
schitzungen fiir heat kernel parabolischer Gleichungen (im R", auf Mannigfaltigkeiten
mit fester Metrik oder einer Familie von Metriken) zeigt, dass sich diese in gewisser
Weise dhnlich zum heat kernel der (Standard)Warmeleitungsgleichung u; = Au im R"
verhalten, der explizit durch

1 —le—y|?

H(x,t,y,o):We
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gegeben ist.

Die ersten beidseitigen (d. h. oberen und unteren) Gaufischen Abschitzungen fiir he-
at kernel gleichméfig parabolischer Gleichungen im R" stammen von D. G. Aronson
([6]); auf vollsténdigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit beschrinkter Kriimmung
wurden sie zuerst von S. Y. Cheng, P. Li und S.-T. Yau bewiesen ([14]). Scharfe beid-
seitige Gauflsche Abschitzungen im Falle von Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativer
Riccikriimmung stammen von P. Li und S.-T. Yau ([40]). Unsere oberen Gaufischen
Abschétzungen basieren auf [11] von A. Chau, L.-F. Tam und C. Yu; deren GauBsche
Abschitzungen wiederum fufien auf [23] von A. Grigor'yan. Wir haben hier nur ein paar
Resultate genannt, es gibt noch viele weitere, siehe z. B. die Referenzen in [26] und in
[24]. 2

Aufbauend auf den oberen Gaufischen Abschétzungen fiir den heat kernel beweisen wir
anschlieffend solche fiir Sublosungen v : M x [0, 00) — R derselben Gleichung (2) (fiir das
Setting siehe Kapitel 13) insbesondere unter der Voraussetzung, dass v(-,0) kompakten
Trager hat (Satz 13.1). Der entscheidende (Gaufische) Term ist diesmal von der Form

7di<t)(z,5')

e~ ¢® | wobei S :=suppu(-,0) der Tréger von v(-,0) ist.

Wenn nun A(t),t € [0, 00) eine Losung des Ricci Flusses auf M ist, sind die geometrischen
GroBen | Rm|?, |V Rm |? und |T'|? (T bezeichne den spurlosen Ricci Tensor) Sublésungen
der Gleichung (2) mit jeweils geeignetem Q); fiir |T'|? zeigen wir dies, wobei die Berech-
nung der Evolutionsgleichung fiir |T'|* analog zu der fiir den normalisierten Ricci Fluss
in [54] ist, die ersten beiden Félle stehen in [19]. Deshalb erhalten wir separat fiir jede
dieser Groflen obere Gauflsche Abschitzungen, falls sie zum Zeitpunkt ¢ = 0 kompakten
Tréger hat (Korollar 14.4, fiir das Setting siehe Kapitel 14).

Falls h(t) = f2(-,t)dz* + ¢*(-,t)gn, t € [0,00) eine warped product Metrik auf M =
R x N ist, wobei wir hier N zusétzlich als kompakt annehmen, erhalten wir die Gauf3-
schen Abschétzungen in einer der warped product Geometrie angepassten Form fiir
Sublosungen v mit kompakten Triger zum Zeitpunkt ¢ = 0 und mit v(z, p,t) = v(z, ¢, )
fiir alle z € R,p,q € N,t € [0,00) oder fiir |Rm|?,|VRm |?> und |T|?, falls h(t) Ricci
Fluss erfiillt und die jeweilige GroBe bei t = 0 kompakten Tréger hat (fiir das Setting
und die Sétze siehe jeweils die Kapitel 13 und 14).

Zudem erhalten wir, falls h(t) = f2(-, t)dz*+ ¢*(-, t)gn, t € [0,00) Ricci Fluss erfiillt und
die Enden der Mannigfaltigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0 hyperbolisch sind (alle Schnitt-
krimmungen dort = k£ < 0) durch Integration GauBiahnliche Abschétzugen fiir die

ZVergleiche diesen Abschnitt auch mit der Einleitung aus [23] von A. Grigor’yan.
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Hauptschnittkriimmungen Ky und Ky, die insbesondere

1
lim Ky(z,t)= lim Kgy(z,t) =

z—+o0o z—+o00 nt — %

fiir jedes feste t > 0 liefern (Satz 14.12). Beachte, dass —Znt% genau die Rate ist,
k

mit der die Kriimmungen auf dem hyperbolischen Raum H"™! unter Ricci Fluss ab-
fallen. Schlielich zeigen wir Gauflihnliche Abschétzungen fiir alle weiteren Schnitt-
kriitmmungen (Korollar 14.20). Damit zeigt der Ricci Fluss pseudolokales Verhalten: Die
Schnittkriimmungen verhalten sich im rdumlichen Grenzwert x — 400 so, als wenn zum
Zeitpunkt ¢t = 0 die ganze Mannigfaltigkeit (und nicht nur die Enden) hyperbolisch gewe-
sen wire! In [36] wird gezeigt, dass vollstdndige asymptotisch hyperbolische Mannigfal-
tigkeiten unter einem kriimmungs-normalisierten Ricci Fluss fiir kurze Zeit asymptotisch
hyperbolisch bleiben. Daraus folgt ebenfalls die Konvergenz der Schnittkriimmungen ge-
gen eine Konstante (fiir x — +00) sowie die obige Abfallrate der Schnittkrimmungen
in unserem warped product Setting. Vergleiche auch die Arbeiten [7] und [49] in Bezug
auf das Erhalten von konform kompakten asymptotisch hyperbolischen Metriken un-
ter Ricci Fluss und die lokalen Abschétzungen in [50] beziiglich N#he einer Losung des
kriimmungs-normalisierten Ricci-de Turck Flusses zur hyperbolischen Metrik.

Als Letztes zeigen wir, unter Verwendung des Verhaltens der Nullstellen von Losungen
linearer parabolischer partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf R und un-
ter geeigneten Zusatzannahmen (siehe Kapitel 15), dass die Enden der warped product
Mannigfaltigkeit R x N zu jedem positiven Zeitpunkt ¢ > 0 negative Kriimmung haben,
falls sie fiir ¢ = 0 hyperbolisch sind (Satz 15.3).

Ich mochte mich an dieser Stelle ganz herzlich bei meinem Betreuer Klaus Ecker bedan-
ken! Auflerdem vielen Dank an Gerhard Huisken, Theodora Bourni, Brian Smith, Oliver
Schniirer, Felix Schulze, Richard Bamler, Adrian Hammerschmidt, Bernold Fiedler, Tom
Ilmanen, Dan Knopf, Ananda Lahiri, Felix Jachan, Bernhard Brehm und Ahmad Afuni!
Zum Schluss noch: Viel Spafl beim Lesen!

Berlin,

Tobias Marxen
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1 Grundlagen und Notation

In diesem ersten Kapitel sind grundlegende Definitionen und Notation zusammengestellt.

Sei M eine n-dimensionale C'*° Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen das Tangentialbiindel
von M mit
™™ = | J T,M
peEM
, das Kotangentialbiindel mit
"M =] ;M
peEM

und das (r, s)-Tensorbiindel mit

M = J(1),M

peEM

fiir ganze Zahlen r, s > 0. Dabei ist

(T7)pM = {AZ\T;M X oo X T;]\/{XTPM x - x T,M — R multilinear}

w Vo
r Faktoren s Faktoren

Ein (0,2)-Tensor ist also eine Abbildung g : M — T9M mit g(p) € (13),M fiir alle
p e M.

Die Menge aller C*° Vektorfelder auf M bezeichnen wir mit X (M), die Menge aller C*°
1-Formen mit X*(M) und allgemein die Menge aller C* (r, s)-Tensoren mit X7 (M).
Ist A ein C™ (r, s)-Tensor, bezeichnen wir seine kovariante Ableitung mit VA (ein (r, s+
1)-Tensor), und die k-fache kovariante Ableitung von A mit

VFA:=V(V(---VA) ), keN
N————

k mal

(d. h. z. B. V2A = V(VA)). Die Komponenten von V*A bezeichnen wir auch mit
Vi Vi A= (VR A

l1-elstip--ig

(ist A z. B. ein (1,2)-Tensor, so schreiben wir V,;V; A7 - fiir (V2A); . = (V(VA))},.)-

Ilmji Imji
Dabei nehmen alle Indizes Werte zwischen 1 und n an.

Ist auf M eine C* Riemannsche Metrik g gegeben, so schreiben wir dafiir auch (-, -).
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Skalarprodukt von Tensoren
Seien U C M offen, V C R" offen und ¢ : U — V eine Karte von M. Wir definieren das
Skalarprodukt (A, B) von zwei (r, s)-Tensoren A und B durch

(A, B) i= git oo gidogp oo gr AR Bl in U

11°"1s JiJs

(Wir verwenden die Einsteinsche Summenkonvention und summieren iiber obere und
untere Indizes.)

Ist ¢ zusétzlich ein normales Koordinatensystem bei p € U, so gilt
ki---kr ki-e-kr
<Aa B>(p) = Z Aill...is (p)Bill---is (p)
i1 yeeeyis Koo o

Sei {e1, ..., e, } eine Orthonormalbasis (ONB) von T, M und {e'*, ..., e"*} die duale Basis
(von TyM). Dann gilt: Das Skalarprodukt von A und B ist am Punkt p € M auch
gegeben durch

(A, B)(p) = Z Ap) (¥, " e, e ) B(p) (€M, .. e e, o ei))

Ulyeeny is,k1,e0 kr
denn es gibt ein normales Koordinatensystem bei p, so dass gilt:

0 0
%(Z)) = €1, ..., %(p) = €n

Norm eines Tensors
Sei U C M offen, V. C R" offen und ¢ : U — V eine Karte von M. Wir definieren die
Norm |A| von A durch

AP = (A, A) = g" - g gryy, - 'gkrerfllf.'.i’"A?l‘_'.'.lfs in U
Ist ¢ zusétzlich ein normales Koordinatensystem bei p € U, so gilt
AP = ) (A e)?
01yl s K1 yenykir

d. h. in diesem Fall ist die Norm von A die euklidische Norm der Komponentenfunktionen
bei p. Sei {ey, ..., e, } eine Orthonormalbasis (ONB) von T, M und {e'*, ..., e"*} die duale
Basis (von Ty M). Dann gilt: Die Norm von A (zum Quadrat) ist auch gegeben durch

APp) = DY (AW e e en)?

Ulyeny is,k1,e0, kr

12



(siehe den vorigen Abschnitt ,,Skalarprodukt von Tensoren”)

Riemannscher Kriimmungstensor
Wir verwenden folgende Definition fiir den Riemannschen Kriimmungstensor:

R,II]()(7 Y)Z == —VXVYZ + VYVXZ + V[X7y}Z
Rm(X,Y,Z, W) = (Rm(X,Y)Z, W)
fir alle X, Y, Z, W € X(M).
In lokalen Koordinaten bekommen wir
Riji = gmzRI-?k

Schnittkriimmungen, Ricci Tensor, Skalarkriimmung
Die Schnittkriimmung eines 2-dimensionalen Unterraums U C T, M mit U = span{v,w},
v, w € T,M linear unabhéngig ist damit gegeben durch

sec U = sec(v,w) = Rm(p)(v, w, v, w)

(v, V) (w, w) — (v, w)?

Damit ist der Ricci Tensor gegeben durch
Ric(p)(v, w) = 3 Rm(p) (v, e:,w, ;)

mit p € M,v,w € T,M und {ey, ..., e,} eine ONB von T,M.
In lokalen Koordinaten heifit das

Ri; = " Rirji = Ry,
Die Skalarkriimmung R ist gegeben durch R = g R;;.

Kriimmungsoperator
Als Referenz siehe auch [48].
Sei

2 e sk * 1z _ *
AM = {A:T;M x TyM — R|A bilinear und A(w,n) = —A(n,w) Yw,n € T, M}

Es gilt A2M = span{v A w|v,w € TyM}. Elemente der Form v A w heiien zerlegbar.
Definiere den Kriimmungsoperator

R(p) : A2M x A2M — R
auf zerlegbaren Elementen durch
R(p)(v Aw,y A z) :=Rm(p)(v, w,y, 2) = (Rm(p)(v, w)y, z)
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fir alle v,w, 2,y € T,M. Definiere auf AZQ)M ein Skalarprodukt so, dass wenn {e;,i =
1,...,n} eine Orthonormalbasis von T,M ist, {e; Ae;,1 <i < j < n} eine Orthonormal-
basis von AI%M ist. Definiere dann den Kriitmmungsoperator ,als (1, 1)-Tensor”

R(p): A2M — A2M
durch
(R(p)(V), W) = R(p)(V, W)
fiir alle V,W € AZQ)M . Fiir zerlegbare Elemente ergibt das
(R(p)(w Aw),y Az) =R(p)(v ANw,y A z) = Rm(v,w, y,2) = (Rm(v,w)y, 2)

Ableitung, Gradient, Hessesche und Laplace fiir (reellwertige) Abbildungen
Sei N eine C'*° Mannigfaltigkeit. Ist u : M — N C*°, so bezeichnen wir die Ableitung
von u mit Du : TM — TN. Die Einschrankung von Du als eine (lineare) Abbildung von
T, M nach T,,) N bezeichnen wir auch mit Du,, := Du|Tp M-

Ist g eine C'"*° Riemannsche Metrik auf M und v : M — R C°, so bezeichnen wir
das Gradientenvektorfeld von u mit gradu, die Hessesche von w mit H* (ein (0, 2)-
Tensor) und den Laplace von v mit Au. Dabei ist H*(X,Y) = Y(Xu) — (Vy X)u fiir alle
XY € X(M) und Au = CH*", wobei C eine Kontraktion bezeichnet, d. h. Au = g" H,;
in lokalen Koordinaten mit Hy; = H"(:%;, 2.

9z Bad

Familien von Tensoren

Sei I C R ein Intervall. Sei A(t),t € I eine Familie von (r,s)-Tensoren auf M. Wir
sagen, A(t),t € I ist eine stetige Familie von C* (r, s)-Tensoren auf M, wenn A(t) C'*
ist fiir alle ¢ € I und die Abbildung A : M x I — T"M, (p,t) — A(p,t) := A(t)(p) stetig
ist. Wir sagen, A(t),t € I ist eine C*° Familie von C* (r, s)-Tensoren auf M, wenn die
Abbildung A : M x I — T"M, (p,t) — A(p,t) = A(t)(p) C* ist. Wir bezeichnen die
Abbildung Aim Folgenden auch mit A.

Sei g(t),t € I eine C*° Familie von C* Riemannschen Metriken. Sei A(t),t € I eine C*
Familie von C* (r, s)-Tensoren auf M. Seien X (¢),t € I und Y (¢),t € I C*° Familien von
(> Vektorfeldern auf M.Sei f : M x I — R C*°. Wir nennen A auch ein zeitabhéingiges
C> Tensorfeld, X,Y zeitabhéngige C'*° Vektorfelder und f eine zeitabhéingige C'*° Funk-
tion (wenn man sich den Parameter ¢t € I C R als Zeit vorstellt).

Definiere

(AA)(p,t) == (A(A( 1) (p) = (Dguy(A(-, 1)) (p)
(grad f)(p,t) := (grad(f(-,1)))(p) == (gradyy)(f(-;1)))(p)
(X, Y)(p 1) = (X (1), Y (-, ))(p) = g(t) () (X (p, 1), Y (p, 1))
[Al(p,t) :== |A(, )|(p) == [A(, D)o ()
usw. flir allep e M,t €l
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2 Produkte und warped products

In diesem Kapitel stellen wir allgemeine Eigenschaften von warped product Mannigfal-
tigkeiten zusammen. Hierbei folgen wir dem Buch [44], Kapitel 1, S. 24 f. und Kapitel 7,
S. 204 ff.

Seien in diesem Kapitel M, N C*° Mannigfaltigkeiten, x € M, ¢ € N.
Wir haben die beiden Projektionen

T MxN-—=-Mundo: M xN —= N

Die Teilmengen M x {q} C M x N und {z} x N C M x N sind Untermannigfaltigkeiten,
und
Tluxggy : M x {q} = M,o|@yxn : {z} x N = N

sind Diffeomorphismen. Der Tangentialraum von M x N im Punkt (z,q) ist die direkte
Summe des Tangentialraums von M x {q} am Punkt (z,q) und des Tangentialraums
von {z} x N am Punkt (z,q):

Tiag)(M X N) = Toq) (M x {q}) + Tz q)({x} X N)

und
Tag)(M x {q}) N T ({7} X N) =0

Dabei haben wir folgende allgemeine Identifikation benutzt: Ist M C N eine Unterman-
nigfaltigkeit, ¢ : M — N, x — x die Inklusion und x € M, so identifizieren wir T, M mit
dem Unterraum Di, (T, M) C T, N.

Hochheben/Liften

Wir konnen Tangentialvektoren an M oder N mittels 7 bzw. o hochheben (liften): Ist
v € T, M, so ist der Lift von v an (z,q) € M x N der eindeutig bestimmte Vektor
U € T(z,9(M x {q}) mit Dn(v) = v. Ebenso fiir N.

Auf diese Weise lassen sich Vektorfelder hochheben (liften): Ist X € X (M), so ist
X(x,q) € Tigg(M x N) der Lift von X () an (z,q). Das ergibt ein Vektorfeld X €
X (M x N).
Problemlos lassen sich (0, s)-Tensoren hochheben: Ist A € X?(M), so ist

A:=n"Ae XM x N)

Der Lift von (1,s) Tensoren geht folgendermaBen: Ist A € X (M) und sind vy, ..., v €
Tiaq) (M x N), so ist A(zx,q)(v1, ..., v,) der Lift von A(x)(Dm(v1), ..., Dn(vs)) an (x,q).
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Insbesondere ist der Lift einer Funktion f : M — R gegeben durch f:: fom.
Alles eben gesagte geht genauso fiir N.

Wir nennen Lifts von Vektorfeldern/Tensoren auf M auch horizontale Vektorfelder/Ten-
soren, und Lifts von Vektorfeldern/Tensoren auf N auch vertikale Vektorfelder /Tensoren.
An dieser Stelle sind die Begriffe aber vollig austauschbar.

Die direkte Summenzerlegung von T{, (M x N) ldsst sich durch Lifte beschreiben: Fiir
v e T,M ist v € Tiyq(M x N) das Bild unter der Abbildung

TxM — T(z,q)(M X {Q}) — Dz(x,q)(T(J:,q)<M X {Q}> - T(x,q)(M X N)
Entsprechend fiir w € T,N und w € T{, 4 (M x N). Folglich gilt:
Satz 2.1. Zu jedem z € Ty (M x N) gibt es eindeutig bestimmte v € T,M,w € T,N

mit z =0+ W.

Warped product Metriken
Sei k eine € Riemannsche Metrik auf M, [ eine C*° Riemannsche Metrik auf N, und
g: M — R C* und positiv. Dann ist

h =1k + (t°g)%0*l = 7k + (¢* o m) 0¥l

eine C'* Riemannsche Metrik auf M x N. Wir schreiben im Folgenden auch kiirzer
h = k + ¢*l. Diese (abstrakte) Schreibweise enthélt alle Informationen {iber h: die Rie-
mannschen Metrik des 1. Faktors k, die Riemannsche Metrik des 2. Faktors [ und die
warping function g.

Setzen wir Tangentialvektoren ein:

Seien vy, vy € T, M, wy,wy € T,N. Dann gilt
h(z, q)(01 + w1, 0z + Wa) = (7°k + (9% 0 )™ 1) (, q) (01 + Wi, U2 + W)
= k() (v1,v9) + g*(2)1(q) (w1, w2)
Damit wird m|ax(q : M X {q} — M eine Isometrie fiir alle ¢ € V!

Satz 2.2. Seien X € X(M) und g: M — R C*. Dann gilt

X(@ =X(gom)=Xg=(Xg)om

Ebenso fiir N.
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Beweis. Der Beweis ist dem Leser iiberlassen! O

Satz 2.3. Ist u : M — R C*, so ist der Lift des Gradientenvektorfeldes von u das
Gradientenvektorfeld von u o .

Beweis. [44], S. 206 O

Satz 2.4. Seien X € X(M),V € X(N) und bezeichne die Lifte mit X und V. Es gilt

(1) V)?EN/ = VyY, d h V;(f/ ist der Lift von VxY .

(2) VgV =VpX = (FLomV
Beweis. [44], S. 206 L
Satz 2.5. Seien Y, Z, A € X(M),U,V,W € X(N) und bezeichne die Lifte mit Y ete.
Es qilt

e~

(1) Rm(A,Y)Z = Rm(A,Y)Z

(2) Rm(V, A)Y = (228 o r)V

(3) Rm(A,Y)V =Rm(V,W)A =0
(4) Rm(A, V)W = "0 grad
(5) Rm(V, W)U =F Rm(V, W)U — (82595 o 7)(h(V,0)W — h(W,0)V)

Dabei sei ' Rm der Lift von Rm auf N. Das sind alle Kombinationsmdéglichkeiten von
horizontalen und vertikalen Komponenten des Krimmungstensors genau bis auf Vertau-
schung der ersten beiden Komponenten.

Beweis. [44], S. 210 O
Die punktweise Version sieht so aus:

Korollar 2.6. Seien y,z,a € T,M,u,v,w € T,N und bezeichne die Lifte mit y etc. Es
qgilt

—_——

(1) Rm(z,q)(@.3)% = Rm(x)(a, )2
(2) Ran(z,q)(7, 2)f = Zkewy

(3) Rm(z,q)(Z,y)v = Rm(z, q)(v,w)z =0
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(4) Rm(z, q)(Z, )@ = "E202Y_ grad g

(5) R, q)(3, &)@ = ("Rm)(z, ¢)(T, &)i—(£2590) (@) (h(x, ) (¥, W)T—h(x, ) (@, WD)

Damit lasst sich der Riemannsche Kriitmmungstensor als (0, 4)-Tensor berechnen:

Korollar 2.7. Seien y,z,a,b € T,M,u,v,w,r € T;N und bezeichne die Lifte mit y etc.
Es gilt

(1) h(z,q)(Rm(z, ¢)(a,y)2,b) = k(z)(Rm(z)(a, y)z,b)

(2) hz,q)(Rm(x, )3 2)7. @) = L@ b (0, )7, )

g(z

(3) h(z,q)(Rm(z, q)(Z,0)@,7) = “CLCD k() (V, grad g, y)

g(x)

(4) h(z,q)(Rm(z, ¢)(v, w)a, 7) = h(z, ¢)(("Rum)(z, q) (0, @), T)
(9 (2) () 5, W), 0)(@,7) — A, )@, WA, ) 7))

Beachte aufSerdem die Gleichheit der 2. und 3. Zeile wegen der Symmetrien des Kriim-
mungstensors. Bis auf Vertauschung der ersten beiden Komponenten des Krimmungs-
tensors sind alle anderen Kombinationsmdglichkeiten von horizontalen und vertikalen
Komponenten = 0.

Der Ricci Tensor berechnet sich nun folgendermafien:

Satz 2.8. Seien y,z € T,M,v,w € T;N und bezeichne die Lifte mit y etc. Sei n =
dim N > 1. Es gilt

(1) Ric(z,q)(2,7) = (PRic)(z,9)(Z,9) — ;5 H(2)(2,y)
(2) Ric(z,q)(3,7) = 0
(3) Ric(z,q)(v,w) = ("Ric)(z,q)(, w) — h(z,q) (0, ) (3L + (n - 1)“0’@#‘2)@)

Dabei seien B Ric = 7* Ric und ¥ Ric = o* Ric die Lifte der Ricci Tensoren von M und

N.

Beweis. [44], S. 211 O
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3 Exkurs: R"

In diesem kurzen Kapitel geht es um das Tangentialbiindel, Ableitungen und Riemann-
sche Metriken, alles auf dem R".

Allgemein lasst sich das Tangentialbiindel T'M einer C'*° Mannigfaltigkeit M folgender-
maflen definieren:

Definiere auf der Menge aller Tripel (p, p,v) mit ¢ : U — V eine Karte von M, p € U
und v € R" folgende Aquivalenzrelation:

(p, ,v) ~ (g, X, w) = p=qund d(xe ") (p(p))(v) = w

wobei d(x¢ 1) (o(p)) : R® — R" die gewdhnliche totale Ableitung von xp~! im Punkt
o(p) ist.

Dann ist das Tangentialbiindel 7'M von M genau die Menge aller Aquivalenzklassen:

TM = {[p, ¢, v]}

Auf M = R" kann man jeden Tangentialvektor durch die Identitdt id : R" — R",p — p
als globale Karte représentieren:

TR" = {[p,id,v|}
Auf diese Weise erhilt man auch eine globale Trivialisierung des Tangentialbiindels:
TR" — R" x R",[p,id,v] — (p,v)
Sei nun ¢ : R" — R"™ C*. Die Ableitung D¢ : TR" — TR" ist gegeben durch
D¢([p,id, v]) = [¢(p), id, d¢(p)(v)]
wobei 0¢(p) : R" — R" die gewohnliche totale Ableitung von ¢ im Punkt p ist.

Benutzt man obige Trivialisierung, erhélt man die Abbildung
R" xR" = R" x R", (p,v) = (¢(p), 06(p)(v))

Sei h eine Riemannsche Metrik auf dem R". Wir kénnen h folgendermafien repréasentieren:
Definiere

h:R" = Bil(R"), h(p) (v, w) := h(p)([p,id, v], [p,id, w])
mit Bil(R") := {4 : R" x R" — R bilinear }
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Der Pullback von h ist gegeben durch
(0*h)(p)([p, id, v], [p, id, w]) = h(¢(p))([¢(p), id, D¢(p)(v)], [¢(p), id, D¢ (p) (w)]
Das ist Aquivalent zu
6*h(p) (v, w) = h(6(p)) (96 (p)(v), D6 (p) (w))

Sei ey, ..., e, die Standardbasis des R". Schreiben wir v = Y v'e;,w = > w’e;, erhalten
{ J
wir

h(p)(v,w) = h(p)([p,id, v}, [p,id, w]) = Zviwjh(P)([p, id, e;], [p, id, ¢;])
= Z hij (p)v'w?

Das bedeutet: Die darstellende Matrix der Bilinearform h(p) ist (hij(P))1<ij<n-
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4 Die Riemannsche Mannigfaltigkeit (R, f*dxz?)

Wir betrachten in diesem Kapitel die Mannigfaltigkeit R mit einer allgemeinen Rie-
mannschen Metrik f2dz?, wobei f : R — R C* und positiv ist. (Jede C* Riemannsche
Metrik auf R ist von dieser Form.) Dabei haben wir die Arbeiten [4] und [30], Section
11 verwendet.

Seien h,u,v : R — R C* beliebige Funktionen auf R.

Definiere das Vektorfeld £ (z) := ﬁa%(x), x € R. Damit ist

(@) = 775 (5rle)

Wir schreiben u, := %u und ug := %u.
Definiere auBerdem die 1-Form ds(z) := f(z)dz(x). Dann lésst sich die Metrik schreiben
als

ds* :=ds ® ds = (fdz) ® (fdr) = f2dz?

Wegen
A5 5) = PG o) = (g 2y =1
ist % ein globaler orthonormaler Rahmen.
Lemma 4.1. (Produktregel) (uv)s = usv + uvg
Beweis. (uv), = %(uv)x = %(uxv + uv,) = usv + uvg O
Lemma 4.2. (Quotientenregel) (%), = 4= — %
Beweis. (3)s = 7(3). = 7% — 45) =% — 4% =

Lemma 4.3. (Kettenregel) (hou)s(x) = h'(u(x))us(x) fir alle x € R.

Beweis. (howu)s(x) = %(h ou)(zr) = ﬁh’(u(m))um(x) = h'(u(x))us(x) fir alle €
R. [

Lemma 4.4. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
b
/ usds = u(b) — u(a) fir alle a,b € R

Beweis. f; usds = fab U fdr = fab uzdr = u(b) — u(a) O
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Es gelten u, = "TT und ugs = %x _ fg}zéz'

Im Folgenden verwenden wir die Identitét id : R — R als globales Koordinatensystem/
globale Karte.

Satz 4.5. Metrik und inverse Metrik:

g = (e (o o) = 2
g1 %
W ot
Beweis. Der Beweis ist dem Leser iiberlassen! O
Satz 4.6. Christoffelsymbole: '}, = fT"“’
Beweis.
e G G G e
O
Satz 4.7. Hessesche: H* = Hy1dz? = (Ugy — fT””um)de = Ugeds®
Beweis. Es gilt Hi; = % — Fh% = Upy — szux O
Satz 4.8. Laplace: Au = ugy
Beweis. Au = g Hy; = %(um — fz%) = U O
Satz 4.9. Gradient: gradu = us%
Beweis. gradu = g'' 2% 0, — %“wa% = u L. O

Satz 4.10. Volumenmaf: dp = ds = fdx

Beweis. Beachte, dass R orientierbar ist. Also gilt du = \/det(g;;)dz' A...Adx™ = fdx =
ds O]

Satz 4.11. Vo 2 =0
Js
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Beweis.

1 1, f, o0 1 0
205~ +EGor) T o V7Y dor)
B o 1,0 1 fo0 1f0,
e rat e T R T T ar T
O
Definition 4.12. Seiy € R fest aber beliebig. Definiere s, : R — R, s,(x) := fyx f(&)de
Bemerkung 4.13. Beachte, dass s, eine Stammfunktion zu f ist!

Satz 4.14. s, : (R, f2dz?) — (I,dz?) ist eine Isometrie, wobei I C R ein offenes
Intervall ist und dz* die Standardmetrik auf R bezeichnet.

Beweis. Es gilt s;, = f > 0. Auerdem gilt fiir alle x,v,w € R (siehe auch Kapitel 3)
53(d2%) () ((z, v), (z,w)) = d2*(s,(x))((54(2), s, () (), (5(2), D5, (x) (w)))

(
422(5,(2)) (5,(2), 5, (2)0), (3,(2), 5, (0)w))
2 (z)vw

Ferner gilt

(f*d2*)(2)((z,v), (z,w)) = f*(2)dz*(2)((z,0), (z,w)) = f*(z)ow

Korollar 4.15. (R, f?dx?) ist genau dann vollstindig, wenn I := s,(R) = R gilt.

Korollar 4.16. s,(z) = d(z,y), falls x > y und s,(v) = —d(z,y), falls x <y, wobei d
die durch die Riemannsche Metrik f2dx? induzierte Metrik sei.

Beweis. d(x,y) = |sy(z) — s,(y)| = |sy(z)|, da s, nach Satz 4.14 eine Isometrie ist und
sy(y) = 0 gilt. O

Korollar 4.17. f;f({)d{ = 5,(b) — sy(a) fir alle —oo < a < b < oo und alley € R.

Beweis. Das folgt aus ff f(&)de = fj dp (nach Satz 4.10) und Satz 4.14. O

Das Ganze zeitabhingig

Sei I C R ein Intervall. Seien f: R x I — R C'* und positiv und v,v: Rx [ — R C*.
Dann ist fiir jedes feste t € I f%(-,t)dx?® eine C°° Riemannsche Metrik auf R.

Damit ist z. B. 2 (z,t) = @a%’ x € R,t € I definiert und damit us(z,t) = %ux(x,t).
Es gelten
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Satz 4.18. (Au)(z,t) = ug(z,t), (gradu)(z,t) = us(z,t) 2 (2, t)

AufBlerdem gelten die zeitabhédngigen Versionen obiger Sétze, z. B.
(uv)s = usv + uvs oder f; us(x,t)ds(z,t) = f; uz(x, t)dx = u(b,t) — u(a,t).
AufBlerdem gilt die Kettenregel in ¢:

(h o u)i(a, ) = W (ula, ) ug(a, 1)
Ferner haben wir den Kommutator
Satz 4.19. [2, 2] = _%%7 d. h. g — Uy = —%Us-

Beweis.

00 00 00 010 1090
ot'ds°  0tds 0so0t Ot fox’ foxot
fio 100 1090 fi 0

Por " Jotor forot | for
fi 0

f Os
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5 Die warped product Mannigfaltigkeit
(R x N, f2dz? + ¢%gy)

Dieses Kapitel handelt von Eigenschaften einer warped product Mannigfaltigkeit aus
(R, f2dz?) und (N, gy ), wobei f2dx? eine allgemeine (vollstindige) Riemannsche Metrik
auf R und gy eine flache, vollstindige Riemannsche Metrik auf N ist.

Sei also (N, gn) eine zusammenhéngende, vollstédndige, flache C'*° Riemannsche Mannig-
faltigkeit, falls nichts Anderes gesagt ist. Gelte dim N =: n > 2. Seien f,g : R -+ R
C* und positiv. Dann ist k := f2dz? eine C*° Riemannsche Metrik auf R; wir nehmen
an, dass k vollstandig ist (siche dazu Korollar 4.15). Wir versehen nun R x N mit der
warped product Metrik

h:=k+g¢*gy = f2dz’ + g°gn
Aus der Vollstiandigkeit von k& und gy folgt die Vollstiandigkeit von h (siehe [44], S.209).

Sei ferner ¢ : (R", gr») — (V, gn) die lokal isometrische universelle Uberlagerung von N,
wobei ggn die Standardmetrik auf dem R" bezeichnet (siehe [22], S. 131, Theorem 3.82).
Zudem ist im Folgenden mit id x1 die Abbildung id x¢) : R x R" — R x N, (z,q) —

(x,7(q)) gemeint.

Dieses Kapitel kann ab der Berechnung des Ricci Tensors (Korollar 5.7) als Referenz-
kapitel fiir spatere Kapitel verwendet werden! Dabei ist in spateren Kapiteln meist eine
Familie von vollstindigen Metriken h(t) = f(-,t)dx?* + ¢*(-, t)gn gegeben; fiir jedes feste
t ist somit h(t) eine vollstandige warped product Metrik von obiger Form, auf die die
Resultate dieses Kapitels angewendet werden konnen!

Bemerkung 5.1. f und ¢ sind eindeutig bestimmt.

Wir erhalten dann fiir den Riemannschen Kriimmungstensor:

Korollar 5.2. Seien y,z,a,b € T,R,u,v,w,r € T,N und bezeichne die Lifte (siche
Kapitel 2) mit y etc. Es gilt

(1) h(z,q)(Rm(z, q)(v, 2)y, w) = %= (x)ds*()(z, y)h(z, ¢) (U, W)
= 2 (@)h(z,q)(Z, y)h(z, ¢) (v, w)

(2) h(z,q)(Rm(z, q)(Z,0)@,7) = “=L0D k()(V, grad g, y)

g(x)

(3) h(w,q)(Rm(x,q)(@, @), 7) = —(%)(x) (h(z, q) ( Wh(x, ¢)(@,7)
—h(z, g)(w, w)h(z, g)(v, 7))
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Abbildung 1: Ein intuitives Bild der warped product Mannigfaltigkeit mit N = T? ein
flacher Torus

Beachte aufSerdem die Gleichheit der 1. und 2. Zeile wegen der Symmetrien des Krim-
mungstensors. Bis auf Vertauschung der ersten beiden Komponenten des Krimmungs-
tensors sind alle anderen Kombinationsmdéglichkeiten von horizontalen und vertikalen
Komponenten = 0.

Beweis. Das folgt aus Korollar 2.7 und Kapitel 4. ]

Korollar 5.3. Seien z,v,w € Ty (R x N) mit z horizontal und v,w vertikal und
seien z,v,w linear unabhingig. Seien U := span{v,w},V := span{z,v}. Dann gelten

—j—i(x) und secV = sec(z,v) = —2=(x)

sec U = sec(v,w) = "

Definition 5.4. Aufgrund des vorigen Korollars definieren wir:

2
Kv:R— Ra— Ky(x) = %)
g

Ky:R— Rz — Ky(z) := —&(x)

und
Ky,Kg:RxN — R, Ky(z,q) .= Ky(x),Ky(z,q) = Ky(z,q)

sind die Hauptschnittkrimmungen auf R X N.
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Bemerkung 5.5. Das sind dieselben Formeln wie im Fall S* x T2 in [30], Section 11,
sieche auch [4] fiir den Fall der Hauptschnittkrimmungen im Fall der warped product
Mannigfaltigkeit R x S™, n > 2.

Bemerkung 5.6. Statt Ky und Ky schreiben wir im Folgenden manchmal auch einfach
KV und KH

Beispiel: N = R" mit der Standardmetrik ggn:

Sei e, ..., e, die Standardbasis des R"*' = R x R"™. Dann ist ((x,q),eo) horizontal,
((z,q),€1), ..., ((z,q), e,) sind vertikal, x € R, q € N. Also ist Sec((( ) ep), ((z, ) i) =
— %2 () = Kp(z) und sec(((z,q), e), (2, 9), ;) = =% (z) = Ky (), i, = 1,.

Der Ricci Tensor berechnet sich nun folgendermafien:

Korollar 5.7. Seien y,z € T,R,v,w € TN und bezeichne die Lifte mit y etc. Sei
n=dimN > 1. Es gilt

(1) Ric(z,q)(Z,7) = —n=(x)ds*(2)(2, y)
(2) Ric(z,q)(Z,v) =0

(3) Ric(z,q)(0,w) = —h(z,q)(0,w)(%= + (n — 1)

g

@ b

)(z)

tmltm

Daraus erhalten wir

Ric(z,q)(y + v,z + w)
— (%2 f;g%(:c)dx%x)(y, 2+ (-2 fj?;g - (0= D)ol 0)

Beweis. Das folgt aus Satz 2.8, Kapitel 4 und

Ric(z,q)(y + v,z + w)

= Ric(z, ¢)(y, 2) + Ric(z, ¢) (v, w) + Ric(z, ¢)(y, w) + Ric(z, ¢)(v, 2)

— - g;< 2)ds*(x)(y, 2) — bz, q) (7, ><g; -5 @)

- —n%(sc)f%x)dﬁ(x)(y, 2) + <—% —(n— 1>§><x>92<x>g]v<q><v, w)

Sz Ty 2@ da () (g, 2) + (<2201 L9501 % (g () (v, w)

29 f3g I? I3 f?
- —n(% = fi )(w)da*(2)(y, 2) + (=2 fzg + ;’39 —(n— 1>%><x>gN<q><v,w>
fir alle x € R,qg € N,y,z € T,R,v,w € T;N n
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Als Néchstes betrachten wir den Kriimmungsoperator unserer warped product Mannig-
faltigkeit:

Satz 5.8. Sei (x,q) € RxN beliebig und {e, ..., e,} eine Orthonormalbasis von T(y g (R X
N), wobei ey horizontal sei und damit ey, ..., e, vertikal sind. Dann ist {e; Ne;,0 < i <
Jj < n} eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren des Krimmungsoperators R(x,q) mit
(genau) den Eigenwerten Ky(x,q) und Ky (z,q).

Beweis. Seien a,b,i,j,k,l=1,...,n mit i < j und k < [. Aus Korollar 5.2 folgt

(R(x,q)(e0 N ea),e0 N ey) = —%(w)éab

(R(z,q)(eo Neg),ex Ne) =0
0

(R(x,q)(e;i Nej),eq N eq) =

(R(z,q)(ei Nej),ex Ner) = —%(f)(@u er)(ej, er) — (ej, ex) (e, er))
B s
= 92( )(0ikdji — dkda)
_ 95 166,
= gg( )5116531

denn 9,90, ist immer = 0 wegen ¢ < j und k < (.

Daraus folgt
R(z,q) (€0 A ea) = —22(2)eq A e
g

2

[]

Satz 5.9. Gelte dasselbe Setting wie in Satz 5.8. Sei \i; der Eigenwert des Kriimmungs-
operators R(z,q) zum Basiselement e; Aej, 0 <i < j<n. Sei A = ﬁ > i<ici<n Nij
das arithmetische Mittel der Eigenwerte. Sei U C Ty q (R x N) ein beliebiger zweidi-
mensionaler Unterraum. Dann folgt |secU — | < |Ky(z,q) — Ky (x,q)|

Beweis. Sei U = span{v, w} mit v, w orthonormal. Das impliziert
‘U N w| = <'U,'U><"LU,”LU> - <'U,U}>2 =1
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Es gilt

(R(z,q)(v Aw),vAw)
(v A w,v A w)
= (R(z,¢)(v Aw), v Aw) = (R(z,¢)(V), V)

sec U = sec(v,w) =

mit V= vAw € A%m’q)(RxN). AuBlerdem gilt R(x, q)(e; Nej) = Nijje; Nej, 0 < i < j<n.
Schreibe V.= >~ w;e; Aej. Es folgt

1<i<j<n

(R(z,q)(V), V) = (R(z,a)( D wyeine), D vmerAer)

0<i<j<n 0<k<I<n

= Z Z )\ijvijvkl@i N €j, €k N €l>

i<j k<l
= Z Z AijVijUk10ik 1
i<j k<l
1<J 1<j
1<j
= X —+ Z()\U — X)UEJ

1<j

da (V,V) = |V]? = v Aw]* = 1 gilt und |[V|* = 3" v, da {e; Ae;,0 < i < j < n} eine
i<j
Orthonormalbasis bzgl. (-, -) ist.

Daraus folgt nach Satz 5.8

[secU =X =D _ (A = Mu| < max|\ij = A < [Kn(w,q) = Kv(, )]

i<j
falls \ das arithmetische Mittel der Aij ist. O

Nun zeigen wir, dass sich | Rm | durch Ky und Ky kontrollieren ldsst (und umgekehrt),
und dass sich die Ableitungen von Ky und Ky nach s durch die Normen der Ableitungen
von Rm kontrollieren lassen:

Satz 5.10. |Rm |? = aKZ + bK? fiir nichtnegative ganze Zahlen a = a(n),b = b(n) mit
n :=dim V.
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Beweis. Sei {e;,i = 0,...,n} eine Orthonormalbasis von T(, o (R x N), so dass ey hori-
zontal und damit eq, ..., e, vertikal sind. Dann gilt

| Rm |2(Z‘, Q) = Z (Rm<$) q)<€i7 €j, €L, €l>>2
1,7,k,l

Nach Korollar 5.2 ist Rm(z, q)(e;, €, €, ) = +%=(z) oder = :l:g—g(:v) oder = 0. Beachte
hierfiir, dass fiir orthonormale vertikale Vektoren u,v, w,r € T(; (R x N) (wobei wir
hier erlauben, dass mehrere von ihnen gleich sind) nur dann gleichzeitig
h(z,q)(v,u)h(z, q)(w,T) # 0 als auch h(z, q)(w, w)h(x,q)(v,7) # 0 ist, fallsu = v =w =
r gilt (siche Korollar 5.2), und damit ist

h(z, q)(Rm(z, q) (v, w)u,7) = 0

Korollar 5.11. |Ky| < |Rm| und |Ky| < |Rm |

Beweis. Sei {e;,i = 0,...,n} eine Orthonormalbasis von T(, o (R x N), so dass ey hori-
zontal und damit eq, ..., e, vertikal sind. Dann gilt

Rm(z, q) (e, eq,€1,€2) = —%(g;) = Ky(x,q)
und g

Rm(x, Q)(e()v €1, €o, 61) = _f(‘r) = KH(J:7 Q)
Also folgt

K\Z/(xﬂ Q) = (Rm(x, Q)(ela €2, €1, 62))2 S Z (Rm(x7 Q)(ei, €5, €k, 6l))2
irjoke,l
= |Rm [*(z,q)

Ebenso fiir K. O
Satz 5.12. Es gilt |§—SI€,CKH|($) < |V¥Rm |(z, q) und |%KAV|(x) < |V¥Rm |(z, q) fiir alle
k >0, fir alle x € R,q € N. Dabei sei g—; = %(%((%)))

k mal

Beweis. Der Fall k = 0 wurde bereits gezeigt (Korollar 5.11). Zuerst zu Ky: Wir zeigen
per vollstandiger Induktion:

(VERm) (U, V,W,C, X, ..., X) = X*(K) (U W)WV, C) — (U,CYV,W))

k mal
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fiir alle £ > 1. Dabei seien U, V, W, C' vertikale Vektorfelder und X sei ein horizontales
Vektorfeld. Im Fall & > 2 setzen wir zusatzlich Vx X = 0 voraus. Auflerdem bedeutet
Xk(KV) = X(X(- - X(Ky)--)

— —

k mal

Induktionsanfang k = 1:
(VRm)(U,V,W,C, X)
= (VxRm)(U,V,W,(C)
= XRm(U,V,W,C)) — Rm(VxU,V,W,C) — Rm(U,VxV,W,C)—
— Rm(U,V,VxW,C) — Rm(U, V, W,V xC)

— X(Rm(U,V,W,C)) — 4% Run(U, V, W, C)

mit g:=gomund 7: R x N — R, (z,q) — z nach Satz 2.4 und Satz 2.2.
e Rm(U,V, W, C) = Ky ((U, W)XV, C) = (U, C){V,W))
nach Korollar 5.2. Daraus folgt
X(Rm(U,V,W,(C))
= X(Kyv)((U,W)NV,C) = {U,CNV, W)+
+ Kv((VxU W) + (U, VxW))(V,C) + (U W)((VxV,C) + (V,VxC)))—
— Ky (((VxU, C) + (U, VxCO)(V, W) + (U, C)((Vx V. W) + (V. VxW)))

= X(KV)<<U7 W><V7 C> - <U’ C><‘/7 W>) + 4KV%(<U7 W><V7 C> - <U’ C><V’ W))

und

Xa Xaq
—479 Rn(U, V, W, C) = —4?9Kv(<U, WYV, C) — (U, CYV, W)
Also folgt

Induktionsschritt & — & + 1:
(VF''Rm) (U, V,W,C, X, ..., X, X)
k 1
= (Vx(VFRm)) (U, V,W,C, X, ..., X)
= X((V*Rm)(U,V,W,C, X, ..., X)) — (V*Rm)(VxU,V,W,C, X, ..., X)—
— (V*Rm) (U, VxV,W,C, X,... X) — (VERm)(U,V,VxW,C, X, ..., X)—
— (V*Rm) (U, V,W,VxC, X, ..., X)
JX) -

.
) — 424 (VR Rm) (U, V, W, O, X, ..., X)

= X((V*Rm)(U,V,W,C, X, ... -
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Nach Induktionsvoraussetzung gilt
und damit folgt

X(VFRm)(U,V,W,C, X, ..., X))
= Xk+1(KV)(<U7 W><‘/7 C) - <Uv >< ) >)
+ XH(EV)((VxU, W) + (U, VW)V, C)) + (U W)(VxV,C) + (V,VxC)))—

— XMEv)((VxU,C) + (U, VxC)(V, W) + (U, C)(VxV, W) +(V,VxW)))
= XM EY)({U, W)V, C) = (U,CHV, W) + AX*(K )); (U, W)XV, C) = (U, C)(V,W))
und

);g (V*Rm) (U, V, W, C, X, ..., X) = —4%X’“(KV)(<U, WYV, C) — (U, CYV, W)
Das ergibt

(VI Rm) (U, V, W, C, X, .., X, X) = X" (Ey) (U W)V, C) — (U, CHV, W)

und damit die Behauptung -
Wir wéhlen jetzt X = 5~ = l 8 als den Lift des Vektorfeldes l—x € X(R). Nach Satz

2.4 und wegen Vg% = 0 (51ehe Satz 4.11) gilt

VxX = V~2:V 82:0

o
£ 0s 25 0s
—_— N

Dann gilt nach Satz 2.2 X (Ky) = %(KV) = %K'V, somit

)= 2Lk = Lk,

& @

XKy = o (5

und schliefilich

XHKy) == Ky = (=)fKy = —
Sei jetzt {eo, ..., e, } eine Orthonormalbasis von T{, (R x N) mit eg = X (z,q) = ( ),
also horizontal, und ey, ..., e, damit vertikal. Wahle U(z,q) = W(z,q) = ey, V(x q) =
C(z,q) = e3. Dann folgt
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(V¥ Rm)(z, q)(e1, €2, €1, €2, €q, ..., o) = (X*(Ky))(z,q) = (@KV)(Q:)

Daraus folgt
8k
A Kvl(z) < [V R (7 0)

fiir alle x € R,q € N.

Nun zu Ky:
Wir zeigen mittels vollstdndiger Induktion

(VFRm)(Y, V. Z,W. X, ... X) = X*(Ky (Y, Z)(V,W)

k mal

fiir alle £ > 1, fiir alle vertikalen Vektorfelder V, W und alle horizontalen Vektorfelder

XY, Z. Im Fall £ > 2 setzen wir zusétzlich Vx X = 0 voraus.

Induktionsanfang k = 1:
Es gilt nach Korollar 5.2

Ri(Y,V, Z, W) = Ky (Y, Z){(V,W)

fiir alle horizontalen Vektorfelder Y, Z und alle vertikalen Vektorfelder V, W
Daraus folgt

(VRm)(Y,V, Z, W, X) = (VxRm)(Y,V, Z, W)

— X(Rm(Y,V,Z,W)) — Rm(VxY,V, Z,W) — Rm(Y, VxV, Z,W)—
~Ru(Y,V, VxZ, W) — Rm(Y,V, Z, VW)

= X(Rm(Y,V.Z,W)) = Kp(VxY, Z)(V.W) — Kug(Y,VxZ)(V.W)—

.
22 Ri(Y, V, Z, W)
g

Es gilt

X(Rm(Y,V, Z, W)

= X(Ku)(Y, Z)(V. W)+

+ Kp(((VxY, Z) + (Y, VX Z)(V, W) + (Y, Z)((VxV. W) + (V. VxIV)))
= X(Ku)(Y, Z){(V,W)+

b Ky((VxY, Z) + (Y, Vx Z){V, W) + 2KH),(§ Y. Z) VW)
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und
Xg Xg
—2?9 Rm(Y,V, Z, W) = 222 Ky (Y, Z){(V, W)
g
Daraus folgt
(VRm)(Y,V, 2, W, X) = X(Ku)(Y, Z){V.W)
Induktionsschritt £ — k + 1:

(VL Rm)(Y,V, Z, W, X, ... X, X) = (Vx(V*Rm))(Y,V, Z, W, X, ..., X)
= X((V*Rm)(Y,V, Z, W, X, ..., X)) — (V*Rm)(VxY,V, Z, W, X, ..., X)—
— (VFRm)(Y,VxV, Z,W,X,...,X)— (V*Rm)(Y,V,VxZ, W, X, ..., X)—
— (V*Rm)(Y,V, Z,VxW, X, ..., X)

= X(VFRm)(Y,V,Z W, X, ... X)) — XM(Kg)(VxY, Z\(V,W)—

XK )Y, Yy Z)(V, W) — 2%Xk<KH><Y, Z)(V, W)

Es gilt

X((V*Rm)(Y,V, Z, W, X, ..., X))

= XM Eu)(Y, Z)(V, W)+

+ XMEn)((VxY, Z) + (Y, Vx Z)) (V. W) + (Y, Z)(VxV, W) + (V,VxWV)))
= XU K )Y, Z)(V, W)+

XM (VY. Z) + (Y, VA Z) (VW) + 2X’“<KH>%<Y, Z)(V, W)

Daraus folgt

(VA Rm)(Y,V, Z, W, X, ..., X, X) = XY Ku) (Y, Z)(V,WV)

Wir wahlen jetzt X und {ey, ..., e,} wie oben. Wéhle Y (z,q) = Z(z,q) = ey, V(z,q) =
W (z,q) = e;. Dann folgt wie oben

o .
(Vk Rm)(z, q)(eo, €1, €0, €1, €0, ..., €0) = (@KH)@)
Daraus folgt

or .

Har (@) < [V¥Rm (2, q)

fiir alle x € R,q € N.

Jetzt zur Berechnung von |Ric |[,R und |T'| (T ist der spurlose Ricci Tensor):
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Satz 5.13. |Ric|? = n(n+ 1)K% + 2n(n — 1)Ky Ky + n(n — 1)*°K%

Beweis. Sei {eo,...,en} eine ONB von T(, M, eo horizontal, ey, ..., e, damit vertikal.
Wiéhle Normalkoordinaten um (z, ¢), so dass

0 0
@(x,q) = eq, ..., %(m,q) =e,

Dann folgt nach Korollar 5.7

Roo(x,q) = Ric(z, q)(eo, e9) = —n=—(x)

q(x,q) = Ric(x e-e':—%x—n— —(z
Rii(z,q) = Ric(z, ¢)(e; ;) g() ( 1)g2()

fiir alle 2 = 1, ..., n, und alle anderen Komponenten sind = 0.
Daraus folgt

n n

| Ric *(z,q) = Y (Ric(z,q)(ex, ex))’ = Y (Run(w,q))?

k=0 k=0

— M%)?(x) + n(%(x) +(n—1)

28220 (L2 + 2 — 1825 4 (12
(%) @) +n(CR) @) + 2 = )7 =75+ (n =170

= (n(n+1)K3 +2n(n — 1)KyKy +n(n — 1)°K3)(z, q

)*(x)

letnmw

Korollar 5.14. R =2nKy +n(n — 1)Ky

Beweis. Aus obigem Beweis folgt
R(z,q) = Roo(@,q) + ... + Run(2, )
gSS gs
= —n=—(z) + n(==—(z) = (n — 1)=5())

g g g*

= —on?2(z) —n(n - g_fx
=207 @) —nln =175 ()

g
= (2nKy +n(n — 1)Ky)(z,q)
O

Satz 5.15. |T|* = 2(Ky — Kg)?, falls n = 2. Dabei ist T der spurlose Ricci Tensor.
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Beweis. Das folgt aus den obigen Formeln fiir | Ric | und R und aus |T]? = |Ric|* — &
(siche dazu den Beweis des Satzes 14.1). O
Weiter mit Beziehungen zwischen der von der Riemannschen Metrik h = f2dz? + g%gn
induzierten Metrik dj, und der von der Riemannschen Metrik f2dz? induzierten Metrik
d; dazwischen ein Satz iiber den Tréger einer ,rotationssymmetrischen” Funktion:

Satz 5.16. Es gilt dy((z,q),(y,q)) = d(x,y) fir alle x,y € R,q € N, wobei dj, die von
der Riemannschen Metrik h = f?dz* + g*gn induzierte Metrik (auf R x N) und d die
von der Riemannschen Metrik f*dz* induzierte Metrik (auf R) bezeichnet.

Beweis. Sei v : [a,b] — R x N eine (stiickweise) C*° Kurve mit v(a) = (x,q),v(b) =
(y,q). Es gilt v(s) = (u(s),v(s)),s € la,b] fiir geeignete Funktionen w : [a,b] —
v : [a,b] = N. Dann hat n(s) := (u(s), ¢) nicht groBere Linge als 7, denn

/ N T T 2 (a())gn (003)) (0 (3), 0/ (3)) ds
/ VP a() () 2ds = L(n)
und 7n(a) = (x,q),n(b) = (y, q). AuBerdem gilt

:/ab\/fg(u(s) 2ds—/ f(u s)lds = L(u)

bzw. gilt allgemein: Die Lénge einer Kurve u(s) in R ist gleich der Linge der Kurve
(u(s),a) fur beliebiges a € N. Somit folgt die Behauptung. O

Satz 5.17. Sei N kompakt. Seien u : R x N — R, u : R — R C* Funktionen mit
u(z,c) = u(z) fir alle (x,c) € R x N. Dann gilt: u hat kompakten Triger < u hat
kompakten Triger. Habe u kompakten Trdger. Dann gilt suppu = suppu X N.

Beweis. Sei (x,c¢) € suppu. Dann gibt es eine Folge (x,,¢,) mit u(z,) = u(x,,c,) #
0 und (x,,¢,) — (z,¢), also auch x,, — x. Also ist € suppu und damit (z,c) €
suppu x N. Sei andererseits (x,c) € suppu x N, also x € suppu. Dann gibt es eine
Folge x,, mit u(z,,c) = u(x,) # 0 und z,, — x. Also auch (z,,c) — (x,c). Damit ist
(x,c) € supp u. ]

Lemma 5.18. d((x,q), (z,¢)) > dn((z,q), (2,q)) fir alle x,z € R,q,c € N.
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Beweis. Sei v : [a,b] — R x N eine (stiickweise) C°° Kurve mit v(a) = (z,q),v(b) =
(z,¢). Es gilt v(s) = (u(s),v(s)),s € [a,b] fur geeignete Funktionen w : [a,b0] — R,
v : la,b] — N. Dann hat n(s) := (u(s),q) nicht groflere Linge als v (der Beweis ist
analog zum Vorgehen im Beweis von Satz 5.16) und es gilt n(a) = (z,q),n(b) = (z,q).
Daraus folgt dj((z,q), (z,q)) < L(v) und daraus d,((z, q), (2,q)) < dp((z,q),(z,¢)). O

Satz 5.19. Sei ) # A C R kompakt. Dann gilt d,((x,q), A x N) = d(z, A) fir alle
x € R,q € N, wobei dj, die von der Riemannschen Metrik h = f?da® + ¢?gn induzierte
Metrik (auf R x N) und d die von der Riemannschen Metrik f?dx* induzierte Metrik
(auf R) bezeichnet.

Beweis. Da A kompakt ist, gibt es ein y € A mit d(x, A) = d(z,y). Nach Satz 5.16
gilt d(z,y) = dn((z,q),(y,q)) > dn((z,q),A x N). Das ergibt zusammen d(z, A) >
dn((x,q), A x N). Andererseits gilt fiir alle (z,¢) € A x N

dn((2,q), (2, ¢)) = dn((2,q), (2,9)) = d(z,2) = d(z,y)

nach Lemma 5.18 und Satz 5.16. Daraus folgt dp,((x,q), A x N) > d(z, A) und damit die
Behauptung. O]

Eine mégliche Wahl fiir V ist N = R" mit der Standardmetrik, die wir mit gg» bezeich-
nen.

Fiir allgemeines N gilt stets: N hat eine lokal isometrische universelle Uberlagerung
¥ : R" — N, wobei R" mit der Standardmetrik versehen sei (siehe [22], S. 131, Theorem
3.82). Mit Hilfe der Abbildung

idxy: RxR"—=RxN,(z,q) = (z,9(q))

lassen sich auf diese Weise Resultate fiir R x R"™ auf den Fall R x N {ibertragen, was
wir weiter unten tun werden:

Lemma 5.20. id x¢ : R x R" — R x N, (z,q) — (x,v%(q)) ist ein surjektiver lokaler
Diffeomorphismus.

Beweis. 1 ist eine C™ Uberlagerung und damit ein surjektiver lokaler Diffeomorphismus.
Also gibt es zu jedem g € R" eine offene Umgebung U C R" und eine offene Menge
V C N, so dass (U) = V gilt und ¥|y : U — V ein C* Diffeomorphismus ist. Zu
(z,q) € R x R" wihle dann die offenen Mengen Rx U C RxR" und RxV C R x N.
Dann gilt id xy(R x U) = R x V, und id x¢|gxy : R XU — R x V ist ein C*
Diffeomorphismus. Damit ist id x ein lokaler Diffeomorphismus. Da v surjektiv ist, ist
auch id x surjektiv. [

Als Néchstes eine Beziehung zwischen warped product Metriken auf R x R" und R x N:
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Satz 5.21. Es gilt (id x)*(f?dz? + ¢*gn) = f2dz* + g*gRr».

Beweis. Seien x € R,q € R",y,2 € T,R,v,w € T,R" und bezeichne die Lifte mit y etc.
Dann gilt

(id x)*(f?da® + ¢°gn) (z, @) (§ + 0, Z + W)

= (f%dz® + g*gn) (2, 9(9))(D(d X) (2.4) (T + V), D(id X9)) (2,9) (Z + @)
fzdx +9g QN) z,9(q)) (Y + Dby (v), Z"’"qu(w))
2?)(x)(y, 2) + ¢° ((0))(Dthg(v), Dipg(w))

)

= ( ( )y

= (f? )+ g7 (x)gn (¥ (q))(
(f da?)(x)(y, z) + *(x) (" gn ) (q) (v, w)
= (f*dz?)(2)(y, 2) + ¢*(x)grr (q) (v, w)

= (f*dz* + ¢*gr»)(x,¢)(J + U, 2 + W)

wobei wir ¢*gy = gr» verwendet haben. O]

Korollar 5.22. id x¢ : (R x R", f2d2® + g’gr») — (R X N, f?dz? + g?gy) ist eine
surjektive lokale Isometrie.

Beweis. Das folgt aus Satz 5.21 und Lemma 5.20. m

Satz 5.23. Seien M, N C* Mannigfaltigkeiten und = : M — N ein surjektiver lokaler
Diffeomorphismus. Dann ist die Abbildung * : X3(N) — XJ(M), g — 7*g injektiv.

Beweis. Gilt h = ©*g, heifit das h(p)(v,w) = g(n(p))(Dm,(v), Dmy(w)) fiir alle p €
M,v,w € T,M. Da Dm, nach Voraussetzung ein Isomorphismus und 7 surjektiv ist, ist
g durch obige Formel eindeutig bestimmt. O]

Bemerkung 5.24. Die Injektivitét bedeutet, dass es zu gegebener Metrik h auf M héchstens
eine Metrik g auf N mit h = n*g gibt.

Jetzt Ergebnisse fiir R x R" und die induzierten auf R x N:

Satz 5.25. Sei R"™ = R x R" mit der warped product Metrik h = f*dz? + ¢>ggn
versehen. Sei s : R — R ein Diffeomorphismus und eine Stammfunktion zu f und ¢ :
R — R" gegeben durch ¢(xq, ..., x,) = (5(20), L1, ... ). Sei k := dax®4(g?os ) gpn
ebenfalls eine warped product Metrik auf dem R™™. Dann gilt ¢*k = h

Bemerkung 5.26. Die Stammfunktionen von f sind genau die Funktionen
= fyx f(€)d¢, y € R aus Definition 4.12. Ein (und damit alle) s, ist genau dann ein

Diffeomorphismus R — R, wenn s,(R) = R (<= f2dz? ist vollstéindig, nach Korollar
4.15) gilt.
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Beweis. Sei p € R™! fest aber beliebig. Die warped product Metriken sind gegeben
durch hoo(p) = f? o w(p), hii(p) = g*> o w(p), i = 1,...,n mit 7(xo,...,r,) = T, und
hj(p) = 0 fiir alle 5,1 =0, ...,n, j # L. koo(p) = 1, kiu(p) = ¢*(s (7 (p))), k; = 0. Es gilt
0(p)(v) = (s'(7(p))vo, V1, .oy V), ¥ = (Vo, ..., vn) € R™ (00(p) : R™™ — R™! ist die
(gewohnliche) totale Ableitung von ¢ im Punkt p).

Ferner gilt (siche auch Kapitel 3 fiir die ~-Notation)

k() (v, w) = k(6(p))(90(p) (v), D(p) (w))

= k((s(x0), 21, .-, 7)) (5" (0) V0, V1, .., U ), (8" (o) wo, W1, ..., wy))

= (5'(w0))?vowo + g*(x0) Z VW

= f2(x0)vowo + 92(1’0) Z VWi = Z(Z’) (v, w)

]

Satz 5.27. Seien M, N C* Mannigfaltigkeiten. Seien g,q Riemannsche Metriken auf
M, h,h" Riemannsche Metriken auf N. Sei f : M — M ein Diffeomorphismus. Sei m :
M — N ein surjektiver lokaler Diffeomorphismus. Erxistiere eine Abbildung f: N — N
mit fomw =mo f. Dann ist f ein Diffeomorphismus. Ist aufferdem f: (M,g) — (M, q')
eine Isometrie und 7 : (M, g) — (N, h) sowie w : (M,q') — (N,}') jeweils eine lokale
Isometrie, so ist f': (N,h) — (N,h') eine Isometrie.

Beweis. Der Beweis ist dem Leser {iberlassen! O

Korollar 5.28. Sei Rx N mit der warped product Metrik h = f?da?+g*gn versehen. Sei
s: R — R ein Diffeomorphismus und eine Stammfuktion zu f und ¢ : RX N — Rx N
gegeben durch ¢(x,q) = (s(x),q). Sei k := dz* + (g% o s7V)gn, wobei dz*(= dx?) die
Standardmetrik auf R bezeichnet, ebenfalls eine warped product Metrik auf R X N. Dann
gilt *k = h. (Zur Ezistenz von s siehe Bemerkung 5.26.)

Beweis. Das folgt aus den vorigen beiden Sitzen. [

Satz 5.29. Sei R"™' = R x R" mit d der warped product Metrik h = f2dx* + g>ggn
versehen. Dann gilt ]Rm](a: q) = |Rm|( ), [IVRm|(z,q) = |VRm]|(z), |Ric|(z, q) =
|R1c]( ), |T|(z,q) = |T|( ) (T bezeichnet den spurlosen Ricci Tensor) R(x,q) = R(x)

fir alle x € R,q € R" fiir geeignete Funktionen |Rm/|, |V Rm |, |R1c| ]T] R:R— R,
d. h. |Rm|,|VRm|,... hingen nur von x € R ab.

Beweis. Auf R™™ = R x R" gilt bzgl. der Identitit als Karte: Die Komponentenfunk-
tionen der Metrik h;; hidngen nur von x € R ab, 0 < 7,5 < n (siehe die Aquivalenz
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von (1) und (2) in Satz 6.1). Somit héingen auch die I'}; nach Definition nur von z ab.
Demzufolge auch die ka, Rijxt, Rir. = ¢ Rijri, R = g* R, Tij = Rij — n—}ilgij. Wegen
der allgemeinen Beziehung (auf dieser warped product Mannigfaltigkeit): Afj héngt nur
von r ab = VlAfj héngt nur von z ab, fiir einen beliebigen Tensor A (da die Ffj nur
von = abhéngen, siehe [44], S. 93) héngen damit die Komponenten aller kovarianten Ab-
leitungen von Rm auch nur von z ab. Aus der Definition der Norm von Tensoren folgt
damit die Behauptung. O]

Satz 5.30. Seien (M, g),(N,h) C* Riemannsche Mannigfaltigkeiten und f : (M, g) —
(N, h) eine lokale Isometrie. Dann folgt

|Rmy/ | = |Rmpy | o f,|[VRmy | = |VRmy | o f,|Ricy | = |Ricy | o f

RM:RNOfalTM‘:|TN|Of

Dabei bezeichne Rmy; den Riemannschen Krimmungstensor auf M, Ricy; den Ricci
Tensor auf M usw.

Beweis. Sei A ein beliebiger (r, s)-Tensor auf N. Dann ist f*A wohldefiniert, da f ein
lokaler Diffeomorphismus ist. Es lassen sich also beliebige Tensoren unter f zuriickziehen.
Da fiir jede offene Teilmenge U C M gilt (f|y)*A = (f*A)|y und da f eine lokale
Isometrie ist, folgt

|Rmy |o f= f*(|Rmy |) = |Rmu |, [VRmy | o f = f*(]VRmy [) = [V Rmyy |
usw., siehe [44], S. 91. O

Korollar 5.31. Sei R x N mat der warped product Metmk h = f2dx? + g*gn versehen.
Dann gilt | Rm |(z, q) = [Rm|(x), |V Rm|(z,q) = [V Rm |(x), | Ric|(z,q) = |Ric|(z),
IT|(x,q) = ]T|( ) (T bezeichnet den spurlosen Ricci Tensor), R(x,q) = R(z) fir alle

x € R,q € N fir geeignete Funktionen \Rm\,\VRm],\ﬁaJT],é R — R, d. h.
|Rm |, |V Rm |, ... hangen nur von x € R ab.

Beweis. Das folgt aus den vorigen beiden Sétzen: Wir wihlen id x4 als lokalen Diffeo-
morphismus, wobei ¢ : R" — N die universelle lokal isometrische Uberlagerung von
(N, gn) ist (R" triagt die Standardmetrik ggrn). Aus | Rmgyre | = | Rmrxn | o (id X1))
folgt

[Rmgxr~|(7) = | Rmrxre (7, ¢) = | Rmrxy |(2,9(q))
und da v surjektiv ist die Behauptung (die anderen Félle sind analog). O

—_— —_—

Bemerkung 5.32. Im folgenden schreiben wir auch |Rm| fir |Rm |, [V Rm | fiir |V Rm |
usw., d. h. wir lassen manchmal die Tilde weg.
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Satz 5.33. Sei R""' = R x R" mit der warped product Metrik h = f?dx® + ¢>gpn
versehen. Dann sind (bzg. der Identitit als Karte) die Christoffelsymbole gegeben durch:

fa 992
oo = ?,F?i =

wobei v =1, ....,n gilt, alle anderen Christoffelsymbole sind = 0.

FZZ. —_= F;: = —
0 0 q

Beweis. Der Beweis ist dem Leser iiberlassen! O

Satz 5.34. Sei R"™ = R x R" mit der warped product Metrik h = f?dx® + ¢*gpn
versehen. Seiu: Rx R" — R C*™ mit u(z,q) = u(z) fir eine Funktion u: R — R und
fiir alle x € R,q € R". Dann gilt

(Au)(z, q) = (g + n%%)(m)

fiir allex € R,q € R".

Beweis. Wir schreiben (z,q) = (2° 2, ..., 2™). Griechische Indizes laufen im Folgenden

von 0 bis n. Nach Satz 5.33 gilt

(Au)(z,q) = (AP HYs)(x,q) = (Y h**Hi,)(w,q)

«

0%u ou 9%u ou
= g o — s — (00 _ E aa0 Y
( ~ g (a(wa)g > Faaamﬁ)(:paQ) (g 8(1‘0)2 - g Paaaxo)(:pucp

[T

— (5 - SR g () = (- B )

ey
= (u n%ﬁ T
= (Uss + J ) ()
O

Korollar 5.35. Sei R x N mit der warped product Metrik h = f2dx* + g>gy versehen.
Seiu: Rx N — R C*® mit u(z,q) = u(x) fir eine Funktion u : R — R und fir alle
xr € R,qe N. Dann gilt

(Au)(,q) = (s + 0" ) (2)
fiir allex € R,q € N.
Beweis. Seiv: RxR" — R gegeben durch v(x, p) := u(z,1(p)). Aus Korollar 5.22 folgt
(Av)(z,p) = (Au)(z,1(p)) und wegen v(z, p) = u(x,(p)) = u(z) fur allez € R,p € R"
folgt nach Satz 5.34
(Au)( 9(p)) = (B0) (2. p) = (Tos + 7 2T) (2
fiir alle x € R, p € R". Da v surjektiv ist, folgt die Behauptung. m
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Als Néchstes zu R x N mit lokal symmetrischen Enden:

Satz 5.36. Sei R x N mit der warped product Metrik h = f?dx® + g*’gn versehen.
Gilt |V Rm|(z) = 0 fir alle x € (—o0,ap] fir ein ag € R, so gibt es ein C > 0 mit
Ky(z) = Ky(z) = —=C fir alle v € (—00,ay|. Falls f(x) = 1 gilt fir alle v € R, folgt
g(x) = Ae®VC" fiir ein A > 0 fiir alle © € (—o0,aq]. Analoges gilt fiir [by, 00) statt
(—o0, ag|.

Beweis. Wir konnen oBdA f(z) = 1 fiir alle z € R annehmen (sieche Korollar 5.28). Dann
. . 2 2 ..

gilt 2 = -2 Es gilt also L(Z—;‘)x\(x) = [(%)sl(z) < [VRm|(z) = 0 fiir alle z € (—o0, a]

nach Satz 5.12. Es folgt Z—; = C auf (—00, ag]. Im Folgenden schrinken wir uns auf den

Bereich (—o0, ag] ein.

Fall 1: ' =0
Daraus folgt g = 0, woraus g, = 0 und somit g = const. und Ky = Ky = 0 folgt.

Fall 2: C' >0

Es folgt g2 = C'¢*, was immer # 0 ist.
Fall A: g, > 0

Daraus folgt

9. =VCyg
= (logg)m—%ﬁ—\/a

= log g(ap) — log g(x) = VC(ag — )
g(ao) _ e\/@(ag—x)

g(z)
fiir alle —oo < x < ag, also
g(x) = glag)e VeV
—o00 < = < ag.Daraus folgt
2

Yo _ g = Yo

g g
und somit Ky = Ky = —C auf (—o0, ag.
Fall B: g, <0
Es folgt

. = ~VCg = log g(ao) — log g(x) = —V/Ciao — 7) = L% _ (~vBlan-o
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also

9(r) = glag)e¥ e
—00 < & < ao. Das ergibt & = —v/C und somit Z—% = ¢ = 2= und damit wieder
Ky = Ky = —C auf (—o0, ag.
Der Fall [by, c0) geht analog. O

Weiter zeigen wir, dass Isometrien Bille auf solche gleichen Volumens abbilden. Das
wenden wir auf unsere warped product Mannigfaltigkeit an fiir den Fall, dass NV homogen
ist:

Satz 5.37. Ist (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : (M,g) — (M, g)
eine Isometrie mit f(x) = y, so folgt Vy(z,r) = Vy(y,r) fir alle r > 0. Dabei ist
Vy(x,r) = Vol By(z,r) das Volumen des Balles By(z,1).

Beweis. Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : (M,g9) — (M, g) eine
Isometrie mit f(z) = y, so folgt f(B(x,r)) = B(y,r). Sind ferner A, B C M messbar
bzgl. des VolumenmaBes mit f(A) = B, so folgt VolA = [, 1du = ff(A) 1dyu = Vol B.
Fir A = By(x,r), B = By(y,r) erhalten wir also Vol B,(z,r) = Vol B,(y, ). O

Satz 5.38. Ist ¢ : (N, gn) — (N, gn) eine Isometrie, dann ist id x¢ : (R x N, f2dz? +
g*gn) — (R x N, f2dz* + g*gn) ebenfalls eine Isometrie.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 5.21. O]

Korollar 5.39. Sei R x N mit der warped product Metrik h = f2dx* + g*gn versehen.
Dann gilt Vi, ((x,0),r) = Vi((x,c),r) fir aller > 0,z € R, b,c € N, falls N homogen
ist. Dabei bezeichnet allgemein Vy(x,r) das Volumen des Balles By(x,r) mit Mittelpunkt
x € M und Radius r > 0 in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g).

Beweis. Das folgt aus den Sétzen 5.37 und 5.38. [

Wir berechnen nun das Volumen von (R x N, f?dz? + g*gn), falls (N, gn) Volumen 1
hat:

Satz 5.40. Das Volumen von (RxN, f*dz*+g*gy) ist gegeben durchV = [, g"(z) f(z)dz,
falls (N, gn) Volumen 1 hat.

Beweis. Hier eine Beweisidee: du = +/det(h;)dz® A -+ A dz™ = /f?¢*dz® A -
da" = fg"dx® A -+ Ada™ und somit V = [, du= [g [y f(@,t)g" (2, t)da® A A dx"

N
fR f(z,t)g"(z, t)dx. 5

Als Néchstes zeigen wir, dass unter Zusatzvoraussetzungen die mittlere Skalarkriimmung
stets positiv ist:
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Satz 5.41. Sei M = R x N mit der warped product Metrik h = f*dx® + g*gn versehen.

Gelten sup e, | Rm|(p) < oo, lim, 100 g(2) = 0 und habe (M, h) endliches Volumen.
Dann folgt [,, Rdu > 0.

Beweis. Aus Korollar 5.14 entnehmen wir R = 2nKg+n(n—1)Ky = —Zn%—n(n—l)z—g.
g" = /|Ky|¢g" — 0 (x — +o0) (Korollar 5.11). Daraus

gs

n—l‘ —
g

Auflerdem gilt |gsg
und aus Satz 5.40 folgt

g gs
/ Rdyp = / (=2n== —n(n —1)=5)g"ds
M R 9 g

— [ (“2ngug™ <l = g2y s
R
= / (2n(n —1)g" g2 —n(n — 1)g2g"*)ds — / 2n(gsg" ") sds
R R
= / n(n — 1)9”_2g§d5 - / 2n(g5g"_1)zd$
R R
= / n(n —1)g" 2g2ds > 0
R

]

Als Letztes zeigen wir unter bestimmten Zusatzvoraussetzungen eine Abschitzung fiir
den Injektivitatsradius. Dazu brauchen wir ein paar Vorbereitungen:

Definition 5.42. Sei (X, G) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € X. Eine stetige
Kurve ¢ : [0,1] — X mit ¢(0) = ¢(1) = p nennen wir eine Schleife mit Basispunkt p. Ist
c zusdtzlich eine Geoddte, sprechen wir von einer geoddtischen Schleife (hierbei brauchen
Anfangs- und Endgeschwindigkeit nicht tibereinzustimmen!).

Sei auch im Folgenden (X, G) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Definition 5.43. Sei p € X. Zwei Schleifen ¢, : [0,1] — X mil Basispunkt p heiflen
kurz homotop, falls es eine Homotopie H : [0,1] x [0,1] — X gibt mit

H(,0)=c¢,H(-,1)=,H(0,-)= H(1,-)

p

und

max L(H(:,t)) < max{L(c), L(c')}

wobei L die Linge einer Kurve angibt.
Definition 5.44. Seip € X. Sei R, := sup{r > 0 : D(exp,), ist injektiv Vv € B,(0)}

der Kongugationsradius an p, und sei i, := sup{r > 0 : exp,(B,(0)) ist offen in M und
exp,, : B,(0) = exp,(B,(0)) ist ein Diffeomorphismus} der Injektivititsradius an p.
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Lemma 5.45. Sei (X, G) wollstindig. Sei ¢ eine Schleife mit Basispunkt p € X mit
L(c) < R,. Dann gibt es genau eine geodditische Schleife s mit Basispunkt p mit

e L(s) < L(c)
e c ist zu s kurz homotop
Beweis. siehe [12] N

Lemma 5.46. Sei dim X =:m > 2. Seip € X und U C T, X ein zweidimensionaler
Unterraum. Dann gilt |secU| < |Rm|(p).

Beweis. Wéhle v,w € T,X orthonormal (d. h. (v,w) = 0,(v,v) = (w,w) = 1) mit
U = span{v, w}. Ergénze v, w zu einer Orthonormalbasis e; := v, es := w, €3, ..., €, von
T,X. Dann folgt

(secU)* = ((Rm(p) (v, w)v, w)* = (Riaa(p)* < D (Rijua(p))* = (|Rm |(p))’

i,7,k,l
0

Theorem 5.47. Falls sec < K gilt (d. h. alle Schnittkrimmungen sind < K ) fir eine
Konstante K > 0, hat fiir alle p € X exp,, : Bw/\/F(O) — X keine kritischen Punkte.

Beweis. siehe [48] O

Korollar 5.48. Falls |Rm | < K gilt fiir eine Konstante K > 0, folgt R, > n /K fiir
allep € X.

Beweis. Das folgt aus Lemma 5.46, der Definition von R, und Theorem 5.47. [
Lemma 5.49. Hat (R x N, f?dz* + g°gn) endliches Volumen, dann auch (N, gy).

Beweis. Schreibe wie oben k := f2dz? h := f2dz? + ¢?gy und sei A C R eine kom-
pakte Teilmenge mit positivem Volumen. Also hat g|4 ein positives Minimum m > 0.
Bezeichne allgemein mit Vol(Y, G) das Volumen einer messbaren Teilmenge Y C X einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit (X, G). Es gilt

0o > Vol(R x N, h) > Vol(A x N,h) > Vol(A x N,k +m?gy)
= Vol(A, k) - Vol(N, m?gy) = m" Vol(A, k) - Vol(N, gy)

Da Vol(A, k) > 0 gilt, folgt die Behauptung. ]

Jetzt kommt die Injektivitédtsradiusabschétzung:
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Satz 5.50. Gelte lirin go(z) = 0, habe (R x N, h) endliches Volumen und sei (N, gn)
T—rT 00

homogen. Gelte fiir den Riemannschen Krimmungstensor auf Rx N |Rm| < K fiir ein
K > 0. Dann existiert eine Konstante C' > 0, die nur von (N, gn) abhingt, so dass gilt

SUPi(z,q) < Cg(x)
qeEN

fiir alle x € R mit Cg(z) < n/VK, wobei i(z,q) den Injektivititsradius am Punkt (x,q)
bezeichnet.

Beweis. Im folgenden Beweis verwenden wir alle Resultate ab Definition 5.42. Da nach
Voraussetzung (Rx N, f2dz?+g*gx) endliches Volumen hat, ist das Volumen von (N, gx)
nach Lemma 5.49 ebenfalls endlich. Daraus folgt, dass N nicht einfach zusammenhéngend
ist (da (NN, gy) ansonsten isometrisch zu R" mit Standardmetrik ggr» wére) und somit
die Fundamentalgruppe m1(N) von N nichttrivial ist. Sei ¢ € N fest aber beliebig. Da
(N, q) # {1} gilt, gibt es eine geschlossene stetige (sogar stetig differenzierbare) Kurve
¢:]0,1] = N mit ¢(0) = ¢(1) = ¢, die nicht homotop zur konstanten Kurve = ¢ ist. Sei
C := L(c) > 0 (um den Wert C eindeutig festzulegen, kann man als ¢ eine nichtkonstante
geoditische Schleife minimaler Linge wihlen). Sei z € R mit Cg(z) < n/vVK. Sei
v:[0,1] = R x N,y(s) := (z,c(s)). BEs gilt L(7) = g(2)L(c) = Cg(x) < 7/VEK < Rz
nach Korollar 5.48. Wegen Lemma 5.45 ist somit v kurz homotop in R x N zu einer
geodétischen Schleife s (mit demselben Basispunkt) nichtgroerer Lénge, also mit L(s) <
L(v). Da der Injektivitétsradius an einem Punkt einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
ganz allgemein durch die Lénge jeder nichtkonstanten geodétischen Schleife an diesem
Punkt beschrankt wird, folgt i, o) < L(s) < L(y) = g(z)L(c) = Cg(z). Lassen wir nun
q € N variieren: Da N homogen ist, gibt es an jedem Punkt von N eine geschlossene
C! Kurve, die nicht homotop zur konstanten Kurve ist und die gleiche Linge wie ¢ hat.
Daraus folgt sup,cy iz < Cg(z). Damit folgt die Behauptung. O
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6 Charakterisierung von f2dz? + ¢’gr» durch Isome-
trien

In diesem Kapitel beweisen wir, dass sich die warped product Metrik f2dz? + g>gr» auf
dem R durch Isometrien charakterisieren lisst. Fiir in diesem Abschnitt verwendete
Notation siehe die Kapitel 3 und 2.

Satz 6.1. Sei h eine C™ Riemannsche Metrik auf dem R™™ = R x R™. Dann sind
dquivalent:

(1) Es existieren f,g: R — R C™ und positiv mit h = f*dx* + g*gpn

(2) Es existieren f,g : R — R C™ und positiv mit hij(z,q) = 0, hoo(z,q) = f*(x),
hir(z,q) = g*(x) fiir alle (z,q) € Rx R",i,5=0,...n,i# j,k=1,..,n

(3) Es ezistieren f,g : R — R C™ und positiv mit h = (f* o w)dx3 + (g° o 7)(dx? +
o +dz?) mitm: Rx R" — R, (1,q) = x

(4) Folgende Abbildungen sind Isometrien (R h) — (R"™* h):
w(I(pOa 7pn) = (p07p1 + Ay, .-y Pn + an); a = (07 ay, ..., an) € R"

(bi(pO’ 7pn) = (p07 <oy Pi—1, —Pi, Di+1, 7pn)72 = 17 <y

Nio(D0s s Prn) = (P0y -es Die1, Di COS © — Pi1 SN 0, Py SIN @ + Diy1 COS P, Pias oy D)
,i=1,..n—1,pe R

Beweis. ,,(1) = (2)”: Seien (z,y),(z,2) € T,R,(¢,v),(¢,w) € T,R". Wir haben die
beiden Projektionen 7 : R x R" — R,0 : R x R" — R". Der Lift von (z,y) an (z, q) ist

gegeben durch (a:,/\g) = ((x,q), (y,0)) und der Lift von (q,v) an (z,q) ist gegeben durch
(¢.0) = ((2,4), (0,v)). Damit folgt (z,y) + (¢, v) = ((z.q). (y,v)). Also gilt

(f2da® + ¢ grn ) (2, 9)(((z, 9), (y,0)), (2, q), (z,w))

= (f*ds® + ¢°grr) (7, q)
= fda?(x)((z,y), (z, 2)
= fA(z)yz + g*(z) (v, w)

e~ ——~——

(2. 9) + (q,v), (7, 2) + (g, w)
) + *(2)grn(0)((g, ), (g, w))

wobei hier (-, -) das Standardskalarprodukt im R"™ bezeichnet. Daraus folgt h;;(z,q) = 0,
hoo(z,q) = f2(x), hir(z, q) = ¢*(x) fiir alle (z,q) € Rx R" 10,5 =0,..,n,i # j, k =
1,...,n.
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»(3) = (2):
((f* o m)dag + (g° o m)(daf + -+ + dz7)) (w, @) (2, 0), €a), (%, ), €5))

= f*()0ad0s + g°(2) Z 010018
=1

o, = 0,...,n. Daraus folgt h;j(z,q) = 0, heo(z,q) = f*(x), hir(x,q) = ¢*(x) fiir alle
(x,q) e RxR"i,7=0,...,n,i# jk=1,...n.

»(2) = (1)”: Da eine Riemannsche Metrik durch ihre Komponentenfunktionen bestimmt
ist und die Metrik f2dz? + g’gr» die angegebenen Komponentenfunktionen hat (siehe
»(1) = (2)7), folgt die Behauptung. Genauso fiir ,,(2) = (3)”

Damit sind also (1) — (3) dquivalent.

»(2) & (4):
Es gllt (Hllt b= (p(b 7pn)) 1/} (pOJ 7pn) = (p07p1 +CL1, "'Jpn+an)7 also a¢a(ﬁ) = id und

—_

somit ¥*h(p) (v, w) = h(1be(p))(v, w) fiir alle p,v,w € R"*'. Also folgt

Wih = h < grh=h

& h(ta(p)) (v, w) = h(p) (v, w) Vp,v,w € R™
& hij(Ya(p)) = hij(p) YO < i,5 <nVpe€ R

Damit ist die Bedingung, dass die Abbildungen

77Da(p()7 7pn) = <p07p1 + a, ey Pn + an)7 a = (Oa a, ..., an) € RnJrl
Isometrien (R"™, h) — (R™*!, h) sind, dquivalent dazu, dass
hi;(p) = hi;(m(p)) Y0 < i, < n ¥p € R
gilt mit geeigneten Funktionen h;’j : R — R, d. h. dass die Komponentenfunktionen nur
von der ersten Variablen abhédngen (oder dquivalent, dass h nur von der ersten Variablen
abhéngt).

Diese Bedingung ist erfiillt, falls (2) gilt.

Wir nehmen im Folgenden an, dass h;;(p) = h;j(ﬂ(p)) Y0 <i,j <n,Vpe R" gilt.
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Es gilt ¢i(po, - Pn) = (D0, s Die1s —Dis Dit1s s Pn), § = 1, ..., n; somit ist ¢; linear. Daraus
folgt x(p) = o und somit Gh(p)(v, w) = h(éx(p))(Gi(v), éx(w)) fir alle p, v, w € R™.

Also folgt mit v = (vg, ..., v,), w = (wo, ..., Wy,)
¢ih=hs h(qbz(p))( ¢i(v), pi(w)) = h( (v, w) Vp,v,w € R™!

(p)(¢ ( ) ( )) h( )(1} w) VP,U w E Rn+1

(p)((vo,.. Vi—1, Ui’vi+1""’v”)’(wo’“'>wi—l>_wi,wi+1,...,wn))

( )((vo, -y V), (Wo, -y wy)) Vp € Rn+1’vo’ Uy oy € R

Damit ist ¢;, i = 1,...,n eine Isometrie, falls (2) gilt. Ist umgekehrt ¢;, i = 1, ..., n, eine
[sometrie, so folgt fiir 5 # ¢

hij(p) = h(p)(e:, e;) = hp)(—ei, e;) = —hi;(p)

fiir alle p € R"™, wobei ey, ..., e, die Standardbasis des R"™ bezeichnet, und somit
hij(p) = 0, d. h. die Matrix (hs;(p))o<i j<n ist diagonal.

Es gilt 1., (Po; -, Pn) = (Pos -, Pi—1,Pi COS @ — Piy1 SN Q, p; SIN @ + Piy1 COS P, Piy2, s Pu),
i=1,..,n—1,¢ € R,d. h.n,, ist linear. Auerdem ist 7, , von der Form n; ,(po, ..., pn) =
(Po, &ip(P1, oo, Pp)) mit &, : R™ — R” linear. Also folgt

nh=h<e

ﬁ(p)((vo, io(V1, s 0p)), (w0, & (w1, ...y wy))) = R(p)((vo, ..., V), (Wo, ..., wy))
Vp e R"™ v, ..., v, wo, ..., w, € R

Da &, , eine lineare Isometrie bzgl. des Standardskalarprodukts auf dem R" ist, ist 7, ,
i=1,..,n—1, ¢ € R eine Isometrie, falls (2) gilt. Ist umgekehrt 7;,, i = 1,...,n — 1,
¢ € R eine Isometrie, so folgt (indem wir ¢ = 7/2, v = w = ¢; wéhlen)

hii(p) = ﬁ(p)(% ei) = h(p)<7]i,w/2(6i)a niﬂr/Q(ei)) = h(p)(eit1, €ir1) = h¢+1,¢+1(p)
fir allep e R"™i=1,...,n—1.
Insgesamt erhalten wir ,,(2) < (4)”. O

Bemerkung 6.2. Die Abbildung ¢, ist eine Translation um einen Vektor in der zy, ..., z,
Hyperebene. Die Abbildung 7; ist die Spiegelung an der zg, ..., z;_1, Z;y1, ..., T, Hyper-
ebene. Die Abbildung 7; , ist eine ”"Drehung in der x;, x;11 Ebene um den Winkel ¢
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7 Existenz, Eindeutigkeit und Erhaltung von Isome-
trien unter Ricci Fluss

Wir definieren in diesem Kapitel den Ricci Fluss und zeigen Existenz- und Eindeutig-
keit in der Klasse der C*° Familien von vollstdndigen C'*° Riemannschen Metriken mit
beschrankter Kriitmmung auf kompakten Zeitintervallen. Anschlieend zeigen wir, dass
Isometrien in dieser Klasse von Familien von Metriken erhalten bleiben. Diese Resultate
sind nicht neu und stehen z. B. in [15], Theorem A. 17, [16], Theorem D.5 und in [19],
S. 175.

In diesem Kapitel seien M, N n-dimensionale C* Mannigfaltigkeiten und I C R ein
Intervall.

Definition 7.1. Sei h(t),t € I eine C* Familie von C* Riemannschen Metriken auf
M. h(t),t € I erfillt Ricci Fluss, falls gilt
d

il — _9Riji
oD, t) Ric(p, 1)

fir alle p € M und alle t € 1. Ist I = [a,b) oder I = [a,b] oder I = [a,00) mil
—o00 < a<b< oo undh eine C*° Riemannsche Metrik auf M, dann ist eine Lésung
des Anfangswertproblems
d
Eh(p, t) = —2Ric(p,t) fir allep € M,t € 1 (3)
h(a) =h

per Definition eine C* Familie von C* Riemannschen Metriken auf M, h(t),t € I, die
Ricci Fluss erfullt und fir die h(a) = h gilt.

Bemerkung 7.2. Die Gleichung ,,%h(p, t) = —2Ric(p,t) fir alle p € M und alle t €
ist so zu verstehen: Sei p € M fest aber beliebig. Dann ist h(t)(p),t € I eine C* Kurve
im n-dimensionalen R-Vektorraum (7%),M. Damit ist die Ableitung £h(t)(p),t € I
definiert. h(t),t € I erfiillt per Definition Ricci Fluss, falls £h(t)(p) = —2 Ricy)(p) gilt
fiir alle ¢t € I. Fiir Ricy)(p) schreiben wir stattdessen Ric(p,t).

Bemerkung 7.3. Eine Losung des Anfangswertproblems (3) (am Beispiel I = [a, b)) ist
eigentlich eine stetige Abbildung h : M X [a,b) — TYM, h(p,t) = h(t)(p), die C> auf
M x (a,b) ist und so dass h(t) eine C* Riemannsche Metrik auf M ist fiir alle ¢ € [a, b)
mit

d
fiir alle p € M und alle ¢ € (a,b) und mit h(a) = h. Ist jedoch sogar h : M x [a,b) — Ty M
C*, so folgt

d
oD, t) Ric(p, )
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fur alle p € M und alle t € [a,b) (das ist dem Leser iiberlassen!), und das ergibt dann
obige Definition.

Theorem 7.4. Sei M nichtkompakt. Sei h eine C'*° wvollstindige Riemannsche Metrik
auf M mit beschrdnkter Kriimmung

|Rm|2§/{70

fir ein 0 < ky < +o00. Dann existiert T = T'(n, ko) > 0, so dass es eine Lisung des Ricci
Flusses h(t),t € [0,T] gibt mit h(0) = h, und diese erfillt die folgenden Abschdtzungen:
Fiir jede ganze Zahl m > 0 gibt es ein C = C(m,n, ky), so dass

k
sup |[V™ Rm [2(p, t) < C(m,n, ko)
peEM tm

fir alle 0 <t <T(n,ko) (0 <t <T(n,ko) firm=0 aus Stetigkeitsgrinden) gilt.
Beweis. siche [51] O

Theorem 7.5. Sei M nichtkompakt. Sei 0 < T < oo beliebig und seien h(t), h(t),t €
[0,T) Losungen des Ricci Flusses mit h(0) = h(0) und jeweils beschrimkter Kriimmung
|Rmy, | < C und |Rmg, | < C auf M x [0,T] fiir eine Konstante C' > 0. Seien aufSerdem
h(0), h(0) wvollstindig (und damit auch h(t), h(t) fir alle t € [0,T), siehe die Sitze B.8
und B.9). Dann folgt h(t) = h(t) fir alle t € [0,T).

Beweis. siehe [35] O

Definition 7.6. Sei M nichtkompakt.

Sei B(M) die Menge aller vollstindigen C'* Riemannschen Metriken auf M mit be-
schrdankter Kriimmunyg.

Sei BK(M) die Menge aller C*° Familien von C*° Riemannschen Metriken h(t),t € 1
auf M, wobei I = [0,a] oder I =1[0,a) fir ein 0 < a < oo gelten mage, h(t) vollstindig
sei fir alle t € I und |Rm|(p,t) < C fir alle p € M und alle t € J gelte, wobei J ein
kompaktes Teilintervall von I ist und C von J abhdngen kann.

An dieser Stelle definieren wir kurz den normalisierten (=volumenerhaltenden) Ricci
Fluss, welcher sich vom Ricci Fluss nur durch eine Reskalierung der Metrik und Repa-
rametrisierung der Zeit unterscheidet.

Definition 7.7. Sei h(t),t € I eine C*> Familie von C* Riemannschen Metriken auf M
aus BK(M). Sei auflerdem Vol(h(t)) < oo fir allet € I (sei Vol h(t) per Definition das
Volumen von M bzgl. h(t)). h(t),t € I erfillt den normalisierten (=volumenerhaltenden)
Ricci Fluss, falls gilt

d . 2
Eh@’ t) = —2Ricyw (p) + ET(t)h(p, t)
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fir alle p € M und alle t € I mit r(t) := %,t € I (Rpwy und dpps) bezeichnen

die Skalarkrimmung bzw. das Volumenmaf bzgl. der Metrik h(t)).
Satz 7.8. Sei h(t),t € [0,T) eine Ldsung des Ricci Flusses aus BK (M) mit Vol(h(0)) <
0o (und damit Vol(h(t)) < oo fir alle t € [0,T)). Dann ist h(t) := c(t)h(t) mit

t
c(t) = en oM F(1) = / co(r)dr
0

eine Lésung des normalisierten Ricci Flusses mit h(0) = h(0).

Beweis. siehe [19], der Beweis von Vol(h(t)) < oo fiir alle t € [0,7) ist dem Leser
tiberlassen (siehe dazu auch Satz B.8)! O

Bemerkung 7.9. Umgekehrt kann man aus einer Losung des normalisierten Ricci Flusses
durch Reskalierung der Metrik und Reparametrisierung der Zeit eine Losung des Ricci
Flusses erhalten.

Jetzt weiter zum entscheidenden

Theorem 7.10. Sei h € B(M) fest aber beliebig. Sei L.y die Vereinigung aller Intervalle
I der Form I = [0,a] oder I = [0,a) fir ein 0 < a < oo, so dass es eine Lisung des
Ricci Fluss h(t),t € I aus BK(M) mit h(0) = h gibt. Dann ist L. von der Form
Inax = [0,T) fiir ein 0 < T < 00, und es gibt genau eine Losung h(t),t € L. des Ricci
Fluss auf Iax in BK(M) mit h(0) = h. Auferdem ist jede Losung des Ricci Fluss in
BK (M) mit Anfangsmetrik h Finschrinkung der mazimalen Lésung.

Zuerst ein paar Lemmata und Korollare.

Lemma 7.11. Ist h(t),t € I eine Losung des Ricci Flusses, so auch E(t) = h(t+a),t e
I —a fir jedesa € R. (I —a:={s—alseI}).

Beweis.
d 7 d b d L . .
%( (t)(p) = %( (t+a)(p) = 7 (t + a)(p) = —2Ricp+a)(p) = —2Ricy, ()

]

Bemerkung 7.12. Wegen dieser Translationsinvarianz in der Zeit gelten das Existenz-
theorem 7.4 von Shi fiir jede Startzeit a € R, und die Eindeutigkeitsaussage Theorem
7.5 gilt auch fiir Losungen auf Intervallen der Form [a,b], —0o < a < b < 00!

Korollar 7.13. Sind g(t),a <t < b und h(t),b <t < cmit —0o <a <b<c<
Losungen des Ricci Flusses mit jeweils beschrankter Krimmung |Rmy | < C, |Rmy, | < C
fir ein C' > 0 und gilt g(b) = h(b), so ist die Zusammensetzung beider Liosungen wieder
eine Losung mit beschrdankter Kriimmung.
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Beweis. Sei ap € R so gewihlt, dass a < ay < b und b < ag + T'(n,C) gilt mit T'(n,C)
aus Theorem 7.4, und sei k(t),t € [ag, a0 + T'(n,C)] eine Losung des Ricci Flusses mit
k(ap) = g(ap) und beschrinkter Kritmmung nach dem Existenztheorem von Shi 7.4. Aus
dem Eindeutigkeitsresultat Theorem 7.5 folgt k(t) = g(t),t € [ao, b], damit k(b) = g(b) =
h(b) und damit k(t) = h(t),t € [b, min{ag+T'(n, C), c}]. Somit ist die Zusammensetzung
C. O

Korollar 7.14. Sei g(t),a < t < b mit —00 < a < b < oo eine Lisung des Ricci
Fluss mit |Rm| < C fir ein C > 0. Dann existiert T = T'(n,C) > 0 und eine Lisung
h(t),a <t <b+T des Ricci Flusses mit |Rm| < C und h(t) = g(t) fir alle t € [a,b].

Jetzt zum Beweis des Theorems 7.10:

Beweis. Wére I,y von der Form I, = [0, b] fiir ein b > 0, so gibe es eine Losung des
Ricci Fluss h(t),t € [0,b] mit beschrankter Kriimmung. Diese liefle sich nach Korollar
7.14 iiber b hinaus fortsetzen. Widerspruch. Also gilt I,,x = [0,7) fiir ein 0 < T < oc.
Sei 0 < ty < T gegeben und sei g(t),t € I Losung des Ricci Fluss aus BK(M) mit
g9(0) = h und ty € I. Sei h(t),t € J ebenfalls Losung des Ricci Fluss aus BK (M) mit
h(0) = h und ty € J. Da Einschrinkungen von Losungen wieder Losungen sind, folgt
aus dem Eindeutigkeitstheorem 7.5 g(to) = h(to). Somit ist g(to) wohldefiniert. Definiere
G(to) := g(to). Die auf diese Weise definierte Familie von Metriken G(t),0 <t < T ist
eine Losung des Ricci Fluss, C* und aus BK(M). O

Auflerdem gilt:

Satz 7.15. Gilt fir die maximale FExistenzzeit T < oo, so folgt

lim  sup Rm(z,t)| = o0
a/T (z.t)eMx[0,q] | )

Beweis. Angenommen, das ware falsch. Dann wiirde |Rm(z,t)| < C fur alle (x,t) €
M x [0,T) gelten. Da die Grofle der lokalen Existenzzeit T'(n, ko) imTheorem von Shi
7.4 nur von n und ko abhéngt, liefe sich der Ricci Fluss iiber 7" hinaus fortsetzen.
Widerspruch. O]

Andersherum gilt also:

Korollar 7.16. Gilt |Rm(x,t)| < C fir alle (x,t) € M x [0,T), wobei 0 < T < oo die
mazimale Existenzzeit sei, so folgt T = oo.

Man kann also Langzeitexistenz der Losung durch Beschranktheit der Kriimmung zei-
gen, oder: Losungen mit beschrankter Kriimmung sind unsterblich!

Wir zeigen als Néchstes, dass Isometrien in unserer Klasse von Familien von Metriken
BK (M) unter Ricci Fluss erhalten bleiben:
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Satz 7.17. Seit) : M — N ein lokaler Diffeomorphismus. Erfiille h(t), t € I Ricci Fluss
auf N. Dann erfillt *(h(t)),t € I, Ricci Fluss auf M.

Beweis. Sei h(t), t € I, Losung des Ricci Flusses auf N. Dann folgt

S )0, w) = SO (D), Diy(w))

= —2Ricp () (¢(p)) (D (v), Dby (w))
= —2(¥" Ricpy ) (p) (v, w)
= —2(Ricyn)) (p) (v, w)

fir alle p € M, v,w € T,M, t € I. Dabei haben wir fiir die letzte Gleichheit Folgendes
benutzt: Ist ¢» : M — N ein lokaler Diffeomorphismus und damit ¢ : (M, ¥*h) — (N, h)
eine lokale Isometrie, so gilt Ricy-, = ¢* Ricy, (siehe [44], S. 91). Wir wenden dies mit
h = h(t), t fest, an. O

Bemerkung 7.18. Als Spezialfall ergibt sich die Diffeomorphismeninvarianz des Ricci
Flusses (némlich wenn ¢ ein Diffeomorphismus ist).

Lemma 7.19. Seit : M — N ein lokaler Diffeomorphismus. Ist h(t),t € I aus BK(N),
so ist Y*(h(t)),t € I aus BK(M).

Beweis. Das folgt aus

Satz 7.20. Seien (M, g), (N, h) C* Mannigfaltigkeiten und f : M — N eine C* lokale
Isometrie. Dann folgt

Beweis. Nach Satz 5.30 gilt | Rmy, | = |Rmpy | o f. O
[

Satz 7.21. Sei 0 < T < oo und h(t),t € [0,T) Losung des Ricci Fluss in BK(M). Ist
¢ (M,h(0)) — (M,h(0)) eine Isometrie, so ist ¢ : (M,h(t)) — (M,h(t)) auch eine
Isometrie fiir alle t € [0,T).

Beweis. ¢ : M — M ist ein Diffeomorphismus. Aufgrund der (lokalen) Diffeomorphis-
meninvarianz Satz 7.17 des Ricci Flusses ist mit h(t),t € [0,7) auch ¢*h(t),t € [0,T)
eine Losung des Ricci Flusses. Da ¢ : (M, h(0)) — (M,h(0)) eine Isometrie ist, gilt
¢*h(0) = h(0). Ferner gelten dieselben Kiimmungsschranken fiir ¢*h(t) wie fiir A(¢) und
¢*h(t) ist ebenfalls vollstiandig fiir alle ¢t € [0,7). Aus der Eindeutigkeit (Theorem 7.5)
folgt damit ¢*h(t) = h(t), t € [0,T), somit ist ¢ : (M, h(t)) — (M,h(t)) auch eine
Isometrie. O
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8 Erhaltung der warped product Struktur und Aqui-
valenz des Ricci Flusses zum f, g System

Sei in diesem Kapitel (IV,gn) eine flache, vollstindige, zusammenhéngende C* Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2.

Wir zeigen, dass die warped product Struktur h = fZdz* + g2gy auf M = R x N
mit fo, g0 : R — R C* und positiv (siehe den Beginn von Kapitel 5) und h € B(M)
unter Ricci Fluss in der Klasse BK (M) (siehe Definition 7.6) erhalten bleibt, d. h.
dass die maximale Losung von der Form h(t) = f2(-,t)dz* + ¢*(-,t)gn,t € [0,T) mit
f,9 : Rx[0,T) — R ist. AnschlieBend zeigen wir, dass der Ricci Fluss dquivalent zu
einem System partieller Differentialgleichungen fiir f und g ist.

Erhaltung der warped product Struktur

Wir beginnen mit N = R" versehen mit der Standardmetrik ggn.

Satz 8.1. Sei h € B(R"") mit h = f2dx® + g2grr mit fo,g0 : R — R C> und positiv.
Sei h(t),t € [0,T) die mazimale Lisung des Ricci Flusses in BK(R™™) mit h(0) = h.
Dann existieren f, g : Rx[0,T) — R positiv mit h(t) = f2(-,t)dz*+¢*(-, t)grn,t € [0,T).

Beweis. Nach Satz 6.1 ist die Bedingung h = h(0) = fZdz*+ g2gr» dquivalent dazu, dass
gewisse Abbildungen Isometrien (R", h(0)) — (R", h(0)) sind. Nach Satz 7.21 sind es
auch Isometrien (R", h(t)) — (R",h(t)),t € [0,T). Also folgt wiederum nach Theorem
6.1h(t) = f2(-,t)dx*+g*(-, t)gmrr,t € [0,T) mit f, g : Rx[0,T) — R positiv geeignet. [

Bemerkung 8.2. Siehe auch [30], Section 11, wo R. Hamilton das Erhaltenbleiben der war-
ped product Struktur mit dem Erhalten von Symmetrien unter Ricci Fluss begriindet. In
[52] gibt M. Simon einen alternativen Beweis, um in seinem Setting das Erhaltenbleiben
der warped product Struktur zu zeigen.

Mithilfe dieses Satzes konnen wir nun zeigen, dass unsere warped product Struktur auf
R x N unter Ricci Fluss erhalten bleibt:

Satz 8.3. Sei h € B(R x N) mit h = f2dx® + g3gy mit fo, g0 : R — R C*> und positiv.
Sei h(t),0 <t < T die mazimale Losung des Ricci Flusses in BK(R x N) mit h(0) = h.
Dann ezistieren f,g : Rx[0,T) — R positiv mit h(t) = f2(-,t)dx*+¢*(-,t)gn,t € [0,T).
Ferner sind f und g eindeutig bestimmt, es gilt f(-,0) = fo, g(-,0) = go und f und g
sind C*°.

Beweis. Die Abbildung 7 := idx® : R x R" — R x N ist nach Lemma 5.20 ein
surjektiver lokaler Diffeomorphismus. Nach Satz 7.17 und Lemma 7.19 ist 7*(h(t)),t €
[0,T) eine Losung des Ricci Fluss auf R™™ in BK(R™™), und wegen Satz 5.21 gilt
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7 (h(0)) = f¢dz* + g2grr. Nach Satz 8.1 folgt 7*(h(t)) = f2(-,t)dz* + ¢*(-,t)grn,t €
[0,T). Nach Satz 5.23 folgt h(t) = f2(-,t)dz* + ¢*(-,t)gn,t € [0,T), denn es gilt

7T*(f2(-,t)d12 + 92('7t)gN> = f2(',t>dili'2 + 92(',t)an

nach Satz 5.21 und 7* : XJ(N) — XJ(M),g — 7*g ist nach Satz 5.23 injektiv. Die
Eindeutigkeit von f und g gilt wegen (fiir die Notation siehe Kapitel 2)

h(t)(z,q)(Z,2) = f*(z,t)da’(z)(z, 2)

und

h(t)(z,q)(V,2) = g*(, t)gn(q) (v, v)
fur alle (z,q) € R x N,z € T,R,v € T,N,t € [0,T), und aus der Eindeutigkeit folgt
f(-,0) = fo und ¢(-,0) = go. AuBerdem sind f,¢g : R x [0,7) — R C*, weil h :
R x N x [0,T) — TO(R x N) O ist. O

Korollar 8.4. Ist h(t) = f2(-,t)dz*+ g*(-,t)gn,t € [0,T) eine Lisung des Ricci Flusses
auf R x N und h(0) vollstindig, dann konnen wir oBdA f(x,0) = 1 fir alle x € R

annehmen.

Beweis. Sei s : R — R eine Stammfunktion zu f(-,0). Dann folgt s = s,(-,0) fiir ein
y € R, und aus der Vollstandigkeit von h(0) folgt, dass s ein Diffeomorphismus ist
(siehe Korollar 4.15). Dann ist nach Satz 5.28 ¢ : Rx N — R x N, (z,y) — (s(x),y) ein
Diffeomorphismus und ¢*k = h(0) mit k := dz*+ (¢*(-,0)os™1)gn. Nach den Sitzen 7.17
und 7.19 ist (¢~ 1)*A(t), t € [0,T) wieder eine Losung des Ricci Flusses in BK (R x N), und
nach Obigem gilt (¢~2)*h(0) = k. Nach Satz 8.3 gilt (¢ 2)*h(t) = f2(-,t)dz* + G2(-, t)gn,
t € [0,T) fiir geeignete £, 7 und mit f(x, 0) =1 fiir alle z € R. O

Beispiele fiir Metriken h = f2dz? + g*gy in B(R x N) erhilt man z. B. mit folgenden
Wahlen von f und g¢:

(1) f(z) =1 fir alle z € R und es mogen a < b in R existieren mit g(z) = e” fiir alle
—o00 <z < aund g(x) =e " fir alle b < 2 < oo.

(2) f(x) =1 fiir alle x € R und es mogen a < b in R existieren mit g(z) = C} fiir alle
—o0 <z <aund g(z) = C, fir alle b < x < 0.

Im ersten Fall sind die Enden (—o00,a] x N und [b,00) x N hyperbolisch (alle Schnitt-

kriimmungen = —1), im zweiten Fall sind sie flach (alle Schnittkriimmungen = 0); Beides
folgt aus Ky = —§—~§, Ky =—%, 2 = 2 (Letzteres wegen f(z) = 1 fiir alle z € R) und

Satz 5.9. Die Beschranktheit der Kriimmungen folgt in beiden Féllen aus Satz 5.10, der
Kompaktheit des mittleren Bereiches [a,b] x N (falls N kompakt ist) und der Stetigkeit
von | Rm|. Da Schranken an | Rm | aber nicht von der Wahl von N abhéngen, folgt die
Beschranktkeit der Kriitmmungen fiir beliebiges N aus dem Fall, dass N kompakt ist!
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Aquivalenz von Ricci Fluss zum f, g System
Sei I C R ein Intervall.
Als Konsequenz aus dem Erhaltenbleiben der warped product Struktur erhalten wir: Die

Ricci Fluss Gleichung ist dquivalent zu einem System partieller Differentialgleichungen
in f und g:

Satz 8.5. Seien f,g : R x I — R C* und positiv. Dann ist h(t) = f2(-,t)dz* +
§*(-,t)gn,t € I eine C> Familie von C* Riemannschen Metriken auf Rx N. Auflerdem
sind dquivalent:

(1) h(t),t € I erfillt Ricci Fluss
(2) f und g erfillen

_ . (Yae faGe
fe=nlss = Py 4
2 (4)
VR I?g

auf R x I
Beweis. Es gilt (im Folgenden bezeichnet 3 den Lift von y usw., siehe Kapitel 2)
h(z,q,t)(§ + 0,2+ @) = f(z, t)da*(2)(y, 2) + g°(2,t)gn () (v, 0)

fir allex € R,qg € N,y,z € T,R,v,w € T,N,t € I. Daraus folgt

d SR

%h@ja q, t)(y + v,z + U}) = 2f(£C, t)ft(xa t)dl’Z(Q?)(y, Z) + 2g(£L’, t)gt(:Ev t)gN(Q>(Uv w)
,(2) = (1)”: Einsetzen von Gleichungssystem (4) und Korollar 5.7 liefern $h(z,q,t) =
—2Ric(z, q,t) fiir alle z € R,qg € N,t € I.

»(1) = (2)”: Gilt andererseits %h(x,q,t} = —2Ric(z,q,t) fir allex € R,g € N,t € I
folgt nach Korollar 5.7

2f (x,t) fi(x, t)da® (x) (y, 2) + 2g(z, t) go(2, t) gn (q) (v, w0) =

Yoz J19s 9 _Yu§ | foOs9 92y, o
—2(—71(7— f4 (@, t)de™()(y, z) + ( 2T ( 1)f2)( ,t)gn(q) (v, w))

Daraus folgt

_ oy Jer _ JaGoyy o
2f (@, ) fi(w, 1) = =2(=n( 7 fqg ))(,t)

und

e SRRy

o7

2g(w, t)gi(w,t) = —2(



Das ergibt
fula ) = n(2zz Ty

fg  fg
und I )
gi(z,t) = (F Bz + (n— 1)%)(%15)
[l
Wir kénnen das System (4) auch kiirzer schreiben als
fo= n%f
7 (5)

gt:gss+(n_1)
g

Wir erhalten damit den Kommutator (siche Satz 4.19)

o 0 Gss O
— — ] =-n
also

fiir eine Funktion v : R x I — R C*°.

Bemerkung 8.6. Die Evolutionsgleichungen fiir n = 2 stehen in [30], Section 11. Siehe
auch [4] fur den Fall R x S™.

Bemerkung 8.7. Bemerke, dass das System fiir f und g unabhéngig von der Wahl von
N ist!

Bemerkung 8.8. Um zu zeigen, dass der Ricci Fluss die warped product Struktur erhélt,
kénnte man alternativ die Existenz einer Losung des Systems (4) zeigen. Das ist jedoch
schwierig, weil wegen des fehlenden f,, Terms in der ersten Gleichung das System kein
parabolisches System ist!
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9 Maximumprinzip von Hsu mit Erweiterung

Wir beweisen in diesem Kapitel eine Erweiterung des nichtkompakten Maximumprinzips
von Hsu [34].

Das Maximumprinzip von Hsu mit Erweiterung sieht so aus:

Theorem 9.1. Sei M eine n-dimensionale, nichtkompakte C* Mannigfaltigkeit. Sei
0 < S < oo fest aber beliebig und h(t),t € [0,S) eine C* Familie von C* Riemann-
schen Metriken auf M. Bezeichne dpyy die von h(t) induzierte Metrik auf M. Sei h(t)
vollstindig fir alle t € [0, .5).

Seiu: M x [0,S) = R stetig und auf M x (0,S) C*®. Gelten

(i) Lu < Au+(a,gradu) +bu+c auf M x (0,5), wobei a : M x [0,S) — TM C* ein
zeitabhdngiges Vektorfeld sei mit |a| < a; < oo, byc: M x [0,T) — R C™ seien
zeitabhdngige Funktionen mit |b] < oy < oo und c(x,t) < 0, falls u(x,t) > 0 fir
alle x € M,t €0, 5).

(i) u(x,0) <0 fir alle x € M

(111) fOS(fM e_/\Qdi(t)(z’y)u?‘_(x,t)duh(t)(x))dt < oo fir ein A >0 und einy € M (uy =
max{u,0})

(iv) —azh(t) < Lh(t) < azh(t) fir ein az > 0 und fir alle t € [0, 5).
Dann folgt uw < 0 auf M x [0,5).

Bemerkung 9.2. In [34] wird weniger Regularitéit angenommen, beispielsweise braucht
dort w : M x (0,S) — R nur C*! zu sein; obige Regularitiitsforderungen kénnen auch
entsprechend abgeschwécht werden.

Beweis. Der Beweis geht im Wesentlichen genauso wie der Beweis des Maximumprinzips
in [34] ohne den c¢-Term in der Evolutionsungleichung. Multiplizieren wir die Evolutions-
ungleichung mit u, erhalten wir

U < wuyAu+uy(a,gradu) + uybu + upe < uyAu+ usy (a, grad u) + uy bu

denn wenn u(z,t) > 0 ist, folgt ¢(x,t) < 0 nach Voraussetzung, und wenn u(zx,t) < 0 gilt,
folgt u (z,t) = 0. Das ist die eine Stelle, wo im Beweis aus [34] die Evolutionsungleichung
benutzt wird. Die andere Stelle ist der induktive Schritt ganz am Ende des Beweises:
Dort erhélt man zunédchst u, (z,t) = 0 fiir alle x € M,0 < ¢t < min(n,S) mit n :=
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O, 9 . . .
min(m, lc%) Angenommen, 0 < 1 < S. Da u, stetig ist, folgt uy (z,t) = 0 fiir alle

x € M,0 <t <min(n,S5). Definiere dann

R(t) == h(t+n),a(z,t) = ul(z,t +n),a(z,t) = alz,t + 1),
bz, t) == b(z,t +n),(z,t) = c(z,t +n)

fir v € M,0 <t < S —n. Esgilt ¢(z,t) = c(x,t +n) <0, falls u(z,t) = u(z,t +n) > 0!
Auflerdem gilt

d d
—u(z,t) = %u(x t+mn)

< Apanyu(w,t +n) + (a, grad u)p(z, t +n) + (bu)(2,t + 1) + c(z, t +1)
= g, t) + (@, grad @)y (z, 1) + (bt (z, t) + ¢(z, 1)

Da also wieder alle Voraussetzungen erfiillt sind, erhélt man u, = 0 fiir alle z € M,0 <
t < min(n’, S —n) mit
log 2
1 og 8) >
8Ae@s(S—m)" a3
insgesamt u, (x,t) = 0 fiir alle x € M,0 < t < min(2n, S). Fahrt man so fort (beachte,
dass wegen der Verkiirzung des Zeitintervalls immer 1 > n gilt), erhilt man u, = 0 auf
M x [0,S). Ansonsten geht der Beweis in [34] unverdndert durch. O

7' := min(

Sei nun (N, gy) eine flache, vollstindige, zusammenhéngende C'*° Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimension n > 2. Sei h € B(R x N) mit h = f2dx? + gigy und
fo,90 : R — R C* und positiv und sei h(t) = f2(-,t)dz* + ¢*(-,t)gn,t € [0,T) mit
fig: Rx[0,7) - R C* und positiv und mit f(-,0) = fo,9(-,0) = go die maximale
Losung des Ricci Flusses in BK(R x N) mit h(0) = h (siehe Definition 7.6 und Satz
8.3).

Das Maximumprinzip sieht fiir M = R mit zeitabhiingiger Metrik f2(-,¢)dz? t € [0,S)
und 0 < S < T fest aber beliebig folgendermaflen aus:

Theorem 9.3. Sei u eine stetige Funktion auf R x [0,5), die auf R x (0,S5) C* ist
Bezeichne mit d; die von der Riemannschen Metrik f2(-,t)dx? induzierte Metrik auf R.
Angenommen, es gelten

(i) %u < ugstaus+butc auf Rx(0,5), wobeia,b,c: Rx[0,S) — R C*> zeitabhingige
Funktionen sind mit |a] < a1 < oo und |b] < ay < oo, und c(z,t) < 0, falls
u(z,t) >0 fir alle x € R,t € [0,5).

(i1) u(z,0) <0 fir allex € R

(iii) fo ([ge V@02 (2,8) f(v,t)dx)dt < oo fir einy € R und ein A > 0
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Dann gilt w < 0 auf R x [0, 5).

Bemerkungen 9.4. o Aus der Vollstiindigkeit von h(t) folgt, dass (R, f2(-,t)dx?) iso-
metrisch zu (R, dz?) und damit vollstindig ist (sieche Satz 4.14, Korollar 4.15).

e Zu (i): Ist a ein zeltabhanglges Vektorfeld auf R, so gibt es genau eine zeitabhéngige
Funktion @ auf R mit a = a2. Wegen |2 \ =1 folgt |a| = [aZ| = [a|. AuBerdem
gilt f2dz*(a,gradu) = f2dx? ( 8577‘551) = aug. Im obigen Theorem haben wir die
Funktion a wieder mit a bezeichnet.

e Zu (i17): Bedingung (iiz) ist erfiillt, falls u2 < C' fiir ein C' > 0 gilt: Es folgt dann
néamlich

/ e_o‘Qd?(x’y)ui(x,t)f(x,t)dx < C/ e~ @0 f(z t)dr = C’/ e dz
R

—00 —0o0

wegen d; (z,y) = s5(x,t) und weil s,(-,) eine Stammfunktion von f(-,t) ist (siche
Kapitel 4). Folglich gilt

/ / o my)zxt)d,ut( ))dt<CS/ e dz < 0

e Unter Verwendung der Identitét als Karte von R gilt (mit

gu (1) = (f2(, )da®) (50, 5r) = f2(, 1)

d d d
Z(2C0de)P —g‘“gb]%gabdtgzg f4( fh)?

= 4n(L2)? = 4n|Ky|? < 4n|Rm P < C
g

= |Ky| < |Rm| auf R x [0,5) (siche Korollar 5.11). Somit ist Be-
dingung (iv) aus dem Maximumprinzip von Hsu bei uns stets erfiillt (siche Satz
B.8).

wegen 925
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10 Evolutionsgleichungen,
Kriimmungsabschitzungen,
Reskalieren und Kollaps

Sei in diesem Kapitel (N, gi) eine flache, vollstdndige, zusammenhéngende C'*° Riemann-
sche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Sei M := R x N. Sei h € B(Rx N) mit h =
fedx*+g2gn und fo, go : R — R C*™ und positiv und sei h(t) = f2(-, t)dz?*+4¢*(-, t)gn,t €
[0,7) mit f,g : R x [0,7) - R C* und positiv und mit f(-,0) = fo,9(-,0) = go die
maximale Losung des Ricci Flusses in BK(R x N) mit h(0) = h (siehe Definition 7.6
und Satz 8.3).

Wir zeigen in diesem Kapitel zuerst, dass die maximale Losung h(t) fiir alle positiven
Zeiten existiert (Langzeitexistenz: 7' = oo) und anschlieBend die Abschétzung des Rie-
mannschen Kriimmungstensors | Rm | < t% fiir ein C' > 0,a > 0 geeignet und fiir alle
t € [0,00); insbesondere ist die Losung vom Typ III, d. h. es gilt |[Rm| < % fiir ein
C > 0 und fiir alle 0 < ¢ < co. Wegen | Rm |> = a(n)K2 + b(n) K% (Satz 5.10) reicht es
dafiir, |Ky| < t% und |Kpy| < t% fir C,C",a > 0 geeignet und fiir alle ¢ € [0,00) zu
zeigen. Fiir den Beweis benutzen wir Ky (z,¢,t) = Ky (z,t) und Ky(z,q,t) = Kg(2,t)
mit Ky (z,t) = —?—g(m,t) und Ky (x,t) = —%=(z,t) fir alle z € R,g € N, T € [0,T) (sie-

he Definition 5.4), berechnen Evolutionsgleichungen fiir % und 2= und geeignete andere
geometrische Groflen und zeigen Langzeitexistenz und die gewiinschten Abschétzungen
mittels des Maximumprinzips von Hsu mit Erweiterung 9.3.

Unter der Zusatzannahme sup,.g go(z) < 0o zeigen wir des Weiteren, dass wenn man
die Losung so reskaliert, dass eine feste Faser {y} x N fiir alle Zeiten isometrisch zu
(N, gy) ist, die reskalierte Metrik, welche wir mit h(t) bezeichnen, eingeschrinkt auf
{(z,q) € RX Nldjy((z, ), {y} x N) <1} (diy (7, 9), {y} x N) ist definitionsgemiB der
Abstand des Punktes (x,q) zur Menge {y} x N, gemessen in der durch h(t) induzierten
Metrik dy,) fiir jedes feste 7 > 0 gegen einen flachen Zylinder [—r,r] x N mit Metrik
dz* + gy konvergiert, wobei dz? die Standardmetrik auf R bezeichnet.

Ferner zeigen wir, dass unter den Zusatzvoraussetzungen lirf go(z) = 0 und dass
T—>T00

(R x N,h(0)) endliches Volumen hat, ¢ — 0 (t — o0) gleichméfig gilt. Falls aufer-
dem (N, gy) homogen ist, erhalten wir daraus, dass die Losung kollabiert, d. h. dass
der Injektivitédtsradius gleichméfig gegen 0 konvergiert, wihrend die Kriimmungen be-
schrankt bleiben. Das Gleiche zeigen wir fiir den normalisierten Ricci Fluss.

Satz 10.1. Es gelten die folgenden Evolutionsgleichungen fiir geometrische Grifien (mit
n:=dimN):
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Bemerkung 10.2. In [30], Section 11 und [4] wurden dieselben bzw. #hnliche Evolutions-
gleichungen hergeleitet.

Beweis. Die Gleichungen fiir f und g sowie der Kommutator ug = us — nggs u, fiir eine
C* Funktion u : R x[0,7) — R wurden schon berechnet (siehe die Gleichungen (5) und
(6) in Kapitel 8). Die Beweisidee ist bei allen Gleichungen dieselbe: Sei u die betrachtete
Grofle. Man berechnet zuerst u;, dann ug und ugs. Dann bringt man den Ausdruck fiir
u; in die Form u; = ugs + aus + bu + ¢ mit a,b,c: R x [0,7) — R geeignet.

Es gilt

1

(9" =ng" " = ng" " (gss + (n — 1)=2)

@ |8,

(9")s =ng" g,

(9")ss = n(n —1)g" g2 + ng" " gss

2
n n n— n— n— gs n
= (g )t = (g )ss - n(” - 1)9 293 —ng 1gss + ng l(gss + (n - 1)?) = (9 )ss

_ gSS
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( ) J P ( ) /2 ( )gg
(%)t _ gsst - gssgt
g g 9°
gSSSS gsssgs g2 gssgz
= Sy (- )Pl 0% (an - )Ty
G s gs

)

g
2 2
gSSSS gSSSgS gss gssgs gS
= +(n—2 — 3% _ (5n—6 +2(n—1)%
(n—2) 2 .2 ( ) 7 ( )94

+ 2(” - 1)94 92 (gss + (n - 1)

. Jss3s
2

Gss\ _ Usss
( g )s g g

ss Gssss  UsssOs  GsssOs T 9% 20ss9>
(F)ss = - — ( )

g’ g 2 g2 g3
o Jssss GsssGs 933 298893
= 22— -t
g g g g
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odesde | Jos

S8 8§ 8888 88848 2 2 S8 2
(9523, = (92, — 9 Jsssls | Gss _ 295395

g g g g* g* 93
2 4
gSSSS gSSSgS g gssg g
+ +(n—2) =322 —(5n—6)=—7> +2(n—1)=}
g* g* g gt
2 4
gSS gSSSgS g gSSg g
=(—)ss+1n —2= —(5n —4)=—==> +2(n—1)=%
(=) p .2 ( ) 7 ( )g
4
gSS gS gSSS gSSgS gSSgs gss gSSgs g
= (T )ss T (7 — ) +n —2=7 — (5n —4) +2(n—1)=2
g g g* g3 92 g gt
2 4
gSS gS gSS gSSgS gss g
= () +n=(=)s — (4n — 4) —2=24+2(n—1)=%
( g g9 ( 93 g* gt
4
gSS gs gSS g gSS g g
= (T )ss +n=()s —4(n = 1)==— = 2=2 +2(n — 1)=5
g’ g g” 7 g g2 g*
Jss\2
(=)
g
4
gSS gSS gS gSS g gSS g g
= 275 ((F )y + n(F2), —d(n — 1)22 22 — 225 4 9(n — 1)=2
g((g) g(g) ( )gg .2 ( )g4)
Jss 2 Jss ,Gss
- s — 2_ - s
(( p )7) p ( p )
gSS gSS gSS gSS
ss — 2((— )"+ 2— s
((g)) ((g)) g(g)
ss
((=)7)
g t
4
gSS 2 gSS 2 gs gSS 2 gs gss gss gSS gs
= ((5)%)ss —2((5)s)" +n=((=—)7)s = 8(n — 1)=2=2 — +4(n—1)—=
g g g9 g% g* g3 g g*

g2 g2
U= ﬁ(ﬂra) (Ao+gs (t+ a))

mit a > 0,Ag > 0
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2 2 4
gss Jss 2 Js gss gs gss gss Gss g
U= ((22) — 2((Z2)) 2+ n 2 (£2), —8(n — 1) =2 — +4(n—1 X
¢ ((92) ((g)) g(g2) ( )gg 7 ( )gg4)

x (t+a)%(Ao + f(t+a))+

ggssz(t +a) (Ao + zs (t+a))+

2 2 4
gss 3 Js gs 2 9s /Ys 9s
+ 22t +a)’(F)ss —2((F)s)* +n=(=)s — 2n=3)+
g2 g2) ((g ) . (92 g4)
-I—&g—s(t—i-a)

g g

9as 9: 9_35 a39_§
us = (g )s(t +a)? (Ao+g (t+a))+g2(t+ )(92)5

9as J; 9z, g2\ | 93 g2
Ugs = (g )es(t + a)? (A0+g (t+a))+2(g )s(t +a)? (g )s + " = (t+a)’ (g2)ss

g g gSS
U = Ugg + N—Ugs — 2 s t+a)’+
: . (g)(g)( )’

Gss 93 Gas 4 Gss " Gss Ga )2 (Aq gz a
+ (=2((== . )2) —8(n2—1)g—292 493 +4(n—1)= . g =)(t+ 2(A +g (t+a))+
ot Bt a)t

+2(t +a)

9as 3 o((9y y2 _on9sy  Issbs iy o
+?(t+a)(2((9)> 2g) gg(t+>

]

Satz 10.3. Gilt % x,0) < C fiir alle x € R, so folgt H x,t) < C fir alle x € R, t €
g g
0,7).

Beweis. Wir wenden das Maximumprinzip Theorem 9.3 auf u := Z—g — C auf dem Zeit-
intervall [0, S) an, wobei 0 < S < T fest aber beliebig ist. Die Anfangsbedingung (i) ist
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offenbar erfiillt. Die Evolutionsungleichung (i) ist erfiillt wegen

2 2 2 4
g g gs g g
u = (=5 < _Sss+n__ss_2n_8
t (gg)t (92) g<92) g4
2 2
gs gS gs
S _ss+n__s
(gg) g(gg)
9: 9s 95
= _S_Css+n_s_s_cs
(92 ) g(gQ )

= Ugs + n&us
g

mit a := n%. Dabei ist a? = n?|Ky| und somit auch a auf R x [0,.5) beschrinkt (wegen

Korollar 5.11). Da Z—E = |Ky| auf R x [0, S) beschrénkt ist, ist es auch w2, d. h. nach
Bemerkung 9.4 ist die Integralbedingung (i) erfiillt. Dass alle GroBen C'* sind, folgt aus

Satz 8.3. Das Maximumprinzip ldsst sich also anwenden und liefert « < 0 auf R x [0, S).
Da 0 < S < T beliebig war, folgt u < 0 auf R x [0,7) und damit die Behauptung. [

Satz 10.4. Gilt ((£),)*(z,0) < C fir alle v € R, so folgt ((£),)*(z,t) < C fir alle
reR,te|0,T).

Beweis. Wir wenden das Maximumprinzip 9.3 auf u := ((%)3)2 —C auf dem Zeitintervall
[0,5) an, wobei 0 < S < T fest aber beliebig ist. Beachte, dass

()07 = (% = 507 = (Ky — K)?

das Quadrat der Differenz der (Haupt)schnittkriimmungen ist. Somit ist v auf R x [0, S)
beschrénkt. Somit ist Bedingung (ii7) erfiillt. Ebenfalls ist offenbar (i7) erfiillt. Es bleibt
also nur die Evolutionsungleichung zu zeigen. Diese gilt wegen

u = (202, < (Z)0)D)e + ng%((%)sm —sns (L),

g g g g
Js\ \2 Gs 11,95\ \2 Js\ \2 9s 11,95\ \2
< —)s ss T N— —)s - —)s Css+n_ —)s _Cs
(((g))) (((g))) (((g)) ) g(((g)) )
= Uss T n%us
g
mit a = ngj. Das Maximumprinzip lésst sich also anwenden und liefert v < 0 auf
R x [0,5). Da 0 < S < T beliebig war, folgt u < 0 auf R x [0,7). O

Korollar 10.5. sup |Rm| < oo und damit T = co.
Rx[0,T)
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Beweis. Nach Korollar 5.31 hangt | Rm | nur von x (und ¢) ab. Wegen

sup | Rm |(z,0) < oo sind die Voraussetzungen der Sdtze 10.3 und 10.4 erfiillt fiir ein
z€R

C' > 0 groB genug (siehe Korollar 5.11 und die Tatsache ((%),)* = (Kv — Kn)?).
Deswegen folgt aus eben den Sétzen 10.3 und 10.4

gSS gS g
=< |(E)+ 2 <O
S S 1C I+

fiir ein 0 < 7 < oo auf ganz R x [0,7"). Wegen der Sétze 10.3 und 5.10 folgt daraus,
dass | Rm | auf R x [0,T") beschrinkt ist. Nach Korollar 7.16 liefert das aber 7' = oo, d.

h. die Losung existiert fiir alle (positiven) Zeiten! O
Satz 10.6. Es gilt sup g5 s(x,t) < ﬁ = fur alle t € [0,00) mit C := 5~ und
zeR? 2n 2 2n

sup 25 (2,0)
r€ER 9
1

a = 2,
2n SUPzcRr g%($70)

Bemerkung 10.7. Diese Abschitzung ist scharf: Im Fall f(z,0) = 1 und g(x,0) = e
(k #0) fur alle x e Rist Rx N hyperbohsch (alle Schnittkriimmungen = —k? < 0, das

folgt aus Ky = —% Ky = — e, 688 = —m (wegen f(z,0) = 1Vz) und Satz 5.9), man hat
also eine "globale hyperbolische cusp”. In diesem Fall gilt Ky (z,t) = m fiir alle z €
k2

R,t € [0, 00). Das sieht man folgendermafen (die folgende Darstellung stammt aus [53]):
Hat die m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, go) konstante Kriimmung
Ky € R, so folgt Ricy,, = (m — 1)Kogo, d. h. (M, go) ist eine Einstein Mannigfaltigkeit
mit Einstein Konstante (m — 1)Kp. Dann ist g(t) := (1 — 2(m — 1)Kyt)go eine Losung
des Ricci Flusses. g(t) hat ebenfalls konstante Kriitmmung

K(] 1
K@) =1z 2(m — 1)Kot 2(m — 1)t —

1
Ko

Die Anwendung dieses allgemeinen Resultats auf unsere warped product Mannigfaltigkeit
liefert die Behauptung.

Beweis. Sei u := —g(t + a), wobei a > 0 spéter gewéhlt wird. Es gilt

2

= (% a),Uss = . a
us—(QQ)s(t+ ), S5 (g )ss(t+ )
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Das ergibt

gs 9s
Uy = (—)t(t + Cl) + =
g° g°
2 2 4 2
gs gs gs gs gs
S _ss+ ——5—27’L— t+a+_
((gz) (gg) 94)( )+ =
9s g4< ) g2
= Ugs +NZUs — 2 (t+a) + 2
g g* g°

mit ¢ := _2n93 (t+a)+ % Z—g(l — QnZ—g(t +a)) = g_§(1 — 2nu)
Es gilt ¢ <0, falls u > 1n
Sei

1
L:= max{gsclgllgu(a:, 0), %}
Wir behaupten v < L. Betrachte dazu u := u — L. Es gilt u(z,0) < 0 fiir alle z € R.
Auflerdem ist

ﬂt:utguss—i—n&us—i—c—uss—l—ngsus—i—c
g g

undes gilt u >0 <= u>L=u> i = ¢ < 0. Aus dem erweiterten Maximumprinzip
von Hsu 9.3 folgt damit w < 0 auf R % 0,5) fur jedes 0 < S < oo und damit u < 0(<
u < L) auf R x [0, 00). Wihle nun a = ——————. Dann folgt

2nsup R g2 (x O)
2

gs
supu(z,0) = asu z,0

und daraus folgt L = 5=

Wir erhalten also aus v < L durch Einsetzen

2 1 1
E(e1) <
g? 2n(t + a) 2nt +
sup (3: 0)
z€R 9
und damit die Behauptung. [
Satz 10.8. Es gilt [%=|(xz,t) < t% fir alle x € R,t € [0,00), mit a := m und
z€R Y
C = C(n,sup|L=|(z, O) 7 (x,O)).
T€ER
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Beweis. Betrachte )
w = (%)2@ +a)(Ao + %(t +a))

mit @ = ———~——— (aus Satz 10.6) und noch zu withlendem A, > 0. AuBerdem
2nsup,cr Z—g(x,O)
definieren wir Cy := 5-. Aufgrund von Satz 10.6 gilt damit Z—g(x,t) < % fir alle
r e R,t€0,00).
u erfiillt nach Satz 10.1 folgende Evolutionsgleichung;:
2 2
Js 9s Iss 3
Up = Ugs +N—Us — 2(=)s(=5)s(t +a)’+
: ; (92) (92) (t+a)
o) e s - )% L a% - )% a0+ L+ a)
+(—2((72)s)? =8(n—1)==2 — 4= +4(n—1)==)(t+a + = (t+a))+
(=2 9 9?9 g 99 e
g: g:
+2(t+ a)ﬁ(Ao + g—;(t +a))+
2 4 2 2
Gss 3 9s 2 9s 9ss Is 2
+ =t +a)(—2((—)s)" —2n=)+ ==t +a
92( ) ( ((g)) 94) gggQ( )

mit

(1) = =20t + )

(2) = =2((5)2)*(t +a)*(Bo + G5 (t + a))

(3) = =8(n— 1% % (t + a)*(Ao + &(t +a))
(4) = —4% (t + a)*(Ao + % (t + a))

(5) = 4(n — 1)L L (t + a)*(Ag + S (t + a))
(6) = 2(t +a) s (Ao + & (t +a))

(7) = =2((%).)* % (t + a)?

(8) = —2n% L5 (t + a)®

(9) = L% (¢ + a)’

Wir zeigen zunéchst folgende Zwischenbehauptung:
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Wird Ag > 2 gewiihlt (und deswegen wéhlen wir jetzt Ag := 2), so folgt c(z,t) < 0 fiir
alle Punkte (z,t) mit u(z,t) > K mit

K = max{16(=1)%(Ag + Cv)?,144(Ag + Cv)?,6(Ag + Cv)?}. (Somit gilt K = K(n).)
Kurz: ¢ <0, falls u > K.

Es gilt

2

_ Jss\2 39_5
(1) = 2((g))( )(gQ)s

G9ss ;9ss\ Y9s ;s 3
= 87 (E), Z (D)t +a
g(g)g(g)( )

Js gss Gss gg 3
< (C))s s)*( g) +16((570)s )* ?)(Ha)

< <<%>s> <g;> (t + ) + 16Cy (L= )+ o)

< <<%>s> <g;> (t + a)® +2Ao<<%> )2(t + a)’

< Sl +12)

da 8Cy < Ag gilt. Dabei haben wir bei der ersten Ungleichung die Peter-Paul-Ungleichung
ab < 5a2 + Lb2 mit 8 multipliziert und € = % gewdhlt; bei der zweiten Ungleichung haben

wir 5 (t + a) < Cy angewendet.

Nachster Term:

1
da AO > m

Nachster Term:

(5) = 4<n—1>§—5%<t+a> (ho+5(+a)
s4<n—1>g—z|~";|< +a)’ <Ao+§5< +a))
< 4(n — ) |g” (t+ a)*(Ag + Cy)

Falls (z,t) ein Punkt ist mit

s\ Gss 2 9_5@2 a)3
4(n — ) | (t+a) (Ao+Cv)>ng(g)(t+)
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so sind dort Z—% und 9—;5 ungleich 0, und es gilt

’gss —1 A0 + CV
n t+a
Es folgt

w= (P aP (o + is (t+0) < (2P (e + (B + Cy) < 16(—= P (ho + )’

wobei die erste Ungleichung immer gilt. Das heifit fur alle Punkte (z,t) mit u(x,t) >
16(24)2(Ag + Cv )P gilt

= DEIE 1+ 00+ Cr) <0 (27040 = 29)

Die verbliebenen guten Terme (d. h. die negativen) lassen sich so abschétzen:

5(7) + 5(8)
= (&) - n§—§><%>2<t +a)?
Js Jss\9
< (=((2)F —29 (2 ; (t+a)
= (- %—%) 2?)(9;8) (t+a)’
= (~(Ly +29;g—5 — 8L+ o
58 ss 1 gt Gss
< (-(°2) - zs + 2227+ DR+ o)
o G
= (10)
mit (10) = (925) (t+a)3, wobei wir zu Anfang n > 2 benutzt haben und beim letzten

Gleichheitszeichen € = 1/6 gesetzt wurde.

Nachster Term:

. Jss\3 a gs a
(4) = 4(9)(t+ )(A0+g (t+a))

gSS

g;
<4
|g (

3(t + a) (A0+g t+a))

< 4|g;\ (t + a)?(Ao + Cy)
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Falls (z,t) ein Punkt ist mit
SSs ]' SS
AP+ ) (ho + Ov) > 5 (7)1t + )

so folgt gf # 0 und
|gss 2(A0 + CV)
t+a
Es folgt

= (g;) (t +a)*(Ao + z (t+a) < (9;8) (t+a)* (Ao + Cy) < 144(Ag + Cy)?
Das heifit fiir alle Punkte (z,¢) mit u(z,t) > 144(Ag + Cy)? gilt
gSS ]‘ gSS 1
4 t A < t 1
|g *(t + a)*( o+0v)_3(g)( +a)* = 5|(10)]
Néchster Term:

gSS gs gSS
(6) = (g )* 2(t+a)(A0+g (t+a)) < (g )*2(t + a)(Ao + Cv)

Falls (z,t) ein Punkt ist mit

(22t + )+ Cr) > (52t )

)2 < %. Es folgt

so folgt gf # 0 und (g;S

= <9;> (t + a)® (A0+§S(t+ a)) < <9;> (t+a)* (Ao + Cv) < 6(Ag+ Cy)?

Das heifit fiir alle Punkte (z,t) mit u(z,t) > 6(Ag + Cy)? gilt

1

Gss\2 Jss\4 1
(Z2)22(t +a) (Ao + Cy) < 3G J )it +a)’ = = 51(10)]

g
Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt.

Als Néchstes zeigen wir, dass v < L := {sup, u(z,0), K} gilt.
Definiere w = u — L. Dann gilt u; = u; = ugs + ngjus + ¢ = Ug + ngjﬂs + ¢ mit ¢ <0,
falls w > 0, denn v > 0 < u > L = u > K = ¢ < 0. Zudem gilt u(z,0) < 0 fiir alle

x € R nach Wahl von L. Aulerdem ist u auf R x [0, S) fiir jedes 0 < .S < oo beschrénkt,
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da dort |Ky| und | K| beschriankt sind.

Aus dem erweiterten Maximumprinzip von Hsu 9.3 folgt damit u < 0 auf R x [0, 5) und
damit u < 0 auf R x [0,00), d. h. u < L.

Also gilt
Gss\2 2 Jss\2 gg
(22t +a)’Mo < (2P (t+a)* (Mo + Z(t+0a) =u < L
g g g
und somit
I
g A()(t + Cl)

, also schliellich

ygsS /L 1
Aot—i—a

Beachte noch sup u(z,0) < sup(gSS)Q( 0)a?(Ao + sup g 5(x,0)a), sowie die Definitionen
zeR zeR :cER
von a, Ag und L. Daraus folgt die Behauptung. n

Bemerkung 10.9. Diese Abschitzungen wurden inspiriert durch Shi’s derivative estimates
in [51] und die Anwendung des Maximumprinzips in [40].
Satz 10.10. |Ric|(z,t) < e und |Rm|(z,t) < CRm fir alle x € R,t > 0 mit a =

t+a
L &2{(x,0), sup|gé|(x 0)) und

und Crie = CRric(n, sup

2nsup,ep %(m 0) xe zER
CRm = Crm(n, sup|9“ (x,0), (3: 0)).
z€R z€R
Beweis. Das folgt aus den Sétzen 10.6, 10.8, 5.13, 5.10. O

Korollar 10.11. Die mazimale Lisung h(t) ist vom Typ III.

Als Néchstes eine kleine Zwischenbemerkung;:

Sei eine C*>° Funktion v : R — R gegeben auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit
(R, f?dz?) mit f : R — R C* und positiv. Um geometrische Aussagen iiber u treffen
zu konnen, wéhlen wir ein y € R und definieren @ : R — R, a(b) := u(s, (b)), d. h.
i = wuos," ist der Pullback von u unter der Isometrie s;* : (R,dz*) — (R, f2dx ) (siehe
Kapitel 4). Somit enthélt @ die gleichen geometrischen Informationen wie u, ist jedoch
auf R mit der Standardmetrik dz? definiert! Hier haben Aussagen wie z. B. (b)) = e°
geometrische Bedeutung, wihrend u(z) = e* ohne Kenntnis der Metrik f?dz? nur wenig
sagt.

Wir kénnen das Ganze (wie immer) auch zeitabhéngig machen, falls u : R x [0,00) — R
C* und eine Familie von Riemannschen Metriken f?(-,t)dz* ¢t € [0,00) mit f : R x
[0,00) — R C* und positiv gegeben sind: In diesem Fall ist @ : R x [0,00) — R,
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a(b,t) = u(s,'(bt),t), d. h. fiir jedes feste t > 0 ziehen wir u(-,t) mittels s,'(-,)
zuriick. (Hierbei ist s, (b, 1) := (s,(-,1)) ' (b))

Wir zeigen als Néchstes, dass eine obere Schranke fiir g zum Zeitpunkt ¢ = 0 fiir alle
Zeiten t > 0 erhalten bleibt. Weiterhin zeigen wir, dass die Oszillation (also Supremum
minus Infimum) von § auf jedem beschriankten Intervall gleichméBig gegen 0 geht (fiir
t — o0), falls g zum Zeitpunkt ¢ = 0 beschrankt ist. Unter derselben Voraussetzung
zeigen wir anschlieffend, dass wenn man die Metriken h(t) auf M = R x N mit einem
Faktor a(t) so reskaliert (sei a(t)h(t) =: h(t) = 72(-,t)dx2 + G(-,t)gny die reskalierte
Metrik), dass g(y,t) = 1 fiir alle t € [0, 00) gilt, § auf jedem Ball (Intervall) mit Mittel-
punkt 0 gleichméBig gegen 1 konvergiert. Das ist die zu Beginn des Kapitels beschriebene
Konvergenz gegen einen flachen Zylinder.

Lemma 10.12. Es gilt g(z,t) < g(z,0)e? fir ein C > 0 und fiir alle z € R, t € [0, 00).

Beweis. Aus der Evolutionsgleichung ¢; = gss + (n — 1)% = (& +(n— 1)5—5)9 folgt
(logg) = =Ky — (n — 1)Ky, daraus

t
log g(a,1) ~ 1o 9(s,0) = [ (~Ku — (n = 1)), 7)dr
0
und damit folgt
gl 1) = gla,0)elh Knn- DK < (5, 0)cC"

fir alle x € R,t > 0 und ein C' > 0, da die Kriimmungen uniform beschrinkt sind
(Korollar 10.5). 0

Lemma 10.13. Ist g"(z,0) < C fiir alle x € R, so folgt g"(x,t) < C fiir allex € Rt €
[0, 00).

Beweis. Betrachte u := g™ — C. Dann gilt u; = (¢") = (9")ss = (¢" — C)ss = ugs und
u(z,0) < 0 fir alle z € R. Aus Lemma 10.12 und der Voraussetzung ¢"(z,0) < C' fiir
alle z € R folgt, dass ¢g" auf R x [0, 5) beschriankt ist fiir jedes 0 < S < oo. Aus dem

Maximumprinzip von Hsu Theorem 9.3 folgt damit v < 0, also ¢g" < C. O]
Korollar 10.14. Ist g(x,0) < C fir alle x € R, so folgt g(x,t) < C fiir alle x € R,t €
0, 00).
Satz 10.15. Seisup g(x,0) < oo und sei y € R fest aber beliebig. Dann gilt
z€R
sugg(:v, 0)
N N xe
’9(@@‘9(@”‘ < 1 (C_b)
2nt + ——=—
TER

fir alle —oo <'b < c <oo,t >0 mit §(b,t) = g(s;'(b1),1).
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Beweis. Setze P := sup g(z,0) und @ := +0)' Nach Satz 10.6 gilt dann
7 )

T€R sup
z€R

2

9s
5 t) <
gQ(m’ )< 2nt + @

fir alle x € R,t > 0. Wegen Korollar 10.14 gilt g(x,t) < P fiir alle z € R, ¢ > 0.

Es folgt
g(x,t) < P

TN2nt+Q T V2nt+Q

|9s/(, 1) <
fiir alle x € R, ¢t > 0. Das ergibt

9(c.t) = g(b,1)] = lg(s, " (e, 1),1) — g(s, " (b, 1), 1)]

sgjl(c,t) Sy Ye,t)
P
< s|(&,t ,1)dE < t)d —
S W / e = (0= D) —mees
y(bt) v (bt)
fiir alle —oo < b < ¢ < 00,t > 0 nach Lemma 4 4 und Korollar 4.17. O
Satz 10.16. Sei sup g(x,0) < oo und sei y € R fest aber beliebig. Sei a(t) := 7 (1y 5t €
zER

[0,00). Sei h(t) := a(t)h(t). Seien f,G: R x [0,00) — R C™ und positiv die eindeutig
bestimmten Abbildungen mit h(t) = ?2(-, t)dz* +G*(-,t)gn, t € [0,00). Dann gilt

) sup g(x, 0)
[ge,t) = 1] < Je]—==

2nt + ——=——
sup q% (z,0)

z€R Y

fiir alle ¢ € R,t € [0,00) (mit g(c,t) := (5, (c, 1), t) und 3,(z,t) f f(&)ae).

Beweis. Es gelten 2 = }(% und gg(z,t) = Z(a,t) = 2(x,t) = gs(x,t) fiir alle x €
g

R,t € [0,00). Daraus folgt g—%(:z:, t) = L—z( ,t). Damit erhalten wir mittels Lemma 4.4
und Korollar 4.17

[9(c.t) = 1] = [9(5, " (c,t),1) — 1
=15(5," (e, ),t) = g(y. 1)

55 (ct) 55 (et)
<| [ iweoTend=1 [ lalenTea
Yy )
. 5, (e) .
S\/TTQ’ / f(&t)dﬂ:’dm
Yy

78



, wobei die Abschitzung von |g,| in der letzten Ungleichung aus dem Beweis des Satzes
10.15 stammt. 0

Korollar 10.17. Gelte dasselbe Setting wie in Satz 10.16. Sei r > 0 und

B(yﬂﬂa t) = Bﬁ(t)({y} X Na T’) = {(xch € R X Nldﬁ(t)((xvcﬁa {y} X N) S T}
Dann gilt B
(B(yu r, t)u h(t)|B(y,r,t)) — ([_T’ 7’] X N7 dZ2 + gN)(t — OO)
wobei dz* die Standardmetrik auf R bezeichnet und die Konvergenz in C° modulo Pull-

back durch eine C*> Familie iy von Diffeomorphismen ist.

Beweis. Nach Korollar 5.28 ist ¢; : (R x N, 72(-,t)dx2 + 3%, t)gn) = (R x N,dz? +
(@, )o(5,(, 1) Hgn), (z,q) = ¢z, q) := (5,(,t), ) eine Isometrie fiir alle ¢ € [0, 00).
Da ¢; Distanzen erhélt, Fasern {z} x N auf Fasern {5,(z,t)} x N abbildet und mittels
Satz 5.19 folgt

th(B(y, T, t)) = [—T‘, T] x N
Nach obiger Definition gilt

52('7t> © (gy('vt))_l = 52('7t)

Nach Satz 10.16 gilt

A

(-, t)|j—ry) — 1 gleichméBig (t — o0)

Somit konvergiert

(671 () Byrsy) = (d2% + T, 9N |rrixn

gleichméBig gegen (dz* + gn)|—rsxn. Mit der Definition ¢y := ¢; ! erhalten wir die
Behauptung. O]

Jetzt zeigen wir den in der Einleitung zu diesem Kapitel angekiindigten Kollaps der
Losung unter Ricci und normalisiertem (=volumenerhaltenden) Ricci Fluss unter Zu-
satzvoraussetzungen. Zuvor ein paar Vorbereitungen:

Lemma 10.18. Gilt lirin g(x,0) =0, so folgt lirf g(x,t) =0 fiir alle t > 0.
T—r1=00 T—rT 00

Beweis. Das folgt aus Lemma 10.12. O

Satz 10.19. Gelte lirin g(x,0) = 0 und habe (R x N,h(0)) endliches Volumen. Sei
T—>T 00

V(t) := Vol(h(t)), wobei Vol(h(t)) das Volumen der Riemannschen Mannigfaltigkeit
(R x N,h(t)) bezeichnet. Dann folgt V'(t) < 0 fir alle t € [0,00). Auflerdem gilt
([ Rdp)(t) = 0 fiir alle t € [0,00).
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Beweis. Es gilt V(t) = [ g"ds = [ ¢" fdz (falls (N, gn) Volumen 1 hat, was wir oBdA
annehmen konnen, siche auch Satz 5.40). Daraus folgt

Vi(t) = / (ng™'guf + g" fi)de
R
g2 Gss
= / (ng" ' (gss + (n — 1)=2) + ¢"n=2) fda
R g g
— n/ (29”_1958 + (n— 1)gn_zg§)ds
R
= n/ (2(9" " gs)s — 2(n — 1)g" g2 + (n — 1)g" g2 )ds
R
= Qn/ (g"_lgs)sds —n(n — 1)/ g”_Qggds
R R

= —n(n— 1)/ g 2g2ds < 0
R

Dabei haben wir (¢"1g)s = (n —1)g"2¢% + g"1g,s und lim (g"'gs)(x) = 0 benutzt.
T—r00

= g"/|Ky| und Satz 10.3.
Ferner gilt unter Ricci Fluss ganz allgemein %dﬂ = —Rdy (siche z. B. [18]) und damit

%V(t) = - fM Rdp.

Letzteres folgt aus dem vorigen Lemma, g" | g,| = ¢"

gs
g

Alternativ folgen beide Behauptungen aus Letzterem zusammen mit Satz 5.41. O]

Bemerkung 10.20. siehe [30], Section 11 fiir den Beweis des obigen Satzes im Fall S* x T2
Satz 10.21. Gelte hril g(x,0) = 0 und habe (M, h(0)) endliches Volumen. Dann folgt
T—r 00

sup g"(z,t) < n WV(O) fir alle t € [0,00). Insbesondere gilt g(-,t) — 0
TeR sup g—%(z,o)
z€ER 9

(t — o0) gleichmdfSig.
Beweis. Es gilt fiir alle —co < b <2z < o00,t >0

xT

g'(,0) — g"(b, 1) = / (g™ guf) (€, 1)de

9s 1
<n [ |Z=|g"ds < Vit
b/|g‘ 2nt+sup£(x0) (t)
zeR g2
1
2nt + —— Vo)

sup ﬁ(r 0)
zeR 92 ’



nach den Sdtzen 5.40 und 10.6 und den Lemmata 10.18 und 4.4 und da nach obigem
Satz V(t) fallend ist. Lassen wir b — —oo gehen und nehmen das Supremum iiber alle
x € R, erhalten wir die Behauptung. O]

Als Konsequenz erhalten wir, dass die Losung kollabiert, falls zusétzlich (NN, g ) homogen
(d. h. fur alle p,q € N gibt es eine Isometrie I : (N, gy) — (N, gny) mit I(p) = q) ist:

Satz 10.22. Gelte liril g(x,0) = 0, habe (M, h(0)) endliches Volumen und sei (N, gn)
T—r 00

homogen. Dann kollabiert die Losung, d. h. der Injektivititsradius geht gleichmdf$ig gegen
0 (firt — oc), wihrend die Krimmungen beschrdnkt bleiben.

Beweis. Nach Korollar 10.5 gilt sup, ; yyerxnx[0,00) | R | =1 K < oo und nach Satz 10.21
gilt g(-,t) — 0 (t — oo) gleichméfig. Damit folgt die Behauptung aus Satz 5.50. O

Normalisierter Ricci Fluss: B

Wir betrachten im Folgenden die durch Satz 7.8 gegebene Losung h(tN) des normalisierten
Ricci Flusses (mit denselben Anfangsdaten h(0) = h(0)). Wie in diesem Satz vermerks
nehmen wir zusétzlich an, dass (M, h(0)) endliches Volumen hat. (Aus der Eindeutigkeit
des Ricci Flusses in der Klasse BK (M) (Theorem 7.5) und Bemerkung 7.9 folgt die

Eindeutigkeit des normalisierten Ricci Flusses, so dass h(t) die Losung in BK (M) mit
h(0) = h(0) ist.) Im Folgenden versehen wir GréBen des normalisierten Ricci Flusses mit
einer
Satz 10.23. Es gelten T = oo und sup |[Rm|(z,1) — 0 (£ — oc).

TER

Beweis. Mit der Notation aus Definition 7.7 und Satz 7.8 gilt wegen Satz 5.41
Rypd
rt) = fMVo{l((;z(tl;; =20
und damit c(t) = en Jsm™dr > 1. Daraus folgt t(t) = fot c(T)dr > t. Somit gilt tlgloqo t(t) =
oo und damit 7" = oo. Wegen c(t) > 1 folgt sup |Rm |gyq)(z,t) — 0 (t — oo) fiir
die reskalierte Metrik H(E)N: c(t)h(t). Wegenwgztz 7.8 gilt h(f) = H(t), d. h. der
normalisierte Ricci Fluss h(t) mit A(0) = h(0) unterscheidet sich von H(t) nur durch

eine Reparametrisierung der Zeit. Daraus folgt die Behauptung.
O

Satz 10.24. Gelte lim g(x,0) = 0. Dann gilt §(-,t) — 0 (t — oo gleichmdifig.

r—7F00

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 10.21. Beachte hier, dass wegen Satz
10.23 ebenfalls [£] — 0 gleichméBig (¢ — o0), und dass V/(¢) = V/(0) = V(0) gilt fiir alle
t>0. O
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Satz 10.25. Gelte lirin §(x,0) = 0, habe (M, h(0)) endliches Volumen und sei (N, gy )
T—rT 00

homogen. Dann kollabiert die Losung, d. h. der Injektivitatsradius geht gleichmdfig gegen

0 (firt — oc), wihrend die Krimmungen beschrinkt bleiben.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 10.22. [

Bemerkung 10.26. In [21] wird gezeigt, dass vollstdndige, nicht-singuldre Losungen des
normalisierten Ricci Flusses auf nichtkompakten n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
entlang einer Teilfolge kollabieren oder entlang einer Teilfolge gegen eine vollstédndige
Einsteinmetrik mit negativer Einstein Konstante konvergieren.
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11 Regularitit fiir f, Kriimmungsschranken

Sei in diesem Kapitel (IV, gi) eine flache, vollstédndige, zusammenhéngende C'* Riemann-
sche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Sei h € B(R x N) mit h = f2dz* + gign
und fo, go : R — R C™ und positiv und sei h(t) = f2(-,t)dz? + g*(-, t)gn, t € [0,00) mit
f,9 : Rx[0,00) - R C* und positiv und mit f(-,0) = fo,9(-,0) = go die maximale
Losung des Ricci Flusses in BK (R x N) mit h(0) = h (siehe Definition 7.6, Satz 8.3 und
Korollar 10.5). Sei 0 < T' < oo fest aber beliebig.

Wir zeigen, dass ]g—;[fH] und |%K’V] fiir £ > 0 auf R x [0, T] beschrankt sind. Daraus
folgt die Regularitét von f.

Theorem 11.1. Fiir alle ganzen Zahlen | > 0,n > 2,m > 1 und alle positiven Zah-
len o, K, K;,r gibt es ein C = C(a, K, K;,r,l,m,n) < oo, so dass gilt: Ist M eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit, p € M und h(t),t € [0, 7], wobei 0 < 7 < & gelte, eine
Losung des Ricci Flusses auf einer offenen Umgebung U wvon p, die Eh(o) (p,r) als kom-
pakte Teilmenge enthdlt, und falls | Rm |(x,t) < K fiir alle x € Byoy(p,7) und t € [0, 7]
gilt und VP Rm |(z,0) < K, fiir alle x € By)(p,r) und 8 <1, dann folgt

" C
V™" Rm(y, )| <

t 2
fiir alle y € Bpoy(p,r/2) und t € (0,7]. (Dabei sei ay = max{a,0} fir a € R.)
Insbesondere gilt: Falls m < I, so gilt die uniforme Schranke |V™ Rm(y,t)| < C auf

Buo (p.7/2) x [0, 7).

Beweis. siehe [16], S. 244, Theorem 14.16 O
Korollar 11.2. [V*Rm |(p,t) < C fiir allep € R x N,t € [0,T],k > 0.

Korollar 11.3. |2 K| < C und | 2 Kv| < C auf R x [0,T], k > 0.

< |VFRm|(z,q,t) und |2 Kpy|(z,t) < |V*Rm|(z,q,t) fir alle

Beweis. |%KH|(x,t)
[0,7),k=0,1,... (siche Satz 5.12). O

reR,ge N,t e

Korollar 11.4. |2:%| < C auf R x [0,T], k > 0.

Beweis. |&] =1/ |Ky| und (%)s = Ky — Ky. O

Korollar 11.5. Alle partiellen Ableitungen nach x und t von f* sind auf R x [0,T]
beschrinkt fir alle o« € R, falls f(x,0) =1 gilt fir alle © € R.
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Beweis. Aus der Evolutionsgleichung f; = ngf f folgt (log f); = g?, daraus

log f(z,t) — log f(x,0) = /0 n%(w,T)dT

fur alle z € R,t € [0, 00), und wegen f(z,0) =1 folgt

fiir alle x € R,t > 0. Damit folgt

gss

fe(x,t) = efotn g

(emdrn 953 (0 4y = nf (2, £) 22 (2, 1)
g g

und

Somit sind f; und f, beschrinkt. Aus den Evolutionsgleichungen fiir 2=, %, 2 dem
9’9 g
Kommutator

[@ 9 I
ot' 0s' g
, % = %% und den obigen Korollaren folgt induktiv die Beschréinktheit aller hoheren

partiellen Ableitungen. Wegen
gss

fa(.%,w _ eafgn s (:z:,7)d7'7oé cR

sind auch alle partiellen Ableitungen nach x und ¢ von f* auf R x [0, T'| beschrénkt. [
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12 Gauflsche Abschitzungen fiir den heat kernel

In diesem Kapitel haben wir folgendes Setting:

Sei M eine n-dimensionale zusammenhangende C'*° Mannigfaltigkeit. Wir unterscheiden
2 Félle: Entweder ist M nichtkompakt ohne Rand, oder M ist kompakt mit nichtleerem
Rand.

Der 2. Fall tritt in folgendem Zusammenhang auf:

Sei U C M, wobei M nichtkompakt ist und keinen Rand hat, eine echte offene zusam-
menhingende Teilmenge mit glattem Rand, so dass 2 := U kompakt ist. {2 ist dann eine
C*°, kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand.

Sei h(t),t € [0,00) eine C*° Familie von C'* Riemannschen Metriken auf M.

Definiere £h = 2R, d. h. R ist ein zeitabhéingiger symmetrischer (0, 2)-Tensor. Definiere
R = trR. (Das bedeutet in lokalen Koordinaten: %hij = 2R;; und R = hR;)

Sei C' : [0,00) — R eine stetige Funktion mit [£h|(z,t) = 2|R|(z,t) < C(t) fiir alle
x € Mt €]0,00).

Sei @ : M x [0,00) = R C*.

Sei 0 < T' < oo fest aber beliebig. Wir betrachten dann manchmal die Einschrinkung
der GroBen auf [0,77, also z. B. h(t),t € [0,T] oder Q : M x [0,7] — R, ohne das zu
sagen.

Sei auBerdem h(0) vollsténdig. (Aus sup |R| < oo folgt damit die Vollstéandigkeit von
M x[0,T]
h(t) fiir alle ¢ € [0, 00), siehe die Sétze B.8, B.9)

Sei B := z1€rll\lf0 W mit v := 4, und damit eine universelle Konstante.
Auflerdem verwenden wir folgende Notation:

Ist allgemein (M, h) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann bezeichnen wir mit V;,(p, r)
das Volumen des (offenen) Balles By (p,r) mit Zentrum p € M und Radius r > 0. dj,
bezeichnet die durch die Riemannsche Metrik A induzierte Metrik.

Wir zeigen in diesem Kapitel Gauflsche obere Abschétzungen fiir den heat kernel der
Gleichung
0

au = Appyu — Qu
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d. h. fiir die minimale, positive Losung, die zum Zeitpunkt 0 (oder allgemeiner s) mit
einem Diracmafl bei y € M startet (siche Defintion 12.1). Dabei geht es darum, die
Abhéngigkeit der Konstanten C3 und Cy von T aus Theorem 26.25, S. 355 in [17] zu
verfolgen. Praktisch im gesamten Kapitel folgen wir somit [17] (auch bei obigem Setting
sind wir schon [17] gefolgt), insbesondere den Kapiteln 24, 25 und 26 (und hierbei vor
allem Kapitel 26). Urspriinglich stammen die Gaufischen Abschitzungen aus [11]. Das
Ziel dieses Kapitels sind die Theoreme 12.30 und 12.31 ganz am Ende.

Definiere den Operator

0

Lu = au — Appyu+ Qu
wobei u : M x [0,T] — R C* sei. Definiere den zu L adjungierten Operator
Liu = —%u — Appyu + (Q — R)u
Definition 12.1. Definiere R3. = {(t,s) € R*|0 < s <t < T}.

Wir sagen
H:MxMxR: — R

st eine Fundamentallosung von L, falls Folgendes gilt:

o H ist stetig, C? in den ersten beiden Raumvariablen und C in den letzten beiden
Zeitvariablen

e Definiere H(x,t,y,s) == H(x,y,t,s). Es gilt L(H(-,-,y,s)) = 0 fiir alley € M,
0<s<T

o P{nH(',t,y,s) =0, firalleye M,0<s<t<T (ist DM # 0, so soll das nur
fiir alle y € int M gelten)
Im Fall OM # () fordern wir Dirichlet Randwerte

o H(x,t,y,s) =0 fir allex € OM,y € int M,0 < s<t<T

und nennen H eine Dirichlet Fundamentallosung

Ist H zusdtzlich positiv und minimal (Letzteres heifit per Definition: Ist H eine beliebige
positive Fundamentallésung, so folgt H > H ), so heifst H heat kernel von L.

Bemerkung 12.2. Die Bedingung Rn H(-,t,y,s) =6, bedeutet per Definition:

lim / Hia, by, $)6()djing () = 6(y) fiir alle ¢ € C=(M)
NS S
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Bemerkung 12.3. Die Definition von R7. weicht von der aus [17], S. 266 ab!
Bemerkung 12.4. Wegen der Minimalitédtsforderung ist der heat kernel eindeutig be-

stimmt.

Definition 12.5. Definiere R3* = {(s,t) € R*|0 < s <t < T}.
Wir sagen
H*:MxMx R¥ — R

st eine Fundamentallosung von L*, falls Folgendes gilt:

o H* ist stetig, C? in den ersten beiden Raumvariablen und C' in den letzten beiden
Zeitvariablen

e Definiere H*(x,s,y,t) := H*(z,y,s,t). Dann gilt L*(H*(-,-,y,t)) = 0 fir alle
yeM,0<t<T

o lim, » H*(-,5,y,t) = 0y fir alley € M, 0<s <t <T (ist IM # 0, so soll das
nur fir alle y € int M gelten)

Im Fall OM # 0 fordern wir Dirichlet Randwerte

o H*(x,s,y,t) =0 firx € OM,y €cint M,0<s<t<T

und nennen H* eine Dirichlet Fundamentallésung

Ist H* zusdtzlich positiv und minimal (Letzteres heifit per Definition: Ist H* eine beliebige
positive Fundamentallosung, so folgt H* > H*), so heifft H* heat kernel von L*.

Bemerkung 12.6. Die Bedingung lim, ~ H*(-, s,y,t) = 6, bedeutet per Definition:

lim [ H (5.9, 00(@)dpnco (@) = 6(y) fir alle 6 € CX(M)

s/t M

Satz 12.7. Die Transformation Ry — R (t,s) — (T—t, T—s) induziert eine Bijektion
zunschen Fundamentallésungen von L und L*, genauer: Sei per Definition

R(t) =T —1),Q (,1) == Q(z,T — 1), R'(a,1) := Rz, T — 1)

fir alle x € M,0 <t < T. Fine Fundamentallésung H von L = % — Ay + Q wird
abgebildet auf eine Pundamentallosung von L* = —2 — Apy + ((Q'+ R') — R') Eine
Fundamentallosung H von L* = —% — A + (Q —R) wird abgebildet auf eine Funda-
mentallésung von L = % — Appy +(Q'—=TR'). Diese beiden Abbildungen sind zueinander
wmvers. Auflerdem respektieren sie Positivitdt, Minimalitit und Dirichlet Randwerte, falls
vorhanden.
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Beweis. Sei H eine Fundamentallosung von L. Definiere H'(x, s,y,t) := H(x,T—s,y, T—
t). Dann ist H' ebenfalls C? in den ersten beiden Raumvariablen und C' in den letzten
beiden Zeitvariablen. Es gilt

o 9
%H (xasvyvt) - —(EH)(‘T,T—S,y,T—t)
= _(Ah(T—s)H)('va— SayaT_t> +Q($,T—S>H(I,T— 57y7T_t>

= —(ApH')(z,s,y,t) + Q' (x,s)H'(x, s,y,1)
mit A'(s) == (T — s),Q'(z,s) := Q(z, T — s).
Ferner gilt 151}‘1% H'(z,s,y,t) = !51;1% H(z,T —s,y, T —t) = 6,, genauer:
Sei ¢ € C2°(M) beliebig.
lim [ H'(z,s,y,t)(x)dpps) ()

S/‘t M

—=lim | H(z,T —s,y,T — t)p(x)dunr—s(x) = ¢(y)
s/t Jar

Auflerdem werden Dirichlet Randwerte auf Dirichlet Randwerte abgebildet: H'(z, s, y,t) =
H(z, T —s,y,T —t) =0 fir v € OM,y € int M,0 < s <t < T. Des Weiteren ist H’
positiv, wenn H positiv ist. Ist H eine minimale positive Fundamentallésung, so auch H'.

Sei umgekehrt H* eine Fundamentallosung von L* (bzgl. der Familie von Metriken A'!).
Definiere H'(x,t,y,s) := H*(x,T —t,y,T — s). Dann ist H' ebenfalls C? in den ersten
beiden Raumvariablen und C! in den letzten beiden Zeitvariablen. Es gilt

9 ., 9 .,
EH (x7t7y78> - _<£H )(I,T—t,y,T—S)

= (Ah(T—t)H*)<I7T —t, y7T - S) o (Q - R)(JI,T - t)H*(l’, T—t, Y T— S)
= (ApwH')(z,t,y,5) — (Q — R)(z,t)H'(x,t,y, s)

mit '(t) ;== h(T —t),Q'(z,t) = Q(z, T — t), R/ (x,t) := R(x, T — t).

Ferner gilt Kn H'(z,t,y,s) = Rn H*(z,T —t,y, T — s) = ¢,, genauer:

Sei ¢ € C2°(M) beliebig.

lim H/('Tat?ya 3)¢($)dﬂh(t) (aj)
t™Ns Sy

= lim /M H'(2,T — t,y, T — 8)6(2)dpun o (z) = 6(y)
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Auflerdem werden Dirichlet Randwerte auf Dirichlet Randwerte abgebildet: H'(x,t,y, s) =
H*(x, T—t,y,T—s)=0firz € oM,y €int M,0 < s <t <T. Des Weiteren ist H' po-
sitiv, wenn H* positiv ist. Ist H* eine minimale positive Fundamentallsung, so auch H'.

Durch Hintereinanderausfithren kann man sehen, dass die Abbildungen zueinander invers
sind. O]

Nun zur Existenz von Fundamentallésungen bzw. heat kerneln:

Satz 12.8. Sei M kompakt mit nichtleerem Rand. Dann existiert genau eine positive,
C* im Inneren, Dirichlet Fundamentallosung H von L. Also ist H der Dirichlet heat
kernel.

Beweis. siehe [17], Theorem 24.32; S. 292 O

Satz 12.9. Sei M nichtkompakt ohne Rand. Sei () beschrinkt. Dann existiert genau eine
C> positive minimale Fundamentallosung H von L. Somit ist H ein C'*° heat kernel.

Beweis. siehe [17], Theorem 24.40, S. 302 O

Bemerkung 12.10. Wegen der Bijektion zwischen Fundamentallosungen von L und L*,
die Dirichlet Randwerte respektiert, erhélt man somit die gleichen Existenzresultate fiir
Fundamentallosungen H* von L*.

Satz 12.11. Sei M kompakt mit Rand. Seien H eine beliebige Fundamentallésung von
L und H* eine beliebige Fundamentallésung von L*. Dann gilt

H(z,t,y,s) = H"(y,s,z,t)
fir alle x,y € M,0 < s <t <T. Insbesondere sind in diesem Fall H und H* eindeutig

bestimmidt.

Sei andererseits M nichtkompakt ohne Rand. Seien H die minimale positive Fundamen-
tallosung von L und H* die minimale positive Fundamentallosung von L*. Dann folgt

ebenfalls
H(x,t,y,s) = H"(y,s,z,t)
fur alle z,y € M,0<s<t<T.
Beweis. siehe [17], Lemma 26.9, S. 338 und Lemma 26.13, S. 342 O

Das heifit die Transformation M x M x R7. — M x M x R¥, (z,t,y,s) — (y,s,2,t)
bildet Fundamentallosungen von L = % — Appy + Q auf Fundamentalldsungen von
L* = —% — App) + (Q —R) ab, und ist eine Bijektion zwischen diesen. Insbesondere gilt
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Satz 12.12. Set M kompakt mit Rand oder nichtkompakt ohne Rand. Sei H der heat
kernel von L. Dann gilt

0
(&H + Ay,h(s)H)<I7 i Y, 8) + (R - Q)(% S)H(ZE, t Y, 5) =0

lim H(z,t,-,s) =,

s/t
Beweis. siehe [17], Lemma 26.9, S. 338 und Lemma 26.13, S. 342 ]
Auflerdem gilt die Halbgruppeneigenschaft:

Satz 12.13. Ser M kompakt mit Rand oder nichtkompakt ohne Rand und vollstindig
bzgl. h(t) fir alle 0 <t <T. Sei H der heat kernel von L. Dann gilt

H(ZL‘, ta Y, S) = / H(J], tu 2, p)H(za P Y, S)duh(p)(z)
M
fir allex,y e M,0<s<p<t<T.
Beweis. siche [17], Lemma 26.12, S. 341 und Lemma 26.16, S. 344 O

Als Niichstes eine Ubersicht iiber einige Konstanten, die in diesem Kapitel auf-
treten:

Ci= sup |[R—Q|oder C; = sup |[R—Q|

Qx[0,T] Mx[0,T]

Cy = sup |Q|oder Cy = sup |Q)]
Qx[0,7] Mx[0,T]

Co =T mit A:= sup |R]

Mx[0,T]

~ ~ (n+3)n

gl = go * C(n)

Co = Co sup |Q], sup [R])

Qx1[0,7T] Qx[0,7]
03 = Cg(n) -
B = inf Lmit’y:él

ieN, (332 (1)

K > 0 erfiillt Ricyq) > —(n — 1)Kh(0)

Jetzt eine allgemeine Bemerkung {iber die Abhéingigkeit der Konstanten:

Bemerkung 12.14. Die folgenden Abschétzungen sind meistens so, dass wenn man ei-
ne Konstante nach oben abschétzt, die Abschidtzung immer noch richtig ist. Fiktives
Beispiel: Wir haben u < e*®Poxor1R=@l gezeigt, und kénnen das auch als u < e mit
der Konstanten C' := supg,jo7 R — Q| schreiben. Ferner gilt C' < supg, o1 [R| +
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C

SUPqy(o,7] @], und auBerdem ist die Abschitzung u < e so, dass wenn man C ver-

gNr(jBezt, sie immer noch stimmt! Folglich erhalten wir u < ¢C mit der Konstanten

¢ = O(SUPQX[O,T} R, SUPqxo,1] Q).

Im Fall Q2 C M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand bezeichnen wir den heat kernel
von {2 auch mit Hq.

Lemma 12.15. Es gilt [, Ho(x,t,y, s)dpne(z) < eCrt=9) fiir qlle y € intQ und 0 <

s<t<T, wobei C; = sup IR — Q)|.
Qx[0,7]

Beweis. siche [17], Lemma 26.10, S. 339 O

Lemma 12.16. Es gilt [, Ho(x,t,y, s)duns)(y) < eC2(t=9) fiir qlle x € intQ und 0 <

s <t<T, wobei Cy = sup |Q.
Qx[0,7]

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis des vorigen Lemmas in [17], Lemma 26.10,
S. 339: Es gilt %duh(t) = Rdpp). Daraus folgt

d
d_/HQ(a:,t,y, s)dpin(s) (y)
S Ja

- / (—(Dyno He) . £,5,8) — (R — Q)(y, 8) ol 1,1, 5) +
+ R(yv S)HQ<:U7 Ly, S))dlu“h(s)(y)

= - /Q(Ayﬁ(S)HQ)(xJ t? Y, S)d:uh(s) (y) + /Q Q(yv S)HQ(xa tv Y, S)dll’h(s) (y)

0H,

= ) L (Q?, t? Y, S)d:uh(s) (y) + / Q(yv S)HQ<LEJ ta Y, S)duh(s) <y>
o0 Oy Q

> /Q Qly. ) Holx. .y, 8)djingo (1)
_CA’Q/HQ<:U?t7y7 S)d:uh(s)(y>
Q

mit

ég = sup |Q|

Qx[0,T]

Dabei bezeichnet 57— die Ableitung in Richtung der &ufieren Normalen (bzgl. der Va-
riablen y). Dabei haben wir benutzt: Hq(z,t,y,s) = HS(y, s, x,t) fiir alle z,y € Q und
0 <s<t<T (Satz 12.11), dass H(y, s, t) 0 ist fiir z € intQ und y € 99, dass
H* > 0 ist und dass deswegen 9.2 (x t,y,s) = %fé (y,s,z,t) < 0 fur z € int und
y € 0N gilt. ’
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Setze
(5) = [ Hoo.tg,5)dnco(0).0 < 5 <
Q

und 0 < e < o < t. Offenbar gilt

L 1(5) 2 ~Cof(s)

Daraus folgt

Somit
log (o) —log f(e) = —Ca(o —¢)
und damit R
f(e) < flo)e?
Wegen (171% f(o) =1 (das folgt aus £1}I% Hq(z,t,-,s) = 0, was dem Leser iiberlassen ist!)

folgt

fle) < et 0<e <t
d. h.
/ Ho(w,t,y,2)dpnce)(y) < e
Q
Setzen wir s = ¢, erhalten wir die Behauptung. -

Satz 12.17. Sei M nichtkompakt ohne Rand. Seien

sup | secpo) |, sup [R|, sup |VR| < oco. Dann gilt
M Mx[0,T) Mx[0,T]

A < / H(w,t,y, 8)dp () < 10
M

firalez,ye M,0<s<t<TundCy = sup |Q—TR]|.
Mx[0,T]
Beweis. siehe [17], S. 342, Lemma 26.14 O

Satz 12.18. Sei M nichtkompakt ohne Rand. Seien

sup | secpo) |, sup ||, sup |VR| < oco. Dann gilt
M M x[0,T] M x[0,T]

e=0a(t=) < / H 1, y, 8)dpingo () < €2
M

fir alle z,y e M,0<s <t <T und Cy = sup Q).
M x[0,T]

92



Beweis. Sei im Folgenden €);,7 € N eine Ausschopfung von M durch kompakte, zu-
sammenhdngende C'*° Mannigfaltigkeiten mit Rand, d. h. €; C int€;,;;,2 € N und
|, € = M. Siehe auch den dhnlichen Beweis in [17], Lemma 26.14, S. 342.

Die obere Schranke: Es gilt, wenn wir Hg, auf ganz M durch 0 fortsetzen, Hq, < Hg, .,
(siche [17], der Beweis zu Theorem 24.40, S. 302) und hm Hg,(z,t,y,s) = H(z,t,y,s).

Wegen [, Ho(x,t,y, s)dpn) (y) < C2(=9) fiir alle z € 1ntQ und 0 < s <t < 7T (Lem-
ma 12.16) folgt aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz [,, H(x,t,y, s)duns)(y) <

eC2(t=9) fiir alle 2 € M und 0 < s <t<T mit C’g = sup |Q.
M x[0,T]

Die untere Schranke: Sei ¢ dieselbe cutoff-Funktion wie im Beweis von Lemma 26.14 [17],
S.343. Dort wurde bewiesen |Ay ¢ < <& fiir alle 0 < s < T (und wegen der Stetigkeit
auch fir 0 < s <7T'). Wir berechnen

% [ oGty )

—1 [ 80 g et i) + [ S H (et )R 0 ) 1)

~1 [ o= o t9.5) = (R = Qo ) H .30 i (1) +

+ [ o).t IR o 1)

=|—/ P(Y)Aynis)H (Y, 8)dpns)(y /¢ H(z,t,y,s)dpns) (y)]
I/ yh(s)?(W) H (2, y, s)dpn(s) /cb H(z,t,y, s)dunes) (y)]

> PZL C2(t °) +C / (b .T tvyvs)dﬂh(s)<y>

wobei wir die obere Schranke [, H(z,t,y, s)duns)(y) < ¢2(t=%) benutzt haben.

Das ergibt fiir 0 < s1 < 59 <t
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602@782) / ¢<y)H(.T, t? Y, 52)d:uh(52)<y) - 602()&751) / ¢(y)H(x7 tv Y, Sl)duh(sl)(y)
M M
529 R
= 6_(602(t_8) / ¢(y)H($7 ta Y, S>dluh(s) (y))ds
s1
59 N C’ N
S/ C eC’z (t—s / ¢ $ .y, S)dﬂh(s)(y) —{—GCQ(t_S)(EneCQ(t_S)‘F

e / () H (2,1, , 8)djinge)(y)))ds

— n QCz(t S)d
/51 R@ S

Lasst man R — oo gehen, erhilt man

/ H(z,t,y,s2)dpn(s,) (y) SGCQ(SQ—Sl)/ H(xz,t,y,s1)dpns,)(y)
M M

Lésst man sy — t gehen und ersetzt man s; durch s, erhélt man

1 Se@(t—s)/ H(x,t,y,s)dpns)(y)
M

und damit

o—Calt=s) < / H(x,t,y, 8)djin(s)(y)
M
O

Definition 12.19. Sei (M, h) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Definiere den para-
bolischen Zylinder Py(x,t,r) := Bp(x,7) x [t — r? t] mit Basispunkt (z,t) € M x (0,T],
0<T <ooundr >0.

Bemerkung 12.20. Das ist die Definition aus [17], S. 306, Gleichung (25.7), wobei dort
Pu(x,t,r,—r?) := Bp(x,r) X [t — r*, 1] gesetzt wird.

Satz 12.21. Gelte Ricy) > —(n — 1)Kh(0) in Q mit K > 0. Seiu : Q x [0,T] - R
positiv und gelte %u < Apgyu — Qu in Q x (0,T]. Sind (xo,t9) € @ x (0,T] und ro > 0
so dass Py(o) (o, to, 2ro) C Q2 x [0,T] so folgt

6’1652t0+53\/F1“0
sup  u < —5 / u(x, t)dpno) (x)dt
P 0y (wo,to,ro) 76 Vh(0) (o, o) Pp0)(z0,t0,2r0)
~ (n+3)n - - _
mit Cy =Cy 2 C(n), Cy = Cy( sup |Q), sup. |7€|) — Cs(n). Dabei ist Cy := AT
Qx[0,T] Qx[0,T

mit A == sup |R].
M x[0,T7]
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Beweis. siehe [17], Theorem 25.2, S. 306, und das Setting davor ebenfalls auf S. 306, ab
7. 2. [

Bemerkung 12.22. Obiges 53 ist das C3 aus [17], Theorem 25.2, S. 306 multipliziert mit
vn — 1. Das kommt daher, dass wir die Bedingung Ricyy > —Kh(0) durch Ricyy >
—(n—1)Kh(0) ersetzt haben. Auch C5 hingt damit nur von n ab. Cy ist Cy aus [17], Cy

ist ebenfalls C) aus [17]. Letzteres sieht man, indem man die Konstante C; im Beweis
des Theorems 25.2 in [17] (S. 306) verfolgt.

Satz 12.23. Sei M nichtkompakt. Gelte Ricygy > —(n — 1)K h(0) fiir ein K > 0. Seien

sup | secpo) |, sup ||, sup |VR| < oco. Dann gilt
M M x[0,T] M x[0,T]

CreOsT CreOT
Vh(O) (9;" t4—5 ) Vh([)) (y7 t4—5 )

fir alle x,y € M und alle 0 < s <t <T mit
C5 = 05(n,K,Sup|9%|,sup|Q|,sup|R|,sup]Q—'R|),
Cs = Cg(n, K, sup |R|,sup |Q|,sup |R]|) und C7 = C7(n, K).

H(':Ca t? Y, S) < Hlln{

}

Bemerkung 12.24. Im Folgenden ersten Teil des Beweises haben wir ry = @ statt
ro = \/tzjs wie in [17], S. 346, Beweis des Lemmas 26.17 gewéhlt, und im zweiten Teil

ro = TU statt rg = ‘/75 Dadurch erhalten wir in den Volumentermen eine 4 statt eine 2
wie in [17]. Entsprechend &ndern sich auch Zahlen in folgenden Sétzen!

Beweis. Erster Teil:

Zuerst eine Kopie des Beweises aus [17], S. 346, Lemma 26.17 in unserer Notation: Sei
(y,s) € M x [0,T) fest aber beliebig und wende die Mittelwertungleichung, d. h. Satz
12.21, auf ein beliebiges Zentrum (z,t) € M x (s, T] mit Radius (spatial scale) ro = ¥:=2
auf die Losung u(z,t) := H(x,t,y,s) von

%u(m, t) = (Anwu)(z,t) — Qz, t)u(z, )

eingeschrankt auf M x [s,T| an. Das ergibt

u(z,t) < sup  w

Py (@,t,Y572)

61662 (t—s)-‘r@:&/ﬁ@
) / u(z, 0)dpno)(2)do

4

2 Vo) (,

Ph(D) (Z,t, t275)
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wobei Py weiter oben definiert ist und 51, 6’2, 63 aus Satz 12.21 sind. Auf der anderen

Seite gilt, da v > 0 und Py (z, ¢, */ZTS) C M x [s, ] ist,

/ u(z, ) dpny (2)do < / t /M u(z, 0)dpn ) (2)do

Ph(O) (CE,t, tgis)

t ~
< 0(7)1/2/ eCl(a—s)do_
wobei wir fiir die letzte Ungleichung benutzten, dass fiir o € [s,t] gilt

/ u(z, 0)dpno)(2) < " / H(z,0,y, 8)dpy(q)(2) < Cp/2e 77
M M

nach Satz 12.17. Das ergibt

~ o~ o~ CavVET P
4020 CoT+ 93 ecl(afs)dg
H(z,ty,s) = u(z,t) < —0—1 m4 J
Vh(o)(xv 4 ) t—s

dat— s <T, und wir benutzten

t Ci(o—s t Ci(t—s
fs eC1(0=5) i~ < fs eC1(t=9) I _ eél(tfs) < €O1T
t—s - t—s -

Damit erhalten wir schliellich

C
H(z,t,y,s) < —
Vh(O)(w7 1 )
mit
C = 46’(? Crel T+ égiﬁeéﬂ’
~(n+4)2 ~ A C3vVEKE C3VEK'
< 40(() I C’(n)eC2TeclTeCS4 T
= C(n, K)e%T
wobei C5 = Cj(n, K,sup |R|,sup |Q|,sup |R|,sup |Q — R|) gilt und sup = sup be-
Mx[0,T]
deutet. AuBerdem benutzten wir €3 5" < 05 F 0L 1nd es gilt Cy = €T mit

A = supyyy o) R Ferner ist Cy = sup |Q — R| die Konstante aus Lemma 12.17,
Mx[0,T)

51, 6’2, 53 sind die Konstanten aus Satz 12.21.
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Zweiter Teil:

Im Folgenden beweisen wir die noch fehlende Abschitzung, d. h. die Ubung aus [17] auf
S. 347, 7. 5., der Beweis ist dhnlich wie der vorige:

Sei (z,t) € M x (0,7T] fest und wende die mean value inequality, d. h. Satz 12.21, auf
irgendein Zentrum (y, o) € M x (0,t] mit Radius (spatial scale) 7y = ¥ auf die Losung
u(y,o) := H(x,t,y,t — o) von

L y.0) = (- H)(z 1,1 )

do
= (Ay,h(t—U)H)(xﬂtv yat - U) + (R - Q)(y7t - O')H(l’,t, y7t - U)
= (Ayw@u)(y,0) + (R = Q) (y, 0)uly, o)

eingeschrénkt auf M x [0, ] an.
Dabei seien h/(0) := h(t — o), R'(y,0) == R(y,t —0), Q' (y,0) := Q(y,t — o). Das ergibt

516620"'53 \/51(7 . . /
U<y7 U) S sup u S > —\/E / U(y , 0 )d,uh/(()) (y )do’
Pa(0)(4:0.%7) Vo (v, %5

Ph(O) (yvo-v @)

Weiterhin gilt

/ u(y!, o'V dpr oy (o) do' < / / w(y!, 0" dpne o (o )do
0 M

Pr0y(y,0, @)

o
~n Ay
SCOQ/ e“*7 do’
0

wobei wir fiir die letzte Ungleichung benutzten (¢’ € [0, 0])

~n oA

/ U(y/, O—/)d:uh'(o) (y,) < 50 / H($7 t, y/at - Ul)d,uh(tfa/) (y/) < C’02 eCQU
M M

/

N3

nach Satz 12.18. Daraus folgt

~T~ & ~ VKT A 1
4CE Gy OoT+O VT [0 (020

Vh(O) (ya \/TE) o

H(z,t,y,t — o) =u(y,o) <

Dies impliziert

~n o~ = ~ VET A
402 Cy et TH0s 5= eCoT < C(n, K)e“T

H(z,t,y,s) < — < —
Vh(()) (y, t4 S) Vh(o) (y, tg S)
(dabei benutzten wir foa 27 do’ < fOU 2T do’ = 0e2T und 653”7 < 653§663@>
mit Cs = Cg(n, K, sup |R|, sup |@Q|, sup |R]). O
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Definition 12.25. ((v, A)-regulir) Eine stetige, strikt wachsende Funktion f : (0,T] —
(0,00) heifit (v, A)-regulir, wobei v > 1 und A > 1, falls

f(t) f(t2)
Fe/ = T

fir alle 0 < t; <ty <T gilt.
Bemerkung 12.26. Diese Definition ist aus [17], S. 347.

Lemma 12.27. Sei 0 < T < oo. Sei h(t),t € [0,T] eine C* Familie von C* Rie-
mannschen Metriken auf M und @Q : Q x [0,T] — R C* und beschrinkt, wobei Q@ C M
eine kompakte C*° Mannigfaltigkeit mit Rand sei. (Achtung: Dies ist ein anderes T und
eine andere Familie von Metriken h(t) und ein anderes ) als zu Beginn des Kapitels

beschrieben!). Seien h(t) vollstindig fir alle 0 <t < T und gelte h(a)% < h(b) < h(a)D
fiir ein D >0 und fiir alle a,b € [0,T]. Sei K eine kompakte Menge mit K C int ). Es
existieren C :=2(1 —~y 1) sup|Q — s R| und D := LD (aufpassen: anderes R!) mit den
folgenden Eigenschaften: Sei entweder u : Q x [0,T] — R eine Lisung von

ou
E = Ah(t)u — Qu (7)

mat Dirichlet Randwerten
ulpaxpo,r) = 0
und
suppu(-,0) C K
d. h. firze Q— K gilt 11{% u(z,t) = 0 lokal gleichmdflig, oder gelte K = {y} fir ein

y € intQ und u sei der Dirichlet heat kernel der Gleichung (7) in Q@ mit u(-,0) = 4.

Falls gilt

9 1
/Qu (z,t)dppe (r) < m

fir alle t € (0,T], wobei f (v, A)-regulir ist, dann folgt

d2 . (z,K) 4A60t
u?(x,t)e O dpney(x) <
[ o) < 17

fiir alle t € (0,T.

Beweis. Fiir den ,entweder” Teil siehe [17], S. 348, Lemma 26.21. Dabei ist unser D dort

50. Die im Lemma aufgefiithrte Abhéngigkeit der Konstanten folgt aus dem Beweis des
Lemmas 26.21 in [17]. Wir beweisen den ,joder” Teil:
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Es reicht zu zeigen, dass der Dirichlet heat kernel H(z,t,y,s) in Q auf Q — {y} lokal
gleichméBig (in ) gegen 0 konvergiert (fiir £ N\, s). Nach [17], Kapitel 24, Subsection 5.2,
S. 290-292 ist der Dirichlet heat kernel H(x,t,y, s) in Q gegeben durch

H(z,t,y,s) = H(x,t,y,s) + fys(z,t)

fiir alle z,y € Q,(t,s) € R%: hierbei ist H : © x Q x R2 der heat kernel von L :

gt nT Q auf einer C* kompakten Mannigfaltigkeit Q ohne Rand mit einer O Fa-

milie Rlemannscher Metriken h(t), ¢ € [0,T] und einer C*° Funktion Q : Q x [0,7] — R,

wobei € eine Eweiterung von Q und k(t), ¢ € [0, T], Q Erweiterungen von h(t),t € [0, 7]
und @ sind (genaugenommen Erweiterungen der Einschrdnkungen von h(t),t € [0,7]
und @ auf ), und f, s : Q2 x [s,T] — R ist stetig, C*° im Inneren und erfiillt Lf, ; =0
(L == 2 — App + Q) mit den Randbedingungen f, (z,s) = 0 fiir alle z € int,
fys(z,t) = —ﬁ(x,t,y, s) fur alle x € 0Q,t € (s,T].

Da Q kompakt, f, . stetig ist und wegen f, ;(z,s) = 0 fir alle x € intQ (wegen der
Stetigkeit auch fiir alle x € ) konvergiert f,, gleichméfBig gegen 0 (fiir ¢ ™\, s). Die

asymptotische Entwicklung von H in [17], Theorem 24.21 (S. 279) liefert die Darstellung

~ LG .
H(z,t,y,s) =wn(x,t,y,s)+ (4n(t —s)) 2e 1= Z(t — ) ug(z,t,y, s)
k=0
fir alle z,y € M,0 < s <t < T, wobei die Funktionen u; : Q x Qx R_2T — R C* sind
und es gilt
wy(@,t,y,s) = O((t — s)V %)

fiir t \, s gleichméBig fiir alle z,y € €. Wihle N > 2. Dann folgt wy — 0 (t N\ 5)
gleichméBig in = (y fest). Aulerdem gilt

dﬁ(t) (z,y)

(4n(t — 5))"2e a2 — 0

(t \ s) lokal gleichm#Big in 2 € Q — {y}, denn: Sei K € Q — {y} kompakt. Dann gilt
1) (x,y) > r fiir ein r > 0 und alle z € K, da alle Metriken dy sy gleichméBig dquivalent
sind (siehe Appendix B). Daraus folgt

LN CRD)

4r(t — S))_%e_m <Am(t — 8))_%6_ﬁ -0

(t N\, s) fir alle z € K.

Da die Funktionen u;, 7 = 1, ..., N beschrénkt sind, kovergiert somit H auf Q — {y} lokal
gleichméBig (in ) gegen 0 (fiir ¢\ s).
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Also folgt, dass der Dirichlet heat kernel H(z,t,y,s) in Q auf Q — {y} lokal gleichméaBig
(in x) gegen 0 konvergiert (fiir ¢ N\, s) und damit die Behauptung. O

Lemma 12.28. Sei M nichtkompakt. Gelte Ricp) > —(n — 1)Kh(0) fir ein K > 0.

Seien sup | secy(oy |, sup |R[, sup |[VR| < oo. Dann folgt
M M x[0,T] Mx[0,T]

di(o) (z,y)

To T Car CoeroT
/ H2(x,t,y, s)e B 7700 g, 0 (2) < oc
M

Vh(O) (y7 tg_s )

mit Cy = Cy(n, K) und Cyo = Cip(n, K, sup |R], sup |Q|,sup |R|,sup |@ — R|)
und

d%(()) (z,y)

Ted ctrar CpeC18T
/ H(2,t,y,5)e B0 “OT 0 g, o () < —22
M

Vh(o) (517, tg_s)
mit Cio = Cia(n, K) und Ci3 = C13(n, K, sup |R|, sup |Q|, sup |R/|,sup |@Q — R]).

Beweis. Wir beweisen zuerst die 1. Ungleichung. Dies ist im Wesentlichen eine Reproduk-
tion des Beweises von Lemma 26.23 auf S. 354 in [17]: Sei {§2;,7 € N} eine Ausschopfung
von M. Es gilt

e o) < = [ ot )
QT LY, S)alps)\X) = . T Q\T, 0, Y, S)afp)\ T
o Vi) (9, Y52) Jo

07606T601T 076081’
B Vh(0)<y7 @) Vh(O) (y7 \/t4_78)

mit €} = sup |Q —R| und Cs = Cg(n, K, sup |R], sup |Q|, sup |R|,sup |@ —R|) wegen der
Satze 12.17 und 12.23. Fiir y € int§2; und s € [0,7") definiere G; : ©; x (0,7 —s] - R
durch Gy(x,0) := Hg,(z,s + 0,y, s). Dann gilt

0

0
%Gi(az,o) = —Hq,(x,s+0,y,s)

ot
= Ah(S+U)HQi (l’, s+0,Y, S) - Q(ZL’, 5+ U)Hﬁi(xa s+0,y, S)
= Ap(0)Gi(z,0) — Q'(x,0)G;(x, 0)

mit h'(0) := h(s + o) und Q'(z,0) := Q(x,s + o). Definiere f : (0,7 — s] — (0,00)
durch f(0) := g omr Vo) (¥ Y7 Dann folgt Jo, Gi(x,0)dp o) (2) < 5. Wir konnen
somit Lemma 12.27 anwenden mit Q = Q;, K = {y},h = W(0),0 € [0,T — s],Q =

Q' (z,0),u=G;(x,0). Sei R'(x,0) = R(x,s+ o) zu h' gehorig. Bemerke sup |Q'| <
QiX[O,T—S}
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sup |Q]und sup |R'| < sup |R|. Bemerke auBerdem, dass h'(a) und A'(b) mit
M x[0,T] Q;x[0,T—s] M x[0,T]

der Konstanten D := elo C(1)dr dquivalent sind. Bemerke schliellich, dass f (v, A)-regulér

—K (VT
mit v = 4 und A = V_I;E \}T;, wobei VH(r) das Volumen eines Balles vom Radius
5

r > 0 in der n-dimensionalen, vollstdndigen, einfach zusammenhéngenden Riemannschen
Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung H € R bezeichnet, ist (siche [17], S.
355, Z. 3 ff. (wir haben K durch (n — 1)K ersetzt!)). Das ergibt

a0y (@v) 4Ae°
/ Gil@ o)e™ 2 dywin(%) < Fr

mit C = 2(1—~y71)( sup |Q|+ sup \R|) und D = 16efoT ¢(MdT Nimmt man den Limes
Mx[0,T] Mx[0,T
t — oo und ersetzt o =t — s, erhélt man

2 ) (@) 4AeCt=5) 4 ACTC,eCsT
H?(z,t,y,8)e P dppp () < ey =
/ f5) Vo) (y, Yo2)

Wir zeigen noch A < C(n, K)e“™fT: Mit Satz C.6 erhalten wir

VT C(n K) C(n, K)T
8

YT _
—& < C(n, k)ef %5 < C(n, K)e e
8

4% o) (@)

Daraus folgt schlieBlich [,, H*(z,t,y,s)e Pt dpy)(x) < % mit Cy = Cy(n, K)
ho (05

und ClO = Cl()(n, K7 sup |9{|, sup |Q|7 sup |R|7 sup |Q - RD

Wir beweisen jetzt die 2. Ungleichung, d. h. Gleichung (26.62) auf S. 354 in [17], der
Beweis ist analog zu vorigem:
Definiere fiir festes ¢t € (0,7] und x € int ©;

Gi(y,0) := Hq,(z,t,y,t —0),y € intQ;, 0 € (0,1]
Dann erfiillt G; die Gleichung

0 0
—Gi(y,0) = —aHQi(x,t,y,t —0)

Jdo
= Ay:h(t—U)Hﬂi (.T, t7 yat - U) + (R - Q)(yvt - J)Hﬂi(xv tu yvt - O')
= Ay w(0)Gi(y,0) + (R = Q) (y,0)Gi(y, 0)

mit

h/(O') = h(t o 0-)7 R/(y7 U) = R(y7t o U)? Ql<y7 U) = Q(yvt o U)
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Es gilt
C7605T

HQi(l’,t,y, S) < H(l’,t,y, S) < ———F—
Vi) (2, ¥52)

nach Satz 12.23. Das impliziert nach Satz 12.18

HQ (z,t,y, 8)dpunes) (y) < HQ (z,t,y, 5)dpnes) (y)
o Vo) (7,
< Cre®sT 602(15—5)
Vaoy (@, ¥5)
07605T602T CreluT
T Vho(, Y2) Vi (z, )
mit Cp; = Cy1(n, K, sup |R|, sup |Q|, sup |R/|, sup |Q — R]).
Definiere /o
1 o
f:(0,t] = (0,00), f(o) = th(O)(% T>
Dann erfiillt G; die Abschétzung
C76011T 1
G (y, o) dpn (o) / H} (., y,t — 0)dpin-o)(y) < =
/Qi . ( ) Vh(O) (l‘, @) f(O')
Dieses f ist wiederum (7, A)-regulér mit v = 4 und
LV
V(L)
Nach Lemma 12.27 folgt
d}%(o)(%y)
o 1T Clryar_ 4AeC°
G2y, a)e B “ 7 o (y) <
mit C' = 2(1 — 7_1)(SUPM><[0,T] Q|+ Supr[O,T] R|) also
0y (=:v) iA o
1 f C(T)dT e e
HZ (x,t,y,t —0)e B “dpini-o)(y) <
J, )= Flo/)
und indem man o =t — s einsetzt
h(O)(z y)
16 T C(rydr,, 4 AeC -
H xty, l—GejOC( d(t S)d < —
[, ot o1 ¥ W) = F )7
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Indem man i — oo gehen lésst folgt

(0) (z,y)

1 T)dT 4A€ t 5) 0126013T
H (2,1, y, 5)e 80 700 dpy () <
/ OI= =9/ = Vi (2, Y2)
mit C1o = Ci2(n, K) und C13 = Ci3(n, K, sup |R|, sup |Q|, sup |R|,sup |Q — R|). O

Theorem 12.29. Sei M nichtkompakt. Gelte Ricyy > —(n — 1)Kh(0) fir ein K > 0.

Seien sup | secpoy |, sup |R|, sup |VR| < oo. Es existieren C; = Ci(n, K) < oo
M Mx[0,T] Mx[0,T]

Cy = Cy(n, K, sup |R|, sup |Q|, sup |R|,sup |R — Q) < oo, so dass gilt

_ d%(())(z,y)
CvlngTB %ef(;T C(dr (,_g

H(z,t,y,8) < — s
Vh(o)(:p, \/ %)Vh(o)(y, %g)

fir alle v,y € M und 0 < s <t <T.

Beweis. Es folgt eine Kopie des Beweises aus [17], S. 356, Theorem 26.25, in unserer
Notation und mit unseren Abschétzungen: Sei D := %efoT T ¢ (0, 00). Es gilt

di(o)($,z> + di(())(zay) > (dh(o)(x,Z) + dh(o)(z7y))2 > di(o)(l‘,y)
t—p p—s —  (t=p)+(p—-s5) — t-=s

fiir alle x,y,z € M und alle s < p < t. Daraus und aus der Halbgruppeneigenschaft Satz
12.13 folgt

H(z,ty,s) /H:ctzp)H(z P, Y, 8)dpin(p)(2)

h 0) z,y) h 0) (z,2) h(Q)(Z:y>

T | H(a, bz, p)e S H (., 8)e 0T dpng (2)

7 0) @9 h(o)@ 2) 47 0y (2:v)

RGO / H?(z,t, 2, p)e P9 dup,) (2 % / H?(z, p,y,8)e D= dpp(2))

N

wobei die letzte Ungleichung aus der Hoélderschen Ungleichung folgt. Setzen wir die
Abschétzungen aus Lemma 12.28 ein, erhalten wir

_ C,II%L(O) (z,y)
01€C2T Qefo Cr)dr

=)

H(x,t,y,s) < —
y by I = /2 Ji—p 1/2
Vh(O)( TR )V( )(,%

fir alle z,y € M und 0 < s < t < T mit Cy := max{Cy, C15},Cy := max{Cy, C13}.
Setzen wir p = Hs , erhalten wir die Behauptung. [
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Daraus erhalten wir folgende Version:

Theorem 12.30. Sei M nichtkompakt. Gelte Ricyy > —(n — 1)Kh(0) fir ein K > 0.

Seien sup |secypoy |, sup |R[, sup |VR| < oco. Es emistieren C1 = Ci(n, K) < oo,
M Mx[0,T] Mx[0,T]

Cy = Cy(n, K, sup |R|,sup |Q|) < oo und eine universelle Konstante C' > 0, so dass gilt

_ Cd%bu)(z,y)
CI€CQt€ te2 jé C(r)dr
H(z,t,y,0) <

1/2 1/2
Vh(o) (z, ﬁ)vh(o) (¥, ﬁ)

fiir alle x,y € M und 0 < t.

Beweis. Aus Theorem 12.29, wegen Korollar A.6, Bemerkung 12.14 und da B eine uni-
verselle Konstante ist, kann man die Abhéngigkeit der Konstanten auch so schreiben:
Es existieren C} = Cy(n, K) < 0o, Cy = Cy(n, K, sup |R|,sup |Q]) < oo und eine univer-
selle Konstante C' > 0, so dass gilt

B ;‘dim)(z,y)
01€CQT6 ef() C(T)dT(t_S)

H(z,t,y,8) < — 0

t—s t—s

Vh(o)(xv \/ m)v}l(o)@a A/ m)
firallez,ye Mund 0 <s <t <T.

Benutzt man die Aquivalenz der Abstandsfunktionen, erhilt man

Cdj () (@9)

—
CleCQTe 62 f() C(T)d"'(tis)

1/2 —s\1/1/2 —s
Vh(o)(:p, \/ tng)Vh(o)(ya tng)

H(x,t,y,s) <

firallex,y e M und 0 < s <t <T.

Da die Abschétzung insbesondere fiir ¢t = T gilt, folgt

Cdi(t) (z,y)
Clethe 82 jg C(T)dT(t_s)

H(z,t,y,8) < — N
t—s t—s
Vh(o)(x7 \/ ﬁg)vh(o)(ya 1_28>

fiir alle z,y € M und 0 < s < t.
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s = 0 liefert

_ Cd%(t)(ar,y)
CeC2te 12 JEc(rydr
t t
Vi) (z, Es)vh(o) (s 1/ 18)
fiir alle z,y € M und 0 < t. O

Wir bemerken, dass auch die Variante ohne explizite Ausweisung der T-Abhéngigkeit
der Konstanten gilt:

Theorem 12.31. Sei M nichtkompakt. Gelte Ricyy > —(n — 1)Kh(0) fir ein K > 0.

Seien sup | secy(oy |, sup |R[, sup |VR| < oco. Es existieren
M M x[0,T] Mx[0,T]

Cy = C3(n, T, K, sup |R],sup |Q|) < oo und Cy = Cy(T,sup |R]) < oo, so dass gilt
d%(o)('riy)

Cre” Calt=s)

H(z,t,y,8) < — i 41/2
t—s t—s
Vi) (z, \ m)vhm)(yv )

fir alle v,y € M und 0 < s <t <T.

Beweis. Das folgt aus Theorem 12.29, oder auch aus [17], S. 355, Theorem 26.25 O

Bemerkung 12.32. Hier wurde die Abhéngigkeit der Konstante C3 von ) eingefiigt!
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13 Gauf3sche Abschitzungen fiir (Sub)Ldsungen

In diesem Kapitel haben wir ein dhnliches Setting wie im vorigen Kapitel:

Sei M eine n-dimensionale zusammenhéingende C°° Mannigfaltigkeit. Wir unterscheiden
2 Falle: Entweder ist M nichtkompakt ohne Rand, oder M ist kompakt mit Rand.

Der 2. Fall tritt in folgendem Zusammenhang auf:

Sei U C M, wobei M nichtkompakt ist und keinen Rand hat, eine echte offene zusam-
menhingende Teilmenge mit glattem Rand, so dass 2 := U kompakt ist. {2 ist dann eine
C>, kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand.

Sei h(t),t € [0,00) eine C*° Familie von C'* Riemannschen Metriken auf M. Definiere
%h = 2R, d. h. R ist ein zeitabhéngiger symmetrischer (0, 2)-Tensor. Definiere R = tr .
(Das bedeutet in lokalen Koordinaten: %hij = 2R;; und R = hR;;).

Sei @ : M x [0,00) — R C*° und beschrinkt.

Sei aulerdem 0 < T < oo fest aber beliebig und betrachte entsprechend die Ein-
schrankung (z. B. von der Metrik h) auf M x [0, T].

Gelten
sup |[R—Q| <oo, sup |Q]<oo, sup |R|<oo, sup |[VR|< oo,
M x[0,00) M x[0,00) M x]0,00) Mx[0,T]

Sup,y | secp(o) | < 00, Ricy) > —(n — 1)K h(0) fiir ein K >0

Sei C' : [0,00) — R eine stetige Funktion mit [£h|(z,¢) = 2|R|(z,t) < C(t) fiir alle
x € M, tel0,00).

Sei aufierdem £(0) vollstindig. (Aus sup .o o) [R] < 0o folgt damit die Vollstandigkeit
von h(t) fir alle t € [0, 00), siehe die Sitze B.8, B.9).

. . i+1
Sei B := 1nfi€N0 Mlm und Y= 4.
Sei (N, gn) eine vollstindige, flache, zusammenhéngende, kompakte C'° Riemannsche
Mannigfaltigkeit.

Auflerdem verwenden wir folgende Notation:

Ist allgemein (M, h) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann bezeichnen wir mit V;,(p, r)
das Volumen des (offenen) Balles Bj(p,r) mit Zentrum p € M und Radius r > 0. d,
bezeichnet die durch die Riemannsche Metrik A induzierte Metrik.
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Weiterhin verwenden wir folgende abkiirzende Notation:

COH0), 1,00 1) = ———— [ ST )
t) Mvh(o)(ga 11678)

Vh(o)(y, 28
wobei v : M x[0,00) — R eine Funktion ist, v(-, 0) kompakten Triager hat und y € M ist.

In diesem Kapitel zeigen wir zuerst Gaufische obere Abschétzungen fiir Sublosungen v

der Gleichung
0

au = Appyu — Qu

wobei v(+, 0) kompakten Tréger hat. Dabei benutzen wir den heat kernel, um eine Losung
w mit u(-,0) = v(-,0) zu definieren, und zeigen mit Hilfe des nichtkompakten Maximum-
prinzips von Hsu 9.1, dass v < w gilt. Anschliefend benutzen wir die oberen Gauf}-
schen Abschétzungen fiir den heat kernel aus dem vorigen Kapitel, um obere Gauflsche
Abschétzungen fiir v herzuleiten. Unter der Zusatzannahme, dass M = R x N mit
h(t) = f2(-,t)dz* + g*(-, t)gn gilt, ergeben sich obere Gaufische Abschiitzungen fiir den
warped product Fall.

Wir wollen zeigen:

Satz 13.1. Sei v : M x [0,00) — R stetig, auf M x (0,00) C*° und gelte
%v < Av—Qu

auf M x (0,00). Sei v|rxjor beschrinkt fir jedes 0 < T < oo. Sei S := suppuv(-,0)
kompakt. Seiy € M ein fester Punkt. Dann existieren Cy = Cy(n, K),

Cy = Cy(n, K, sup |R], sup |Q|), C3 = Cs(n, K) und eine universelle Konstante
Mx[0,00) Mx[0,00)
C >0, so dass gilt

Cdi“)(w,s)

3 J§ o(ryar T T ot omdr
U([E, t) < CI€CZtC(h(O)7 U(', 0>7 Y, t>60362 Jotna dh(t)(x’y)e te? Jo C()dr
fiir alle x € M,t € (0,00) mit
1 v(£,0)
Vi )y Sy _t
h(O)(y7 128) h(0) (ga 128)

Bemerkung 13.2. Die Riemannschen Metriken h(0) und h(t) und damit auch die Qua-
T)dr

C(h(0),v(-,0),y,t) :=

dpin(oy(§)

drate der induzierten Metriken di(o) und di(t) sind #quivalent mit dem Faktor efo €
(siche Appendix B). Deshalb taucht dieser mehrfach in der obigen Abschitzung auf, an
diesen Stellen wurde (direkt oder indirekt) die Aquivalenz der Metriken benutzt!
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Cd%(t)(z,s)

Bemerkung 13.3. In der obigen Abschitzung dominiert der Term e 2/ (-

l t T T
elae? Jocmd dn)(®Y) fiir

den Term
,erofe” z!

Wir zeigen zuerst, dass sich v durch eine Losung u der Gleichung %u = Au — Qu mit
u(+,0) = v(-,0) abschétzen ldsst. Zuerst ein paar Vorbereitungen:

Lemma 13.4. Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und K C
M kompakt. Dann existieren co > 0,19 > 0, so dass fir alle p € K und alle 0 < r < ry
gilt: Vy(p, 1) > cor™.

Beweis. Der Beweis ist dem Leser tiberlassen! ]

Lemma 13.5. Sei (M, g) eine vollstindige, zusammenhdngende n-dimensionale Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit Ric, > —(n — 1)Kg fir ein K > 0. Dann gibt es ein
C >0, so dass fir alle x € M gilt:

/ e—adQ(w,y)Jrﬂd(w,y)dug(y) <C
M

wobei a,, B > 0 feste Konstanten sind und d die durch die Riemannsche Metrik g indu-
zierte Metrik auf M bezeichnet.

Beweis. siehe Appendix D O

Satz 13.6. Seien M, N C* Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Seien W : N x M — R
und f M —> R jeweils C* mit supp f = K C M kompakt. Definiere u : N — R, u(x) =
Sy W (y)dp(y). Dann ist u C* und es gilt 2u(z) = [y, 2= W (z,y) f(y)du(y) fir
jedes K oordmatensystem.

Beweis. sieche Appendix D n

Satz 13 7. Sei f M — R stetig mit kompaktem Triger. Dann ist u : M x [0,00) — R,
fM fL’ t y7 f(y)dﬂh(O)(y>7 u(‘T?O) = f(x)z TS M70 <t < 0, 8t6tig7 ce

aufM x (0,00) und eine Ldosung von

u = Au — Qu auf M x (0,00)
Loty ¥

Dabei bedeutet die Anfangsbedingung u(-,0) = f:u(-,t) — f lokal gleichmdfig firt 0.
Ferner ist die Konvergenz von u gegen die Anfangsdaten sogar gleichmdfig.

Bemerkung 13.8. siehe [28] fiir den Fall, dass M kompakt ist.
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Beweis. Sei 0 < T < oo fest aber beliebig.
w ist C*° auf M x (0,00) und dort eine Losung von u; = Au — Qu:
Da H C® ist, ist auch u C* nach Satz 13.6. Seien U C M offen, V C R" offen,

¢ : U — V eine Karte. Dann ist ¢ x id : U x (0,00) — V x (0,00) eine Karte von
M x (0,00), und wir erhalten mittels Satz 13.6

Gyt = [ S H .00 ()
- / (AH)(z,1,9,0) — Q. ) H(x, 1, 9, 0)) £ (4)djangoy (4)

Es gilt

Vdet(hy) hkl)h”iu)(x t)

(Au)(z,t) = (Anwu(-1)(z) = O

v/ det hkl Z 8$

Daraus und aus Satz 13.6 folgt
0
(r)(et) = [ (AH),t,.0)f )i () ~ Q. (a1
d. h. u ist eine Losung.
Die Anfangsdaten werden lokal gleichméfig angenommen:

Sei
al,t) = / H(x,t, y, 0)dyuno) (4)
M

x € M,t > 0. Dann gilt
u(z, t) = f(@)] < |u(z,t) — alz,t) f(2)] + [a(z, 1) f(z) = f(z)]
< / H (1,9, 00 ()i / H(z. 1,901 )dpno ()| + 1S @laf.6) -1
< [ He by 0)l7w) ~ £@ldiny ) + Clatat) - 1
M
mit C' = sup,, | f| = maxyy | f|. Wegen e=Calt=9) < S H(@, t,y, s)dpn) (y) < eC2(t=9) fijy
allez € M und 0 < s <t < T (Satz 12.18) folgt: Zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0 mit

la(z,t) — 1] < ¢ fir alle z € M, fiir alle 0 < ¢ < 4.
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Da f gleichméfig stetig ist, gibt es zum selben € > 0 ein ¢’ > 0, so dass dy()(z,y) < 0’
impliziert |f(x) — f(y)| < e. Ferner gilt fiir alle p > 0:

/M H(a,t,,0)| £ (y) — £ (@)l djuno) ()

_ / H(,t,5,0) () — £(2)|djangoy )+

B0y (z:p)

+ / H(z,t,y.0)|£(y) — F(@)|dpnoy ()
M—By o) (z,p)

—A+B

Es gelten fiir p < ¢ (wir kénnen also p := %/ > ( wéhlen)

A < 5/ H(‘Ta t,y, O)d:uh(O) (y> < 5/ H(Z’, t,y, O)dﬂh(o) (y) < 5602T
B0y (z,p) M

B < 20/ H(x,t,y,0)dpuno)(y)
M—Bj,0)(z,p)

Einschub: Wir konnen einen Volumenterm folgendermaflien durch die Distanzfunktion
abschétzen: Fiir alle x,y € M und r > 0 gilt

VE(r + dpoy (2, )

1

< nach Satz C.7

Vh(O)(%T) N Vh(O)(?J»T) V=K(r)

1

< VR (r + dioy(z,y)) wegen Vi) (y,r) < V5(r)

Viio (v, 7) (0) (0)

1

< ( C(n, K)erDE+dro @) wegen Satz C.3

_ C(n, K) p(n=DET ,(n—1)Kdy ) (x.y)
VhQ(o)(yy 7“)

Setzen wir r = 4/ ﬁ und ziehen die Wurzel, erhalten wir (die Abschitzung gilt auch mit
x und y vertauscht)

ﬁe—"gl Kdp 0 (z,y)

1 < C’(n, K) enTAK
Vh(O) (,ZL” 7/ ﬁ) Vh(O) (ya 1;_8)
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Wir benutzen die Gauischen Abschitzungen (Theorem 12.31) fir H(z,t,y,0):

/ H(z,t,y,0)dpno)(y)
M*Bh(o) (mvp)

_ di(o) (z,y)
036 Cyt

<)
V=B @) Vi, v/E/128)7 Vio) (4. +/E/128)
2 z,y
C34/C(n, K) nolpg, [t/128 h“gL )+”T*1th(o)(x,y)dﬂh(o)(y)
B (Vh(O) (l‘, V t/128))3/2 M — By o) (z,p)

2
< C3 C(”; K) G%K /t/1286554t e_ dh(QOQ)fﬁ y) +nT_1th(O) (z,y) dluh(o) (y)
(Vio) (w, 1/1/128))3/2 M—Bi o) (@,p)

dﬂh(o) (y)

. e A AT ) 2 @)
Dabei haben wir e” — @f = 2% e Al <e 2Gle 2%t falls dyo)(z,y) > p

ist (was erfiillt ist), benutzt. Es gilt fiir 0 < ¢ <1

(z,y)
h(0) n—1
- +2-LKd
/ e 2041 n(0) (%) dptn(o ( )
M — By, 0y (z,p)

_ h(o)(sz n—1 "
S/ e s, T Kdio)( ’y)d,uh(o)@) <C
M

wegen Satz 13.5.

Seinunz e K C M kompakt. Aufgrund von Satz 13.4 existieren ¢y > 0,y > 0 mit

1 1 1287/2

< s
Vo) (, /1/128) ™ co(\/t/128)"  cot™?

fiir alle 0 < ¢ < ¢, und alle # € K. Daraus folgt

/ H(z,t,y,0)dpno)(y)
M—Bp0)(z,p)

12
< 03 C( ) 1K,/t/1286204t( §/2 )3/20—>O

fiir t — 0, denn
_p2 1283n/4 —p2s 1283n/483n/4
lim e2¢a¢ = lime?* — =
t—0 cot3n/4 5—00 Co
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Daraus folgt insgesamt u(-,t) — f lokal gleichméBig (¢ \, 0).

Hat f kompakten Trager, so ist die Konvergenz sogar gleichméflig: Mit supp f := S und
dh(o)(l', S) >0 >0 gilt

u(z, 1)) < / H(z, £y, 0)|£1(5)dingoy(v)

d%(O) (z,y)

36 C4t

/\/Vh VETT28)\ Vi) (y. 1/1/128)
a2 0 (@)
< CoEm e [

1) dpno) (y)

o+ Kdno) (@)

Vh(o) Y,/ t/128))3/2

h(Q)(‘T’U)
1 2 2Cyt

< Cy\/Cln, K)e" T KVismais [ & d
< C3/C(n, K) s e, /1 128))772 | F1(w)dpno) (v)

e 2 12872 @Y aa .
< Cyy/Cln, K)e 7 V1% W(—t 7)Y / e mn HEEBOED) £l (4)dpy o ()
Co n S

| £1(y)dpnoy (v)

+ 27 Kdpy o) (z,y)

n—1 __9 12 /2
< 03 /C’(n,K)e 5 K«/t/l? 204t( 8" )3/20

cot™?

fiir t — 0. Dabei haben wir ¢ im Zahler im Integral durch 1 ersetzt, den Volumenterm im
Nenner entsprechend abgeschétzt und Lemma 13.5 benutzt. Also gilt |u(x,t)] — 0 fiir
t — 0 gleichméBig auf {z € M|dyo)(z, K) > d}. Zusammen mit der lokal gleichméBigen
Konvergenz folgt damit die gleichméfige. O

Satz 13.9. Seiv: M X [0,00) — R stetig, auf M x (0,00) C* und gelte

0

av < Av—Qu

auf M x (0,00). Sei v|pxjor beschrinkt fir jedes 0 < T < oo. Sei S := suppv(-,0)
kompakt. Sei uw aus Satz 13.7 mit u(-,0) = v(-,0). Dann gilt v < u.

Beweis. Sei 0 < T < oo fest aber beliebig. Setze f := v(-,0) und S := suppf C M
kompakt. Wir wenden das Maximumprinzip von Hsu Theorem 9.1 auf h = v — v an. Es
gelten hy = vy — uy < Av — Qv — Au+ Qu = Ah — Qh und h(-,0) = 0. Wir zeigen als
Néchstes, dass u|ar«o,r) beschriankt ist: Aus der gleichméBigen Konvergenz von u gegen
die Anfangsdaten folgt die Beschrinktheit von u fiir 0 <t <, fiir ein 0 < tg < T
Auflerdem gilt fiir alle 0 <ty <t < T und fiir dj (x,8) > p>0:
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fuliz, )] < /K H(z,1,9,0)|£1(4)djano) (4)

_dim)(mvy)
Cse Cat
/ 1) danco) ()
5 \/Vaoy (2, VET128)y/ Vo) (9, 1/17128)

di(o)(w,y)
e 772 6_ 20t
< C34/C(n, K)eTlK\/t/nSe 263
s (Vi) (y, \/1/128))3/2

4% o) (@)
h n—
Sty 5 Kdn (o) (2.9)

s (th)(y, Vt0/128))3/2

e 2 3 gy (z,9)
< CC4 C’(n,K)eTlK t/128 = 5657 i Koy () dpin(o)(y)
s

+ 252 Kdy o) (z,9)

| f1(y)dpno) (v)

2
< (s C(n,K)eanlK 1/128 o2

| f1(y)dpno)y(v)

denn Vi) (y, v/to/2) hat fiir y € S ein positives Minimum und | f| ist beschrankt. Nun
gilt wegen Lemma 13.5

h(O)( \Y) n—1 "
/ e~ 204T + th(o)( Y) d,“h(O)(fg) <C
K

Da {x : dy)(,S) < p} x[to, T] kompakt und u stetig ist, folgt, dass u|psx[o,r) beschrénkt

ist. v Mmx[o,r] ist nach Voraussetzung ebenfalls beschrénkt. Wegen hi = (v — u)i_ <

(v —u)? < 2u? 4 2v* < C auf M x [0,T] folgt somit

T T
/0 (/M e_azdi(w(x’y)hi(x,t)dut(x))dt < C’/O (/M e_o‘Qdi(t)(x’y)dph(t)(:E))dt < 0

wegen Lemma 13.5 und der Tatsache, dass alle Riemannschen Metriken h(t),t € [0, 7]
und damit auch induzierten Metriken di(t) und die Volumenmafe dpiyy auf [0, 7] gleich-
méBig dquivalent sind (siehe auch die Sétze B.8 und B.9, die Aussage iiber die Volumen-
mafe ist dem Leser iiberlassen!). Somit ist die Integralbedingung (7i7) erfiillt. Bedingung
(iv) ist wegen der Bedingung |4h(t)] < C(t) an die Familie von Metriken h(t), ¢ € [0, co)
und Satz B.8 erfiillt. Also folgt v < u aus dem Maximumprinzip. O

Jetzt zum Beweis von Satz 13.1:

Beweis. Aufgrund von Theorem 12.30 kénnen wir abschéatzen
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1@@=LHWMMMMWW@

Cdj, () (@)

C1€CQt N R
= 1/2 [ \ir1/2 — v(y, 0)dpno)(y)
M Vh(o) (z, ﬁ)vh(o) (y, m)
C et v(y, 0) cd? () (2.)

e IO dy o) (y)
= ,1/2 1/2
Vh(o)(xv ﬁ) Svh(o)@a ﬁ)
cd? . (z,9)
CeC?t 6_% v(y,0)

< Vhl({f) (2, /) o Vhl(/OQ) v, \/gs) dpin(o) (y)
fir alle x € M,t > 0, denn fiir y € S = suppv(-,0) gilt
dn)(2,y) = dn (7, 5)
Mit der abkiirzenden Notation

v(&,0)
10,0000, 1) = [ T ED (6
M Vh(()) (57 m)
ergibt das
Cat _ g @),
ule,t) € — 2 1(h(0),v(-,0), 1) e

1/2
Vh(o) (z, ﬁ)
Wir wollen den Volumenterm durch die Distanzfunktion abschétzen, siehe fiir alle Schrit-
te bis auf den Letzten den Beweis des Satzes 13.7: Fiir alle z,y € M gilt

< VE(r + dpoy(z,y))
= K
Vo (@, 7) = Vioy(y,r) V=E(r)

V R+ dno)(z,y))

C(n, K)e(n—l)K(r+dh<0)(w,y))
_ C(n, K) p(n=DET ,(n=1)Kdy (o) (.y)

< C;(”” K) e(nfl)Kre(nfl)Ke% I C(T)deh<t)(:r,y)
Vh(o)<3/> r)
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Im letzten Schritt haben wir dann noch dy(g)(z,y) < e3do C(T)deh(t) (z,y) benutzt. Setzen
Wir 7 =/ == 128 und ziehen die Wurzel, erhalten wir

1 < O(na K) e 1K %5 enZ n-lpes fo C(T)d‘rdh(t)(xvy)
t
Vo) (2, /ﬁ) Vi) (¥, \/ 58

Sei nun y € M ein fester Punkt. Die obige Abschitzung geht damit so weiter:

u(z,t) <

., - Cd%l(t)(x,s)
—C(n,K) " K 1286n21K6%j0 C(T)deh(”(x’y)[(h(O);U(',O)at)e ve? Jo O()ar
Vi) (¥, 1/ 153)

Cl GCZt

Es gilt e A < evima X eVt Schreiben wir C, = C“/C’(n,K)e;%2K, Cy =
Cy+ 52[( Cy = =35 2=l ¢ und beachten v < u, erhalten wir

v(z,t) < ulz,t)
51652t
S P
Vh(())(y7 \/ %8)
Cdj (4 (@:5)

= 51662t0(h(0),v(-,0),y,t) Cye2 I €T, ) (o, Ve 2J§C@ar

cd? (t)(z s)

_[(h(o)a U(-, O)a t) 0382 fO C(T)deh(t)(z y)@ te2 ]O C(r)dr

Umbenennen der Konstanten 51 in C; und 52 in (5 liefert die Behauptung! ]

Bemerkung 13.10. Hat (M, h(0)) endliches Volumen V', so geht Vi) (y, 1/ 155 fiir t = oo
gegen diese Konstante V', ansonsten nach oo.

Sei nun zusétzlich M = R x N, wobei (N, gy) eine flache, vollstindige, zusammenhén-
gende C*° Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2 ist und gelte (zusétzlich)
h(t) = f2(-,t)dz* + ¢*(-,t)gn,t € [0,00) mit f,g : R x [0,00) — R C* und positiv.
Dann erhalten wir folgende ”warped product” Version von Satz 13.1:

Satz 13.11. Seiv: R x N x [0,00) — R stetig, auf R x N x (0,00) C*, und gelte

0
— < —
atv < Av—Qu

auf R x N x (0,00). Sei v|pxnxjor) beschrinkt fir jedes 0 < T < oo. Sei S :=
suppv(-,+,0) kompakt. Gelte auflerdem v(z,q,t) = v(x,t) fir eine Funktion v : R X
[0,00) = R. Sei (y,p) € Rx N mity =supL, L :=suppd(-,0) und p fest aber beliebig.
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Es existieren C; = Cy(n, K), Cy = Cy(n, K, sup [R], sup |Q]), C3 = Cs(n,K) und
M x[0,00) M x[0,00)
eine universelle Konstante C' > 0, so dass gilt
L ¢ c(ryar {1
/’l\)/(-T; t) S Clecgtc(h(0)7 U('? ) O>7 Y, t)60367 0 dt(w’y)e te2Jo C(m)dr
fir alle x > y,q € N,t >0 mat
1 v(§,¢,0)
1/2
Vi) (1,9), \/ 1h5) BN VG (6. 0), 1/ 1ks)

Dabei hingt C(h(0),v(+,-,0),y,p,t) nicht von p ab, falls N homogen ist. d; bezeichnet
die durch die Riemannsche Metrik f2(-,t)dx? induzierte Metrik auf R.

C(h(O),U(-,-,O),y,p, t) = dﬁbh(g)(f,c)

Beweis. Wihle als festen Punkt (y,p) mit y := sup L, L := suppv(-,0) und p fest aber
beliebig. Wegen dp)((x,p), (y,p)) = di(z,y) und dpu)((z,p), S) = di(z, L) = di(x, y) fiir
alle z > y (siehe die Sdtze 5.16 und 5.19) folgt

o(z,t) =v(x,q,t) = v(z,p,t) < u(z,p,t)
Cdiy y) (@:9),5)
Cot C3e3 J6 AT g (@) (D) .~ 2 et
< C1e™'C(h(0),v(-,+,0), y, p, t)e™ R A

__ Cdi(zy)

= 0120 (h(0), v(-,-,0),9,p, t)€c3e%f5 Oy (2y) " 2§ omar

Nach Satz 5.39 hingt Vi) ((y,p),/155) und damit C'(h(0),v(-,-,0),y,p,t) nicht von
p € N ab, falls N homogen ist. n

Mit dem gleichen Beweis erhélt man

Satz 13.12. Seiv: R x N x [0,00) = R stetig, auf R x N x (0,00) C* und gelte

%U < Av—Qu

auf R x N x (0,00). Sei v|gunxjor] beschrinkt fir jedes 0 < T < oo. Sei S :=
suppv(-,+,0) kompakt. Gelte auferdem v(x,q,t) = v(x,t) fir eine Funktion v : R X
[0,00) = R. Sei (y,p) € Rx N mity =1inf L, L := suppv(+,0) und p fest aber beliebig.
FEs existieren Cy = C1(n, K), Co = Cy(n, K, sup [|R|, sup |Q|), C5 = Cs(n,K) und

M x[0,00) M x[0,00)
eine universelle Konstante C' > 0, so dass gilt
cd?(z,y)

a\)J('Tu t) < CI€C2tC(h(O>7 U('? ) 0)7 Y, D, t>eC3e% s C(T)d‘rdt(x’y)e te? Jg oy

fir alle x < y,q € N,t > 0.
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Fiir das Folgende definieren wir o : Rx[0,00) = R, (b, t) := (s, ' (b, t),t) mit s, (z, 1) :=
Jr f(&,t)dE fiir alle 2 € R,t € [0,00) (siche Definition 4.12). Mit s, (b, ) meinen wir
hier und im Folgenden (s, (-, t))~'(b).

Korollar 13.13. Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 13.11 gilt

Cb2

o(b,1) < CLeC(R(0), v, -, 0), g, t)eCae* 77 b 2T
fiir alle b > 0,1t > 0.

Beweis. Setzen wir in Satz 13.11 x = s, (b, t) erhalten wir fiir # > y (& b > 0) wegen
di(,y) = s,(x,t) = s,(s," (b, 1),t) = b (nach Korollar 4.16)

b2

8(b,1) = (s (b, 1), £) < CLeC(R(0), v(-, -, 0), y, p, £)eCoe> B e LI

Wiederum analog erhélt man

Korollar 13.14. Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 13.12 qilt

Cb2

@(b; t) S 01€C2t0(h(0)7 U('? ) O)a Y, D, t)ng,e? o C(T)d‘r|b‘67te2f(§ C(rydr
fiir alle b < 0,t > 0.

Beweis. Setzen wir in Satz 13.12 & = s, (b, ) erhalten wir fiir z <y (< b < 0) wegen
di(,y) = —s,(x,t) = —s,(s, " (b,1),1) = —b = |b| (nach Korollar 4.16)

cb?

8(b,1) = (s (b, 1),£) < CLeCR(0), v(-, -, 0), y, p, £)eCoe? B M 2T e
]

Bemerkung 13.15. Satz 13.12 und Korollar 13.14 wurden der Vollstandigkeit halber auf-
gefithrt und werden im Folgenden nicht angewendet.
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14 Gauflsche Abschitzungen fiir den Ricci Fluss

In diesem Kapitel zeigen wir, dass die geometrischen Grofien | Rm|?, |V Rm |* und |T'|?

unter Ricci Fluss jeweils Sublosungen von %u = Appu — Qu mit jeweils geeignetem
sind. Auf diese Weise erhalten wir fiir diese Groflen, falls sie bei ¢ = 0 kompakten Trager

haben, Gauflsche obere Abschédtzungen aus Satz 13.1.

Erfiillt schlieBlich h(t) = f2(-,t)dx?+ g*(-, t)gn Ricci Fluss, erhalten wir die entsprechen-
den Abschétzungen fiir | Rm |%,|V Rm |? und |T'|* im warped product Fall und durch In-
tegration Abschitzungen fiir die Hauptschnittkrimmungen Ky und Kpy. Mit Hilfe dieser
Abschétzungen konnen wir, falls R x N zum Zeitpunkt ¢ = 0 hyperbolische Enden (d.
h. alle Schnittkriimmungen dort = k < 0) hat, zeigen, dass die Grenzwerte xh_}rglo Ky (z,t)

1
1
Qnt—g

die Rate, mit der die Schnittkriimmungen von H™"! unter Ricci Fluss gegen 0 gehen.

sind. Das ist exakt

und lim Kpy(x,t) fiir jedes t > 0 existieren und gleich C'(t) := —
T—00

14.1 Allgemeiner Fall

Sei nun h € B(M) (siche Definition 7.6) mit sup |[VRm| < oo. Sei h(t),t € [0,T)
die eindeutige maximale Losung des Ricci Fluss in BK (M) mit ~(0) = h. Dann gelten
R = — Ric, R = —R. Wir nehmen 7' = oo an (diese Annahme ist jedoch nicht wesentlich,
man erhélt die GauBischen Abschétzungen auch im Fall 7' < 0o). Aulerdem nehmen wir

sup |Rm| < oo an. (Daraus und aus |[VRm]|(-,0) < C folgt mittels Theorem 11.1
M x]0,00)

sup |[VRm| < oo fiir alle 0 < 7' < oo und wegen |[VR| = |[VRic| < C(n)|VRm|
M x[0,T]

dann auch sup |VR| < oo fir alle 0 < T < o0). Sei C' : [0,00) — R eine stetige
M x[0,T]

Funktion mit 2| Ric |(z,t) < C(t) fiir alle z € M, t € [0, 00).
Dann sind die allgemeinen Voraussetzungen,/ das Setting aus Kapitel 13 erfiillt.
Wir definieren wie im vorigen Kapitel

1 v(&,0)
C(h(O),U(,O),y,t) = d,uhO (5)
Vh(0)<y7 \/ ﬁ) Al Vh1/2(€7 ﬁ) Y

(0)

Es gelten die folgenden Evolutionsgleichungen

Satz 14.1.
0 2 2 2 2 2 2
E\Rm\ <A|Rm|*—2|VRm |+ 16| Rm || Rm|* < A|Rm |* + 16| Rm || Rm |
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%]V Rm|? < A[VRm|? —2|VVRm|* + C(n)| Rm ||V Rm |?
< AIVRm|? + C(n)| Rm ||V Rm |?

4
%m? = A|T]* = 2|VT|* + 4(Rm(T), T) + ER|T|2
1
< A|T)? 4+ 4(C(n)| Rm | + ER);Ty?

Dabei bezeichnet T den spurlosen Ricci Tensor.

Beweis. Die ersten beiden Abschétzungen stehen in [19]. Die dritte Abschétzung steht
im Fall des normalisierten Ricci Flusses in [54]. Unser Beweis der dritten Abschétzung
orientiert sich an [54].

In diesem Beweis bezeichnen wir die Metriken mit g(¢), g;, ... statt mit A(t), h;, .... Aus
[54] tibernehmen wir folgende Definition: Sei A ein symmetrischer (0, 2)-Tensor. Dann ist
per Definition Rm(h) wieder ein symmetrischer (0, 2)-Tensor, gegeben durch Rm(h);; :=
Riqu hPe,

Es gilt per Definition T}; = R;; — %gij. T;; ist ein symmetrischer (0, 2)-Tensor.

Ferner gilt |Ric|? = |T* + R?Q, denn:

. ik j ik j R R
|Ric|* = ¢"¢"'RijRiu = ¢" ¢’ (T3; + Egij)(Tkl + E‘gkl)

ik ik i I i alt ik le2
=979 ;T + g"g Tijzgkl‘i‘g g Egikal‘i‘g 299k

R R . R?
=|T|* + ngijg + gﬂszl + gﬂﬁgﬂ
R2
=T+ -
n

Daraus folgt

2
%R = AR+ 2|Ric|* = AR+ 2|T|> + = R?
n

Auflerdem gilt

0
ERU = AR;; + 2R;p; R — 2RipR§
Damit konnen wir berechnen
0 0 1 0 0

—T:=—R; — —(—
ot " atR] n(at

1 2 2
= AR;; 4 2R;jqR* — 2R, R" — ~(AR+ 2|T)? + ERQ)gij + —RRy;

1 2 2 2
= AR;j 4 2RpjqR* — 2R, RY — ~ARg;; - ;|T‘2gij — ER% + —RRy

Rg;j + Ragi]’)
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Ferner gilt

R R
AT = gklvkvl(Rij - Egij) = gklvk(leij - vl(ggij))

R Vi.V.R
= gklkalRij - gklvkvl(ggij) = ARij - gkl AL Gij
AR
= AR;; — Tgij
Auflerdem gelten
TP = ¢*'T;: = ¢" (R R =Rt R(Sp
i =9 1ij=4g ( ij_ggij)— j—g i
p_ I

TP — gqjgpiTij — gqj(R-

R
OP) = RP4 — = gPa
j i) 9

n

R 2
2Rp;qI™ = 2Riqu(qu — —g") = 2Ripjq R* — —Rg™ Ripjq
n n
2
= 2R;p;qR"" — —RR;;
n

Zudem gilt

R 2
—2T, T = —2Tyu(R — —87) = —2T,R} + ~ RT,i0)

R 2
= —2(Byi — —gpi) B} + BT

2 2 R
= —2R, R} + ERR@' + ER(RZ‘J' - Egij)
4 2
= —QRPiRg + ERRU - ER 9ij
Das ergibt

2
Anj + QRZ'ququ — —’T‘le] — 2Tp’LT'Jp
n
AR 2 2 4 2
= AR” — Tgij + 2Riququ — ERRZ] — E|T|29” — 2szR§ + ERRZ] - ERQQZ']‘

AR 2 2 2
= ARU — Tglj + 2Riququ — ﬁ’T|291] — 2szR§ —+ ERRU — ﬁRzgij

Wir erhalten somit

0

2
571 = T3 + 2Ripj T — E!TIng-j — 21,17
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Wir kénnen jetzt die Evolutionsgleichung von |T'|? berechnen: Es gilt |T'|> = ¢'*¢/'T}; Ty
Auflerdem gilt
0

ot

ii

L0 L
J— _ ik gl 7 -9 ik ]lR
g9 atgkz g g ik

Daraus folgt

:%ﬂ#%ﬂh+W%JWﬂﬁ+ﬂw€?Wh+f%”%%%

- Q%Qi’“gﬂﬂij + 2gi’“gjl%ﬂij

= 49" g™ Rang” T;j T + 29" ¢ Tt (AT;j + 2Ry TP — %|T|29U = 20T5)
Es gelten

A|T]? = gV V(9" ¢ T T)
= 9"V, (9"* ¢ (VT3 T + T;; V1))
= 9" ' (Vo Ty To + VT3 VT + VT3 VT + T5V o Vi Ti)
= 29" ¢V Ty T + 29" 9™ 'V T35V, T
= 2AT;;9% "' Ty + 2|VT|?

ARm(T),T) = 4g™ ¢’ Rm(T)y;Tia = 49" ¢" Ripj TP Ty
Weiterhin gelten
ia kb il ia kb R il
49" 9" Rap g’ T; T = 49" g™ (Top + Egal)g 13T
= 4g"g" " T T T + —Réyg™ " T;; Ty
= 4g"¢" ¢/ T,y T;;Thy + HRg’“gﬂTikal

. 4
— AT + ~RIT?

—4g* g T T, TP = —AT]TFT?
4 . 4
—59 kQﬂTkl\T’QQij = —HglemT]Q =0
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Daraus folgt
%m? = 4T TPT! + %R|T|2 + AIT)? = 2|VT)? + 4(Rm(T), T) — AT TFT?
Das ergibt
%m? = A|T)? = 2|VT]* + 4(Rm(T), T) + %R]TP
Mittels Cauchy-Schwarz und A.6 kénnen wir abschétzen
(Rm(T),T) < [Rm(T)||T] < C(n)| Rm || T*

, denn Rm(7T") = C(C(Rm ®T)), wobei C jeweils fiir eine Kontraktion steht.
Das ergibt schliellich

0 4
5T < AITP +4C(n)| Rm ||T]” + —R|TJ* = A|T|* + 4(C(n)| Rm | + )ITI2

Die (Un)Gleichungen lassen sich regularisieren:

Korollar 14.2. Jeweils fir alle ¢ > 0 gilt:

2|Rm|2 < A|Rm |* +16+/|Rm |2 + 22| Rm |?

—|VRm|2<A\VRm|2+C )v/|Rm |2 + 2|V Rm |?

1
a|T|2 < A|IT]? +4(C(n)y/|Rm |2 + 2 + ER)|T|2

Bemerkung 14.3. Fiir unsere Zwecke reicht es, iiberall e = 1 zu wéahlen.

Korollar 14.4. Sei S := supp |Rm |?(-,0) kompakt. Sei y € M ein fester Punkt. Dann
existieren Cy = Ci(n, K), Cy = Cy(n, K,supy1y0.00) | R [), C3 = C3(n, K) und eine
universelle Konstante C' > 0, so dass gilt

th“) (z,S)

| R (2, 1) < C1eCC(h(0), | Rm 2(-, 0), y, £)eC3¢2 B C O o e o~ 2 5 o
fiir alle x € M,t > 0.
Sei S := supp [VRm |*(-,0) kompakt. Sei y € M ein fester Punkt. Dann existieren

C1 = Ci(n, K), Cy = Co(n, K,8up 0,00y | R |), C3 = C3(n, K) und eine universelle
Konstante C > 0, so dass gilt

th(t>(a: ,9)

IV R [(x,1) < Cre®'C(h(0), [V Ram (-, 0), y, 1) 7 oo™z e
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fiir alle x € M,t > 0.

Sei S := supp |T)?(-,0) kompakt. Sei y € M ein fester Punkt. Dann ezistieren C; =
Ci(n, K), Cy = Ca(n, K,8up 40,00y | R [), C3 = C3(n, K) und eine universelle Kon-
stante C' > 0, so dass gilt

Cd%l(t)(z,s)

l 't T T e S ——
IT12(2,2) < CLeC2'C(h(0), |TI2(-, 0), y, t)eC2e? 0 7 dnw(@w) ™ 20§ ciir
fiir alle x € M,t > 0.

Dabei sind Cy, S und y in den drei Versionen im Allgemeinen verschieden.

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir [V Rm|?, die anderen folgen analog. Setze v =
|V Rm |2. Dann ist v stetig, auf M x (0,00) C* (sogar auf M x [0,00)) und es gilt

0

&U < Av—Qu

auf M x (0,00) mit Q = —C(n)+/| Rm|? + 2 und ¢ = 1. Auflerdem ist wegen Satz 11.1
V| amx[o,r) beschrankt fiir jedes 0 < T' < co. Auflerdem ist nach Annahme S = suppv(-, 0)
kompakt. Nun folgt die Behauptung aus Satz 13.1. O

Bemerkung 14.5. (Beziehung zwischen Einstein und lokal symmetrischen Mannigfaltig-
keiten) Sei (M, g) eine zusammenhéingende, n-dimensionale C*° Riemannsche Mannig-
faltigkeit. Es gilt T'=0 = VRm = 0 falls n = 3, denn: T'= 0 = Ric = c¢g = V Ric =
0 = V Rm = 0. Andersherum gilt: Aus V Rm = 0 folgt V Ric = 0 und VR = 0. Deshalb
ist auch VT = V Ric —V(£¢) = 0. Daraus folgt fiir ein beliebiges Vektorfeld X

Vx|T)? = Vx(T,T) =2(VxT,T) =0

, d. h. |T| = const.. Wenn also an einem Punkt p € M T'(p) = 0 gilt, so folgt |T'| = 0
iiberall.

14.2 Warped product Fall

Sei nun (N, gy ) eine vollstédndige, flache, zusammenhéngende, kompakte C*° Riemann-
sche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2, M := R x N und sei h € B(R x N)
mit sup |[VRm| < oo eine warped product Metrik der Form h = fZdz? + gign mit
fo,90 : R — R C* und positiv. Sei h(t) = f2(-,t)dx* + ¢*(-,t)gn,t € [0,00) mit
f,g : R x[0,00) - R C* und positiv und mit f(-,0) = fy,9(-,0) = go die ma-
ximale Losung des Ricci Flusses in BK(R x N) mit h(0) = h (siehe Definition 7.6,
Satz 8.3 und Korollar 10.5). Nach Satz 10.10 gilt fiir diese Losung des Ricci Flusses
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| Ric|(z,q,t) < CR‘C fiir alle z € R,q € N,t € [0,00) mit ¢ = ——2——— und

92
2nsup,cr ol (z,0)

Cric = Cric(n, sup |g” |(z, 0) —2 (x,0)). Wir wihlen C(t) := —QSFR;C.

Damit sind die allgemeinen Voraussetzungen/ das Setting des Unterabschnitts 14.1 und
folglich auch die allgemeinen Voraussetzungen/ das Setting in Kapitel 13 erfiillt.

AuBlerdem definieren wir
u(z,t) :=u(z,q,t)
fiir eine Funktion u : R x N x [0,00) — R mit u(z,p,t) = u(x,q,t) fir allex € R, p,q €
N,t € [0,00) und
a(b,t) = 1u(s, (b, 1),1)

t
fiir alle b € R, t € [0,00). Dabei ist s, (b, 1) := (s,(-,t)) " (b) in Kapitel 4 erklart.

Bemerkung 14.6. Ein Bespiel fiir Cgj. und a: Im Falle f(z,0) = 1 und g(z,0) = e
(k # 0) fiir alle z € R ist R x N hyperbolisch (alle Schnittkriimmungen = —k? < 0)

(globale hyperbolische cusp). In diesem Fall gelten Ky (z,t) = Ky (z,t) = —# fiir
itz

alle z € R, ¢ € [0,00) (siehe Bemerkung 10.7). Somit gilt a = 5.
Wegen Satz 5.13 ergibt das

|Ric|* =n(n+ 1)K +2n(n — Ky Ky +n(n — 1)°Ky

1
= +1)+2n(n—1)+ — 1)) (———)?
(n(n+1) + 2n(n = 1) 400 = 1) (g=)
1
2 2
= + 1) (————
n(n )(Qnt—l-k%)
also
. 1 \/n—I—l 1 ORic
R - V +1 = =
[ Ric] = nvn 2nt + 75 2 t454z tta
mit CRic: n;_l.

Somit erhalten wir

Korollar 14.7. Sei supp | Rm| (+,-,0) kompakt. Sei (y,p) € Rx N ein fester Punkt mit

y =sup L und L := supp | Rm ] (-, ) Dann ezistieren Cy = Cy(n, K),
Cy = Cy(n, K,8upp14)0.00) | RM ), C3 = C3(n, K) und eine universelle Konstante C' > 0,
so dass gilt

o cd?(z,y)

[Ran 2(z,2) < Cre®C(h(0), | R (-, 0), g, p, et (505 e
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fiir alle x > y,t > 0.

Sei supp |V Rm\ (+,+,0) kompakt. Sei (y,p) € Rx N ein fester Punkt mity = sup L und
L :=supp |V Rm [2(-,0). Dann ezistieren Cy = Cy(n, K),Cy = Ca(n, K, sup py4(0,00) | Rm|),
C3 = Cs(n, K) und eine universelle Konstante C > 0, so dass gilt

Cd?(x.y)

V Rm [2(2,t) < C1e“?'C(h(0), |V Rm |? £)Csd (w:y) () ORic ™3 (Ta) TChic
’ =1 'Y, p;

fiir alle x > y,t > 0.

Sei supp |T*(+, -, 0) kompakt. Sei (y,p) € R x N ein fester Punkt mit y = sup L und
L = supp|T\ ( 0). Dann existieren Cy = Ci(n, K),Cy = Ca(n, K, sup,s4jo.0) | R ),
C3 = C3(n, K) und eine universelle Konstante C' > 0, so dass gilt

Cd3(z,y)

ITI2(2, 1) < CLeC2O(h(0), | T|? £t (@) ()i ™ TCRic
’ = V1 » Y, P,

fur alle x > y,t > 0.

Dabei sind L und Cy (und auch y!) im Allgemeinen von Zeile zu Zeile verschieden.

Beweis. Das folgt aus Satz 13.11 und daraus, dass alle Kriimmungsgréflen nur von x
(und t¢) abhéngen (Korollar 5.31). O

Korollar 14.8. Unter denselben Voraussetzungen wie in Korollar 14.7 gelten, jeweils
fiir alle b > 0,t > 0,

cv?

| Rm [2(b, 1) < C1e®2*C(R(0), | Rm (-, -, 0), y, p, t)eCobat) e o ey i

> P -
VR 2(b,1) < CreC(h(0), [V R [2(- -, 0), ., p, 1) S 5 e 5 0

Ccb?

[T(b,1) < CLeCHCR(O), [T (-, 0), , p, )OI e 50 7
Dabei sind L und Cy (und auch y!) im Allgemeinen von Zeile zu Zeile verschieden.

Beweis. Das folgt aus Korollar 13.13 [

—~— —~—

Bemerkung 14.9. Wegen ;’E < [Rm| und [#¢| < [Rm| erhalten wir im obigen ersten

Fall (supp | Rm|?(+,-,0) kompakt) auch Abschitzungen fiir Zs und %=

Ebenfalls gelten Gau3sche Abschétzungen fiir die Differenz der Hauptschnittkriimmungen
zum Quadrat:
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Satz 14.10. Sei supp(Ky — Kg)?(+,+,0) kompakt. Sei (y,p) € R X N ein fester Punkt

mit y = sup L und L := supp (KV — Ky)?(+,0). Dann existieren C; = Cy(n, K),Cy =
Cy(n, K,8Up 140,00y | R ), C3 = C3(n, K) und eine universelle Konstante C' > 0, so
dass gilt

cd(z,y)

(Ky — Ki)2(z,t) < C1eP'C(h(0), (Ky — K)2(+, -, 0), y, p, t)eCadmw)(52) i o 7o Fe)iChic

fiir alle x > y,t > 0 und

cv?

(Ky — Ki)2(b,t) < C1e®*C(h(0), (Ky — Ki)*(+, -, 0), y, p, £)eC e e g u(Ffe)Thic
(9)

fiir alle b> 0,t > 0.

Beweis. Es gilt (Ky — Kg)2(z,t) = (Ky — Ky)?*(x,q,t) = ((%)S)Q(x,t) fir alle z €
R,q € N,t € [0,00) und (((Q—S)S)Z)t < (((%8)5)2)85 + ngs(((g;) )?)s. Wegen Korollar 5.35
(oder alternativ aus [24], S. 74, Exercises 3.15) folgt 2 (Ky — Kpy)* < A(Ky — Kp)? auf

R x N x [0,00). Damit folgt die Behauptung aus Satz 13.11 und Korollar 13.13. O

wla ™

Wir wollen jetzt Abschétzungen fiir
herleiten:

und £+ im Fall supp |V Rm |*(+,+,0) kompakt

Zuvor prézisieren wir den Begriff der Enden einer Mannigfaltigkeit:

Definition 14.11. Sei X eine Mannigfaltigkeit und K C X kompakt. Dann sind die
Enden von X (bzgl. K) die Zusammenhangskomponenten von X — K.

Wir wollen zeigen:

Satz 14.12. Sei supp |V Rm (-, -,0) kompakt. Dann sind die Enden von R x N (bzgl.
jeder kompakten Menge [, 5] x N mzt supp [VRm |*(+,-,0) C [a, 8] X N ) zum Zeitpunkt
t = 0 jeweils entweder flach oder hyperbolisch. Im Falle hyperbolischer Enden mit kon-
stanter Krimmung k < 0 gilt: Sei (y,p) € R x N ein fester Punkt mit y = sup L und

L :=supp |V Rm |?(-,0). Dann ezistieren Cy; = Cy(n, K), Cy = Cy(n, K, sup |Rm]),

M x[0,00)
Cy = Cy(n, K) und eine universelle Konstante Cs > 0, so dass gelten
1 92
—(Z2)(b,t

=1~ (00
[ Cyz(+E2)Cri tf{r’ifc-

< \/Cre@C(R(0), [V Rm (-, - 0), v, p, £ /e ==t
b
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1
2nt——

Jss
— (5,01

o0
G52
< \/01602756’( ( ) |VRH1| y p,t / Cyz i CRlce +(£2)TCRic d
b

fiir alle b>0,t >0

Bemerkung 14.13. Eine analoge Abschéitzung erhalten wir fiir die Wahl y = inf L.

Dazu zeigen wir zunéchst:

Satz 14.14. Sei supp |V Rm (-, -, 0) kompakt. Dann sind die Enden von R x N (bzgl.

jeder kompakten Menge [, 5] X N mzt supp |V Rm (-, -,0) C [, B] X N ) zum Zeitpunkt

t = 0 jeweils entweder flach oder hyperbolisch. Im Falle hyperbolischer Enden mit kon-

stanter Krimmung k < 0 gilt: Sei (y,p) € R x N ein fester Punkt mit y = sup L und

L := supp |[VRm |2(-,0). Dann ezistieren Cy = Cy(n, K), Cy = Cy(n, K, sup |Rm]),
M x[0,00)

Cy = Cy(n, K) und eine universelle Konstante C5 > 0, so dass gelten

| = C(t) = L5, (b, 1), 1)

2
g
_ C5z2
604z(t+7“)CRic e t(HT“)‘*CRic dz

< /C1e®tC(h(0), [V Rm [2(,-,0),y, p, t)

@\8

Gss ; 1
=€) == s, (B:1).1)]

__ Cs?
Caz(F58) TRie , ™ (F5e)1CRic 7,

< V/Cie®C(h(0), |V Rm (-, ,0), y. p, t)

@\8

fir alle b > 0,t > 0, mit C : (0,00) — R gegeben durch

C(t) := lim KV( Ye, t),t)
Cc— 00
Beweis. Nach Voraussetzung hat unsere warped product Mannigfaltigkeit zum Zeitpunkt
t = 0 lokal symmetrische Enden (bzgl. [, 5] x N). Daraus folgt, dass jedes Ende bei
t = 0 konstante nichtpositive Kriimmung hat, siehe Satz 5.36. Nach Annahme ist die
Kriimmung der Enden strikt negativ und gleich k.

Q
wmw

Es gilt nach Satz 5.12 ](
abschétzen:

)s| < \VRm| und [(%5),] < ]VRm] Wir kénnen somit
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sy ' (ct)

gg —1 _g_gs—l gs T s(x
L e 00 - 5, <b,t>,t>|s_1(/b)|<g>|< )ds(z.t)

sy (et)
< / IV Ru|(z, t)ds(z, t)

He,t)
__Cdi@y)
\/CleC2tC 0), |V Rm |2(-, -, 0),y, p, t)eCod@u (G Rie oo F)TRie ¢4 1)

s (e) o)
C —_t
= /C1eC2tC(h(0), [V Rm |2 t e 2 (@) (52) e o2 FEYIORIE £ (00 4) (e
VG YD, fl=,

sy ' (bt)

C3 (tta CRi _%
ez 2(5a)TRic o an(FE8) R 1

= VCie®'C(h(0), [V Rm [2(,-, 0),y,p, )

@\8 v\m

_ Cr 22
< \/CleC'th( ( ) |V Rm‘ ( ) Y, D, t) €C4z(t+T“)CRice (558 TCRic 7,
mit Cy 1= %,05 = undO < b < ¢, denn es gilt s,(x,1) f f(€,)dE = dy(z,y) fiir

x > yund sy(-, 1) ist eine Stammfunktion von f(-,¢) (siehe Korollar 4.16 und Bemerkung
4.13). Analog fiir e,

Aus der Endlichkeit des Integrals auf der rechten Seite folgt: Zu jedem ¢ > 0 und € > 0
gibt es ein by > 0, so dass fiir alle by < b < ¢ < oo gilt:

95, 1 93, 1
|_;<S; (C>t>7t) - _Z(S; (ba t)vt)| <e€
g 9
Somit existiert fiir jedes feste t > 0 C(t) := — lim g—g(sgl(c, t),t). Genauso fiir #=. Da
c— 00
die warped product Mannigfaltigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0 hyperbolische Enden hat,
hat (Ky — Ky)? zum Zeitpunkt ¢ = 0 kompakten Triiger. Aus Satz 14.10 folgt damit
lim % (s, (c, 1), £) = lim 22(s,"(c,1),1). O
Cc—00

Cc— 00 Y

Im Folgenden betrachten wir der Einfachheit halber alle GroBen u(z,q,t),z € R,q €
N,t € [0,00), die nicht von ¢ € N abhiingen, wie z. B. Ky, Ky, |Rm >, |V Rm |?, als
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Funktionen von allein z und ¢ (und schreiben folglich u(zx,t) statt u(x,t)); eine Ausnah-
me bildet Korollar 14.20 (nicht jedoch dessen Beweis).

Jetzt bestimmen wir noch C(t), dazu ein paar Lemmata:

Sei 0 < T < oo fest aber beliebig.

Satz 14.15. (Kv—Kp)* = ((£),)? und [V R |[* konvergieren auf (0, T lokal gleichmifig
gegen 0 (fiir x — o0).

Beweis. Sei J C (0,T] ein kompaktes Intervall. Aus Satz 14.10 folgt:

Fiir alle ¢ > 0 existiert ein by > 0, so dass fiir alle by < b < oo und alle t € J
gilt:(Kv — Kg)*(s, " (b,t),t) < ¢, denn alle (nur) von ¢ abhingigen Funktionen auf der
rechten Seite der Gleichung (9) in Satz 14.10 haben auf J ein Maximum und ein positives
Minimum.

Nun gilt, dass s, (bo,t) < co fiir ein ¢o > 0 und fiir alle ¢ € [0,7], denn: s, (bo, t) ist
der Punkt x > y, der von y den Abstand by hat gemessen in der Metrik f2(-,¢)dz?. Wir
konnen oBdA annehmen, dass f(x,0) = 1 fiir alle x € R gilt, siehe Korollar 8.4. Somit
hat = den Abstand < Cby von y gemessen in der Standardmetrik (C' ist unabhéngig
von t), da alle Metriken auf [0, T'] gleichméfig zur Standardmetrik dquivalent sind (siehe
Bemerkung 9.4). Somit folgt s, " (bo,t) = v =z —y +y < y + Cby =: co. Also folgt, da
s, (-, t) strikt wachsend ist, ((gj)s)z(c, t) < e fir alle ¢y < ¢ < 00,t € J. Der Beweis fiir
|V Rm | geht analog. O

Korollar 14.16. (Ky),, (Kg)s, (Ky — Kg)? und (Ky)ss (wobei Ky und Ky hier als
Funktionen nur von x und t aufgefasst werden) konvergieren auf (0,T] lokal gleichmdfsig
gegen 0 (fiir x — o0).

Beweis. Wegen
2

s
[(Kv)s| = |(?)s| < [VRm|

und

Jss

sowie g
(Ky — Kg)? = ((5)5)2
ist die lokal gleichméBige Konvergenz von (Ky )s, (Kg)s, (Ky — Kp)? klar (Beachte dafiir
ganz allgemein: f(x,t) — 0 lokal gleichméBig auf (0,7] (xr — o0) ist dquivalent zu
f?(x,t) — 0 lokal gleichméBig auf (0,7] (z — 00).)
g

Fiir die lokal gleichméBige Konvergenz von (Ky )ss bemerken wir: (Ky)ss = —(9—2)53 und

o DN
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(951, = (2%(%),), = 2%y 4 2928,

g g g 9 9
Q(Kv — KH)2 + 2%(KV - KH)S
— 2 9s Js
=2(Ky — Ky) 4+ 2=(Ky)s — 2= (Kg)s
g g
Da % global beschrinkt ist, folgt die Behauptung. O]

Satz 14.17. Z—E konvergiert auf (0,T] (fir x — oo) lokal gleichmdfig gegen —C/(-).

Beweis. Sei J C (0,T] ein kompaktes Intervall. Aus dem Beweis des Satzes 14.14 folgt:
Fiir alle e > 0 gibt es ein by > 0, so dass fiir alle by < b < ¢ < oo und alle t € J gilt:
|Z—'§(s;1(c, t),t) — ;‘;—g(s;l(b, t),t)] < e, denn alle (nur) von ¢t abhéngigen Funktionen auf
der rechten Seite der Abschitzung im Beweis des Satzes 14.14 wie z. B. ¢(££2)*“Ric haben

auf J ein Maximum und ein positives Minimum. Wegen s, (bo,t) < ¢ fiir t € [0, 7]
(siche den Beweis von 14.15) folgt

g2
[—CW) = alet)<e

fiir alle ¢ < ¢ < o00,t € J. O
Satz 14.18. C(t) ist auf (0,00) differenzierbar mit C'(t) = 2nC>(t).

Beweis. Es gilt die Evolutionsgleichung
2 2 2 4
gs gs gS 2 gS gs gs
=)= (55)ss — 2((=)s)" + n=(55)s — 2n=5
(=L () g g P
und wegen Ky = —Z—E folgt

(Kv) = (Kv)ss + 2(Ky — Ki)? + n%m)s +onk?

Aufgrund der vorigen Sétze und Korollare konvergiert (Ky ), auf (0,7 lokal gleichméfig
gegen 2n(C(t))? fiir (z — oc). Sei nun z,, eine Folge in R mit z,, — oo (n — oco) und
definiere f,(t) := Ky (z,,t). Es gilt f,(t) — C(t). Und f] konvergiert lokal gleichm&Big

auf (0, 7] gegen 2n(C(+))%. Somit ist C' differenzierbar mit C'(t) = 2nC?(t). O
Satz 14.19. C(t) = —ﬁ(: —Wlﬂ, falls k= —1), t € ]0,00).
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r—+o0o

Beweis. Wir definieren C'(0) := k = lim Ky (z,0) und zeigen zuerst, dass C : [0, 00) —
0)] <

R bei t = 0 stetig ist. Es gﬂt fir € R und, sagen wir 0 <t <1, |gs (x,t) — ( |
fo |88th x,7)|dr < fo — ((9;)5) + ng;(gi)s — 2ng4)($,7)|d7 < fo LdT = Lt

g
fiir ein L > 0, denn % KV, K g und alle deren Ableitungen nach s sind auf R x [0, 1]

beschrankt (siehe Kapitel 11). Lassen wir x — oo, erhalten wir | —C(¢)+C(0)| < Lt, was
die Behauptung zeigt. Wegen C'(0) < 0 kann damit nicht C' = 0 sein. Aus (Standard)
Theorie iiber gewthnliche Differentialgleichungen folgt, dass C(t) < 0 fiir alle ¢ € [0, 00)

gilt. Aus der Differentialgleichung folgt —2n = g;((?) = (&)(t). Sei a > 0. Es folgt
—2n(t —a) = [(=2n)dr = [[(L)(1)dr = L(t) — &(a), d.h. es gilt fiir alle a,t > 0:
1 1

—2n(t —a) = &(t) — &(a). Lassen wir fiir festes ¢ a — 0 gehen, erhalten wir —2nt =

&(t) — £(0) und daraus C(t) = —m fiir ¢ > 0 und wir sehen, dass die Gleichung

auch fir t = 0 gilt. |

Zusammengenommen ergibt das den Beweis von Satz 14.12.

Tatséchlich gilt, dass nicht nur die Hauptschnittkriimmungen K, und Ky gegen die

Konstante ——tr konvergieren (fiir z — 00), sondern soger alle Schnittkriimmungen:
k

Korollar 14.20. Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 14.12 gilt: Sei U C
Tieq)(R x N) ein beliebiger 2 dimensionaler Unterraum und x > y mit x = s, (b, t).
Dann folgt

\ T —secU|
2nt — <
[e o] o 9
R A
< 3\/6’160th( (0), |V Rm |2(- ), Y., t /ec4z (H£2)CRie ,” 3(Ea)TRic g,
b

Beweis. Der Einfachheit halber setzen wir wieder C'(t) = ——-+. Wegen Satz 5.9 gilt
k

2nt

|C(t) —secU| < |secU — A + |A — C(t)]

< |Ky(2,t) = Kp(z, )] + [ = C(t)]

< |Ky(z,t) = C(t)| + |Ku(z,t) — C(t)|+

+ max{|Ky(z,t) — C(t)|,|Kg(z,t) — C(t)|}

Beachte fiir die Abschétzung insbesondere, dass ) als gewichtetes Mittel von Ky und Ky
(siche auch Satz 5.8) immer zwischen Ky und Ky liegt. Da die Abschétzungen fiir | Ky —
C(t)| und |[Ky — C(t)| in Satz 14.12 gleich sind (beachte Ky (z,t) = Ky (s, (b,t),t) =

_(ié)(ba t), analog fiir Kp), folgt die Behauptung. u
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Bemerkung 14.21. In [36] wird gezeigt, dass vollstandige asymptotisch hyperbolische
Mannigfaltigkeiten unter einem kriimmungs-normalisierten Ricci Fluss fiir kurze Zeit
asymptotisch hyperbolisch bleiben. Daraus folgt ebenfalls die Konvergenz der Schnitt-
kriitmmungen gegen eine Konstante (fiir x — 400) sowie die obige Abfallrate der Schnitt-
kriitmmungen in unserem warped product Setting. Vergleiche auch die Arbeiten [7] und
[49] in Bezug auf das Erhalten von konform kompakten asymptotisch hyperbolischen
Metriken unter Ricci Fluss. Vergleiche ferner die lokalen Abschitzungen in [50] in Be-
zug auf Nahe einer Losung des kriimmungs-normalisierten Ricci-de Turck Flusses zur
hyperbolischen Metrik.
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15 Negative Kriimmungen der Enden bleiben erhal-
ten

Sei in diesem Kapitel M = R x N mit (IV, gy) eine vollstandige, flache, zusammenhén-
gende C* Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2 und h = fZdz* + gign
mit fo,g90 : R — R C* und positiv eine warped product Metrik auf M. Wir neh-
men zusitzlich fy(x) = 1 fiir alle 2 € R an und dass —oo < ap < by < 00 exis-
tieren mit go(x) = e*,—o0o0 < = < ag,go(z) = e %, by < x < oo. Auflerdem nehmen
wir an, dass (go)s und (go)ss nur endlich viele und nur einfache Nullstellen haben. Es
folgt (wegen Ky = —Z—E,KH = —%= und Satz 5.9), dass dic Enden (—00,ag] x N und
[bg, 00) X N hyperbolisch (sec = —1) sind, so dass h € B(M) mit sup |V Rm | < oo gilt.
Sei h(t) = f2(-,t)dx?® + ¢*(-,t)gn, t € [0,00) mit f,g: R x [0,00) = R C* und positiv
und mit f(-,0) = fo,9(-,0) = go die maximale Losung des Ricci Fluss in BK(R x N)
mit h(0) = h (siehe Definition 7.6, Satz 8.3 und Korollar 10.5).

Wir zeigen in diesem Kapitel, dass es zwei disjunkte, (auf endlichen Teilintervallen)
stiickweise holderstetige Graphen z = ~(t) gibt, so dass links vom linken und rechts
vom rechten Graphen Ky < 0 und Ky < 0 gilt (unter einer Voraussetzung iiber das
Auftreten mehrfacher Nullstellen, siehe Satz 15.3).

Theorem 15.1. Sei 0 < T < 0o und u eine Lésung von
U = AUy, + bug, + cu

auf Rx(0,T) mita,b,c: Rx[0,T) = RC>®,a>0unda,a!,a,,as,aze,b, by, by, c € L.
Erfille u die Abschdtzung
lu(z, )] < AeP*

fir feste Konstanten A, B > 0 und alle x € R,t € [0,T). Dann gelten:

(Theorem A) Fiir jedes 0 < t < T ist die Nullstellenmenge von u(-,t), Z; := {x|u(z,t) =
0}, eine diskrete Teilmenge von R.

(Theorem B) Falls bei (xo,ty) sowohl u als auch u, verschwinden, gibt es eine Umgebung
N = [zg—¢€,x0+¢] X [tg — 0,19+ 0] (die beliebig klein gewdhlt werden kann!) von (xg, o),
so dass:

(i) u# 0 auf den Seiten von N (d. h. u(xg£e,t) #0 fir |t —to| <),
(ii) u(-,t 4+ &) hat hichstens eine Nullstelle im Intervall [zg — &, 20 + €],

(7ii) u(-,t — &) hat mindestens zwei Nullstellen im Intervall [zo — &, 20 + €].

133



Beweis. siehe [2]. Dabei wurden die Forderung, dass a,b, ¢ C*° sind, sowie die Aussage,
dass die Umgebung N beliebig klein gewéhlt werden kann, hinzugefiigt. O

Korollar 15.2. Sei 0 < T < 0o und u eine Ldisung des Cauchy Problems
Up = AUyy + buy + cu auf R x (0,7 (10)
u(" O) =f

mit a,b,c: Rx[0,T) — R C*®,a >0 und a,a™ !, a,,as, Gz, b, by, byyc € L und f : R —
R C. Erfiille u die Abschdtzung

lu(z, )] < AeP*

fiir feste Konstanten A,B > 0 und alle v € R,t € [0,T). Sei die Menge M := {0 <
t < T|u(-,t) hat eine mehrfache Nullstelle } abgeschlossen in R und diskret. Aufferdem
nehmen wir an, dass f nur endlich viele und nur einfache Nullstellen hat. Dann gilt M =
{t1, ...t} (d. h. M ist endlich) mit 0 < t; < ... <t, <T. Definiere to := 0 und t, 1 :=
T. Die Anzahl der Nullstellen von u(-,t) ist monoton fallend in t, konstant in (t;,t;11)
fir alle i = 0,1,...,n und strikt fallend bei t;, i = 1,...,n. Sei Z = {(x,t)|u(z,t) = 0}
die Nullstellenmenge von w. Es gilt: Z N (R X (t;,tiv1)), © = 0,1,...,n — 1 ist jeweils
eine disjunkte Vereinigung von hélderstetigen Graphen x = ~y(t), Z N (R x (t,,T)) ist
ebenfalls eine disjunkte Vereinigung von hélderstetigen Graphen x = ~(t) oder = (.
Definiere ymin(t) := min{zx € Rlu(z,t) = 0} und Ymax(t) := max{z € Rlu(x,t) = 0},
wobei t € [0,T), falls ZN (R x (t,,T)) # 0 und t € [0,t,], falls Z N (R x (t,,T)) = 0.

Dann sind Ymin und Ymax Stetige und stickweise holderstetige Funktionen.

Beweis. Da M abgeschlossen in R und diskret ist und eine Teilmenge von [0,7), ist M
endlich. Auf R x (¢;,t;11), ¢ = 0,1,...,n sind alle Nullstellen von u einfach. Nach dem
Satz tiber implizite Funktionen (siehe auch [2]) ist somit N N (R x (t;,t;41)) eine dis-
junkte Vereinigung von holderstetigen Graphen der Form x = y(t),t; < t < t;11. Wegen
der Holder- und damit gleichmiBigen Stetigkeit hat jeder Graph eine eindeutige stetige
Fortsetzung = = ~(t),t; < t < ;41 (welche ebenfalls in Z liegt, bis auf die Endpunkte
der Graphen im Bereich R x (t,,, 7)), d. h. jeder (fortgesetzte) Graph hat einen Anfangs-
und einen Endpunkt. Aus dem Satz iiber implizite Funktionen (der den Fall einer einfa-
chen Nullstelle abdeckt) und obigem Theorem (das den Fall einer mehrfachen Nullstelle
abdeckt) folgt: Die Menge der Endpunkte der Graphen in R x [¢;,¢;44], 1 =0,....n — 1
stimmt mit der Nullstellenmenge von u(-,¢;+1) tiberein, und mindestens zwei Graphen
haben denselben Endpunkt; aulerdem sind die Anfangspunkte zweier verschiedener Gra-
phen verschieden; ferner besteht die Nullstellenmenge von u in R x [0,%;) (wegen der
Voraussetzungen an u(-,0) = f) aus endlich vielen disjunkten Holderstetigen Graphen,
deren Anzahl mit der Anzahl der Nullstellen von w(-,0) {ibereinstimmt. Daraus folgen
alle Behauptungen. O]
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Satz 15.3. Seiv: R x [0,00) — R die Lisung des Cauchy Problems

{ Uy = QU + bug, + cv auf R x (0, 00) (11)
v(+,0) = gss(- 0)
mit a := #,b = (n—2)% - % und ¢ 1= —2%= — (4n — 5)3—;. Wir nehmen an, dass die

Menge M := {0 <t < co|v(-,t) hat eine mehrfache Nullstelle} abgeschlossen in R und
diskret ist. Dann gilt M = {t,,...,t,} (d. h. M ist endlich) mit 0 < t, < ... < t, < oco.
Seien v (t) := min{xr € R|v(x,t) = 0} und v _(t) .= max{x € R|v(x,t) = 0}, wobei
€ [0,00), falls Z N (R X (t,,00) # O und t € [0,t,], falls Z N (R x (t,,T)) = 0.
Dabei sei Z := {(x,t)|v(z,t) = 0} die Nullstellenmenge von v. Dann sind vk 0. und
vga)(ho’ﬂ stetig und stickweise hoélderstetig fiir jedes feste 0 < S < oo (S < t,, falls
ZN(R X (t,,T)) =0) und es gilt Kg(z,t) <0 fiir alle v <~ (t) und z > ~vH_(1).

Ebenso gelten unter der Annahme, dass die Menge

MV = {0 <t < 00lgs(-,t) hat eine mehrfache Nullstelle} abgeschlossen in R und dis-
kret ist, die analogen Aussagen fiir vV (t) := min{zr € Rlg,(x,t) = 0} und v/ (t) :=
max{z € Rlgs(z,t) = 0}, und es gilt Ky(x,t) < 0 gilt fir alle x < 7, (t) und
T > Y (1)

Beweis. Es gelten die Evolutions(un)gleichungen

st = Gsss + (1 — 2)% —(n— 1)z—§
2
= goss (0= 2% = (1= 1) 2)gs
= S~ L+ (-2 2 - - 1S,
Gsst = Gssss + (1 — 2)% - 2%35 — (dn— 5)939%8 o(n— 1)2_3

= Gssss + (N — 2)%%53 + (—2% — (4n — 5)Z—§)gss +2(n — 1)?—;;
> F5(0u)en = 500+ (0= DT (gu)s (-2 = (an - 5% .,
= e+ (=2 Z 1~ Sy, + (222 — 4 — 5,

Sei zuerst u = g;.
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u erfiillt dann die Gleichung w; = aug, + bu, + cu in R x (0, 00) mit a = f2 b= f3 ,C=

(n—2)%—(n—1)g—§ Somit sind a, b, c: Rx[0,00) = R C*®. Sei 0 < T < oo fest aber be-

liebig. Aus den Evolutionsgleichungen fiir g—g und £=, dem Kommutator [%, %] =
und Satz 5.12 folgt, dass alle partiellen Ableitungen von ¢ nach s und t auf R x [0, 7]
beschrinkt sind. Da alle partiellen Ableitungen von f und % nach z und ¢ auf R x [0, T
beschriankt sind (Satz 11.5), folgt die Beschréanktheit aller partiellen Ableitungen nach x

und ¢ von a,b und ¢ auf R x [0, 7.

Da auBerdem w auf R x [0, T] beschrénkt ist (wegen u = g, = £g und Korollar 10.14)
sind die Voraussetzungen des obigen Theorems erfiillt. Wegen der Annahme, dass die
Menge MY := {0 < t < oo|gs(+,t) hat eine mehrfache Nullstelle} abgeschlossen in R
und diskret ist, sind alle Voraussetzungen des obigen Korollars erfiillt.

Wegen u(x,0) = gs(x,0) # 0 fiir hinreichend kleine und grofie z (da dort Ky (x,0) =
—?—g(x, 0) # 0 gilt) folgt gs(x,t) = u(x t) # 0 fiir alle (z,t) € R x [0,00) mit z < Y, ()

und z > Y (t) und wegen Ky = —% s die zweite Behauptung des Satzes.
Betrachte nun die Gleichung v, = avm + bu, + cv in R x (0,00) mit a = =,b =
(n — 2)%% - %, = —2%= — (dn — 5) . Dann gilt wiederum a,b,c : R x |0, oo) — R

sind C*°, und alle partlellen Ableltungen von a, b, ¢ (nach x und ¢) sind auf R x [0, 7]
beschréankt.

Setze nun u = gss. Wegen der Forderungen an g(-,0) sind alle (partiellen) Ableitungen
(nach ) von u(-,0) = gss(+,0) = guz(+,0) beschrankt. Nach Theorem 5.1, S. 320 in [39]
hat das Cauchy Problem

{ Uy = AUz + bu, + cv auf R x (0,7

v(-.0) = u(-,0) (12)

genau eine beschrinkte Losung v auf R x [0, T] Deshalb sind die Voraussetzungen des
obigen Theorems erfiillt. Wegen der Annahme, dass die Menge M7 = {0 < t <
oo|v(+,t) hat eine mehrfache Nullstelle} abgeschlossen in R und diskret ist, sind alle Vor-
aussetzungen des obigen Korollars erfiillt. Auflerdem gilt

Satz 15.4. u > v auf R x [0, 00)
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Beweis. Es gilt

(v—u)=v —uy

2
gS gSS g
= Vss + (N — 2)=0vs + (—2=— — (4n — 5)= )v—
( )g ( y ( )gg)
2 4
Js Gss 9s 9s
—(uss +(n —2)~us + (—2=— — (4n - 5)= )u +2(n — 1)=
( ( )g ( J ( )92) ( )gg)
9s Gss gz
< (v—1u)gs + (n— 2);(1} —u)s + (—27 — (4n — 5)9—‘;)(1) —u)

und u(z,0) = v(z,0) fir alle x € R. Ferner ist v auf R x [0,7] beschrénkt, und u
ebenso wegen u = gss = gfg und Korollar 10.14 und den Voraussetzungen an g(-,0).
Aus dem Maximumprinzip von Hsu Theorem 9.3 folgt damit v > v auf R x [0,7] fiir
jedes 0 <T' < oo und damit die Behauptung. O]

Wegen v(z,0) = u(x,0) = gss(x,0) > 0 fiir hinreichend grofie und kleine = (da dort
Kp(z,0) = —2=2(2,0) < 0 gilt) folgt gss(z,t) = u(z,t) = v(z,t) > 0 fir alle (z,t) €
R x [0,00) mit z < vE _(t) und x > 2 _(t) und wegen Ky = — %= die erste Behauptung
des Satzes. ]

137



A Norm, Tensorprodukt und Kontraktionen
Einige Satze dariiber, wie sich die Norm mit dem Tensorprodukt, Heben und Senken von
Indizes und Kontraktionen verhélt:
Satz A.1. Sei A ein (r,s)-Tensor und B ein (m,q)-Tensor. Dann gilt
|A® B| = |A]|B|

Beweis. Der Einfachheit halber nehmen wir r = m = 1 und s = ¢ = 2 an. Wir verwenden
Normalkoordinaten bei p € M:

|A® BI*(p) = Z (A® B)fu(p)* = Z (A% (p)Biu(p))?

a,b,i,j,k,l a,b,i,5,k,l
= Z Z Bkl( )) = |A|2(p)|B|2(p)
a,t,j b,k,l

[]

Satz A.2. Ist A ein (r,s)-Tensor und entstehe ein (p,q)-Tensor B mit r +s = p+q
aus A durch Heben und Senken von Indizes (type changing), so gilt |A| = |B|

Satz A.3. Sei A ein (1,1)-Tensor. Dann gilt |CA| < \/n|A|, wobei CA die Kontraktion
(=Spur) von A bezeichnet.

Beweis. Wir verwenden Normalkoordinaten bei p € M.

ICA|(p) = |ZA§(p)I < Z Al <[> (Ailp))2v/n

)

IN

S (A5 = ValAl
[

Satz A.4. Sei A ein (r,s) Tensor mit r,s > 1. Sei C eine beliebige Kontraktion eines
oberen und eines unteren Index. Dann gilt

CA| < Vil A
Beweis. Der Einfachheit halber nehmen wir r = 2,s = 3 an. Sei B := CA.

CAP(®) = Y (Biw®)? = DD Aib()’

i,k,m i,km g
<n Y (A.(0) = n|AP(p)
i,9,k,l,m

Dabei haben wir (Z Akqm( ))? < nZ:(A;:fm(p))2 (siehe vorigen Beweis) benutzt. O
q
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Korollar A.5. Sei A ein (r,s)-Tensor. Sei C eine beliebige Kontraktion zweier oberer
oder unterer Indizes (und dann entsprechend r > 2 oder s > 2). Dann gilt

ICA] < V/n|A|
Insgesamt erhalten wir

Korollar A.6. Sei A ein (r,s)-Tensor und C eine beliebige Kontraktion, so folgt |CA| <

VAl
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B Exkurs: Aquivalenz von Metriken

In diesem Kapitel zeigen wir, wie man aus Abschéitzungen an die Zeitableitung einer
Familie von Riemannschen Metriken Abschitzungen iiber die Aquivalenz der Metriken
bekommen kann. AuBlerdem geht es um die Beziehung zwischen Riemanschen Metriken
und den induzierten (gewohnlichen) Metriken in Bezug auf Aquivalenz.

Sei in diesem Kapitel I C R ein Intervall, V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und
M eine n-dimensionale C'* Mannigfaltigkeit.

Lemma B.1. Sei f : I — R C* und positiv, C : I — R stetig und gelte \%f\(t) <
C(t)f(t), fir alle t € 1. Dann folgt

f(a)effabC(T)d‘r < f(b) < f(a)ef:C(T)dT

und

f(b)e_f:C(T)dfr < fla) < f(b)ef:C(T)dT

fiir alle a,b € I,a < b.

Beweis. Da f positiv ist, folgt \dtTf](t) < C(t), woraus

folgt, d. h.

Daraus folgt
b b
—/ C(7)dr <log f(b) —log f(a) < / C(r)dr

Somit folgt

bzw.

f(a)e_f;C(T)dT < f(b) < f(a)ef:C(T)dT

Multiplizieren der ersten Ungleichung mit eli € ynd der zweiten Ungleichung mit

e~ Ja Cdr ergibt dasselbe mit f(a) und f(b) vertauscht. O
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Satz B.2. Sei f : RxI — R C* und positiv eine zeitabhdngige Funktion und C' : [ — R
stetig mit |5 f|(x,t) < C(t)f(z,t) fir alle x € R,t € I, so folgt fiir alle a < b, a,b € I
und alle v € R

fla,a)e OO < f(a,b) < fla,a)ele OO

und

f($7b)€_f;C(T)dT S f(I‘,CL) S f('x’b)effC(T)dT

Beweis. Fiir festes 2 € R gilt nach Voraussetzung |2 f(z,t)| < C(t)f(x,t). Setze
g(t) :== f(z,t). Dann gilt also [Lg|(t) < C(t)g(t). Aus Lemma B.1 folgt g(a)e‘f:C(T)dT <
g(b) < g(a )ef Cdr fiir alle a,b € I,a < b und somit f(z,a)e —JJcmar < f(z,b) <
f(z, a)ef: Clrydr, O

Definition B.3. Seien g, h : VXV — R bilinear und symmetrisch. Es gilt per Definition
g < h:<=g(v,v) <h(v,v)YVvoeV

Lemma B.4. Seien g, h : V XV — R bilinear und symmetrisch. Sei g positiv definit. Set
H :V — V definiert durch h(v,w) = g(H(v),w), v,w € V. Dann ist H linear und selbst-
adjungiert und hat n reelle Eigenwerte My, ..., \n. Es gilt |h|, = |H|; = /A2 + ... + \2.

Beweis. Das folgt aus Satz A.2 und [48]. O

Lemma B.5. Seien g,h : V x V — R bilinear und symmetrisch. Sei g positiv definit.
Dann gilt —|h|yg < h < |hlgg. Insbesondere gilt also |h|, < C = —Cg < h < Cg.

Beweis. Sei eq, ..., e, eine zu den Eigenwerten Ay, ..., A\, von H gehorende Orthonormal-
basis (bzgl. g) aus Eigenvektoren mit H aus Lemma B.4. Es gilt

h(v,v) = g(H(v) Zv e;) Zvje] ZUU] e;)
= Zving()\iei, e;) = Z )\ivivjéw Z Ai(
i,9 2
< max{|Ai[}g(v,v) <A/AT 4.+ A2g(v,v) = [hlgg(v,v)

Die letzte Gleichheit gilt wegen des vorigen Lemmas, das wir gleich nochmal anwenden:

:Z,\i( > —max{|\| }g(v,v) > =/ A} + ...+ X2g(v,v) = —|h|,9(v,v)

Also folgt die Behauptung. m
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Satz B.6. Sei g(t) : V xV — R, t € I eine C* Familie von Skalarprodukten auf V.
Sei h(t) = Lg(t) und gelte |h(t)|y) < C(t) mit C : I — R stetig. Dann folgt fiir alle
a<b, abel

eI OO g(a) < g(b) < el OO g(a)
und \ \

e—fa C(T)d’rg(a) < g(b) < efa C(T)dTg<a)

Beweis. Sei t € I fest aber beliebig. Aus |h(t)|y4) < C(t) folgt nach obigem Lemma
—C(t)g(t) < h(t) < C(t)g(t), d. h.
d
—C)g(t)(v,v) < —g(t)(v,v) < C(t)g(t) (v, v)
fiir alle v € V. Sei nun v # 0 fest aber beliebig. Es folgt ¢g(t)(v,v) # 0 und damit

#90)(v,v)

—O0 = )

< C(1)

(Es gilt (F9(t)(v,w) = £(g(t)(v, w)).)
Setze f(t) = g(t)(v,v). Dann ist f: I — R positiv und differenzierbar mit

4 (1)
iy =W

—C(t) <
Aus Lemma B.1 folgt damit

fla)e €O < £y < f(a)els COir
Das ergibt
g(a) (v, v)e L COI < g5y (v, v) < gla) (v, v)els O
fiir alle v # 0 und damit auch fiir alle v € V. Das bedeutet
g(a)e—f,fC(r)dr < g(b) < g<a)€f(j’0(r)d7
O

Definition B.7. Seien g und h symmetrische (0,2)-Tensoren auf M. Es gilt definiti-
onsgemdfs g < h, falls g(p) < h(p) fir alle p € M gilt.

Satz B.8. Seig(t), t € I eine C* Familie von C* Riemannschen Metriken auf M. De-
finiere eine Familie von (0,2)-Tensoren auf M durch h(t) = Lq(t), und gelte |h(t)|gq) <
C(t) mit C : I — R stetig. Dann folgt fir alle a < b, a,b € I

b b
e—fa C(T)dTg(a) S g(b) S efa C(T)dTg<a)

und \ \
e Ja €O g(b) < g(a) < ele O g(b)
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Beweis. Sei p € M fest aber beliebig. Nach Voraussetzung gelten h(t)(p) = Zg(t)(p)
und |h(t)(p) |4y < C(t). Aus Satz B.6 folgt fiir a < b, a,b € I

e 2 OO () (p) < g(b)(p) < el CDTg(a) (p)

Fiir die von Riemannschen Metriken induzierten Metriken gilt allgemein:

Satz B.9. Sind g, h Riemannsche Metriken auf M, C' > 0 und gelte
! h<g<Ch
ors9s

Dann folgt
1
Eﬁgﬁgcﬁ
wobei d, die von der Riemannschen Metrik g induzierte Metrik auf M bezeichne usw.

Beweis. Sei 7y : [a,b] — M (stiickweise) C*°. Dann gilt

L) = [ VGO 7@ <V [ VAR@T0, 0t = VELL()
Daraus folgt d, < VCdy,. Wegen %h < g << h < (Cg folgt entsprechend

d, < V04,
O

Satz B.10. Seien f,h: R — R C* und positiv. Dann gilt: Die Riemannschen Metriken
f2dz? und h%dx® auf R sind dquivalent mit der Konstanten C > 0 <= Die Funktionen
12 und h? sind ”dquivalent"mit der Konstanten C > 0.

Bewesis. Es ist )
EdexQ < h2dz? < Cf2da?
dquivalent zu
1
5f2(x)1)2 < h(z)v? < Of*(x)v* Vv € RVz € R

was dquivalent zu

éﬂ@gghawgcv%@vxeR
ist. ]
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Korollar B.11. Sei f : R x I — R C* und positiv eine zeitabhdngige Funktion und
C': I — R stetig mit |2 f|(z,t) < C(t)f(x,t) fir alle x € R,t € I. Dann folgt fiir a < b,
a,bel

F2(-,a)da?e 2 )i CEI < 20 pyda? < f2(. a)da2e? e O

und
b b
d2(w,y)e 2 OO < @ (a,y) < d2(, y)e? I OO

fiir alle z,y € R, wobei d,(x,y) die Distanzfunktion zur Metrik f*(-,a)dx? sei.

Beweis. Das folgt aus Satz B.2 durch Quadrieren und Satz B.10 und Satz B.9. O

144



C Einige Volumenabschitzungen

In diesem Abschnitt sind einige Volumenabschitzungen zusammengestellt.

Definition C.1. Bezeichne V(r) das Volumen eines Balles vom Radius r > 0 in der
n-dimensionalen, vollstindigen, einfach zusammenhdngenden Riemannschen Mannigfal-
tigkeit mit konstanter Schnittkrimmung H € R.

Sei im Folgenden (bis auf das letzte Theorem dieses Abschnitts) H = —K und K > 0!

Lemma C.2. Es gilt
" sinh K
VE(r) = w, / (221
0

K
wobei w, das (n — 1)-dimensionale Volumen der Einheitssphire S™! bezeichnet.
Beweis. siehe [25] O
Satz C.3. V- E(r) < (n_lﬁ(%e(”*l)m“ = CO(n, K)er—DKr
Beweis.
" sinh K's W "1
V_K = w, n—ld < n - Ks n—ld
(1) = [ (R s < 2 [ GeRorias
Wn ( 1 e(n—l)Kr 1 )
- K2l (n - 1)K (n—1)K
Wn (n—1)Kr C k (n—1)Kr
(n— 1) K21 (n, )e
0
Bemerkung C.4. Das steht auch in [25].
- V=E@Qr)  4pn
Satz C.5. 71}{1(1) VR 2
Beweis. o )
V—E(2r) _ Wn OT(S.‘nhTKS)”_Ids _ ;) (sinh Ks)"~'ds
VaRr)  wp [y () »=tds  [((sinh K's)"~1ds
Wir benutzen die Regel von de I'Hospital zweimal:
(V-K(2r))  2(sinh2Kr)"t <Sinh 2Kr , 4
(V-K(r)y  (sinh Kr)»=! " sinh Kr
(sinh2Kr)"  (cosh2Kr)2K
= —2(r—20
(sinh Kr)’ (cosh Kr)K (r )
Das impliziert
VTR (VR =1 _ on
VIR T Ry T
O
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Satz C.6. Vv’fj(((?r’")) < O(n, k)l

Beweis. Seien n und K > 0 gegeben. Damit ist die strikt monoton wachsende Abbildung

V=K 0,00) — [0,00) gegeben. Sei 1y > 0 der eindeutig bestimmte Radius, so dass

V—E(ry) =1 gilt. Es gilt also ry = ro(n, K), d. h. ro hiingt nur von n und K ab. Wegen
K(Q

lim Y20 — 9om ist 50 := sup V__I;@T) < 00, und es gilt ebenfalls sy = sq(n, K). Daraus
r—0 V7T 0<r<rg V=R
folgt
V_K(ZT) -K 2(n—1)Kr
VG < max{sp, 1} max{1, V™" (2r)} < max{sg, 1} max{1,C(n,k)}e
—K(r

Das ist gerade die Behauptung (wobei C'(n, K) in verschiedenen Zeilen fiir verschiedene
Konstanten stehen kann). O

Satz C.7. Sei (M, g) eine vollstindige n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit Ric > —(n — 1)Kg. Seien x,y € M, bezeichne dy(x,y) die Distanz zwischen x und
y und Vy(x,r) das Volumen eines Balles um x mit Radius r > 0. Dann gilt

VE(r)

Vy(z,7) > Vy(y,r) V-K(r+d,(z,y))

Beweis. siehe [13] L

Theorem C.8. Sei (M, g) eine vollstindige, n-dimensionale Riemannsche Mannigfal-
tigkeit mit Ric > (n — 1)Hg fir ein H € R. Dann gilt fir alle 0 < r < R und alle
peM

Vo, R) _ VH(R)

Vylp,r) = V(1)

Insbesondere gilt V,(p, R) < VI (R). Dabei bezeichnet V,(p,r) das Volumen eines Balles
um p mit Radius r > 0 in (M, g).

<

Beweis. siehe [22], S. 161, Theorem 4.19 O

146



D Hilfssitze

Lemma D.1. Sei (M, g) eine vollstindige n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltig-
keit mit Ric, > —(n — 1)Kg fir ein K > 0. Dann gibt es ein C' > 0, so dass fir alle
x € M gqilt:

/ efadQ(fE,y)+:8d(w’y)dﬂg(y) < C
M

wobei o, B > 0 feste Konstanten sind und d die durch die Riemannsche Metrik g indu-
zierte Metrik auf M bezeichnet.

Beweis. Sei N = N(«, 3) die kleinste natiirliche Zahl, die > % ist. Fiir r > % gilt dann
namlich, dass die Funktion » — e~ " *+A" monoton fallend ist, was wir im Folgenden

benutzen. Sei B,(z) der offene Ball um z mit Radius r > 0 (also By(z) = (). Dann gilt

o0

Z / e—adQ(z,y)+ﬂd(x,y)dug(y)
Byy1(2)—Bg(2)

/ e-adg(m,y)'l'ﬁd(x’y)d,ug(y) =
M =0

N

— 2 x x
-y / e OB @) B gy () 4
k=0 Y Bit1(z)—Bi(z)

oo

— 2 X X
Z / e~ ad?(w,y)+Bd( ’y)d,ug(y)
k=N-+1 Bk+l(x)*Bk(x)

:/ e @B y) gy (1)) + Z e‘ak2+ﬁk/ dpig(y)
Byt1(2)

k=N+1 Byy1(z)— B (2)

o0

S e [ g

T 0<r<
07T7N+1 k:N+1 Bk+1(a})

< max e_O”QJFBT/ dpg(y) +
By 1(2)

2 2
< —arc+pry/—K —ak*+Bky, —K
< Jax e VAN +1)+ kg_l e VR (k)

< max e_a’"2+6”0(n K)eC(naK)(NJrl) + Z e—ak2+6kc(n K>eC(n,K)k
T 0<r<N+1 ’ p )
= C(?’L, K7&7ﬁ) < o0
O

Satz D.2. Sei U C R" offen, A ein vollstindiger o-endlicher MafSraum und f : UX A —
R, (z,y) — f(z,y) erfiile

e f(x,:): A— R ist integrierbar fir jedes x € U

e f(-,y): U — R ist stetig differenzierbar fir u-fast alle y € A
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e FEs existiert ein integrierbares g : A — R mit |%f(x, )| < gy) firallex € U,y €
Al1<i<n

Dann ist h = U — R, h(z) = fA x,y)du(y) stetig differenzierbar mit %h(m) =
anmz x,y)du(y )furallea:EUlgzgn

Beweis. siehe [1] O

Satz D.3. Seien M, N C*° Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Seien W : Nx M — R und
f: M — R jeweils C* mit supp f =: K C M kompakt. Definiere u : N — R u(x) =
JuW f(W)du(y). Dann ist u C* und es gilt 32=u(x) = [,, =W (z,y)f(y)duly) fir

jedes Koordmatensystem.

Beweis. Wir zeigen zuerst: u ist C°°:

Seien U C N offen, V. C R" offen und ¢ : U — V eine Karte. Definiere W:VxM-—
R, W(z,y) = W(¢71(2),y). Wegen W = W o (¢! x id) ist W C°°. Definiere ebenso
u:V = R,u(z) = u(¢p~(2)). Es gilt

:/MW(qs—l(z),y)f(y)du(y)Z/MW(z,y)f(y)du(y)

Uberdecke nun V mit offenen Mengen Vi, j € J, so dass V; C V kompakt ist. Wir zeigen,

dass |y, C* ist und damit auch u. Da 8‘; W > ist, ist es auf V; x K beschrénkt. Gleiches

gilt fiir alle hoheren partiellen Ableitungen von W. Nach Satz D.2 ist uly, C! und

a2 ) = /M LV (2, 0) F()n(y)

Induktiv erhalten wir: @y, ist C* und

W (z,9) f(y)du(y)

o _ B
O(xt)in-- -a(xn)in“ v(z) = /M A(xl)i - .- O(zn)in

mit iy + ... + 4, = k. Somit ist |y, und damit & C*°. Also ist u C*. Ubrigens erhalten
wir auch noch

ok _ ok —
ALy - - a(xn)znu(z> - /M Dz - - 9 (zn)in Wz, y)f(y)du(y)

mit i, + ... +i, =k, z € U.

x) = [ 2= Wz, 9)f(y)duly), z € U.
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Es gilt

D u(e) = 2o 6™)(6())
= 2 (o))
= M%W(qﬁ(w)’y)f(y)du(y)
:/M%W(%y)f(y)dﬂ(y)
denn
(W) w9) = W 0) ) = (AW (.9) 0 67) ()
= (LW () (6(2) = () 0(). )

149



Literatur

1]
2]

[3]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

H. Amann, J. Escher, Analysis 111, Birkhduser Verlag, 2001

S. Angenent, The zero set of a solution of a parabolic equation, J. reine angew. Math.

390 (1988), 79-96

S. Angenent, J. Isenberg, D. Knopf, Formal matched asymptotics for degenerate
Ricci flow neckpinches, Nonlinearity 24 (2011), 2265-2280

S. Angenent, D. Knopf, An example of neckpinching for Ricci flow on S™, Math.
Res. Lett. 11 (2004), no. 4, 493-518

S. Angenent, D. Knopf, Precise asymptotics of the Ricci flow neckpinch, Comm.
Anal. Geom. 15 (2007), no. 4, 773-844

D. G. Aronson, Non-negative solutions of linear parabolic equations, Ann. Scuola
Norm. Sup. Pisa. CL Sci. (4), 22 (1968), 607-694, Addendum 25 (1971), 221-228

E. Bahuaud, Ricci flow of conformally compact metrics, arXiv:1011.2999v2
[math.AP]

R. H. Bamler, Long-time analysis of 3 dimensional Ricci flow I, arXiv:1112.5125v1
[math.DG]|

E. Cabezas-Rivas, B. Wilking, How to produce a Ricci flow via Cheeger-Gromoll
exhaustion, arXiv:1107.0606v3 [math.DG]

M. Carfora, J. Isenberg, M. Jackson, Convergence of the Ricci flow for metrics with
indefinite Ricci curvature, J. Differential Geometry 31 (1990), 249263

A. Chau, L.-F. Tam, C. Yu, Pseudolocality for the Ricci flow and applications,
arXiv:math/0701153v2 [math.DG]

J. Cheeger, M. Gromov, Collapsing Riemannian manifolds while keeping their cur-
vature bounded I, J. Differential Geometry 32 (1990), 269298

J. Cheeger, M. Gromov, M. Taylor, Finite propagation speed, kernel estimates for
functions of the Laplace operator, and the geometry of complete Riemannian mani-
folds, J. Differential Geometry 17 (1982), 15-53

S. Y. Cheng, P. Li, S.-T. Yau, On the upper estimate of the heat kernel of a complete
Riemannian manifold, Amer. J. Math. 103 (1981), no. 5, 1021-1063

150



[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

B. Chow, S.-C. Chu, D. Glickenstein, C. Guenther, J. Isenberg, T. Ivey, D. Knopf,
P. Lu, F. Luo, L. Ni, The Ricci Flow: Techniques and Applications, Part I: Geometric
Aspects, Mathematical Surveys and Monographs, Vol. 135, American Mathematical
Society, Providence, 2007

B. Chow, S.-C. Chu, D. Glickenstein, C. Guenther, J. Isenberg, T. Ivey, D. Knopf,
P. Lu, F. Luo, L. Ni, The Ricci Flow: Techniques and Applications, Part II: Analytic
Aspects, Mathematical Surveys and Monographs, Vol. 144, American Mathematical
Society, 2008

B. Chow, S.-C. Chu, D. Glickenstein, C. Guenther, J. Isenberg, T. Ivey, D. Knopf,
P. Lu, F. Luo, L. Ni, The Ricci Flow: Techniques and Applications, Part III:
Geometric-Analytic Aspects, Mathematical Surveys and Monographs, Vol. 163,
American Mathematical Society, 2010

B. Chow, D. Knopf, The Ricci flow: An Introduction, Mathematical Surveys and
Monographs, Vol. 110, American Mathematical Society, 2004

B. Chow, P. Lu, L. Ni, Hamilton’s Ricci flow, Graduate Studies in Mathematics,
Vol. 77, American Mathematical Society, 2006

F. Fang, Y. Zhang, Z. Zhang, Non-singular solutions to the normalized Ricci flow
equation, Math. Ann. 340 (2008), 647674

F. Fang, Y. Zhang, Z. Zhang, Non-singular solutions of normalized Ricci flow on
noncompact manifolds of finite volume, J. of Geometric Analysis 20 (2010), no. 3,
592-608

S. Gallot, D. Hulin, J. Lafontaine, Riemannian Geometry, Springer Verlag, 1987

A. Grigor’yan, Gaussian upper bounds for the heat kernel on arbitrary manifolds, J.
Diff. Geom. 45 (1997), 33-52

A. Grigor'yan, Heat kernel and analysis on manifolds, Studys in Advanced Mathe-
matics, American Mathematical Society, 2009

A. Grigor'yan, E. Hsu, Volume growth and escape rate of Brownian motion on a
Cartan-Hadamard manifold, The Annals of Probability 38 (2010), no. 4, 1570-1582

A. Grigor’yan, L. Saloff-Coste, Heat kernel on manifolds with ends, Ann. Inst. Fou-
rier, Grenoble, 59 (2009), 1917-1997

H.-L. Gu, X.-P. Zhu, The existence of type II singularities for the Ricci flow on
Sl Comm. Anal. Geom. 16 (2008), no. 3, 467-494

151



[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

C. Guenther, The fundamental solution on manifolds with time-dependent metrics,
The Journal of Geometric Analysis 12 (2002), 425-436

R. Hamilton, Three-manifolds with positive Ricci curvature, J. Differential Geom.
17 (1982), 255-306

R. Hamilton, The formation of singularities in the Ricci flow, Surveys in differential
geometry 2 (1995), 7-136

R. Hamilton, Non-singular solutions of the Ricci flow on three-manifolds, Comm.
Anal. Geom. 7 (1999), no. 4, 695-729

R. Hamilton, J. Isenberg, Quasi-convergence of Ricci flow for a class of metrics,
Comm. Anal. Geom. 1 (1993), no. 3-4, 543-559

C. Hilaire, The long-time behavior of the Ricci tensor under the Ricci flow, ar-
Xiv:1204.6733v1 [math.DG]

S.-Y. Hsu, Mazimum principle and convergence of fundamental solutions for the
Ricci flow, Tokyo J. of Math. 32, Number 2 (2009), 501-516

S.-Y. Hsu, Uniqueness of solutions of Ricci flow on complete noncompact manifolds,
arXiv:0704.3468v4 [math.DG]

X. Hu, J. Qing, Y. Shi, Regularity and rigidity of asymptotically hyperbolic manifolds,
arXiv:0910.2060v2 [math.DG]

D. Knopf, Quasi-convergence of the Ricci flow, Comm. Anal. Geom. 8 (2000), no.
2, 375-391

D. Knopf, Convergence and stability of locally RN -invariant solutions of Ricci flow,
J. Geom. Anal. 19 (2009), no. 4, 817-846

O.A. Ladyzenskaja, V. A. Solonnikov, N. N. Uralceva, Linear and quasilinear equati-
ons of parabolic type, Translations of Mathematical Monographs, Vol. 23, American
Mathematical Society, 1968

P. Li, S.-T. Yau, On the parabolic kernel of the Schridinger operator, Acta Math.
156 (1986), no. 3-4, 153-201

J. Lott, On the long-time behavior of type-I11I Ricci flow solutions, Math. Annalen
339 (2007), 627-666

J. Lott, Dimensional reduction and the long-time behavior of Ricci flow, Comm.
Math. Helv. 85 (2010), 485-534

152



[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

J. Lott, N. Sesum, Ricci flow on three-dimensional manifolds with symmetry, ar-
Xiv:1102.4384v3 [math.DG]

B. O'Neill, Semi-Riemannian Geometry, with applications to relativity, Academic
Press, 1983

G. Perelman, The entropy formula for the Ricci flow and its geometric applications,
arXiv:math/0211159v1 [math.DG]

G. Perelman, Ricci flow with surgery on three-manifolds, arXiv:math/0303109v1
[math.DG]

G. Perelman, Finite extinction time for the solutions to the Ricci flow on certain
three-manifolds, arXiv:math/0307245v1 [math.DG]

P. Petersen, Riemannian Geometry (2nd edition), Gradute Texts in Mathematics,
Vol. 171, Springer Verlag, 2006

J. Qing, Y. Shi, J. Wu, Normalized Ricci flows and conformally compact Einstein
metrics, arXiv:1106.0372v1 [math.DG]

O. C. Schniirer, F. Schulze, M. Simon, Stability of hyperbolic space under Ricci flow,
Comm. Anal. Geom. 19 (2011), no. 5, 1023-1047.

W.-X. Shi, Deforming the metric on complete Riemannian manifolds, J. Differential
Geometry 30 (1989), 223-301

M. Simon, A class of Riemannian manifolds that pinch when evolved by Ricci flow,
Manuscripta Math. 101 (2000), no. 1, 89-114

P. Topping, Lectures on the Ricci flow, http://homepages.warwick.ac.uk/ ma-
seq/RFnotes.html

R. Ye, Ricci flow, Finstein metrics and space forms, Transactions of the American
Mathematical Society 338 (1993), no. 2, 871-896

153



