Kapitel 2

Spiralwellen in der
Kinematischen Theorie

2.1 Uberblick: Von Reaktions-Diffusionssys-
temen zur Kinematischen Theorie

Musterbildung in der Physik, Chemie und Biologie gehort zu den faszinie-
rendsten Phdnomenen, die in der Natur beobachtet werden koénnen.

1952 zeigte Turing [Tur52], dass in zweikomponentigen Reaktions-Diffu-
sionssystemen raumlich homogene Gleichgewichtslosungen, die ohne Diffusi-
on stabil sind, durch Diffusionseffekte destabilisiert werden kénnen.

ur = DyAu+ f(u,v)

2.1
v = Dy,Av+ g(u,v). (2.1)

Dabei miissen die Diffusionsraten der reagierenden Chemikalien D,,, D, al-
lerdings ungleich sein, was bei der BZ-Reaktion nicht der Fall ist. Die Turing-
Instabilitdt erwirkt rdumlich periodische Muster und ist durch eine aktivie-
rende Chemikalie langsamer Diffusion (Aktivator) u gekennzeichnet, die mit
einer hemmenden Chemikalie schneller Diffusion (Inhibitor) v konkurriert.
Die BZ-Reaktion zeigt einen Musterbildungsmechanismus dhnlich dem von
Turing vorgeschlagenem, obgleich Turing-Muster zeitunabhéngig sind.
Erregbare Medien besitzen eine stabile Gleichgewichtslage. Kleine Sto-
rungen dieser klingen zeitlich ab, wahrend Stérungen jenseits eines Schwel-
lenwertes eine plotzliche Reaktion hervorrufen. Danach vergeht eine gewisse
Refraktérzeit ehe die volle Erregbarkeit wieder erlangt wird. In der Model-
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lierung nimmt dann (2.1) folgende Gestalt an:

cuy = e*Au+ f(u,v)

2.2
v = 0eAv + g(u,v). (22)

Dabei ist 0 < e < 1, 6 = D, /D, der Quotient der Diffusionsraten und die
Nulllinie f(u,v) = 0 ist kubisch, wihrend die Nulllinie g(u,v) = 0 monoton
ist. Die Nulllinien treffen sich in nur einem Punkt. Fiir kleine ¢ ist die ein-
deutige Gleichgewichtslage lokal stabil aber erregbar, sieche Abbildung 2.1.

f(u,v)<0

f(u,v)>0

-0.2 0. 04 06 08

-0.02
g(u,v)<0 [ g(u,v)>0

Abbildung 2.1: Plot der Nulllinien f(u,v) =0, g(u,v) = 0 fiir das FitzHugh-
Nagumo-System mit a = 0.3.

Ein konkretes Beispiel ist das FitzHugh-Nagumo-System [Fit61]:

flu,v) =u(u—1)(u—a)—v 0<a<l,

g(u,v) =u—wv.

(2.3)

Es werden Losungen der Reaktions-Diffusionsgleichung (2.2) gesucht, de-
ren Niveaulinien u(z,y,t) = konstant Spiralwellen darstellen. Eine Wellen-
front ist eine schmale Region in der Ebene mit einer Breite der Ordnung
O(e). Sie trennt das Medium in zwei Gebiete. In dem einen befindet sich
das Medium im angeregten Zustand, in dem anderen im Relaktionszustand.
Dabei besitzt eine Wellenfront eine Vorderseite, der die Riickseite folgt.
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In [Zyk80b, Zyk80a] untersuchte Zykov den Fall eines nicht diffundieren-
den Inhibitors v, d.h. § = 0 im FitzHugh-Nagumo-System (2.2). Er erkannte,
dass die Normalengeschwindigkeit einer Wellenfront in einem erregbaren Me-
dium in erster Ordnung von der Kriimmung abhéngt:

U =c— Dk. (2.4)

Zykov nahm einen Punkt auf der Erregungsfront, der sich tangential ent-
lang des Cores (kleines Gebiet um das Rotationszentrum) bewegt. Der Core-
Radius ergibt sich dann, wenn eine kritische Kriimmung in diesem Punkt
angenommen wird. Dabei ist die kritische Kriimmung dadurch definiert,
dass eine stirker gekriimmte Wellenfront im Medium nicht mehr propagie-
ren konnte. Analytische und numerische Untersuchungen ergaben, dass ein
kleinerer Core mit einer kiirzeren Rotationsperiode einhergeht.

Auch andere Autoren erzielten mit singuldren Storungsmethoden in er-
ster Ordnung in € die Kriimmungsabhéangigkeit der Normalengeschwindigkeit
(2.4). Mikhailov und Krinsky [MK83] untersuchten Spiralwellen in erregbaren
Medien mit Relaktionsprozessen. Allerdings interessierten sie sich vor allem
fiir neuromuskuléres Gewebe, wo der Inhibitor v die lokale Durchléssigkeit
einer Membran fiir transmembrane ionische Strome darstellt und — wie zuvor
bei Zykov — nicht diffundiert (6 = 0). Weiterhin berechneten sie, wie die Ro-
tationsfrequenz der Spiralwellen von den Parametern des Mediums abhéngt.

Fife [Fif84] hingegen erkannte die Wichtigkeit der Diffusion des Inhibitors
u (0 = 1) und untersuchte erstmals mit singulédren Storungsmethoden das
Reaktions-Diffusionssystem (2.2). Er gab eine Skalierung fiir die Rotations-
frequenz, Ausbreitungsgeschwindigkeit und asymptotische Wellenldnge an.
Allerdings fehlten genauere quantitative Aussagen. In erster Ordnung hing
bei ihm die Normalengeschwindigkeit U neben der Kriitmmung, wie in (2.4),
zusétzlich von einem Term ab, der sich aus der Abhéngigkeit der Funktion
f von v in (2.3) ableitet. Ebenso wenig ergab seine Analyse die Eindeutig-
keit einer Spiralwelle beziiglich dieser Parameter in der BZ-Reaktion, die im
Experiment beobachtet wird.

Demgegeniiber ergaben die singuldren Storungsuntersuchungen von Kee-
ner und Tyson [KT86] eine Spiralwelle, deren Parameter eindeutig gegeben
sind, da die Erregungsfront gleichzeitig eine Dispersionsrelation und eine kri-
tische Relation fiir Spiralwellen erfiillt. Die Dispersionsrelation gibt an wie
die Ausbreitungsgeschwindigkeit periodischer planarer Traveling Waves von
der Frequenz der Wellenziige abhéngt. Die kritische Relation beriicksichtigt
die Abhéngigkeit der Frequenz von dem Core-Radius der Spiralwelle und der
Ausbreitungsgeschwindigkeit.

Waéhrend Fife, Keener und Tyson ein freies Randwertproblem betrachte-
ten, indem sie ein Matching der Frontvorderseite mit der -riickseite an der
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Spitze der Spiralwelle versuchten, betrachteten Zykov [Zyk87b, Zyk87a] und
Mikhailov [MDZ94] nur die Frontvorderseite und erhielten daher ein Rand-
wertproblem. Dabei miissen fiir die Spiralspitze in s = 0 noch Randbedin-
gungen angegeben werden. Dieser Ansatz wird auch Kinematische Theorie
genannt und von uns in dieser Arbeit verfolgt werden. Dabei wollen wir von
Kriimmungsfliissen sprechen, wenn die Normalengeschwindigkeit wie in (2.4)
angegeben affin-linear von der Kriimmung abhéngt. Bei kriimmungsunab-
héngiger Normalengeschwindigkeit sprechen wir von Eikonalfliissen.

Die Kinematische Theorie findet fiir schwach erregbare Medien Anwen-
dung. Spiralwellen in solch einem Medium sind durch schmale Erregungs-
und kurze Refraktidrzonen gekennzeichnet und rotieren um einen Kreis mit
groflem Radius. Daher kénnen die Frontvorderseite und -riickseite als eine
einzelne Kurve mit einem freien Ende betrachtet werden. Solche Spiralwellen
treten typischerweise in der BZ-Reaktion [NUMH92] und der katalytischen
CO-Oxidation auf Platinoberflichen [NvORE93] auf, siche auch [PP81]. Die
mathematische Modellierung durch in Normalenrichtung flieende (berande-
te) Kurven und Flichen findet auch in anderen Systemen Anwedung, z.B.
zur Beschreibung von Kristallwachstum [BCEF51, BKKL84] und Flammen-
ausbreitung [Siv83].

Kriitmmungsfliisse fir Kurven wurden bereits vielfach untersucht [GH86,
Ang90, Ang91, FMO02|. Schéne Resultate wie das Zusammenschrumpfen ge-
schlossener, konvexer Kurven in endlicher Zeit zu einem Punkt, wobei die
Form sich asymptotisch einem Kreis annéhert, konnten bewiesen werden. Ei-
ne Verallgemeinerung auf konvexe Flachen unter dem mittleren Kriimmungs-
fluss [Hui93] folgte.

Eines der bekanntesten offenen mathematischen Probleme, die Poincaré
Vermutung, wurde kiirzlich von Perelman bewiesen. Seine Beweistechniken
beinhalten Ricci-Kriimmungsfliissse kompakter dreidimensionaler Mannigfal-
tigkeiten [Per06a, Per06b, Per06c].

Auf Grund des gliattenden Charakters von Kriimmungsfliissen, werden
diese auch in der Bildverarbeitung benutzt. Ausgefranste Konturlinien glei-
cher Intensitit werden gegliattet [MS95, CMO01, Mik01]. Die Kriimmungsab-
hiingigkeit U = ¢ — !/ wird héufig benutzt, da sie affin-dquivariant ist, d.h.
Bilder, die affin-linear aufeinander abgebildet werden koénnen, behalten diese
Eigenschaft unter dem affinen Kriitmmungsfluss.
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2.2 Herleitung der kinematischen Gleichung

Der Vollsténdigkeit halber werden wir dem Leser kurz die kinematische Glei-
chung

ke +U(t K)ss + (Fc /OS kU(t, /i)d(f)s +G(t)ks =0 (2.5)

herleiten. Dabei sei x(t, s) die Kriitmmung einer iiber die Bogenldnge s > 0
parametrisierten, planaren Kurve Z(t,s) € R? = C, die bei s = 0 einen
Anfangspunkt, die Spitze, besitze. An jeder Stelle s bewege sich die Kurve
in Normalenrichtung mit eventuell kriimmungsabhéngiger Geschwindigkeit
U(t,s) = U(t,k(t,s)). An der Spitze s = 0 erlauben wir eine Tangenti-
algeschwindigkeit G(t). Wir folgen der Herleitung in [GIWO04], siehe auch
[MZ91, DZM91, MDZ94).

Der linke Normalenvektor, die Normalengeschwindigkeit und der Tangen-
tialvektor sind definiert durch:

n =17,
U= Zt - 1, (26)
T=27,.

Die Frenet-Serret-Formeln ergeben in der Ebene folgenden Zusammenhang
fiir den Normalenvektor n, den Tangentialvektor T und die Kriimmung :

n, = kT,
(2.7)
T, = —kn.

Zweimaliges Differenzieren der Normalengeschwindigkeit U nach s ergibt:
Uss = Ztss n+2 Zts‘ns+zt‘nss. (28)

Nun werden wir nacheinander die Terme der rechten Seite der Gleichung
(2.8) mithilfe von (2.6) und (2.7) umformen:

Ziss M @8 (T)is - n @D (—kn);-n = —(kn+ KNy - n
= —(kin -111 +EN - N) = —Ky, (2.9)
= =0
Zis -y D (6T = 0, (2.10)
(2.7)
Zt ‘Ngg = Zt . (HT)S = Zt . (/{ST =+ HTS)

(2.11)

(2.7) (2

2D i (Ze T) + Zy - (—k*n) 2 ky(Z, - T) — K2U.

17



Einsetzen von (2.9), (2.10), (2.11) in Gleichung (2.8) ergibt:

Uss = —ky — K2U + k4(Zy - T). (2.12)
Ferner gilt
(Zy )y =Zey - T+Z T, “27 0, T 17, (—kn) & kU (2.13)
=0
und damit
(Zy - T)(t,s) = (Z - T)(¢,0) —/ k(t,o)U(t,0)do, (2.14)
._G O

wobei (Z; - T)(t,0) aber gerade die Geschwindigkeit in der Spiralspitze ist,
die wir mit G bezeichnen.
Gleichung (2.14) eingesetzt in (2.12) ergibt nun

ke + Ugs + (m/ /@Uda) + Grs =0 bzw.
0 s

ke + Ugs + </€</ /<;Uda+G)> =0.
0

2.3 Starr rotierende Spiralwellen des Eiko-
nalflusses

(2.15)

Wir betrachten nun zeitunabhéngige FEikonalfliisse von Kurven mit Tangenti-
algeschwindigkeit G > 0 in der Spitze und kriimmungsunabhéngiger Norma-
lengeschwindigkeit U = ¢ > 0 entlang der Kurve. Der Fall verschwindender
Spitzentangentialgeschwindigkeit G = 0 wird auch als Wiener-Rosenblueth-
Grenzwert bezeichnet. Unter diesen Voraussetzungen vereinfacht sich die
Kriimmungsgleichung (2.15) zu

c(n /S IidO') + Grs = 0. (2.16)
0 s

Ist die Kriimmung « stetig differenzierbar in der Bogenldnge s > 0 und
nimmt bei s = 0 einen endlichen Wert k an, k(0) = ko < 00, so folgt nach
Integration von (2.16) iiber s:

c /@/ rkdo + Gk = Gky. (2.17)
0
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Eine weitere Integration iiber die Bogenlénge s ergibt

1 S 2 S
c— (/ HdU) + G/ rkdo = Gkos (2.18)
2\ Jo 0

und wir erhalten als Losung

s 2
/ rdo = ¢ + \/<€> + QEKJQS. (2.19)
0 c c c

Ist G = 0 oder Ky = k(0) = 0, so erhalten wir die triviale Losung x = 0, also
eine ungekriimmte Wellenfront. Wir sehen, dass x(0) = ko und G dasselbe
Vorzeichen besitzen miissen, falls sie ungleich 0 sind. Des Weiteren héingt die
Kriimmung nur vom Quotienten GG/c ab, nicht von den individuellen Werten
von ¢ oder G.

Nehmen wir nun nur an, dass die Kriimmung s stetig differenzierbar
von der Bogenlédnge s > 0 abhingt und fiir s — 0 unbeschrédnkt ist, aber
ck(s) fos kdo — w fiir s — 0 gilt und die Tangentialgeschwindigkeit in der
Spitze verschwindet G = 0. Dann erhalten wir aus (2.16)

cm/ kdo = w (2.20)
0

und damit die Losung im Wiener-Rosenblueth-Grenzwert
/ kdo = /2%, (2.21)
0 c

Aus der Parametrisierung der Kurve Z {iber die Bogenlinge s folgt, dass
der Tangentenvektor Z, die Lange 1 besitzt. Es existiert also ein oy € R mit
Z4(0) = e~". Aus den Frenetschen Formeln (2.7) folgt als Definition fiir die
Kriimmung Z,; = —ikZ,. Daher gilt:

Z,(s) = e i(Jo w(e)dotao) (2.22)

Integration iiber die Bogenldange liefert
Z(s) = e~ / e~ o mo g5 4 7(0). (2.23)
0

An der Gleichung (2.23) sehen wir auch, dass die Kriimmung die Kurve bis
auf Translation Z(0) und Rotation «y festlegt. Wenn wir ohne Einschrénkung
annehmen, dass Z(0) = £ und aq = 0 gilt, vereinfacht sich (2.23) mit Hilfe
von (2.21) zu

Z(s):/ e‘i\/Q%"daJr%. (2.24)
0
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Partielle Integration liefert nun

s 1 o
Z(s) :/ i,/QEJ, e V2o ds 4 &
0 W iy/2%0 w
; w § ]_ ; w
— iy 2 semiV2Es _ / i e V%o + < (2.25)
V w 0 w

2%0
C

C i w c _; w
— i /2<3se z,/2cs_'__€ ) 2cs.
w w
: : — 5w :
Definieren wir ¢(s) := /2%s so erhalten wir

Z(p(s)) = iggo(s)e_w(s) 4 Semivls), (2.26)

w w
Bei dieser Losung handelt es sich also um die Evolvente eines Kreises, sie-
he z.B. [GAS06]. Wenn wir eine Bindrolle auf ein Blatt Papier befestigen,
am Fadenende einen Stift befestigen und dann den Faden straff gespannt

abrollen, beschreibt die Linie eine Spirale — die Evolvente des Kreises, siche
Abbildung 2.2. Bereits Wiener, Rosenblueth [WR46] und Winfree [Win72] er-

Abbildung 2.2: Evolvente eines Kreises.

kannten, dass eine Spirale, die um ein kreisformiges Hindernis mit konstanter
Normalengeschwindigkeit kreist, eine Evolvente desselbigen darstellt.

In Kapitel 3 werden wir zeigen, dass w der Rotationsgeschwindigkeit der
Spiralwelle entspricht. Die Kriimmung dieser Spiralwelle wird in der Spitze
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singulér. In diesem Grenzwert sind allerdings die Kriitmmungsfluss- und Eiko-
nalflussapproximationen nicht haltbar. Offensichtlich wird diese Singularitét
durch eine positive Tangentialgeschwindigkeit in der Spitze behoben, wie wir
oben gezeigt haben.

2.4 Starr rotierende Spiralwellen des Kriim-
mungsflusses

In diesem Abschnitt betrachten wir starr rotierende Spiralwellen im Fal-
le kriitmmungsabhéngiger Normalengeschwindigkeit. Wir fassen Ergebnisse
Fiedlers, Guos und Tsais zusammen [FGTO06].

In [FGTO06] wurde eine verschwindende Normalengeschwindigkeit G = 0,
eine streng monoton fallende Abhéngigkeit U(x) der Normalengeschwindig-
keit von der Kriimmung und U(0) > 0 angenommen. Mit diesen Annahmen
vereinfacht sich die kinematische Gleichung (2.15) zu

U(k)ss + (ﬁ /0 liU(l{)dO')s = 0. (2.27)

Integration von (2.27) iiber die Bogenlidnge s liefert

U(k)s + m(/o liU(l{)dU) =w (2.28)
k(0) = Ko

mit Integrationskonstante w.

Dabei gibt die Konstante w die Rotationsfrequenz der asymptotisch Ar-
chimedischen Spiralwelle an, die durch die Losung «(s) von (2.28) gegeben ist
([FGTO06]), siche auch Kapitel 3. Nach Differentiation der Gleichung (2.28)
nach der Bogenlidnge s lisst sich der Integralterm substituieren und (2.28)

geht iiber in
K

U(K)ss + —(w — U(k)s) + £*U = 0. (2.29)
K
Die Annahme einer streng monotonen Abhéngigkeit der Normalenge-
schwindigkeit von der Kriimmung U = U(k) erméglicht den Inversen Zu-
sammenhang anzugeben:

Kk =T(U). (2.30)

Man sollte den affin-linearen Fall U(k) = ¢ — Dk im Hinterkopf haben, der
auf T(U) = (¢—U)/D fiihrt. Wird ferner I' € C* mit I"(U) < 0 fiir alle U und
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Abbildung 2.3: Globales Verzweigungsdiagramm starr rotierender asympto-
tisch Archimedischer Spiralwellen mit Rotationsfrequenz w > 0 und Norma-
lengeschwindigkeit U(0) in der Spitze.

Genauer, es existiert eine streng monoton fallende Folge wy > wy >
<+ N\, 0 und dazugehdorigen Funktionen UF(w) fir 0 < w < w,, die Fol-
gendes erfiillen: Eine C®-Léisung U = U(s), s > 0 der Kriimmungsgleichung
(2.31) existiert genau dann, wenn die Normalengeschwindigkeit in der Spitze
U(0) und deren Ableitung Us(0)

U(0) € {U, (w), U, (w)}, Us(0) =w (2.32)



fiir eine natiirliche Zahl n erfiillen.

Die dazugehirigen Kurven z = Z(t,s) = rexp(ip) sind rechtsgewundene,
linksrotierende, asymptotische Archimedische Spiralen fiir s — oo. Die Spitze
Z(t,0) rotiert um einen Kreis mit Radius p = |U(0)/w|. Die asymptotische
Wellenlinge der Archimedischen Spirale im Far-Field r — oo ist durch 2me/w
gegeben.

Die Funktionen w — UZ(w) besitzen fiir alle n € N folgende Eigenschaf-
ten (siehe Bifurkationsdiagramm 2.3):

(i) Die Vereinigung der Graphen von UZE bilden eine C3-Kurve mit nicht
verschwindender Kriimmung bet w = w,.

(i1) UE(w,) =0 und UF(w) — Fe fiir w \, 0.
(i1i) Alle Rotationsfrequenzen 0 < w < w,, erfillen die strikte Ordnung

Uf(w) > U (w)>...>Uf(w)>0>U, (w)>...>U; (w) > U] (w).
(2.33)

Theorem 1 wurde in [FGTO06] bewiesen, indem die singuldre gewdhnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung (2.31) durch Hinzufiigen der Variablen
V = Uy als System erster Ordnung geschrieben und dann die rechte Seite
durch Multiplikation mit dem Euler-Multiplikator k = ['(U) regularisiert
wurde:

U=T.-V

. (2.34)
V=-"Ty Vw-V)-T%U.
Diese Differentialgleichung besitzt drei Gleichgewichte: (U, V') = (0,0), (c,0),
(¢,w). Die Annahme I'y < 0 < w liefert, dass (U, V') = (0,0) zwei Eigenwerte
positiven Realteils besitzt, also instabil ist. Das Gleichgewicht (¢, 0) besitzt 0
als einen Eigenwert, wihrend der andere positiv ist, und (c¢,w) hat negative
Eigenwerte und ist damit stabil.

Das nicht-hyperbolische Gleichgewicht (¢, 0) besitzt eine eindimensionale
Zentrumsmannigfaltigkeit V' = ®(w, U). Sie weist folgende Entwicklung auf:

V=0wU) = EFU(C)2(C —UP+ ... (2.35)

nahe U = ¢, V = 0. Die Zentrumsmannigfaltigkeit verbindet im Bereich
U < ¢ die beiden Gleichgewichte (U, V) = (0,0) und (U,V) = (¢,0) und ist
dort eindeutig, siche Phasenportrait 2.4.

Auf der linkseindeutigen Zentrumsmannigfaltigkeit, die ein heterokliner
Orbit ist, liegen alle Losungen des Theorems 1. Dies folgt allein aus der
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Abbildung 2.4: Vektorfeld der regularisierten Kriimmungsgleichung (2.34)
mit Gleichgewichten (blau) und linkseindeutiger Zentrumsmannigfaltigkeit
(rot) fiir Rotationsgeschwindigkeit w = 1/5 und U(k) = 1 — &, alias I'(U) =
1-U.

Beschranktheits- und Vorzeichenannahme. Diese Losungen stellen alle asym-
ptotisch Archimedische Spiralwellen dar.
Die Entwicklung (2.35) liefert auf der Zentrumsmannigfaltigkeit folgende
Entwicklung fiir s — oo:
Ky = —553 T (2.36)

Wird die Kurve z in Polarkoordinaten z = rexp(igp) dargestellt, so kann
folgendes Grenzverhalten gezeigt werden:
lim U =c
§—00

lim ¢ = —o0

i (2.37)

Damit beschreibt z(s) tatsichlich asymptotisch Archimedische Spiralwellen.

Allerdings liefert nicht jeder Anfangswert auf der linksseitigen Zentrums-
mannigfaltigkeit V' = ®(w, U) des Gleichgewichts (U, V') = (¢, 0) eine Losung
von (2.31). Vielmehr miissen w und U(0) folgende Gleichung erfiillen:

w = d(w, U(0)), (2.38)
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da V(0) = Us(0) = w gilt. Die Losungen dieser Gleichung ergeben gerade
das Birfukationsdiagramm 2.3. Die verschiedenen Kurven des Bifurkations-
diagramms 2.3 entsprechen den unterschiedlichen Schnittpunkten der Linie
V = w mit der linksseitigen Zentrumsmannigfaltigkeit im Phasenportrait 2.4.
Die gefundenen Losungen der Gleichung (2.31) liefern iiber den streng mo-
notonen Zusammenhang x = I'(U) Losungen von (2.28).

Einige der Losungen des Bifurkationsdiagramms 2.3 sind allerdings sich
selbst schneidende Spiralwellen, die im Far-Field asymptotisch Archimedisch
sind. Damit beenden wir die kurze Présentation der Ergebnisse von [FGT06].

2.5 Zeitabhingige Spiralwellenlésungen des
Eikonalflusses

Wir kommen nun zu den zeitabhéngigen Losungen des Eikonalflusses. Zeit-
lich variierende externe Anregungen spiegeln sich in der kriimmungsunab-
héngigen, aber zeitabhéngigen Normalengeschwindigkeit ¢(¢) und in der Tan-
gentialgeschwindigkeit in der Spitze G(t) wieder. Wir werden annehmen, dass
c(t), G(t) und die Kritmmung in der Spitze ko(t) positive stetige Funktionen
sind. Aus der kinematischen Gleichung (2.5) folgt dann:

f@—%C@)(H]gSRdU)S+—GKQRS::O (2.39)

mit Dirichlet-Randbedingung «(t,0) = ko(t) bei s = 0.
Nach Einfithrung des negativen Tangentenwinkels w(t, s) fo k(t,o)do
erhalten wir aus (2.39) eine nichtlineare hyperbolische Erhaltungsgleichung:

wy + (c(t)w + G(t))ws = G(t)ko(t) (2.40)

w(t,0) = 0.
Fiir G(t) # 0 folgt die Dirichlet-Randbedingung «(t,0) = ko(t) der Eikonal-
gleichung (2.39) aus ws(t,0) = x(t,0). Die Erhaltungsgleichung (2.40) kann
mit Charakteristiken gelost werden wie bereits Mikhailov, Davydov und Zy-
kov in dem Ubersichtsartikel [MDZ94] erkannten. Wir werden jedoch dariiber
hinaus zeigen, dass periodische Storungen zu Superspiralstrukturen fiithren
kénnen. Die Charakteristiken der nichtlinearen hyperbolischen Erhaltungs-
gleichung (2.39) erfiillen:

§ = c(tyw + G(t)

W = G(t)ko(t) (2.41)
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mit =d/dt,t € R, s> 0.
Wir kénnen (2.41) explizit losen:

w(t,s(t,to)):/t G(71)ko(T)dT

s(t to) = / t (G(7)+c<7) /t G(T')mo(r')dT')dT mit — oo <t < t.
! 0 (2.42)

Wir nehmen dabei an, dass die Kontrollparameter c¢(t), G(t), ko(t) fiir alle
Zeiten t € R gegeben sind. Wir brauchen dann keine Anfangsbedingung bei
t = 0, d.h. wir geben nicht die Kriimmung bzw. die Kurve zum Zeitpunkt
0 vor. Unter unserer Positivitdtsannahme an die Kontrollparameter starten
dann alle Charakteristiken auf der t-Achse und laufen nach rechts im ¢-s-
Diagramm, siehe Abbildung 2.5.

l
S(ta tO)

/ S
Abbildung 2.5: Charakteristiken (2.42) der Erhaltungsgleichung (2.40), wenn
die Kontrollparameter positiv und fiir alle ¢ € R gegeben sind.

In (2.42) haben wir die Anfangswerte fiir die Gleichungen der Charakteri-
stiken (2.41) so gewahlt, dass s(to,to) = 0 und w(to, s(to,to)) = w(ts,0) =0
erfiillt sind. Da c(t), G(t), ko(t) positiv angenommen wurden, gilt:

t
%w,m) — —Gl(to) — Clto)roto) / (F)dr < 0 fir— o0 < to < . (2.43)
0 to
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Fiir jeden festen Zeitpunkt ¢ € R ist daher tq — (¢, t) ein Diffeomorphismus
von ty € (—00,t] nach [0,400). Wir haben gezeigt, dass die Abbildung
U {(t,tg) €R*| tg <t} - RxRY
(t,t0) — (t,s(t,10))

ein Diffeomorphismus ist. Es existiert also eine Funktion ¢y(¢, s), so dass lax
geschrieben s(t,to(t,s)) = s gilt.

Wir kénnen also die Erhaltungsgleichung (2.40) fiir alle t € R und s > 0
l6sen. Fiir konstante Funktionen ¢, G, kg erhalten wir

(2.44)

s(tto) = Gt — 1) + SEF0 (4 _4)2 (2.45)
(2.46)
und damit
t—to= —C—io + \/CQLK(% + %ﬁos(t,to). (2.47)
Aus
w(t, s(t, tg)) = (t — to)Gro (2.48)
folgt dann

C C

w(t,s) =w(s) = ¢ + \/<§>2 + 2/1()%3. (2.49)

Wir sehen, dass jede Losung der Erhaltungsgleichung (2.40) mit positiven,
zeitunabhéngigen Koeffizienten ¢, G, ko automatisch zeitunabhéngig sein
muss. Dies liegt an der Randbedingung w(t,0) = 0. Wir gewinnen damit
die Losung (2.19), die wir auf der Suche nach stationiren Losungen gesucht
haben, zuriick.

Nehmen wir nun an, dass die Kontrollparameter ¢(t), G(t), k() nicht nur
positiv sind, sondern einen echten Abstand von der Null halten und zudem
von oben beschrénkt sind:

0<m<c(t),G(t),rko(t) < M fiir Konstanten m, M. (2.50)
Es gilt dann nach (2.42)

dw(t,s(t,to))

it (1 to)) = wa(t, s(t, ) = — e

Ho(to) dto . (2.51)

1+ ko(t) fti e(r)dr _Fuo%to) + fti) C(T)dT.
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Damit erhalten wir, wenn ko(t) stetig differenzierbar ist:

d 1
Rt st to)) 1 G wstion?
Kt st tg))? 2 delblo)
0
t K (to)
B (Fvo(lto) + i C(T)dT) ’ (_ oo? C(t‘))) (2.52)
—G(to) — G(to)ro(to) [, c(r)dr
_ e+ clto)
G(to)/ﬁ:o(to)
Vergleiche (2.52) mit der Entwicklung x, = —<£k% + ... (2.36) fiir starr

rotierende Spiralwellenlosungen des Kriitmmungsflusses, siehe auch Kapitel 3.
Wenn wir nur mal in diesem Absatz annehmen, dass k() nur langsam

in t variiert, genauer, %Fé(t)‘ klein genug ist, gilt fiir alle s > 0 und ¢ € R:
st .
0<l< _fs(t ) < L fir Konstanten [, L. (2.53)
k(t,s)?
Aus (2.53) folgt
1 1
0<2s< - < 2L 2.54
=SS s? Rt = (2:54)
und damit
1 1
Kolt) 2 e D A(t8) 2 e (250)
A /253 + W 2Ls + W
Insbesondere folgt aus (2.53), dass —'~ in s streng monoton wiichst, also

K(t,s)?
k(t,s) in s streng monoton fillt. Ungleichung (2.55) liefert uns sogar, dass
fiir s — oo der Ausdruck (¢, s) - s2 beschrénkt ist.
Fiir den negativen Tangentenwinkel gilt nach (2.42) und (2.51)

d 2 el s B JZ] G(7)ko(T)dT
& (w(tv S(tv tO))) - 2U}(t7 S(ta tO)) (t7 (t’ tO)) =2 mg(l_to) + fti) C(T)dT'
(2.56)

Wieder unter der Positivitdts- und Beschrianktheitsannahme (2.50) fiir
c(t), G(t), ro(t) ist die nicht-negative Funktion (w(t,s) - x(t,s)) nach oben
beschrénkt (etwa durch L' > 0) und verschwindet bei s = 0:

0 <w(t,s) k(t,s) < L. (2.57)
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Also ist

0 <w(t,s)? <2L's (2.58)
und damit
0 <w(t,s) < V2L's fiir alle s > 0. (2.59)

Andererseits folgt aus (2.56) auch, dass ein § > 0 und ein I’ > 0 existieren
mit

0<l'<w(ts)- k(t,s) firalles>s. (2.60)
Es folgt dann
2I'(s — 8) < w(t,s)? —w(t, ) (2.61)
und damit
V20(s —8) +w(t,5)? <w(t,s) fir alle s > 4. (2.62)

2.5.1 Rekonstruktion der Kurve

Nun, da wir in Abschnitt 2.5 die Kriimmung x(t, s) der Kurve Z(t, s) bestim-
men konnten, die sich als Losung des Kriimmungsflusses (2.39) ergibt, muss
Z(t,s) aus k(t, s) bzw. w(t, s) zuriickgewonnen werden. Nach Definition (2.6)
und den Frenetschen Formeln (2.7) gilt:

Zss(t,8) = —irZ(t, s). (2.63)

Parametrisierung iiber die Bogenldnge s liefert |Z4(t,s)| = 1 fiir alle s > 0
und ¢ € R. Der negative Tangentenwinkel w(t, s) ist daher definiert durch

Z(t,s) = e~ "0, (2.64)
(2.64) eingesetzt in (2.63) liefert:
ws(t, 8) = K(t, s) (2.65)

Wir erhalten damit
(t,s) = / k(t,0)do — at) = w(t,s) — alt), (2.66)
0

wobei a(t) := —w(t,0) der Tangentenwinkel in der Spitze s = 0 ist, also

Z(t,0) = e, (2.67)
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erfiillt.

Wir werden nun die Dynamik der Spiralspitze angeben. Wir bezeichnen
die Position der Spitze kurz mit z(t), also z(t) := Z(t,0). Der Tangentenwin-
kel a(t) und die Position z(t) erfiillen folgende Differentialgleichung (siehe
z.B. [MDZ94)):

é = G(t)ko(t)

= e (ic(t) — G(t)). (2.68)

Die erste Gleichung von (2.68) ergibt sich aus (2.6), (2.7) und der Definition
des negativen Tangentenwinkels (2.64):

d
0= E SZOU: E SZO(Zt'Il) = (Zt5~n—|—Zt-ns)‘
= ((—iwZs) -+ Z; - (kZy))|

= oy — Kko(t)G(1).

d

s=0

= (—ty + K% - Zy)| (2:69)

s=0 s=0

Die Gleichung fiir die Spitze z(t) folgt direkt aus den Modellierungsannah-
men, dass die Kurve in der Spitze eine Tangentialgeschwindigkeit von G(t)
und eine Normalengeschwindigkeit von U(t) = c¢(t) besitzt; siehe Abbil-
dung 2.6.

Z(10)

c(t) G()

Abbildung 2.6: Kurve Z(t,s) mit Tangentenwinkel «(¢) und eingetragener
Normalengeschwindigkeit ¢(¢) und Tangentialgeschwindigkeit G(t) in der
Spitze s = 0.

Bezeichnen wir mit 2 := Z(0,0) die Anfangsposition der Spiralspitze und
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mit o := «(0) den Anfangstangentenwinkel in der Spitze, so gilt nach (2.68):

2(t) = 2o + / ¢ (ic(1) — G(1))dr
% (2.70)
=2+ / ! (J5 6o +00) (je(2) — G(r))dr.

0

Nun kénnen wir mithilfe von (2.70) die Dynamik der gesamten Kurve
Z(t, s) angeben:

(2.64)

Z(t,s) = z(t)—i—/ e~ 1to) g
0
(226) Z(t) + /8 e—i(w(t,a)—a(t))do_
oo (2.71)
:Z(t>+€m(t)/ e—zw(t,a)do_
0

to(s,t)
— z(t) + eia(t) / 0 e_iw(t,s(t,ro))MdTo
t dT() )

was nach (2.43) zu Folgendem fiihrt:
. to(s,t) ]
Z(t’ S) = Z(t) + ela(t)/ e*Zw(t,s(tﬂ'O))
t t
. (— G(TO) — G(T())I{()(TO)/ c(Té)d7—6> dmo

70

) to(s,t) )
= 2(0) + e [T et (i)~ Gr(r)
t

1 t
-1 + c(r! dT/)dT.
(KO(TO) /7-0 (0) 0 0

Partielle Integration ergibt unter Beriicksichtigung von (2.42)

Z t) )= t + Z'ew‘(t) e_zu)(t,s) <— —|—/ C '7', dT,> o
(t,5) = =(1) s e ) T
. /
. ieia(t) / e—iw(t,s(t,To)) < Fo (7—0> + C(TO)> dTO’
tO(t7s)

Ko(70)?

(2.72)

(2.73)
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was sich nach (2.64) schreiben lasst als

Z(t,s) = z(t) — ie"*® nol(t) +iZ,(t, s) (m + /t:(t’s) C(Tc’))ch’))
_ /t A s(t,fo))( folto) c(TO)) dr.

O(t>$) KO<7—0)2

(2.74)

Wir haben damit also die Dynamik der Spiralwelle Z(¢,s) in drei Sum-
manden zerlegt,

: 1 1 K
Z(t,s) = Z(t,0) —ie™*) —— +iZ(t, s (——I—/ o) dT'>
65 =200 = T I GmE ) T S T

S Z1(t,5) ’
t KJ/ (7_0)
— iZ(t, s(t, 7 0 + (T )dT,
/to(t,s) ( ( 0)) (/{0(7_0)2 ( 0> ’

N J/

Z2(t,s)

(2.75)

wobei der erste Summand, Z(0,¢) = z(t), die Dynamik der Spiralspitze an-
gibt. Wir werden nun zeigen, dass der zweite Summand hauptséchlich fiir
die Spiralform der Losung verantwortlich ist, wiahrend der dritte mit dem
zweiten zur Superspiralstruktur beitragt.

Wir nehmen wie in (2.50) wieder an, dass die Kontrollparameter c(t),
G(t), ko(t) von unten und oben durch positive Konstanten beschriankt sind.
Zuséatzlich fordern wir das Gleiche fiir ;6(?00))2 + ¢(to), vergleiche mit (2.52)—
(2.55). Die letzte Annahme ist keine notwendige Annahme fiir Spiralwellen,
aber eine hinreichende, wie wir gleich sehen werden. Sei also

0<m<c(t),G(t), ko(t) < M,

0<m< M + c(ty) < M fiir Konstanten m, M. (2.76)
ko(to)
Sei t beliebig, aber fest gewéhlt. Unter Beriicksichtigung von
Z(t, s(t, o)) (2.64),(2.66) ei(a(t)—ffo G(to)mo(to)) (2.68) ei(ao+fOtO G(to)no(to))7 (2.77)
wobei ag = «(0) sei, liefert die Parametrisierung der Kurve Z! iiber t,
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anstatt iiber die Bogenldnge s:

. 1 . to 1 t
ZMt, s(t, to)) = —ie W —— 4 i (0t 15? Glto)mo(to)) (— + / (7! dT’) :
( ( 0)) Ho(t) HO(tO) o ( 0) 0

g

Z1(tto)

(2.78)

Dabei durchléuft ¢, die Werte von ¢ bis —oo. Der ausschliefSlich t-abhéngige

Anteil —z'em(t)#(t) von Z1(t, s) hat keinen Einfluss auf die geometrische Form
der Kurve Z!(t, s). Die Kurve Z! legt also die Form von Z' fest. Schreiben

wir Z! in Polarkoordinaten erhalten wir:

Z(t, to) = TL(t, to)e™® 1) mit

1 t
Tt ¢ :—+/ c(19)d1y  und
( 0) /‘io(to) " ( 0) 0 (279)
0 fo T
@ (t,tg) =g + / G(Tg)%o(Tg)dTg + 5
0
Fiir Z! ist nun die Abhéngigkeit von 7 (¢, t) und @' (¢, to) direkt ablesbar:
A B oy e telb)
51 dgt
dQO E% G(tO)’%O(tO) (280)
2.52) Ks(t, s(t,t0))
k(L s(t,t))?
Damit gilt mit unseren Schranken (2.76):
M drt
ELLp -y ) (2.81)

m2 d_goﬂ M2
Archimedische Spiralwellen sind Kurven, die in Polarkoordinaten darge-
stellt i = konstant erfiillen, wihrend asymptotisch Archimedische Spiralwel-

len lim,_, g—; = konstant erfiillen. Nach unseren Annahmen ist fiir die Kur-
ve Z! die Ableitung —g—g allerdings nur von unten und oben durch positive
Zahlen beschridnkt. Mit abnehmenden Winkel ¢ nimmt 7 mit beschrénkter,
variierender Rate zu. Die Kurve Z' sieht also wie eine rechtsgewundene, links-
rotierende Spiralwelle aus, die nicht asymptotisch Archimedisch sein muss.
Nun betrachten wir Z? und hoffen, dass die Struktur von Z! moglichst

erhalten bleibt. Wieder parametrisieren wir Z? iiber ¢, t >ty > —oo:

t /
Z2<t, S(t,to)) _ / ( /10(7_0) + C(T0>> (_Z->6i(ao+f00 G(T(I))HO(T(I))dT(I))dTO' (2.82)

to
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Da ;6((:00))2 + ¢(7p) positiv ist, ist die Linge der Kurve Z? gerade durch

t
d
Linge(7) = [ | L2050,
to dTU

AGERIDL
= _%(t) + /401750) + /t: c(19)dmo = _/fol(t)

gegeben. Der Langenzuwachs von Z 2 entspricht also genau dem radialen Zu-
wachs von Z!, also dem Zuwachs von |Z!|. Ferner ist

dTO

(2.83)

+ 7 (t, to)

arg ( dd022(t t0)> S—— (Zl(t,to)) , (2.84)

d.h. die Kurve Z2 wiichst stets in Richtung —Z'. Folglich kann Z2 die Spi-
ralstruktur von Z! nicht zerstéren und es kommt auch nicht zu Selbstiiber-
schneidungen.

Im Prinzip waren fiir diese Beobachtungen die Umformungen von (2.71)—
(2.75) etwas iibertrieben. Allerdings wird uns die Darstellung (2.75) spéter
helfen explizit Beispiele zu berechnen. Alternativ konnten wir Z(t,s) =
z(t) + fy e~"to)do direkt partiell integrieren, indem wir den Faktor :gg
im Integranden hinzufiigen.

Folgendes Theorem haben wir damit bewiesen:

Theorem 2 Seien die Funktionen fiir die Normalengeschwindigkeit c(t), die
Tangentialgeschwindigkeit in der Spitze G(t) und die Kriimmung in der Spit-
ze Ko(t) stetig, nach unten und oben durch positive Konstanten beschrdnkt.
Ferner sei die Funktion ro(t) stetig differenzierbar und ~ )2 + c(t) ebenfalls
nach unten und oben durch positive Konstanten beschmnkt Dann besitzt die
Eikonalflussgleichung

— (m /0 s/i(t,a)da>s + Gy = 0
K(1,0) = ko(?)

eine eindeutige Losung. Diese Losung stellt eine rechtsgewundene, linksrotie-
rende Spiralwelle dar, die nicht asymptotisch Archimedisch sein muss, deren
Wellenfronten aber stets einen positiven, beschrdnkten Abstand besitzen. Ins-
besondere treten keine Selbstiiberschneidungen auf.
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2.5.2 Explizites Beispiel fiir Maander, Drift und Su-
perspiralen

Wir werden in diesem Abschnitt explizit eine Familie von Beispielspira-
len fiir gegebene Kontrollparameter ¢(t), G(t), ko(t) berechnen, die je nach
Wahl der Parameter starr rotierende asymptotisch Archimedische, driftende
oder méandrierende Spiralwellen liefern. Superspiralen und sogar Superspi-
ralstrukturen zweiter Ordnung werden wir finden.

Wir nehmen dabei an, die Kontrollparameter liefen sich unabhéngig von-
einander frei wihlen. Dies wird wohl in einer realistischen Modellierung zeit-
lich variierender externer Anregungen erregbarer Medien nicht der Fall sein.
So wird bestimmt die zeitliche Entwicklung der Normalengeschwindigkeit ¢(t)
von der der Tangentialgeschwindigkeit G/(t) abhingen und umgekehrt. Sei

c(t) =1+ eysint + eysin ot

60 = <l 255
1
Iio(t) = m

Nach (2.68) haben wir damit die Rotationsfrequenz auf 1 festgesetzt,
da a(t) = G(t)ko(t) = 1 gilt. Nehmen wir zum Zeitpunkt ¢ = 0 fiir den
Tangentenwinkel in der Spitze a(0) = 0 an, erhalten wir die einfache Rota-
tionsdynamik der Spiralspitze:

alt) = t. (2.86)

Zunichst wollen wir die Dynamik der Spiralspitze z(t) bestimmen. Dazu
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benotigen wir die Stammfunktionen einiger trigonometrischer Funktionen:

1 1
/SiDQT dr = 57 1 sin 21

1 1
/COSZT dr = 57’ + 1 sin 27

sinT-cost dr = —1 cos 21

1
inr-sinér dr = ——
SInN T -SIMoT AT 52_1

—

(—dsinT-cosdr + sindr - cosT) (2.87)

1
sin7 - cosdt dr = 62—1(5SinT-Sin5T+COST'COS(57')

sin 07 - cosT d7 = —W(écOST -cosOT +sinT - sin(ST)

cosT - cosoT dr = 5 (5sin57-cos7'—SinT-COS(ST),

fiir 9 # 1.
Nun kénnen wir nach (2.70) und (2.86) die Dynamik der Spiralspitze z(¢)
bestimmen; wir nehmen vereinfachend zy = 0 an:

t .
B cosT —sinT\ [(—G(7)
2(t) _/0 (sinT COST) ( e(T) )dT
t 1 . (2.88)
285 (1+e18inT + e98in67) T COST AT
o 1 2 —%SinT—f—COST

Mithilfe der kleinen Formelsammlung (2.87) erhalten wir nun

. . t
—%s1n7+cos7‘+ T cos2t — F7+ %s1n27]

2(t) = [ %cos¢+sin7—§—;7+i—zsin27 0
t
ﬁ(é COS T €os 0T + sin 7sin 07) ] (2.80)

+ - s . .
—5cos 2T + m(é sin 7 cos 7 — sin d7 cos T) .

52-1

—5227(0 oS T cos 6T + sinTsind7) |

{-1— 72— (sin 7 cos 07 — sin 07 cos 7'):| '
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Wir schreiben (2.89) in eine etwas iibersichtlichere Form:

A(t) = cost —sint) (1 e, 1 +ﬂ cos2t —sin2t %
~ \sint cost % 2 i 4 \sin2t cos2t —1
n €9 cost —sint g cos 0t — sin 0t
62 — 1 \sint cost —%sinét — 0 cos ot

_ (]' + 461_; + a(§22(;1)>

(2.90)

Betrachten wir die Dynamik der Spiralspitze z(¢) in (2.90) ein wenig ge-
nauer. Wir erinnern daran, dass durch die Wahl der Kontrollparameter in
(2.85) die Rotationsfrequenz durch &(t) = G(t)ko(t) auf 1 festgesetzt wur-
de. Setzen wir g, auf 0, so lassen wir nur eine externe periodische Anregung
der Frequenz § # 1 zu. Die Rotationsbewegung der Spiralspitze geht durch
diese externe periodische Anregung mit Frequenz ungleich der Rotationsfre-
quenz in eine Bewegung mit den beiden unterschiedlichen Frequenzen 1 und
9 iiber. Wihlen wir beispielsweise €2 = 1/3, @ = 5 und 11/10 bzw. 9/10 fir
die Anregungsfrequenz ¢, so erhalten wir Abbildung 2.7.

-1

Abbildung 2.7: Bewegung der Spiralspitze z(t) einer Spiralwelle mit exter-

ner periodischer Anregung c(t) = 1+ $sindt, G(t) = £ ¢(t), ko(t) = GLt)

Anregungsfrequenz § nahe der Rotationsfrequenz 1 liefert Auflenméaander éﬁr
9

6 = 13 (links) und Innenméander fiir § = 55 (rechts).

Wird dagegen e, = 0 gesetzt, haben wir eine externe periodische Anre-
gung der Frequenz 1. Anregungs- und Rotationsfrequenz stimmen {iberein.
Dies fiihrt auf eine langsame Driftbewegung der Ordnung ;. Die Wahl ¢; =
1/3, a = 5 liefert Abbildung 2.8.
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-10 -4 2 o5

-25¢

Abbildung 2.8: Bewegung der Spiralspitze z(t) einer Spiralwelle mit externer
periodischer Anregung c(t) = 1+ gsint, G(t) = 1 c(t), ro(t) = ﬁ Die
Anregungs- und Rotationsfrequenz sind beide 1 und liefern daher eine Drift.

Sind sowohl e; als auch e, ungleich 0, so iiberlagern sich die beiden oben
genannten Effekte. Beispielsweise erhalten wir Abbildung 2.9, wenn wir £; =
g9 =1/3, a =5 und 11/10 bzw. 9/10 fiir die Anregungsfrequenz § wéhlen.

Abbildung 2.9: Bewegung der Spiralspitze z(t) einer Spiralwelle mit externer
periodischer Anregung c(t) = 1+ % sint + % sindt, G(t) = % c(t), ko(t) = %
11

Die Anregungsfrequenzen sind mit 1 bzw. § = I (oben), § = % (unten)

gleich bzw. nahe der Rotationsfrequenz. Dies fiihrt zu einer Uberlagerung
von Méaander und Drift.

Schlieflich wenden wir uns der Dynamik der gesamten Spiralwelle zu. Wir
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hatten in (2.75) die Spiralwellenlosung Z(t, s) in drei Teile zerlegt Z(t,s) =
z(t)+ Z(t,s) + Z2(t, s). Die Kurven Z(t,s), Z'(t,s) und Z?(t, s) lassen sich
besser darstellen, wenn sie nicht {iber die Zeit ¢t und der Bogenldnge s > 0 pa-
rametrisiert werden, sondern iiber Zeit ¢ und t > (¢, s) > —o0. Diese Umpa-
rametrisierung ergibt sich aus den Charakteristiken, siehe (2.42)—(2.44). Die
umparametrisierten Kurven wollen wir mit Z Z' und Z? bezeichnen. Wir

erhalten nach (2.78) und der Wahl der Kontrollparameter unseres Beispiels
(2.85) fiir Z*:

Z(tto ZtStto))

. €2 —sint I e .
(————smt——smét) ( Sl )—l—(——{——lsmtg
a cost a a

t .
+—Smf5t()+ / (1+e1sin7g + ey 5in dr)) d7(3> ( Sln%)_
to cos ty

(2.91)

Damit ergibt sich:

. 1 e | €9 —sint I e .
ZNttg) = | — — — Zsint — —sindt SO 4 (= 4+ Zsint
a a a cost a a

+ Zgin dto + (t — ty) — e1(cost — costp)
a

€9 — sin t()
_ E(COS dt — cos (5150)) < costy ) .
(2.92)

Schliefllich betrachten wir Z?(t,%y) und (2.82) mit unserer Wahl der Kon-
trollparameter (2.85) liefert:

Z3(t tg) = Z%(t, s(t, ty))

- o) ()

P (2.93)
= / <i cosT + £20 cosOT
o \ @ a
—1—¢g18in7T — g98in 57) (_ St T> dr.
COST

Mithilfe unserer kleinen Formelsammlung (2.87) ldsst sich (2.93) ausrech-
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nen:

. . t
(1, 1) 14 COS2T — —a(§§fl) (dsinTsin 07 + cos T cosdT) — coS T
1) = g1 €1 &3 _ £20 o . .
5T+ 4 sin 27 a02—1) (—08in d7 cos T + sin T cos 47)

to

4 §2-1

—sin7 4 & cos 27 + 5525 (6 cos 7 cos 07 + sin 7 sin I7) .

: : : ¢
[ 27 — Esin27 + 27 (—0sin7Tcos d7 4 sind7 cos T }

(2.94)

In etwas kompakterer Darstellung ergibt sich:

t . t
50 _ |cosT €1, 1 €1 |cos2T —sin27
Z7(tt) = L,inT] + 2 (t = to) (1) + 4 [sinQT cos 2T

1
a
to a to 1

t
n €9 cosT —sinT —g coS 0T + sin o7
82— 1 \sint cosT % $in 6 + § cos 0T

a

to

(2.95)

Wir sind nun in der Lage eine geschlossene Form der Kurve Z(t, s) para-
metrisiert iiber t >ty > —o0, Z(t, ty), fiir unsere Wahl der Kontrollparameter
(2.85) anzugeben, indem wir (2.90), (2.92) und (2.95) aufsummieren:

A = —sint €1 (cos2t €1 1
Z(t,tg) = — - smt( cost ) + o (sin2t) — 2t0 <1)

a

14+ & 4 €20 1 €1 . €2 .
. ( ) 4a a(52gl)) + (— + —ISIHtQ + _281n5t0 + (t—to)
a a a

€1 €2

a 4 62—1

—e1(cost — costy) — 8?;2((303 0t — cos 5t0)> <— sin to)

cos ty
i costp) €1 (cos 2ty —sin 2ty é
sin g 4 \sin2t; cos2ty 1
E9 (cos tp —sin t0> (—% cos Otg + sin 5t0)

© 92— 1 \sinty costy % sin 0t + O cos 0ty

(2.96)
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Wir vereinfachen (2.96) noch etwas:

s 1+2 420N o (1
R N EE G
a 4 52-1 a

+ (8—2 sin 0ty + (t — ty) — €1 cost — 2(Cos. 0t — cos 5t0)> (_ St to)
a

0 cos ty

n costy —sintg 1 n €1 (cos 2tp —sin 2t %
sinty costy % 4 \sin2ty cos2t 1
& (cos ty —sin t0> (—g cos 0ty + sin 5t0>

62 —1 \sinty costy % sin 0ty + 6 cos Oty

9®
9©
TN
N7 S

Abbildung 2.10: Spiralwellen mit externer periodischer Anregung c(t) =
1+ sindt, G(t) = £ c(t), ko(t) = ﬁ Anregungsfrequenz ¢ nahe der Rotati-
onsfrequenz 1 liefert AuBenméander fiir 6 = 15 (links) und Innenméander fiir
§ = = (rechts). Die méandrierenden Spitzenbewegungen (oben) induzieren

Superspiralstrukturen der Spiralen (unten).

(2.97)

Kehren wir zum Beispiel der méandrierenden Spiralwellen zuriick, siehe
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Abbildung 2.7. Wir wéhlten e, =0, g3 = 1/3, @ = 5 und 11/10 bzw. 9/10 fir
die Anregungsfrequenz 6. Mithilfe von (2.97) kénnen wir nun die gesamte Spi-
ralwelle darstellen, sieche Abbildung 2.10. Die Maanderbewegung der Spiral-
spitze induziert via eines Doppler-Effekts eine Superspiralstruktur. Eine ex-
terne periodische Anregung mit Frequenz 6 = 11/10 leicht oberhalb der Rota-
tionsfrequenz 1 fiihrte, wie bereits gesehen, auf eine Aulenméanderdynamik
der Spitze. Wahrend die Spirale selbst rechtsgewunden ist, ist die Superspira-
le linksgewunden. Eine externe periodische Anregung der Frequenz § = 9/11
hingegen, zwingt der Spiralspitze Innenméander auf. Die Superspirale ist
dann ebenso wie die Spirale selbst rechtsgewunden.

Was erwarten wir nun im Beispiel der driftenden Spiralspitze, sieche Ab-
bildung 2.8, wo wir ¢; = 1/3, e = 0 und a = 5 wihlten? Die driftende
Spiralspitze miisste iiber den Doppler-Effekt eine Stauchung der Spiralwel-
lenstruktur in Richtung der Drift herbeifiihren. Genau das kénnen wir an der
Gleichung (2.97) ablesen, siehe auch Abbildung 2.11.

; \% -

Abbildung 2.11: Spiralwelle mit externer periodischer Anregung c(t) = 1 +
ssint, G(t) = £ c(t), ro(t) = % Anregungsfrequenz und Rotationsfrequenz
stimmen iiberein und induzieren eine driftende Spitzenbewegung (links) mit

Doppler-Effekt (rechts).

Als zunéchst letztes Beispiel zeigen wir wieder wie sich Méander und Drift
wie in Abbildung 2.9 iiberlagern. Die Wahl ¢; = 1/3, &5 = 1/3, a = 5 und
§ = 11/10 bzw. 6 = 9/10 fiihrt auf eine Uberlagerung des M#anders und
der Drift, sowohl fiir die Spiralspitze als auch fiir die Superspiralstrukturen,
siehe Abbildung 2.12.
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Abbildung 2.12: Spiralwellen mit externer periodischer Anregung c(t) =

A\

1+ gsint + $sindt, G(t) = £ c(t), ro(t) = ﬁ Die Anregungsfrequenzen
sind mit 1 bzw. § = 1 (links), 6 = = (rechts) gleich bzw. nahe der Ro-

tationsfrequenz. Dies fithrt zu einer Uberlagerung von M&ander und Drift,
sowohl in der Bewegung der Spiralspitze als auch in der Superspiralstruktur.
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2.5.3 Explizites Beispiel fiir Target-Muster in der Su-
perspiralstruktur

Neben Spiralwellen sind Target-Muster typische Ph&nomene zweidimensio-
naler erregharer Medien. In einem dreikomponentigen Reaktions-Diffusions-
system untersuchten Zhan et al. ([ZGW06]) den Ubergang von starr rotie-
renden Spiralwellen zur Turbulenz durch Anderung einen Parameters. Als
eine Zwischenstufe entdeckten sie numerisch eine iiberlagerte Superspiral-
struktur in Form eines Target-Musters. Dieses Muster ergab sich allerdings
durch eine Modulation der Amplitude der Konzentrationsprofile, wihrend
die Abstande der Spiralfronten nahezu konstant blieben. Die Spiralspitze
méandrierte leicht und erzeugte eine angedickte Kreislinie.

Im folgenden Beispiel finden wir Superspiralstrukturen, die wie Target-
Muster aussehen. Diese ergeben sich natiirlich aus einer Modulation des Wel-
lenfrontenabstandes. Die Dynamik der Spiralspitze beschrénkt sich auf einen
schmalen Kreisring, siche Abbildung 2.13.

Unsere Kontrollparameter wahlen wir wie folgt:

3
c(t) =10 (1 + 10 sint)

Glt) = 1—10 o(t) (2.98)
10
Ho(t) = m

Nach (2.68) haben wir nun im Gegensatz zum letzten Beispiel die Rota-
tionsfrequenz auf a(t) = G(t)ko(t) = 10 festgesetzt. Wieder gelte a(0) = 0
und wir erhalten als Rotationsdynamik der Spiralspitze:

a(t) = 10t (2.99)

Die Rotationsfrequenz ist also zehnmal so grofl wie die Anregungsfrequenz.
Man konnte wieder die Dynamik der Spiralspitze und der Kurve bestimmen.
Wir verzichten hier auf diese Herleitung, geben das Ergebnis aber explizit
an. Fir die Spiralspitze z(t) erhalten wir mit z(0) = 0:

A(t) = 1 —329 4 (cos 10t —sin10t\ (/330 — cost + 100sint
330 —43 sin10f  cos 10t 33+ 10cost + 10sint '
(2.100)

Fiir die Spiralwelle Z(t,t,) ergibt sich:
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Abbildung 2.13: Spiralwellen mit externer periodischer Anregung c(t) =
10 (14 &sint), G(t) = 55 c(t), ko(t) = %. Die Anregungsfrequenz ist
mit 1 weit von der Rotationsfrequenz 10 entfernt. Die Spiralspitze zeigt eine
Méaanderdynamik, hier dargestellt zu den Zeitpunkten ¢ = 1 (oben links),
t = 3 (oben rechts) und ¢ = 100 (unten links). In der Superspiralstruktur ist

ein Target-Muster zu erkennen (unten rechts).

45



- 1 —329 cos 10ty —sin 10t
2(tto) = ﬁ( ( —43> * (sin 10ty  cos 10t, > '
. 330 — costy + 100sintg
33 4 3300(t — to) — 990 cost + 1000 cos ty + 10sin tg ’

(2.101)

Wir sehen, dass die nach (2.99) auf 10 festgelegte Rotationsfrequenz die Rota-
tionskomponente mit Frequenz 10 in (2.101) erzeugt. Die Anregungsfrequenz
1 fithrt in (2.101) zu einer langsamen Modulation des Wellenfrontenabstan-
des wie wir ihn auch in Abbildung 2.13 sehen. Der Abstand der Ringe des
Target-Musters betragt wie zu erwarten 10 Wellenfronten.

2.6 Kontrolle iiber die Spiralwellendynamik

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, kann das Auftreten bestimmter Dy-
namiken einer Spiralwelle im Herzgewebe zu Herzrhythmusstérungen fithren.
Kammerflimmern zum Beispiel ist eine haufige Todesursache in den Indu-
striestaaten. Durch Verabreichung eines elektrischen Schocks kénnen alle
Herzzellen depolarisiert werden. Doch diese Methode ist fiir den Patienten
nicht nur schmerzhaft, sondern kann auch zu Schiaden am Herzgewebe fiihren,
die das Wiederkehren von Kammerflimmern wahrscheinlicher machen. Des-
halb interessiert man sich fiir weniger invasive Methoden.

Externe periodische Anregungen erregbarer Medien wurden in vielen Ex-
perimenten untersucht. Die katalytische Oxidation von Kohlenmonoxid auf
Platinoberflichen kann durch die Partialdriicke von Kohlenmonoxid bzw.
Sauerstoff oder durch die Temperatur beeinflusst werden. Beispielsweise wur-
de in [NVORE93| die Temperatur extern periodisch variiert und Spiralwellen
damit zum Mé&andrieren gebracht.

In der photosensitiven BZ-Reaktion kann die Erregbarkeit des Medi-
ums durch Beleuchtung herabgesetzt werden. Experimentell sind zeitlich wie
raumlich heterogene Beleuchtungen anwendbar. In [ZSM94] wurden nume-
risch und experimentell externe periodische Anregungen der BZ-Reaktion
mittels einer zeitlich periodisch variierenden rdumlich homogenen Beleuch-
tung untersucht. Verschiedene Spiralspitzendynamiken in Abhéngigkeit von
der Anregungsfrequenz wurden gefunden. In der BZ-Reaktion lassen sich
ebenfalls gut Anregungen durch Riickkopplungskontrolle untersuchen. Bei-
spielsweise erfolgte in [ZBB*04] eine Beleuchtung mit einer Lichtintensitét
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proportional zum Anteil des Mediums im angeregten Zustand in einer vor-
gegeben elliptischen Fldache. Der Attraktor der Spitzendynamik hing dabei
von der Exzentrizitdt der Ellipse und der Zeitverzogerung der Anregung ab.
In [ZBBEO5] hing die Beleuchtungsintensitidt von dem Erregungszustand des
Mediums in zwei vorher festgelegten Kontrollpunkten ab. Numerisch und
experimentell wurde die Dynamik der Spiralspitze bestimmt.

Die Systemparameter ¢(t), G(t) und xo(t) bestimmen vollstandig die Dy-
namik der Spiralspitze. Werden z.B. k(t) und ¢(t)/G(t) konstant gewéahlt, so
erlaubt (2.68) nur starre Rotation. Andererseits kénnen wir die Dynamik der
Spiralspitze beliebig vorschreiben, wenn wir etwa G(t) - k() = 1 annehmen,
dafiir aber ¢(¢) und G(t) linear unabhéngig voneinander wéhlen. Denn dann
gilt a(t) =t, wenn a(0) = 0 gewahlt wird, und wir erhalten nach (2.68):

. cost —sint -G
i) = (sint cost ) ( c ) ' (2.102)

c(t) =c+esin (gh(t) — t)
G(t) = G — e cos (gh(t) - t)

Waihlen wir

(2.103)

mit ¢, G > ¢ > 0, erhalten wir
. [cost —sint\ (-G cost —sint\ [cos(Fh(t) —t
A1) = (Sint cost ) ( ¢ ) te (Sint cost ) (sin(%h(t) —t

cost —sint -G cos Z
=1 . ) 4el| 2
sint cost c sin 5

Wie wir sehen ist der zeitunabhéngige Anteil der Geschwindigkeiten c,
G in (2.103), ¢, G, verantwortlich fiir die Rotationskomponente von Z(t) in
(2.104). Der zeitabhéngige Anteil allerdings ermoglicht iiber die Kontroll-
funktion h(t) die Vorgabe einer langsamen Drift mit der Geschwindigkeit
£.

Wir haben gesehen, wie unterschiedliche Zeitabhéingigkeiten der Kontroll-
parameter ¢, GG, ko die Driftdynamik beeinflussen bzw. ausschlieSen kénnen.
Ein Parameter A aus einem kompakten, wegzusammenhéngenden metrischen
Raum A soll die Kontrollméglichkeiten modellieren. In der photosensitiven
BZ-Reaktion, wo die Kontrolle iiber die Lichtintensitéit der Beleuchtung des
Mediums erfolgt, stellen wir uns A als abgeschlossenes reelles Intervall vor.
Die Kontrollparameter sind damit A-abhangig; c(\), G(A), ko(A). Es gilt:

)

)

(2.104)
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Abbildung 2.14: Steuerung der Dynamik der Spitze (links) iiber die Kontroll-
funktion A(t) (rechts).
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Theorem 3 Seien c(\), G(X\), ko(\) positive, stetige Funktionen in X\ €
A, A kompakt, wegzusammenhdngend, und der Kontrolldurchmesser durch

d := diam (%(A)) definiert. Dann ist die mazimale nach einer Rotati-

on zurickgelegte Driftstrecke nach unten durch 2d und nach oben durch wd
beschrinkt.

Daber bezeichne eine Rotation eine volle Umrundung des Tangentenwin-
kels o in der Spitze und die Driftstrecke den Abstand der Spitzenpositionen
z vor und nach der Rotation. Mit maximaler Driftstrecke sei das Supremum
der méglichen Driftstrecken unter jeder erlaubten Kontrolle, also Wahlen von
c(A), G(N), ko(X) mit X = A(t) € A wdhrend einer Rotation, gemeint.

Ist d = 0 oder gleichbedeutend rko(\) und é((’t\)) konstant in A € A, dann
sind die zugehorigen Spiralwellen starr rotierend. Andernfalls gibt es eine
Kontrollkurve in A, die jede vorgegebene Trajektorie des Spiral-Cores reali-
siert: Zu jeder vorgegeben Folge von Spiralspitzenpositionen mit Abstand klei-
ner als die maximale Driftstrecke existiert eine stetige Kontrolle A(t) € A,
so dass die Spitze einer Spiralwelle, die sich anfangs auf der ersten vorgege-
ben Position befindet, nach jeder vollen Rotation auf der ndchsten Position

befindet.

Beweis:
Da nach Voraussetzung & > 0 ist, liefern die Differentialgleichungen fiir die
Spitzendynamik (2.68):

d o o 1
dz _ e G _ (cosa —sina o) (2.105)
dao koG sina cos Gro

Wenn wir b(\) := =G (efinjeren, erhalten wir fiir die Driftstrecke nach
ko(NG(N)
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einer Rotation beginnend beim Tangentenwinkel o in der Spitze:

27+ ‘~
227 4+ ap) — z(ap) = / e"“b(\a))da, (2.106)
o
wobei A(@) eine wéhlbare Kontrollfunktion mit Werten in A bezeichnet.

Wir formen (2.106) um, damit wir den Einfluss des Kontrolldurchmessers
d besser untersuchen kénnen:

eOb(\(a@))da + / o eOb(\(@))da
T+ag e (2 : 107)
_ / ¢ (b(A(@)) — b(A@ + 7)) da.

0

T+

2(2m 4+ ) — z(ap) = /

@Q

Der Abstand |2(2m + ap) — z(ap)| lieBe sich maximieren, wenn wir in
(2.107) A(@) so wihlen kénnten, dass b(A(a)) — b(A(a + 7)) = B~ ( gilt.
Dabei wiirde 3 die Driftrichtung festlegen. Wir erhalten dann:

2(27 + ap) — 2(a) = ePmd. (2.108)

Der Kontrollbereich b(A), der im ersten Quadranten der komplexen Ebene
liegt, enthielte dann einen Kreis mit Durchmesser d. Dann kénnten wir fiir
A(@) eine Parametrisierung der Kreislinie wihlen, was wir im vorangehenden
Beispiel (2.103) illustrierten.

Bei gegebenem Kontrolldurchmesser d lisst sich eine untere Schranke der
maximalen Driftstrecke |2(27 4 ap) — z(ap)| angeben. Wir wihlen in (2.107)
A(@) so, dass der maximale Durchmesser d realisiert wird, also b(A(@)) —
b(M(@ + 7)) = €d fiir ein 3 gilt. Dies erreichen wir, indem wir zwei Punk-
te in A betrachten, die den Abstand d realisieren. Wir kénnten dann fiir
A(@) jeweils fiir eine halbe Rotation den einen und fiir die andere Hélfte den
anderen Punkt wahlen.

Damit die Kontrollparameter stetig variieren wéahlen wir eine Folge von
stetigen Wegen zwischen den zwei Punkten in A parametrisiert iiber die Zeit
t, die den zuvor beschriebenen Grenzfall approximieren. Wir erinnern dar-
an, dass die Stetigkeit wichtig war fiir die Existenz einer Losung der Erhal-
tungsgleichung (2.40) fiir den negativen Tangentenwinkel w. Das Theorem 2
verlangt ferner, dass die Kriimmung in der Spitze ro(t) stetig differenzier-
bar ist und nicht zu stark variiert. Dies ist nun nicht mehr notwendigerweise
der Fall. Daher konnen Selbstiiberschneidungen auftreten. Die Ungleichun-
gen (2.59) und (2.62) deuten darauf hin, dass es sich bei der Losung der
Erhaltungsgleichung wieder um eine Spiralwelle handelt.
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Diesmal erhalten wir im Grenzfall der unstetigen Kontrolle und damit als
maximale Driftstrecke den Betrag von

2(21 + ap) — 2(ag) = 2ie @A), (2.109)

Natiirlich konnen auch alle kiirzeren Driftstrecken realisiert werden, in-
dem kleinere Amplituden der Kontrolle gewdhlt werden. Aulerdem kann die
Richtung des Driftweges nach einer vollen Rotation, arg (z(27 4+ ap) — z(w)),
frei gewéhlt werden, da zu einer gegeben Kontrolle A\(«) eine Translation im
Winkel unter Beibehaltung der Lénge der Driftstrecke zu einer entsprechen-
den Anderung des Driftwinkels fithrt. Damit konnen im Sinne der Formulie-
rung im Theorem alle vorgegebenen Trajektorien realisiert werden. O
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