Kapitel 1

Einleitung

“Wenn ein Halbstrahl sich innerhalb einer Ebene um seinen End-
punkt mit gleichformiger Geschwindigkeit dreht, bis er wieder
in seine Ausgangsstellung zuriickkehrt, gleichzeitig aber sich ein
Punkt auf diesem Halbstrahl mit gleichférmiger Geschwindigkeit
vom Endpunkt des Halbstrahls aus bewegt, so wird der Punkt
eine Spirale beschreiben.”

Archimedes (287-212 v.Chr.)

Sicherlich war ein Grund fiir Archimedes’ Beschéftigung mit Spiralen de-
ren Héufigkeit in der Natur (z.B. in Schneckenhdusern) und in der Kunst
(z.B. in den Kopfen ionischer Saulen). Diese Arbeit beschéftigt sich u.a. mit
asymptotisch Archimedischen Spiralwellen in erregbaren Medien.

Ein erreghares Medium ist ein rdumlich ausgedehntes System, das Signal-
bzw. Wellenausbreitung ohne Dampfung zulésst. Dabei muss eine so genannte
Refraktérzeit vergehen ehe die néchste Welle das Medium wieder an dersel-
ben Stelle durchlaufen kann. Ein Beispiel sind Brande in einem Wald, wo das
Feuer abgebrannte Stellen nicht erneut passieren kann bevor die Vegetation
nachgewachsen ist. Ein anderes Beispiel sind La-Ola-Wellen in einem Fuf}-
ballstadium [FHV02]. Im Gegensatz dazu breiten sich Schallwellen nur unter
Déampfung aus.

Weit ihrer Zeit voraus, beschrieben Wiener und Rosenblueth [WR46]
bereits 1946 ein Modell iiber die Ausbreitung elektrischer Erregungsfron-
ten im Herzgewebe als erregbares Medium. Diese elektrischen Wellen be-
wirken die Herzmuskelkontraktionen und koénnen die Gestalt von Spiralen
annehmen, welche fiir Herzrhythmusstorungen verantwortlich gemacht wer-
den. Allerdings hangt die Art der Storung von der Dynamik der Spiralwel-
le ab. Médandrierende Spiralwellen, etwa, kénnen Herzflimmern verursachen

[BVP03].



Abbildung 1.1: Rechtsgewundene, linksrotierende Spiralwelle (links) mit
moglichen Spiralspitzendynamiken (rechts: starre Rotation, Drift und Mé-
ander).

Um 1950 entdeckte der russische Chemiker Belousov eher zufillig die fiir
die Untersuchung von Spiralwellen wegweisende Belousov-Zhabotinsky-Re-
aktion. Diese chemische Reaktion in einer Petrischale zeigt zeitliche Oszilla-
tionen, die dem zweiten Satz der Thermodynamik zu widersprechen schienen.
Nachdem 1951 eine Verdffentlichung in einem Journal mit der Begriindung
zuriickgewiesen worden war, dass dies offensichtlich nicht moglich sei, gelang
es ihm erst 1959 seine Resultate zu publizieren. 1961 begann Zhabotinsky sich
mit der Reaktion zu beschéftigen, doch es dauerte bis zu einer Konferenz in
Prag 1968 ehe die Resultate im Westen bekannt wurden.

Die klassische BZ-Reaktion, eine katalytische Oxidation von Malonséure
und Bromat in saurer Umgebung, erfolgt typischerweise in einer Petrischale.
Ferner ist die BZ-Reaktion lichtempfindlich, d.h. durch eine Bestrahlung der
Losung léasst sich die Erregbarkeit des Mediums in Abhéngigkeit von der
Lichtintensitét herabsetzen. Allerdings existieren auch andere Varianten der
BZ-Reaktion.

Rotierende Spiralwellen wurden Anfang der 70er Jahre erstmals von Win-
free in der BZ-Reaktion [Win72] nachgewiesen. Auch bei der Untersuchung
von Scroll-Wellen, dem dreidimensionalen Analogon zu Spiralwellen, war der
amerikanische Wissenschaftler Pionier.

Spiralwellen sind typische Muster in erregbaren Medien. Sie werden in
biologischen, chemischen, physikalischen und physiologischen Systemen beob-
achtet. In der Entwicklungsbiologie beispielsweise ist der Schleimpilz Dictyo-
stelium discoideum einer der meist untersuchten Organismen. Seine Zellen
leben unabhingig voneinander in der Erde solange Nahrung in Form von
Bakterien vorhanden ist. Wird die Nahrung knapp, haufen sich ausgehun-
gerte Zellen an und bilden einen multizelluldren Organismus. Der Zellhaufen
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bewegt sich zu einer Stelle mit besseren Lebensbedingungen, wo er dann einen
Stiel und Fruchtkorper ausbildet und Sporen aussendet. Damit beginnt ein
neuer Lebenszyklus. Die Aggregation der Zellen erfolgt durch chemische Im-
pulse und kann in Form von Spiralwellen sichtbar sein [FL98]. Ein anderes
Beispiel ist die katalytische CO-Oxidation auf Platinoberflichen [BM03].
Zwei verschiedene mathematische Modellierungsansitze werden zur Un-
tersuchung von Spiralwellen benutzt, wobei beide schon in Ansétzen bei Wie-
ner und Rosenblueth vorhanden waren [WR46|. Zum einen wurden Reak-
tions-Diffusionssysteme zur Beschreibung herangezogen [FSSW96, SSW97,
Sch98, SSW99|. Diese Herangehensweise verfolgte ich auch in meiner Di-
plomarbeit [Jan03], wo ich mich fiir die mathematische Untersuchung von
Spiralwellen im gitterperiodisch beleuchteten BZ-Medium interessierte. Zum
anderen wird die so genannte Kinematische Theorie zur Untersuchung von
Spiralwellen angewandt. Dabei wird idealisierend angenommen, dass sich ei-
ne Wellenfront in dem zweidimensionalen, unbeschréinkten Medium als ei-
ne Linie mit einem Anfangspunkt darstellen ldsst. Diese Kurve bewege sich
an jeder Stelle mit einer Normalengeschwindigkeit U, die von der Kurven-
kriimmung an dieser Stelle abhéngen darf. Das Ende der Linie soll der Spit-
ze entsprechen und darf eine Tangentialgeschwindkeit besitzen, siche Abbil-
dung 1.2. Mathematisch untersucht und mithilfe singulédrer Stérungstheorie

—

Abbildung 1.2: Kurve iiber Bogenlédnge s parametrisiert mit Spitze bei s = 0,
Kriimmung x, Normalengeschwindigkeit U und Spitzentangentialgeschwin-
digkeit G.

U(t,K)

K(9

s=0

G(Y)

teilweise hergeleitet wurde die Kinematische Theorie z.B. in [MZ91, KT92,
Kee92, MDZ94, Mik03], siehe auch Abschnitt 2.1.

Elementar ldasst sich eine Gleichung fiir die Kriimmung x einer Kurve
herleiten, die diesen Gesetzen folgt:

ke +U(t, K)ss + (H /08 kU(t, m)da)s + G(t)ks = 0. (1.1)
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Dabei sei die Kriimmung x = k(t, s) iiber die Bogenlédnge s parametrisiert,
G(t) die Tangentialgeschwindigkeit in der Spitze und U = U(t, k) die Norma-
lengeschwindigkeit, die von x abhéngen darf. Im Abschnitt 2.2 erfolgt eine
Herleitung.

Beide Modellierungsansétze haben den Vorteil, dass sie die dem System
inhdrente Euklidische Symmetrie, die Gruppe der Translationen und Rotatio-
nen in der Ebene SF/(2), respektieren: Reaktions-Diffusionsgleichungen u; =
DAu+F(u) sind SE(2)-dquivariant, wenn der Reaktionsterm F' ein Superpo-
sitionsoperator ist, siche zur Definition der Gruppenaktion [SSW97, Jan03].
In der Kinematischen Theorie ist die Euklidische Symmetrie automatisch
berticksichtigt, da die partielle Differentialgleichung (1.1) eine Gleichung der
Kriimmung einer Kurve ist und die Kriimmung einer translatierten oder ro-
tierten Kurve der Kriimmung der urspriinglichen Kurve entspricht.

Héufig wird die affin-lineare Gleichung U(k) = ¢ — Dk als Abhéngigkeit
der Normalengeschwindigkeit von der Kriimmung angenommen. Gerade Wel-
lenfronten besitzen dann eine groflere Normalengeschwindigkeit als positiv ge-
kritmmte. Dieses Phdnomen wurde auch im Experiment beobachtet [FMHS8S,
PMnSGG*96, BDPMn*99]. Entsprechend wurde in [FGT06] beispielswei-
se gefordert, dass die Normalengeschwindigkeit U = U(k) monoton von
der Kriimmung s abhéingt. Dann wurden zeitunabhéngige Losungen von
(1.1) gesucht. Man erhielt eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ord-
nung, da x; = 0. Mithilfe der Zentrumsmannigfaltigkeiten-Theorie konnten
in [FGTO06] starr rotierende Spiralwellenlésungen gefunden werden, siche Ab-
schnitt 2.4.

Bei Spiralwellen ist die Kriitmmung der Wellenfronten weiter entfernt von
der Spitze allerdings sehr klein und die Normalengeschwindigkeit daher kaum
von der Kriimmung abhéngig. In dieser Arbeit wird vereinfacht angenommen,
dass die Normalengeschwindigkeit nicht von der Kriimmung abhéngt, aber
zeitlich variieren darf,

U= c(t) (1.2)

wobei die Kriimmung xo(t) und die Tangentialgeschwindigkeit in der Spit-
ze G(t) ebenfalls zeitabhéngig sein diirfen. Wir sprechen dann von einem
Eikonalfluss.

In der lichtsensitiven BZ-Reaktion wurden méandrierende und driften-
de Spiralwellen durch eine Bestrahlung mit einer periodisch variierenden
Lichtintensitéit erzeugt [BE93, ZSM94|. Zeitabhingige Normalengeschwin-
digkeiten U(t) = ¢(t) und Spitzentangentialgeschwindigkeiten G(t) entspre-
chen zeitlich heterogenen und rdumlich homogenen Beleuchtungen der BZ-
Reaktion. Es stellt sich die Frage, ob sich die im Experiment beobachtbaren
Dynamiken der Spiralwellen in diesem mathematischen Modell wiederfinden.
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Wiener und Rosenblueth [WR46] erkannten, dass eine Erregungsfront, die
mit konstanter (zeit- und kriimmungsunabhéngiger) Normalengeschwindig-
keit um ein kreisformiges Hindernis lduft, die Evolvente des Kreises ist. Eine
Kreisevolvente approximiert eine Archimedische Spiralwelle. Starr rotierende
Spiralwellenlésungen fiir Eikonalfliisse werden in Abschnitt 2.3 behandelt.
Bereits in [MDZ94] wurde dargestellt, dass Gleichung (1.1) im Eikonal-
fluss-Fall (1.2) nach Integration iiber die Bogenlénge s in eine nichtlineare hy-
perbolische Erhaltungsgleichung iiberfithrt wird, die mittels Charakteristiken
gelost Werden kann. Denn nach Einfiihrung des negativen Tangentenwinkels
durch w(t,s) := [ k(t,o)do geht (1.1) fiir Eikonalfliisse (1.2) iiber in

wy + (c(t)w + G(t))ws = G(t)ro(t) 13
w(t,0) = 0. (1.3)

Es stellt sich heraus, dass eine positive Tangentialgeschwindigkeit in der
Spitze G(t) > 0 wichtig ist. Wir werden in Abschnitt 2.5 zeigen, dass selbst
nach der Vereinfachung einer kriitmmungsunabhéngigen Normalengeschwin-
digkeit, reichhaltige Dynamiken der Spiralwellen auftreten kénnen.

Mé&andrierende oder driftende Bewegungen der Spiralspitze hinterlassen
Spuren im Far-Field. Experimentell wurden so genannte Superspiralen be-
obachtet [PAVT91, LOPS96, BOF97, ZO00, OSL00]. Ein numerischer Nach-
weis fiir Krimmungsfliisse gelang in [PGP93]. Dabei wurde die Dynamik der
Spiralspitze vorgegeben und die Kurve stiickweise rekonstruiert. Auf linea-
risiertem Level wurden Superspiralen in [SS01] bei der Untersuchung von
Reaktions-Diffusionssystemen gefunden. In dieser Arbeit gelingt erstmals im
nichtlinearen Fall der analytische Nachweis von Superspiralstrukturen, in-
dem wir Gleichung (1.3) untersuchen und eine externe Anregung in Form
zeitabhéngiger Funktionen c(t), G(t), ko(t) zulassen.

Bei externer periodischer Anregung spielt das Verhéltnis der Anregungs-
und der Rotationsfrequenz eine wichtige Rolle. Ist die Anregungsfrequenz
etwas iiber der Rotationsfrequenz, so erhalten wir Auflenméander, siche Ab-
bildung 1.3. Im Far-Field ist eine durch den Doppler-Effekt induzierte iiberla-
gerte linksgewundene Spiralwelle zu erkennen. Eine Anregungsfrequenz leicht
unterhalb der Rotationsfrequenz liefert Innenméander, sieche Abbildung 1.4.
Im Gegensatz zu Abbildung 1.3 erhalten wir nun eine rechtsgewundene Su-
perspirale. Stimmen Anregungs- und Rotationsfrequenz iiberein, erhalten wir
eine Drift, siche Abbildung 1.5. Die Driftdynamik der Spiralwellenspitze fithrt
zu einer Stauchung der Spiralwellenstruktur in Driftrichtung. Diese beiden
Phénomene in Abbildung 1.3 und 1.5 lassen sich durch eine externe periodi-
sche Anregung kombinieren, die resonante und nah-resonante Komponen-
ten enthéilt, siche Abbildung 1.6. Der resonante Anteil der externen Anre-
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Abbildung 1.3: Maandrierende Spirale infolge einer periodischen Anregungs-
frequenz etwas oberhalb der Rotationsfrequenz mit Spiralspitzenbewegung
(links) und Superspiralstruktur im Far-Field (rechts).

Abbildung 1.4: Mdandrierende Spirale infolge einer periodischen Anregungs-
frequenz etwas unterhalb der Rotationsfrequenz mit Spiralspitzenbewegung
(links) und Superspiralstruktur im Far-Field (rechts).
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Abbildung 1.5: Driftende Spirale infolge einer resonanten Anregung mit drif-
tender Spiralwellendynamik (links) und Doppler-Effekt im Far-Field (rechts).
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Abbildung 1.6: Driftende méandrierende Spirale infolge einer Anregung mit
resonanten und nah-resonanten Frequenzen mit Spiralwellendynamik (links)
und Far-Field-Struktur (rechts).

%
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gung induziert eine Drift der Spiralspitze und der nah-resonante Anteil eine
Mé&anderdynamik. Im Far-Field sehen wir daher eine driftende Superspirale.

Wie schon erwihnt spielt die Kontrolle der Spiralwellendynamik bei der
Defibrillation des Herzgewebes eine wichtige Rolle [GMT06]. Durch geeignete
Wahl der Systemparameter c(t), G(t) und ro(t) ldsst sich die Dynamik der
Spiralspitze fiir Eikonalfliisse praktisch vorschreiben wie wir in Abschnitt 2.6
zeigen werden, sieche Abbildung 1.7.
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Abbildung 1.7: Steuerung der Dynamik der Spitze (links) iiber eine Kontroll-
funktion A(t) (rechts).

In Kapitel 3 werden wir starr rotierende Spiralwellenlésungen fiir Kriim-
mungsfliisse und Eikonalfliisse vergleichen und in Kapitel 4 werden wir kurz
die Verallgemeinerung der Kinematischen Theorie auf die dreidimensionalen
Scroll-Wellen thematisieren. Durchweg werden wir linksrotierende, rechtsge-
wundene Spiralwellen betrachten, was allerdings keine Einschrinkung der
Ergebnisse darstellt.
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