
Kapitel 2

Bistabile Dynamik beim Ring

2.1 Frontdynamik bei global/lokaler Kopplung

Der essentielle Unterschied zwischen der klassischen di�usiv-lokalen Kopplung in

RD-Systemen und der integralen Potential-Kopplung in der EC liegt in der Beein-


ussung auch weit vom Ort einer Potentialinhomogenit�at entfernter Punkte. Zur

besseren Visualisierung der Mechanismen kann in N�aherung eine Beziehung zu ei-

ner verwandten Gleichung aufgebaut werden, die �ahnliche E�ekte zeigt und bereits

bei oszillatorischer Dynamik in leicht anderer Form ([93], [87]) betrachtet wurde,

aber noch nicht f�ur bistabile Dynamik detailliert untersucht worden ist. Bei die-

ser Modell-Gleichung wird die z. B. durch Adsorbat-Di�usion entstehende lokale

Di�usionskopplung durch einen globalen Kopplungsterm erg�anzt

@t u(~x; t) = a0 flok(u) +Dg (<u> �u) + ~DL

@2u

@~x2
; ~x 2 [0; L] ;

wobei die Di�usionskonstante ~DL als Materialkonstante nicht von der Systeml�ange L

abh�angt und a0 die Geschwindigkeit der lokalen Dynamik charakterisiert. Die globale

Kopplung entsteht bei Systemen der Ober
�achenchemie entweder durch eine schnelle

und damit zu adiabatisierende zweite Variable mit gro�er Di�usionskonstante oder

durch einen externen Kontrolleingri�, wie in Kapitel 2.5 n�aher ausgef�uhrt wird. Die

globale Kopplungskonstante Dg ist im allgemeinen ebenfalls unabh�angig von der

Systemgr�o�e, so da� eine Raumskalierung auf die Gleichung

@t u(x; t) = a0 flok(u) +Dg (<u> �u) +DL

@2u

@x2

mit x 2 [0; 1] ; x =
~x

L
; DL =

~DL

L2
; u(x+ 1; t) = u(x; t)

bei periodischen Randbedingungen f�uhrt, in der die r�aumliche Kopplung durch die

Parameter (Dg;DL) beschrieben wird; die skalierte Di�usionskonstante DL kann
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im allgemeinen aufgrund gro�er Systeml�angen als beliebig klein angesehen werden

(sonst spricht man von '�nite-size'-E�ekten).Gleichzeitig kann diese im folgenden als

global/lokal bezeichnete Kopplung als einfachstes Beispiel f�ur eine integrale Kopp-

lung angesehen werden

@t u(x; t) = a0 flok(u) +

1Z
0

HGL(jx� x0j)
�
u(x0; t)� u(x; t)

�
dx0;

deren Kopplungsfunktion ('KF') in Abb. 2.1 dargestellt ist, auch wenn die explizite

Integralformulierung dieser elementaren Kopplung in der Praxis keine Rolle spielt.
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Abb. 2.1: KF der global/lokalen Kopplung als Superposition aus einer lokalen Kopplung,

die nur im Bereich jx� x0j ! 0 wirksam ist, und einem globalen, abstandsunabh�angigen

Anteil (hier mit Dg = 0:1).

F�ur die 'Global-Lokal-Gleichung' (GL-Glg.) lassen sich generelle Auswirkungen glo-

baler Kopplung auf die Frontdynamik bei bistabiler Kinetik besser studieren und

f�ur einige E�ekte analytische Ergebnisse im Limes DL!0 erzielen, die dann wieder-

um mit den Resultaten der elektrochemischen Kopplung verglichen werden k�onnen,

aber auch von genereller Relevanz sind. Im Vergleich mit der elektrochemischen KF

zeigen sich deutliche qualitative �Ubereinstimmmungen, wobei die unten entwickel-

ten Gedanken und Resultate teilweise ebenfalls bei Front�uberg�angen bei bistabiler

Kinetik in der Ober
�achenchemie bei globaler Kopplung verwendet werden k�onnen

bzw. bei diesen Systemen �ahnliche E�ekte auftreten (s. Kap. 2.5); in Kap. 3.2 wird

eine exakte elektrochemische Realisation der global/lokalen Kopplung diskutiert.
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Warum beschleunigen Fronten bei nichtlokaler Kopplung ?

Betrachtet man ein RD-System

@u

@t
= a0 flok(u;E0) +DL

@2u

@x2
;

welches bei bistabiler lokaler Dynamik drei homogen-station�are Fixpunkte

flok(u
0
i ) = 0 ; i = 1; 2; 3 ; u01 < u02 < u03

besitzt, so f�uhrt bekanntlich eine �uberkritische inhomogene St�orung des metastabilen

Zustandes zu einem Front�ubergang (s. Abb. 2.2, re und Abb. 2.10, a) in die stabile

Phase; die Geschwindigkeit der Front (c0) wird asymptotisch konstant und ist dann

durch

c0 =

a0
u3(E0)R
u1(E0)

flok(u;E0) du

1R
0

�
@u
@x

�2
dx

=

p
a0DL

X0

u3(E0)Z
u1(E0)

flok(u;E0) du

=

p
a0DL

X0
F (E0)

gegeben [55]. Die Gr�o�e X0 beschreibt die skalierte Kr�ummung des Frontpro�ls,

welche nicht von a0 und der Di�usionkonstante DL abh�angt, und E0 steht stellver-

tretend f�ur alle Parameter der lokalen Dynamik. Das Vorzeichen von F entscheidet

�uber die Frontrichtung; auf dem Equistabilit�atspunkt E0 = Eeq (s. Abb. 2.2, li)

verschwindet das Integral F (d. h. F (Eeq)=0 ) c0=0), w�ahrend die Frontge-

schwindigkeit beim Ende des bistabilen Gebietes auf der sn-Bifurkation bei E = Esn

maximal wird (c = csn 6=1). Die Gr�o�e des Fl�achenintegrals F korreliert grob mit

den Abst�anden der Fixpunkte untereinander: je n�aher u03 am instabilen Fixpunkt

u02 liegt, desto kleiner ist die positive Fl�ache des Integrals und desto gr�o�er ist die

Frontgeschwindigkeit c0. Folglich h�angt die Frontgeschwindigkeit c0 = c0(E0) im

allgemeinen monoton von E0 ab.

Beschr�ankt man sich auf den Parameterbereich, bei dem der gr�o�ere, 'passi-

ve' Fixpunkt u03 metastabil und der kleinere, 'aktive' Fixpunkt u01 stabil ist, so f�uhrt

die im folgenden immer benutzte Plateau-Anfangsbedingung

lnuk 2 [0; 1] ; u(x; 0) =

8<
: u01 x 2 [� lnuk

2 ; lnuk2 ]

u03 x 62 [� lnuk
2 ; lnuk2 ]

(2.1)

) <u> (0) = lnuk u
0
1 + (1 � lnuk) u

0
3

ab einer kritischen Gr�o�e lnuk des aktiven St�orkeims zu einem Front�ubergang in den

stabilen Fixpunkt u01. Der Mittelwert <u> (t = 0) liegt zum Beginn naturgem�a�
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knapp unterhalb von u03. Im Laufe des Front�ubergangs bewegt sich der Mittelwert

von u03 mit linearer Zeitabh�angigkeit nach u01 (u
0
3 !<u>(t)! u01); der �Ubergang ist

abgeschlossen, wenn sich das gesamte System homogen bei u01 be�ndet (und damit

auch <u>(1) = u01).
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Abb. 2.2: Abh�angigkeit der Frontgeschwindigkeit als Funktion der Fl�achenintegrale A1 und

A2 zwischen den drei Fixpunkten mit flok [u
0
i ] = 0 (links). Bei Equistabilit�at sind die beiden

Fl�achen gleich, bei der sn-Bifurkation verschwinden u02; u
0
3 und somit auch A2. Die rechte

Abb. stellt zwei Frontpro�le zum Zeitpunkt ti = 100 w�ahrend eines Aktivierungs-�Uber-

gangs dar; w�ahrend die beiden Phasen (getrennt durch die beiden sich mit c bewegenden

Interface-Bereiche) bei der RD-Front (dick) auf den gestrichelt eingezeichneten Fixpunk-

ten u0i liegen, ver�andert sich bei zus�atzlich globaler Kopplung (dick gestrichelt) die Lage

der passiven Phase und liegt generell unterhalb des passiven Fixpunktes; umgekehrtes gilt

f�ur die aktive Phase (Parameter s. Abb. 2.4).

Eine zus�atzliche globale Kopplung zerst�ort nun die Konstanz der Frontgeschwin-

digkeit; essentiell f�ur das Verst�andnis dieser Modi�kation ist die zentrale Idee, den

w�ahrend des Front�ubergangs zeitabh�angigen Mittelwert <u>(t) formal in die lokale

Kinetik miteinzubeziehen

@t u(x; t) = a0 flok(u) +Dg (<u> �u) +DL

@2u

@x2

= a0

�
flok(u) +

Dg

a0
(<u> �u)

�
+DL

@2u

@x2

= a0 ~flok(u;<u> (t)) +DL

@2u

@x2
:

Dadurch erh�alt man ein klassisches RD-System mit einem zeitabh�angigen globalen

Parameter, wobei die homogenen Fixpunkte obiger Gleichung die der urspr�unglichen

Gleichung sind. W�ahrend die lokale Kopplung bei einer St�orung des metastabilen

Zustandes essentiell nur im Interface-Bereich wirksam ist, ver�andert eine derartige

St�orung zusammenmit der globalen Kopplung sofort die lokale Kinetik der weit vom

Keim entfernten, noch beiu =u03 liegenden Bereiche. Gilt des weiteren a0 � DL, so
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da� die lokale Kinetik schneller als die Frontausbreitung ist, liegen die Fixpunkte

der beiden homogenen, durch die Front-Interface-Bereiche getrennten Phasen immer

bei den durch den Mittelwert vorgegebenen, neuen Fixpunkten

u1;3(t) = u1;3
�
<u> (t)

�
mit 0 = flok(u1;3) +

Dg

a0

�
<u> �u1;3

�
: (2.2)

Durch die hier erfolgte Adiabatisierung der lokalen Dynamik, die nur bei schwacher

Kopplung gilt, h�angen die Fixpunkte des Systems also w�ahrend des �Ubergangs vom

Mittelwert ab. Die Frontgeschwindigkeit c ist folglich auch nicht mehr konstant, da

das Fl�achen-Integral F von den nun zeitlich variierenden Fixpunkten u1;3(t) abh�angt

(s. Abb. 2.3, li); dadurch erh�alt man einemittelwertsabh�angige Frontgeschwindigkeit,

die durch

c = c(<u>) =

p
a0DL

X0
F (<u>)

F (<u>) =

u3(<u>)Z
u1(<u>)

�
flok(u) +

Dg

a0
(<u> �u)

�
du

=

u0
3Z

u0
1

flok(u) du+ � (u03 � u01)

 
<u> �u

0
1 + u03
2

!
+O(�2)

= F0 + � (u03 � u01)

 
<u> �u

0
1 + u03
2

!
+O(�2) ; � :=

Dg

a0

) c(t) � c0 + � c1
�
<u>(t)� u0M

�
; u0M :=

u01 + u03
2

(2.3)

grob abgesch�atzt werden kann; Ver�anderungen in der Front-Kr�ummung X0 werden

in dieser Betrachtung vernachl�assigt.

Somit besagt obige Absch�atzung, da� die Front-Dynamik durch die instantan er-

folgende Verschiebung der lokalen Kinetik zu verstehen ist; je breiter die Phase des

stabilen Fixpunktes (u1) ist, desto gr�o�er ist die Verschiebung und die entsprechende

Ver�anderung der Geschwindigkeit, folglich beschleunigt die Front (s. Abb. 2.3, re).

Die Beschleunigungsrate bzw. die Steigung der c(<u>)-Relation h�angt vom Verh�alt-

nis � = Dg=a0 ab, in �Ubereinstimmung mit der Theorie beobachtet man bei nu-

merischen Simulationen der Global-Lokal-Gleichung eine Beschleunigung der Front

(s. Abb. 2.10), die bei sonst konstanten Parametern der lokalen Dynamik und der

Di�usionskonstante von der globalen Kopplung bzw. vomO�set der KFDg abh�angt.
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Abb. 2.3: Modi�zierung des Fl�achenintegrals F bei globaler Kopplung: in der linken

Abb. sind die durch die globale Kopplung ver�anderten Fixpunkte der Glg. 2.2 dar-

gestellt, die nicht mehr bei flok(u) = 0 liegen, sondern durch die Schnittpunkte von

flok(u) = Dg=a0 (u� <u>(t)) gegeben sind. Dadurch ver�andern sich die Fl�acheninhalte

A2 und A1, je kleiner der Mittelwert, desto gr�o�er ist A1 bzw. desto kleiner ist A2. Somit

wird w�ahrend des �Ubergangs (u03 !<u>(t)! u01) das Fl�achenintegral jF j gr�o�er, was

zu einer Frontbeschleunigung f�uhrt. Die rechte Abb. zeigt die durch die positiv-globale

Kopplung (Dg > 0) entstehende positive Steigung der Frontgeschwindigkeit c = c(<u>) in

der linearen Approximation (Glg. 2.3); die ohne globale Kopplung (� = Dg=a0 = 0) vom

Mittelwert <u> (t) unabh�angige, konstante Frontgeschwindigkeit c0 wird bei <u>= u0M
erreicht. Bei gr�o�erem Mittelwert ist die Front langsamer als ohne globale Kopplung, bei

kleinerem <u> ist sie schneller.

Verwendet man des weiteren explizit und ohne besondere Einschr�ankung der Allge-

meinheit die elektrochemische Kinetik mit kubischem Reaktionsstrom, so kann die

globale Kopplung durch eine formale Umformung in eine zeitabh�angige Potential-

gr�o�e Eeff (t) geschrieben werden

@t u(x; t) = �ir(u) + E0 � u

%ele
+Dg (<u> �u) +DL

@2u

@x2

= �ir(u) + Eeff(t)� u

%̂ele
+DL

@2u

@x2
(2.4)

Eeff(t) :=
E0 +Dg %ele <u> (t)

1 +Dg %ele
; %̂ele =

%ele
1 +Dg %ele

; (2.5)

w�ahrend eines �Ubergangs sind die Fixpunkte der beiden Phasen dann durch

0 = �ir(u1;3) + Eeff (t)� u1;3
%̂ele

) u1;3 = u1;3[Eeff(t)] (2.6)

gegeben.
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Abb. 2.4: Darstellung der �Ubereinstimmung zwischen quasi-station�arer N�aherung

(Glg. 2.6) und numerischer Simulation w�ahrend eines Aktivierungs-�Ubergangs (links).

Die rechte Abb. zeigt die Zeitentwicklung beider Punkte zusammen mit dem Mittelwert;

sonstige Parameter lnuk = 0:05; Dg = 0:1; DL = 2 � 10�5; E0 = 300; %ele = 2 .

Die Exaktheit dieser Voraussage dokumentiert die Abb. 2.4, li. Hier wird ein aktiv-

stabiler Keim (u01) bei x = 0 gesetzt und der Zeitverlauf von u(x; t) an der Stelle der

Keimsetzung und auf der gegen�uberliegenden Seite der AE bei x=1=2 als Funktion

von Eeff (t) aufgetragen, zusammen mit den Fixpunkten der Glg. 2.6. W�ahrend sich

der Mittelwert <u> (t) bzw. Eeff (t) bewegt,

Eeff;3 ! Eeff(t)! Eeff;1 ; Eeff;i =
E0 +Dg %ele u

0
i

1 +Dg %ele
; i = 1; 3

liegen die beiden Phasen auf den vorgegebenen Fixpunkten, bis der Front�ubergang

beendet ist. Ein damit verbundener E�ekt ist das anf�angliche Hochschnellen des sta-

bilen Bereiches bei u1 auf h�ohere Potentialwerte, was sich auch aus der schematischen

Abb. 2.3, li ablesen l�a�t. W�ahrend die metastabile Phase bei positiv-globaler Kopp-

lung immer unter dem homogenen, metastabilen Fixpunkt liegt (mit u01 < u03 !),

springt das Potential im Keim hoch und relaxiert erst zum Ende des �Ubergangs

auf den homogenen, stabilen Fixpunkt (d. h. u1(t) � u01).

Ist also die (konstante) Frontgeschwindigkeit c0(E0; %ele) bei rein lokaler Kopp-

lung bekannt, so ist die zeitabh�angige Frontgeschwindigkeit dann einfach durch

c(t) = c0(Eeff(t); %̂ele) gegeben. Die lineare Absch�atzung (Glg. 2.3) entspricht so-

mit einer linearen Approximation von c0(Eeff (t)) am Mittelwert der Fixpunkte u0M
durch den Abstand (<u> (t)�u0M). Die Beschleunigung manifestiert sich auch in der

Kr�ummung des zeitlichen Verhaltens des Mittelwertes f�ur Dg = 0:1 (s. Abb. 2.4, re);

anzumerken ist, da� hier in �Ubereinstimmung mit den theoretischen �Uberlegungen

die Frontgeschwindigkeit zuerst kleiner im Vergleich zur rein lokalen Kopplung ist

und erst im Verlauf des �Ubergangs schneller wird; diese anf�angliche Verlangsamung

deutet einen weiteren E�ekt an, der im folgenden diskutiert wird.
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Auswirkung der nichtlokalen Kopplung auf die Nukleation

Neben der allgemeinenBeschleunigung f�urDg>0 treten weitere E�ekte auf, die recht

anschaulich in Abb. 2.5 abzulesen sind. Bei kinetischen Parametern (E0; %ele) in der

N�ahe der Equistabilit�at (jc0j klein) tritt ein instabiler Fixpunkt in der Geschwindig-

keitsgleichung auf, d. h. die Gerade c(<u>) schneidet die Equistabilit�atslinie c0 = 0

im Bereich u01 < <u> < u03.
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Abb. 2.5: Visualisierung zwei weiterer, durch globale Kopplung entstehende E�ekte:

1) Die instabile Nullstelle: durch die positive Steigung kann die Frontgeschwindigkeit die

Equistabili�atslinie kreuzen; in diesem Bereich dreht sich das Vorzeichen der Geschwindig-

keit um; die Front relaxiert zur�uck in den metastabilen Zustand u03, da f�ur <u> > ueq

die Fl�ache A2 gr�o�er ist als A1. 2) Die 'unendliche Frontgeschwindigkeit' (n�achster

Abschnitt): f�ur <u> < usn verl�a�t die Dynamik den bistabilen Bereich, und es existiert

nur noch ein FP in der N�ahe des stabilen, homogenen Fixpunktes u01.

F�ur die Frontausbreitung bedeutet dies, da� zu kleine Keime wieder zur�uck relax-

ieren; um einen �Ubergang erfolgreich zu induzieren, mu� der anf�angliche Mittelwert

<u>(0) jenseits der Nullstelle bei ueq liegen. Die f�ur die Nukleationsverhinderung

verantwortliche Nullstelle bei <u>= ueq kann mit Glg. 2.5 exakt berechnet werden:

mit Eeff (ueq) = Eeq(%̂ele)

Eeff =
E0 +Dg %ele <u>

1 +Dg %ele
= Eeq(%̂ele) = uwp + ieq %̂ele = uwp + ieq

%ele
1 +Dg %ele

) <u> = ueq = uwp +
Eeq(%ele)�E0

Dg %ele
:

Ein �Ubergang erfolgt also nur, wenn

<u> (0) � ueq = uwp +
Eeq(%ele)� E0

Dg %ele
; (2.7)
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wobei das Ergebnis unabh�angig vom speziellen Anfangspro�l ist und Eeq(%) durch

Glg. 1.20 gegeben ist. W�ahlt man die Plateau-Anfangsbedingung Glg. 2.1, so folgt

als Bedingung

lnuk > lkritnuk =
1

u03 � u01

 
u03 � uwp � Eeq(%ele)� E0

Dg %ele

!
(2.8)

f�ur einen �Ubergang. Da lnuk die relative Gr�o�e der kritischen St�orbreite beschreibt

und nach Glg. 2.8 nicht von der lokalen Kopplung und damit nicht von der Sy-

steml�ange (DL = ~DL=L
2) abh�angt, verdoppelt sich im Bereich der instabilen Null-

stelle bei einer Verdopplung der Systeml�ange ebenfalls die kritische (physikalische)

St�orbreite; diese Manifestation nichtlokaler Kopplung wurde bereits von U. Franck

bei der Aktivierung von passivierten Eisendr�ahten beobachtet [145]. Damit die Nu-

kleationsverhinderung �uberhaupt auftritt, mu� die Nullstelle ueq kleiner als u03 sein;

diese Bedingung f�uhrt nach kurzer Rechnung auf das Parameter-Gebiet

ueq � u03 ) Eeq(%ele)��Enuk < E0 < Eeq(%ele) (2.9)

�Enuk := Dg %ele

vuut 1

a0

 
�1 � 1

%ele
�Dg

!
:

Der 'instabile-Nullstellen'-E�ekt tritt also in der N�ahe der Equistabilit�at (jEeq�E0j
klein) und bei gro�en Kopplungskonstanten Dg auf. Obige Betrachtungen sagen so-

mit einen unstetigen Anstieg der kritischen Nukleationsbreite voraus; �xiert man die

lokalen Parameter (E0; %ele), so sollten erst ab einer kritischen, durch Glg. 2.9 gegebe-

nen Kopplungsst�arkeDkrit
g beliebig kleineKeime keinen �Ubergang mehr verursachen;

zusammenmit Glg. 2.8 erwartet man dann eine starke Zunahme der kritischen Keim-

gr�o�e.
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Abb. 2.6: Kritische Gr�o�e des aktiven Startkeims lnuk bei kleiner (links) und gr�o�erer

(rechts) globaler Kopplung. Parameter DL = 2 � 10�5; E0 = 280; %ele = 2 .
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Eine numerische Untersuchung zeigt diesen Sachverhalt deutlich (s. Abb. 2.6);

eine drastische Zunahme ergibt sich erst bei Dg > Dkrit
g , davor ver�andert sich die

durch die lokale Kopplung (die gedanklich und in analytischen Rechnungen immer

vernachl�assigt wird) bestimmte kritische Keimgr�o�e kaum. Diese Unstetigkeit

widerspricht den intuitiven Erwartungen einer stetigen Vergr�o�erung (die bei einer

Variation der Di�usionskonstante auftreten w�urde), kann aber durch das Auftreten

der Nullstelle anschaulich verstanden und visualisiert werden.

Fixiert man indes die globale Kopplung, so beschreibt Glg. 2.9 quasi eine band-

artige Verbreiterung der Equistabilit�atslinie im Raum der kinetischen Parameter

(E0; %ele). W�ahrend au�erhalb des Bandes um die Equistabilt�atslinie beliebig kleine

Keime zu �Uberg�angen f�uhren (mit DL! 0 !), k�onnen innerhalb des Bandes keine

Front�uberg�ange durch kleine Keime ausgel�ost werden. Die Breite des Bandes

verschwindet nach Glg. 2.9 f�ur Dg ! 0, die explizite Parameterabh�angigkeit wird

im n�achsten Abschnitt dargestellt (s. Abb. 2.17).

Vom experimentellen Standpunkt aus betrachtet, verbreitert sich durch die globale

Kopplung das zu beobachtende Hysteresegebiet bei Variation von E0, da durch

strukturelle Defekte auf der Ober
�ache immer Keime endlicher Gr�o�e existieren.

Somit liegen hier gedanklich verschiedene, feste lnuk vor, die nach Glg. 2.9 erst

bei gr�o�eren Abst�anden von der Equistabilit�at zu �Uberg�angen f�uhren. Allerdings

unterscheidet sich dieser E�ekt bei globaler Kopplung von der Nukleationsproble-

matik bei RD-Systemen auch dadurch, da� es hier auf die Summe der Defekte

ankommt, ob beim gr�o�ten Defekt ein �Ubergang gez�undet wird. Dies bedeutet

beispielsweise auch, da� ein �Ubergang bei einem subkritischen Defekt durch eine

weit entfernte, externe kleine St�orung gez�undet werden kann; ist die weit entfernte

St�orung �uberkritisch und bewirkt einen dort auftretenden Front�ubergang, kann es

beim Defekt zu einer zweiten Frontinduzierung kommen.

Betrachtet man letztlich einen kleinen Keim fester Gr�o�e (lnuk = const.), so

existiert nach Glg. 2.8 bei jedem Parameterpunkt (E0; %ele) eine von lnuk abh�angige,

kritische Kopplungsst�arke Dg, bei der kein �Ubergang mehr erfolgt (hier ist <u> (0)

vorgegeben, und die durch Glg. 2.7 gegebene Nullstelle ueq n�ahert sich <u> (0)).

Als Konsequenz erh�alt man kurz davor eine starke bzw. dann divergierende Ver-

langsamung des �Ubergangs, da sich die Dynamik erst von dem instabilen Fixpunkt

entfernen mu� (c(0) � 0) und dann beschleunigt. Damit zusammenh�angend ist

ebenfalls der eher triviale Sachverhalt zu verstehen, da� die relative Beschleuni-

gungsrate bei Parameterwerten in der N�ahe der Equistabili�at gr�o�er ist als bei
�Uberg�angen im Bereich der sn-Bifurkation, da hier die anf�angliche Frontgeschwin-

digkeit c(0) in der N�ahe des instabilen Fixpunktes bei knapp Null liegt und folglich

das Verh�altnis zwischen der zum Ende des �Ubergangs angenommenen und der

anf�anglichen Geschwindigkeit gro� ist.
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Kopplungs-Dominanz und dynamische Monostabilit�at

In Abb. 2.6, re erkennt man bei gro�en Werten der globalen Kopplung (Dg � 1)

ein deutlich von der theoretischen Kurve abweichendes Verhalten. Dies ist auf ein

Versagen der Frontargumentation zur�uckzuf�uhren; bei gro�er Kopplung ist die raum-

zeitliche Dynamik kopplungsdominant (Dg � a0) und eine klar de�nierte Front kann

nicht entstehen, da die quasi-station�are N�aherung nur im entgegengesetzten Grenz-

fall streng gilt. Separiert man in diesem kopplungs-dominanten Limes die homogene

von der inhomogenen Dynamik

u(x; t) = um(t) + �(x; t) ; <�(x; t)> = 0 ; um(t) := <u(x; t)>

_um(t) = a0 <flok(um + �)>

_�(x; t) = �Dg � +DL

@2�

@x2
+ a0 (flok(um + �)� <flok(um + �)>) ;

so wird wegen (Dg � a0) in der inhomogenen Gleichung prim�ar die Inhomogenit�at

abgebaut. Der Mittelwert ver�andert sich auf einer langsameren Zeitskala (a0) und

wird von einer Dynamik bestimmt, die erst in quadratischer Form von der Varianz

der Inhomogenit�at abh�angt

_um(t) = a0 <flok(um + �)> � a0
�
flok(um) + �2(um) <�

2>
�
; �2 :=

1

2

@2flok
@u2

�����
um

:

Die �Uberg�ange k�onnen dann als Superposition zweier fast unabh�angiger Prozesse

verstanden werden, bei denen gleichzeitig sowohl die Inhomogenit�at reduziert wird,

wie auch eine Ver�anderung der homogenen Mode statt�ndet. Im LimesDg !1 gilt

obige Entkopplung dann streng; hier bleibt der Mittelwert <u> w�ahrend der Ho-

mogenisierungsphase erhalten; um einen �Ubergang zu erzeugen, mu� der Mittelwert

<u> (0) jenseits des instabil-homogenen Fixpunktes u02 liegen (mit entsprechen-

der Auswirkung auf die dann leicht zu berechnende kritische Nukleationsgr�o�e, die

in der Abb. 2.6, re als Asymptote eingezeichnet ist). Folglich existiert im Limes

gro�er Kopplungskonstanten eine durch u02 gegebene kritische Keimgr�o�e, bei deren
�Uberschreitung es immer zu einem �Ubergang kommt; da u02 in der N�ahe der sn-

Bifurkation n�aher bei u03 liegt, nimmt auch diese kritische Keimgr�o�e in sn-N�ahe ab

bzw. in Equistabilit�ats-N�ahe zu.

Bei endlicher Kopplung wird die erforderliche Gr�o�e des Nukleationskeims von der

Zeitdauer des Homogenisierungsprozesses (� 1=Dg) beein
u�t, da durch eine endli-

che Varianz <�2> (t) 6= 0 der Mittelwert um bei metastabiler passiver Dynamik zu

kleineren Werten verschoben wird, die gegebenfalls jenseits von u02 liegen (�2 besitzt

hier ein negatives Vorzeichen). Obiges Verhalten tritt auch bei gro�er und rein lo-

kaler Kopplung auf (DL!1; Dg=0) und ist somit nicht als spezielle Eigenschaft

der globalen Kopplung anzusehen.
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Ein �ahnlicher, aber ausschlie�lich durch die globale Kopplung bedingter E�ekt tritt

auch bei kleiner (globaler) Kopplungsst�arke in der N�ahe der Kuspe der bistabilen

Kinetik auf (hier liegen die FP u01; u
0
2; u

0
3 nah beieinander). Wie die Abb. 2.7 verdeut-

licht, wird w�ahrend des �Ubergangs die dynamische Bistabilit�at verlassen. Der aktive

Keim �ndet also keinen durch Eeff (t) vorgegebenen Fixpunkt, folglich k�onnen in die-

sem Gebiet keine frontartigen �Uberg�ange statt�nden (s. Abb. 2.11, b). Beide Phasen

relaxieren auf den einzigen Fixpunkt zu, der sich wiederum zeitlich ver�andert. Die

Adiabatisierungsargumentation funktioniert somit ebenfalls nicht in der N�ahe der

Kuspe, die raumzeitliche Dynamik ist wiederum als Superposition der Bewegung

des Mittelwertes und die Dynamik der Phasen auf den mittelwertsabh�angigen FP

zu verstehen; allerdings sind die Zeitskalen nicht deutlich unterschiedlich, und eine

streng mathematische Trennung beider Prozesse nicht m�oglich.

100 150 200
u

−10

−5

0

5

10

u1 u3
<u>

t

flok(u)
Dg(u−<u>)

Abb. 2.7: E�ektive lokale Dynamik der beiden Phasen in Kuspen-N�ahe: im homogenen

Zustand besitzt das System drei, bei Inhomogenit�at nur einen FP. Deshalb wird ein aktiver

Keim nicht stabilisiert, sondern relaxiert ebenso wie die passive Phase bei u03 auf den

einzigen, durch den Mittelwert vorgegebenen FP.

Liegt das Bistabilit�atsgebiet der homogenen L�osungen bei %ele > %cusp (s. Glg. 1.17),

so f�angt das dynamische Bistabilit�atsgebiet erst bei

%̂ele =
%ele

1 +Dg %ele
> %cusp bzw. Dg < Dcusp

g =
1

%cusp
� 1

%ele

an, der Widerstand wird in der dynamischen Gleichung zu kleineren Werten ver-

schoben. Folglich existieren bei allen Punkten im homogen-bistabilen Gebiet

%cusp < %ele <
%cusp

1 � %cuspDg

unabh�angig von E0 keine wohlde�nierten frontartigen �Uberg�ange.
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Die 'unendliche' Frontgeschwindigkeit

Bei �Uberg�angen in der N�ahe der sn-Bifurkation (d. h. jc0j gro�) tritt ein ver-

wandter E�ekt auf: durch die Verschiebung des globalen Parameters < u > (t)

kreuzt die e�ektive Dynamik die untere sn-Bifurkation und verl�a�t damit den

bistabilen Bereich. In der Abb. 2.5, re ist dies schematisch visualisiert, c(<u>)

schneidet bei usn die Frontgeschwindigkeit csn auf der sn-Bifurkation. Somit

verlieren die noch bei u3(< u >) be�ndlichen passiven Raumbereiche durch das

Verschwinden des passiven Fixpunktes simultan ihre Stabilit�at, wenn der kritische

Mittelwert <u> (t) = usn erreicht wird. Die raumzeitliche Dynamik besteht nach

Erreichen dieses Punktes aus der Superposition zweier Prozesse: unabh�angig von

der Frontposition 'fallen' die metastabilen Zust�ande zum gleichen Zeitpunkt bei

nunmehr monostabiler Dynamik auf den stabilen Fixpunkt, wobei die 'Fallzeit'

essentiell durch die Geschwindigkeitskonstante der lokalen Dynamik (a0) gegeben ist.

Ber�ucksichtigt man eine endliche Di�usionsgeschwindigkeit, so dringt die Front

noch in einen nicht v�ollig relaxierten Bereich ein, dessen Breite vom Verh�altnis

zwischen a0 und DL abh�angt. Bei gro�en Di�usionskonstanten (und damit kleinen

Systeml�angen L) ist die raumzeitliche Dynamik weiterhin frontartig, da die Front

schneller ist als die lokal-homogene Relaxation. Allerdings ist die Bezeichnung

dieser raumzeitlichen Relaxation als Front irref�uhrend, da es sich nicht um einen

lokalisierten �Ubergang zwischen zwei stabilen und �xierten Zust�anden handelt; die

Adiabatisierung der Phasen versagt hier, da sich der Mittelwert und der dadurch

bestimmte, monostabile Fixpunkt zu schnell �andert bzw. zu weit entfernt von dem

nicht mehr existierenden Passiv-Fixpunkt u3(Eeff ) liegt (s. Abb. 2.8).

Bei mittlerem Verh�altnis tritt eine �Uberlagerung der lokalen Relaxation und der

r�aumlichen Homogenisierung auf, bei gro�er Systeml�ange (d. h. kleinerem DL)

relaxiert das System schnell in den Fixpunkt, die Front bricht nach Erreichen des

kritischen Mittelwertes usn zusammen. Da alle vor der Front be�ndlichen Punkte

zu diesem Zeitpunkt gleichzeitig ihre lokale Stabilit�at verlieren und gen�ugend Zeit

haben, um auf den monostabilen Fixpunkt zu relaxieren, sieht die raumzeitliche

Dynamik folglich so aus, als ob hier eine unendliche Frontgeschwindigkeit bzw.

unendliche Beschleunigung der Front vorliegen w�urde (s. Abb. 2.10 c, d). Diese

scheinbar unendliche Geschwindigkeit tritt aber nur bei kleiner Di�usion auf, bzw.

das Verlassen des bistabilen Gebietes wird nur bei kleinem DL deutlich sichtbar.

Ob dieser E�ekt �uberhaupt auftritt, h�angt nicht von DL, sondern nur von der Para-

meterlage (c0) und der globalen Kopplung ab, deren Abh�angigkeit wiederum analy-

tisch exakt berechnet werden kann. In der Formulierung der e�ektiven Dynamikglg.

2.4 wird das dynamische Bistabilit�atsgebiet verlassen, wenn Eeff(t) < Esn(%̂ele)

gilt. Nach kurzer Rechnung folgt zusammen mit dem Ausdruck f�ur die untere
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Abb. 2.8: Zeitliches Verhalten des DL-Potentials bei x = 0:5 und x = 0; bei x = 0 wurde bei

Parametern in der N�ahe der sn-Bifurkation ein Aktiv-�Ubergang induziert. Auf der x-Achse

ist das e�ektive Potential Eeff(t) aufgetragen, die beiden Phasen werden gut durch die

station�are Approximation ui = ui(Eeff) beschrieben, bis Eeff(t) die bistabile Dynamik bei

ESN
eff (, <u>= usn) verl�a�t. Danach f�allt der gesamte noch passive Zustand bei kleiner

Di�usion (dick gestrichelt, DL = 10�5) homogen auf den monostabilen aktiven Fixpunkt;

in der Abb. manifestiert sich dies in einer linearen Beziehung
�
u(x = 0:5; t); Eeff(t)

�
aufgrund der ebenfalls linearen Abh�angigkeit Eeff(<u>). Eine gro�e Di�usion (dick,

DL = 40 � 10�5) bewirkt eine frontartige Relaxation, bei der der Mittelwert und somit

Eeff schneller reduziert wird als u(x = 0:5; t) (lokal) relaxieren kann; folglich f�allt dieser

Punkt erst, wenn ihn die 'Front' erreicht. Parameter E0 = 280 ; %ele = 2; Dg = 0:17,

korrespondierende x-t-Darstellungen Abb. 2.10, c und Abb. 2.11, d.

sn-Bifurkation (mit Esn = Esn;1, Glg. 1.18) f�ur den Mittelwert usn

usn = uwp +
1

Dg %ele

8<
:Eeq(%ele)� E0 � %ele

2

3

vuut 1

3 b0

 
�wp � 1

%ele
�Dg

! 9=
; :

Damit der E�ekt w�ahrend eines �Ubergangs auftritt (und damit relevant ist), mu�

der �Ubergangspunkt usn zwischen u01 und u03 liegen. Die Bedingung usn > u01 f�uhrt

auf das Existenzgebiet

Esn(%ele) < E0 < Esn(%ele) +
2 %ele
3
p
3 b0

�E

0 < �E :=

vuut �wp � 1

%ele

!3

�
vuut �wp � 1

%ele
�Dg

!3

+ 3Dg

s
�wp � 1

%ele
�Dg ;

welches in der N�ahe der sn-Bifurkation liegt und f�ur Dg ! 0 verschwindet bzw. f�ur

gro�e Dg anw�achst. Bei gro�er Steigung kann dieser wie auch der Nukleations-E�ekt

bei gleichem c0 auftreten; hier sind dann gro�e Nukleationskeime vonn�oten, um den
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�Ubergang �uberhaupt zu erm�oglichen (<u>(0) � ueq), die Dynamik verweilt kurz

im Bereich des instabilen Fixpunktes, um dann fast schlagartig bei (<u> (t) � usn)

in den stabilen Fixpunkt umzuschlagen (s. Abb. 2.11, a). Bei �xierter Keimgr�o�e

h�angt es von den kinetischen Parametern (c0) ab, ob beide E�ekte bei Variation von

Dg zu sehen sind; bei kleinem c0 tritt die instabile Nullstelle auf, bevor es zu lokalen
�Uberg�angen kommen kann.

Die Abb. 2.9 fa�t die Ergebnisse bei Variation von Dg zusammen. Hier wurde

bei fester Kinetik und Keimgr�o�e die globale Kopplung Dg ver�andert und die

mittlere Frontgeschwindigkeit berechnet (bzw. das Inverse der �Ubergangszeit, bei

der sich das System im homogenen, stabilen Zustand be�ndet). In der rechten

Abb. ist das dynamisch-bistabile Gebiet als Funktion von Dg und dem Mittelwert

<u> dargestellt.
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Abb. 2.9: Inverses der numerisch berechneten �Ubergangszeiten bei einem Aktivierungs-

�Ubergang als Funktion der globalen Kopplung (links); die rechte Abb. zeigt die korrespon-

dierende analytische Lage des dynamisch-inhomogenen Bistabilit�atsgebietes; Einzelheiten

s. Text. Parameter E0 = 280 ; %ele = 2; DL = 2 � 10�5; lnuk = 0:05.

Ausgehend von der durch die Di�usion gegebenen Geschwindigkeit bei Dg = 0

(s. Abb. 2.10, a) beschleunigt die Front (Abb. 2.10, b), bis der Mittelwert w�ahrend

des �Ubergangs die untere sn-Bifurkation bei usn �uberquert, was zu den dis-

kutierten 'unendlichen' Frontgeschwindigkeiten f�uhrt und sich in der mittleren

Geschwindigkeits-Kurve durch einen leichten Knick manifestiert (Abb. 2.10, c).

Bei gr�o�erer Kopplung verkleinert sich das dynamisch-bistabile Gebiet und die �Uber-

gangszeit wird minimal (Abb. 2.10, d). Wird die globale Kopplung weiter erh�oht, be-

wegt sich der Anfangs-Mittelwert <u>(0) (gestrichelt eingezeichnet in Abb. 2.9, re)

auf die dynamische Equistabilit�at zu (<u>(0) � ueq), welches eine Verlangsamung

des �Ubergangs bewirkt (Abb. 2.11, a), bis die Nukleations-Nullstelle einen �Uber-

gang verhindert. Die ebenfalls in Abb. 2.9, re eingezeichnete, obere sn-Bifurkation

(usn;2) beschreibt den nicht allzu relevanten Sachverhalt, da� zu kleine Keime zuerst

frontartig und dann analog zu u < usn lokal zur�uckrelaxieren.
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Abb. 2.10: x-t-Darstellung der Aktiv-Front-�Uberg�ange als Funktion der globalen Kopplung

Dg (korrespondierend zur Abb. 2.9, gleiche lokale Parameter); bei allen Simulationen ist

die Zeitdauer durch TMax = 180 gegeben. Die aktive Phase ist heller dargestellt, und der

aktive St�or-Keim wurde in der Mitte plaziert.

a): Normale Di�usions-Front bei Dg = 0.

b): Bescheunigte Front bei Dg = 0:12.

c): Bei Dg = 0:17 tritt gegen Ende des �Ubergangs bei (<u>= usn) unstetig eine scheinbar

unendlich schnelle Front auf.

d): Bei gr�o�erer globaler Kopplung (hier Dg = 0:30) tritt der E�ekt bereits fr�uher und

damit bei gr�o�erem Mittelwert ein.
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Abb. 2.11: Fortsetzung der Aktiv-Front-�Uberg�ange:

a): Bei Dg = 0:448 liegt der Start-Mittelwert in der N�ahe der instabilen Nullstelle ueq und

verbleibt lange in dieser Lage, durchquert dann in einem kleinem Mittelwerts-Bereich den

dynamisch-bistabilen Bereich, um schlie�lich in die aktive Phase umzuschlagen.

b): �Ubergang im kopplungsdominanten Bereich jenseits der dynamischen Kuspe

(Dg = 1:8 ; lnuk = 0:25; TMax = 12). Hier wird zuerst die Inhomogenit�at abgebaut, und

der �Ubergang in die aktive Phase erfolgt dann quasi homogen.

c): Auswirkung einer erh�ohten Di�usionskonstante DL = 8 � 10�5 auf den E�ekt der un-

stetigen Frontgeschwindigkeiten (Dg = 0:30; TMax = 90). Im Vergleich zu DL = 2 � 10�5

(s. Abb. 2.10, d) wird der kritische Mittelwert usn grob in der H�alfe der Zeit erreicht, da

die Di�usions-Frontgeschwindigkeit um den Faktor 2 gestiegen ist.

d): Bei gro�er Di�usionskonstante DL = 40 � 10�5 nimmt die Unstetigkeit des E�ektes

deutlich ab, da die instabilen passiven Zust�ande nicht schnell genug (im Vergleich zur

Frontgeschwindigkeit) auf den monostabilen aktiven Zustand relaxieren. Folglich ist der

scharfe E�ekt nicht mehr deutlich sichtbar, nach Erreichen des kritischen Mittelwertes

besteht die Dynamik aus der Superposition von relaxierender lokaler Dynamik und einer

eher phasenartigen, nicht wohlde�nierten Front (TMax = 30).
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Ein
u� der kinetischen Konstante

Der letzte Aspekt der Untersuchung der Global-Lokal-Gleichung betri�t die Varia-

tion des kinetischen Parameters a0 in der Gleichung

@t u = a0 flok(u) +Dg (<u> �u) +DL

@2u

@x2
; flok(u) = �ir(u) + E0 � u

%ele
;

der bislang immer auf a0=1 gesetzt war. Hier verdeutlicht sich nochmals der unter-

schiedliche Charakter der globalen und der lokalen Kopplung durch den verschiede-

nen Ein
u� des Parameters a0. Die durch die lokale Kopplung entstehende asym-

ptotische Frontgeschwindigkeit

c0 =

p
a0DL

X0
F0 �

q
a0DL

steigt bekannterma�en bei schnellerer Kinetik. Die durch die Verschiebung der loka-

len Fixpunkte entstehende Frontbeschleunigung wird aber dann geringer; der E�ekt

h�angt, wie bereits ausgef�uhrt, vom Verh�altnis Dg=a0 ab, was auch sofort bei einer

Taylor-Entwicklung gesehen werden kann

flok(u
0
i ) = 0 ; 0 = a0 flok

�
ui(<u>)

�
+Dg (<u> �u)

) ui(<u>) �
u0i� <u> Dg

a0 �

1� Dg

a0 �

; � =
@flok
@u

�����
u0
i

;

d. h. bei kleinem a0 werden die homogenen Phasen st�arker durch die globale Kopp-

lung ver�andert, was zu einer Verst�arkung der globalen E�ekte wie z. B. der Frontbe-

schleunigung f�uhrt. Aufgrund der �Uberlagerung dieser beiden, unterschiedlich von

a0 abh�angigen Mechanismen tritt bei Variation von a0 und �xierter globaler und lo-

kaler Kopplung keine monotone Abh�angigkeit der mittleren Geschwindigkeit mehr

auf, sondern es kommt zur Ausbildung eines Maximums und Minimums in den �Uber-

gangsgeschwindigkeiten (s. Abb. 2.12).

Bei kleinem a0 tritt bei subkritischen Keimgr�o�en die Nukleations-Nullstelle un-

terhalb eines kritischen Wertes von a0 auf; dies bedeutet, da� in Reaktionen mit

kleinem Reaktionsstrom gr�o�ere St�orkeime gew�ahlt werden m�ussen, um einen �Uber-

gang zu induzieren. Gelingt dies, so sind die induzierten Fronten dann zum einen

stark durch die globale Kopplung modi�ziert (beschleunigt), zum anderen dauert

der �Ubergang durch die N�ahe zur Nukleations-Nullstelle lange; die Form des �Uber-

gangs ist vergleichbar mit dem raumzeitlichen Verhalten im kopplungsdominanten

Limes. Bei gr�o�erem a0 entfernt sich der Anfangs-Mittelwert von der Nullstelle, und

die di�usionsbedingte Frontgeschwindigkeit steigt, gleichzeitig nimmt die Beschleu-

nigung ab; folglich sind die Fronten hier im Mittel schneller, aber leicht weniger

beschleunigt als bei kleinerem a0.
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Abb. 2.12: Inverse der numerisch berechneten �Ubergangszeiten bei einer relativen Keim-

gr�o�e von lnuk = 0:06 als Funktion von a0. Die lokale Dynamik (E0 = 240; %ele = 2) ist

ebenso wie DL = 2�10�5 �xiert, und es wurden verschiedene globale Kopplungskonstanten

Dg gew�ahlt.

Oberhalb eines kritischen Wertes von a0 bildet sich ein Maximum aus, danach

reduziert eine weitere Erh�ohung des kinetischen Parameters prim�ar die Beschleuni-

gungsrate bzw. den E�ekt der 'unendlichen Frontgeschwindigkeit'; folglich f�allt die

mittlere �Ubergangsgeschwindigkeit, bis es bei gro�em a0 und quasi unbeschleunig-

ten, di�usionsartigen Fronten durch obige Wurzel-Abh�angigkeit zu einem Minimum

bzw. dann wiederum zu einem Anstieg der (nun quasi konstanten) Frontgeschwin-

digkeit kommt. Die Position von Maximum und Minimum h�angen naturgem�a� vom

Verh�altnis Dg=DL ab; bei kleinem Verh�altnis liegen beide bei ebenfalls kleinem a0

und modi�zieren die bei Dg=0 auftretende monotone Di�usionsfront-Abh�angigkeit

1=� � p
a0 nur schwach. Bei gro�er globaler Kopplung liegt insbesondere das

Minimum bei sehr schneller Kinetik bzw. ist im numerisch untersuchbaren1 Bereich

gar nicht mehr anzutre�en.

Insofern scheinen zwei Aspekte hier besonders betonenswert. Zum einen wird

durch die Beimischung eines globalen Kopplungsterms zur lokalen Kopplung die

streng monotone Abh�angigkeit der Frontgeschwindigkeit von der kinetisch-lokalen

Geschwindigkeit aufgehoben; bei gro�er globaler Kopplung erh�alt man einen

ebenfalls gro�en Bereich mit abnehmender mittlerer Frontgeschwindigkeit.

Zum anderen h�angt die Form des �Ubergangs nicht nur von Dg, sondern vom

1Die zu diskretisierende relative Interface-Breite der Front verschwindet bei a0 ! 1, folglich

steigt die Anzahl der n�otigen Diskretisierungspunkte N ins Unendliche; SimulationenmitN > 2000

wurden nicht durchgef�uhrt.
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Verh�altnis Dg=a0 ab, welches man auch sofort in der trivialen Skalierung

@u

@t
= a0 flok(u) +Dg (<u> �u) +DL

@2u

@x2

) @u

@(a0 t)
= flok(u) +

Dg

a0
(<u> �u) + DL

a0

@2u

@x2

erkennt, bei der a0 dann nur die absolute Zeitdauer des �Ubergangs bestimmt, die

Form aber durch Dg=a0 gegeben ist. Dadurch erh�alt man trotz �xierter globaler

Kopplung im Limes a0 ! 1 quasi normale Di�usions-Fronten. Diese Abh�angig-

keit von a0 tritt in den folgenden Kapiteln mehrmals auf, da insbesondere bei un-

terschiedlichen Frontausbreitungen in Zwei-Variablen-Systemen die Kopplung zwar

konstant ist, nicht aber das e�ektive a0, was zu ebenfalls unterschiedlichen Formen

der �Uberg�ange f�uhrt bzw. deren experimentelle Beobachtung erkl�art (s. Kap. 3.1.1).

Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde f�ur die einfachste aller nichtlokalen Kopplungsfunktionen

eine elementare, aber recht anschauliche und aussagekr�aftige Theorie entwickelt, die

das Auftreten von beschleunigten Fronten in Experimenten und numerischen Si-

mulationen erkl�art. Da der prim�are Unterschied zwischen klassischen RD-Fronten

und Fronten bei nichtlokaler Kopplung in der Beein
ussung auch weit vom Ort der

Inhomogenit�at bzw. vom Front-Interface entfernter Punkte besteht, kann bei globa-

ler Kopplung eben dieser Sachverhalt in die lokale Dynamik miteinbezogen werden,

die dann aber zeit- bzw. zustandsabh�angig wird. Ver�andern sich die Positionen der

Interface-Bereiche und damit der Mittelwert langsamer als die sich auf die globale

Ver�anderung einstellenden beiden Phasen, was bei gro�er Systeml�ange der Fall ist, so

kann die lokale Dynamik adiabatisiert werden, und man erh�alt auf der langsameren

Zeitskala der Frontposition eine abgeschlossene Bewegungsgleichung

c = c
h
Eeff (<u>)

i
) d <u>

dt
� F [<u>]

f�ur den Mittelwert, die bei bekannter Abh�angigkeit von c0(E0) auch zu expliziter Be-

rechnung der Zeitabh�angigkeit des �Ubergangs verwendet werden kann (entsprechend

durchgef�uhrte Rechnungen wurden nicht dargestellt). Das Auftreten von beschleu-

nigten Fronten kann dann durch eine w�ahrend des �Ubergangs auftretende dynami-

sche Parameterverschiebung verstanden werden, d. h. das e�ektive Potential bewegt

sich beispielsweise bei einem Aktiv-�Ubergang zu kleineren Werten, bei denen die

Di�usions-Frontgeschwindigkeit c0(E0) h�oher ist.

Der Begri� der 'beschleunigten' Front kann aber als leicht irref�uhrend angesehen

werden, da nicht wie bei klassischen RD-Fronten zwei station�ar-konstante Zust�ande

durch einen hier schneller werdenden Interface-Bereich miteinander verbunden sind,
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sondern die Ver�anderung der Frontgeschwindigkeit eben aus der Ver�anderung bei-

der Phasen folgt. Im Bereich der dynamischen Bistabilit�at kann noch am gedank-

lichen Front-Konzept festgehalten werden, da hier zwei eindeutig durch Eeff (t)

�xierte, aber nicht mehr konstante Phasen ui[Eeff ] vorliegen. Vollends versagt die

gedankliche Konstruktion, wenn in Kuspen- oder sn-N�ahe der e�ektive Parameter

au�erhalb des Bistabilit�atsgebietes liegt und somit nur noch ein einziger Fixpunkt

existiert. Dies f�uhrt zu den fast unstetig erscheinenden 'unendlich schnellen' Fron-

ten, bei denen die Adiabatisierung der Phasen versagt und somit die schnelle Zeit-

konstante zum Vorschein kommt und sich in dem abrupten Ende des �Ubergangs

manifestiert.
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2.2 Der d�unne Ring im 3D-Elektrolyten

Nach der Untersuchung zur Modi�kation von bistabilen RD-Fronten durch eine

zus�atzliche globale Kopplung bei periodischen Randbedingungen wird im folgen-

den die azimutale Musterbildung bei einer d�unnen Ring-Arbeitselektrode in elek-

trochemischen Systemen diskutiert. Grundlage ist die bereits in Kap. 1.5 themati-

sierte Geometrie einer um den Koordinaten-Nullpunkt rotationssymmetrischen AE

(s. Abb. 1.10). Die Au
adung der Doppelschicht bei dieser Fl�achenelektrode h�angt

generell sowohl von der radialen (r) wie auch azimutalen Koordinate (�) ab

u = u(r; �; t) ; r 2 [A; 1] ; � 2 [0; 2�] ;

demnach ist die Musterbildung zumindest formal immer als zweidimensional an-

zusehen. F�ur d�unne Ringe l�a�t sich hingegen zeigen, da� die radiale Variation der

Doppelschichtau
adung im Limes (A ! 1) aufgrund der D�ampfung entlang dieser

Raumkoordinate abnimmt (s. Kap. 6.2.3); d. h. trennt man die DL-Au
adung

u(r; �; t) = <u>r (�; t) + �u(r; �; t)

durch Mittelwertsbildung in einen homogenen und einen radial-abh�angigen Anteil,

so kann die radiale Variation im Limes A ! 1 vernachl�assigt werden; je d�unner

der Ring, desto besser ist die N�aherung. Auf diesemWege gelangt man zu einer rein

azimutalen, eindimensionalenBeschreibung der Ring-Dynamik, deren technische De-

tails im mathematischen Anhang (Kap. 6.2.4) n�aher er�ortert sind. Als Resultat folgt

der integrale, azimutale Zusammenhang zwischen der Normalableitung des Potenti-

als und dem Potential selbst an der Grenze zwischen Elektrolyt und Doppelschicht

�z(x) = �h�0(x) +

1Z
0

H0(x� x0) (�0(x
0)� �0(x)) dx0 ; x := �=(2�) 2 [0; 1];

ohne da� der Potentialverlauf �(r; z; �; t) im 3D-unendlichen Elektrolyten explizit

berechnet werden mu�. Gleichzeitig werden alle Randbedingungen, insbesondere

auch die doppelte Isolatorbedingung, erf�ullt. Durch die Summe der Potentialabf�alle

kann obige Integralbeziehung auf die Doppelschichtau
adung umgeschrieben werden

�m(t) = u(x; t) + �0(x; t) ) �0(x; t) = �m(t)� u(x; t)

) �z(x; t) = �h (�m(t)� u(x; t))�
1Z
0

H0(x� x0) (u(x0; t)� u(x; t)) dx0 ;

und f�ur die raumzeitliche Dynamik der DL-Au
adung folgt

@t u(x; t) = �ir[u] + imig ; imig = ���z(x; t) ; � :=
�

L

) @t u = �ir[u] + �h (�m(t)� u) + �

1Z
0

H0(x� x0) (u(x0)� u(x)) dx0:
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Station�ar-homogene Zust�ande des 3D-Rings

Die Gr�o�e h ist durch

h = �
1Z

0

H0(x� x0) dx0 > 0

gegeben, beschreibt die Beziehung zwischen den Mittelwerten

<�z> = �h <�0> = �h (�m� <u>) ; <�z> :=

1Z
0

�z(x) dx

und h�angt bei dieser Geometrie aus Symmetriegr�unden nicht explizit vom azimu-

talen Ort x ab, sondern nur, wie auch die Kopplungsfunktion H0, vom inneren,

skalierten Radius A bzw. der skalierten Ringbreite. Diese Abh�angigkeit kann im Ge-

gensatz zur KF analytisch berechnet werden; f�ur den hiermit eingef�uhrten Kehrwert

fA ergibt sich2 (s. Glg. 6.32)

fA :=
1

h
=

8

3�

 
1 +A3 � (1 +A2) E[A2]

1�A2
+K[A2]

!
; (2.10)

den man f�ur praktische Belange bei kleinen Ringbreiten durch Entwicklung der

elliptischen Funktionen auch logarithmisch formulieren kann

fA � 4

3�
(1�A2)

�
4 ln[2]� ln[1�A2 ]

�
f�ur A! 1: (2.11)

Zusammen mit der skalierten Leitf�ahigkeit � bestimmt h bzw. fA den spezi�schen

Elektrolyt-Widerstand des d�unnen 3D-Rings

%ele :=
1

h�
=

fA
�

=
fA L

�
;

welches auf die bereits verwendete Formulierung f�uhrt

@t u(x; t) = �ir[u] + �m(t)� u

%ele
+ �

1Z
0

H0(x� x0) (u(x0)� u(x)) dx0:

Aufgrund der Orts-Unabh�angigkeit des Elektrolyt-Widerstandes existieren auf dem

d�unnen Ring somit homogene L�osungen u0, die aus der Gleichung

du0

dt
= �ir[u0] + �m � u0

%ele
= 0

folgen und bei denen per De�nition das Kopplungs-Integral verschwindet. Die ho-

mogenen Fixpunkte u0 h�angen �uber den Elektrolyt-Widerstand %ele von Gr�o�e und

2E[x] und K[x] sind die vollst�andigen elliptischen Funktionen, s. Kap. 6.2.2.
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Abb. 2.13: Geometrieabh�angiger Anteil des Elektrolyt-Widerstandes fA (Glg. 2.10) als

Funktion des inneren Ring-Radius A bzw. der Ring-Breite 1� A zusammen mit dem lo-

garithmischen N�aherungsausdruck (Glg. 2.11), der ab A > 0:9 quasi mit dem exakten

Ausdruck �ubereinstimmt. Ebenfalls eingezeichnet ist neben dem homogenen Kopplungs-

koe�zienten fA der Kopplungskoe�zient der ersten inhomogenen Mode gA (s. Kap. 2.2.1).

Breite der AE ab. Daraus folgt eine generelle geometrieabh�angige Verschiebung bei-

spielsweise des Kuspenpunktes der bistabilen Dynamik; wie bereits ausgef�uhrt, be-

ginnt bei Reaktionsstr�omen mit negativ-di�erentiellemBereich der bistabile Bereich

bei %ele > %cusp. F�ur den bei Experimenten am einfachsten zu variierenden Parameter

der Leitf�ahigkeit � folgt dann

%ele =
fA L

�
> %cusp ) � < �cusp =

fA L

%cusp
:

Somit verschiebt sich der Beginn des bistabilen Bereiches bei kleineren (L ! 0)

wie auch d�unneren Ringen (A! 1 ) fA ! 0) zu kleineren Leitf�ahigkeiten; in

zweidimensionalen Modellen mit planarer Equipotential
�ache und ohne Isolatorbe-

grenzung tritt mit %ele = w=� (s. Glg. 1.9) diese Gesetzm�a�igkeit nicht auf, da hier

an geometrischen Parametern nur der physikalische (unskalierte) Abstand w zur

Equipotential
�ache, nicht aber die Fl�ache der AE die lokale Dynamik bestimmt.

Am deutlichsten werden die geometriebedingten Modi�kationen der lokalen Dyna-

mik in drei Raumdimensionen im Limes sehr d�unner oder kleiner Ringe. In diesem

Limes verschwindet der spezi�sche Widerstand %ele in logarithmischer Weise

lim
A!1

fA = � 4

3�
(1 �A) ln [1 �A]! +0

) lim
A!1

%ele =
1

�
lim
A!1

fA = 0 ; lim
A!1

h =1 ;

so da� die Migrationsstromdichte imig bei konstantem �0 divergiert. Die Fixpunkte
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liegen in diesem Grenzfall in N�ahe des Metall-Potentials

%ele ! 0 , (�m � u0)! 0 ) �0 ! 0 ; u! �m ;

welches eine Taylor-N�aherung des Reaktionsstroms legitimiert

ir[u] � ir[�m] + � (u� �m) ; � = �(�m) :=
@ir
@u

�����
u=�m

) u0 = �m � ir[�m]

�+ �=(fA L)
; lim

L!0 ; fA!0
u0 = �m:

Folglich liegt f�ur beliebig d�unne (A! 1), wie auch f�ur beliebig kleine Ringe (L! 0)

eine fast vollst�andig aufgeladene Doppelschicht (u � �m;�0 � 0) vor, und der

Elektrolytabfall verschwindet. Die Migrationsstromdichte divergiert allerdings im

station�aren Zustand nicht, sondern pa�t sich dem Reaktionsstrom an

imig = ���z(x) = �h�0 = �h (�m � u0) = �h
ir[�m]

�+ �h

=
ir[�m]

1 + � fA L

�

; lim
L!0 ; A!1

imig = ir[�m] ;

da sowohl �0 wie auch %ele gegen Null gehen und das Verh�altnis beider Gr�o�en

konstant wird. Das Verschwinden von �0 und damit verbunden jeglichen Potential-

abfalls im Elektrolyten f�uhrt dann stetig in die Potentialverteilung zwischen einer

GE mit �GE = 0 und einer ausschlie�lich durch Isolator bestehenden anderen Be-

grenzung mit der trivialen L�osung � = const = �GE = 0.

Obige grunds�atzlich im 3D-Elektrolyten (und damit auch bei anderen AE-

Geometrien) anzu�ndende Divergenz der Migrationsstromdichte kann auch dadurch

verst�andlich gemacht werden, indem man den Gesamtstrom bei konstantem �0

Ig =
Z
AE

imig dF = �� 2� L 1 �A2

2
<�z> = � 2� L

1�A2

2
h <�0>

mit der physikalischen Fl�ache FAE =
R
AE

dF = � L2(1�A2) der AE vergleicht:

so folgt Ig = � 2� L
1�A2

2
h <�0> = �hFAE <�0>

Ig � L ) lim
L!0

Ig = 0 aber
Ig
FAE

� 1

L
) lim

L!0

Ig
FAE

=1 ;

d. h. der Gesamtstrom geht zwar im Limes L ! 0 gegen Null, die f�ur die Dop-

pelschichtsgleichung relevante Stromdichte aber gegen Unendlich (gleiches gilt f�ur

A! 1). Durch den Reaktionsstrom bzw. die Existenz einer Doppelschicht ist �0

allerdings im Gegensatz zu elektrolytlosen Betrachtungen der Elektrostatik nicht

konstant, welches die Divergenz abfedert. Schon aus obigen Resultaten folgt die Tat-

sache, da� sich die in der Einleitung diskutierte Potentialkopplung der 2D-Geometrie

keineswegs als Grenzfall unendlich d�unner AE in drei Dimensionen ergibt.
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Die Potential-Kopplungsfunktion

Im folgenden wird die asymptotische Versuchsf�uhrung behandelt, d. h. die RE ist

weit von der AE entfernt bzw. in der N�ahe der GE. Dadurch ist das Potential der AE

�m(t) gleich dem durch den Potentiostaten eingestellten, konstanten Potentialabfall

E0 (d. h. �m(t) = E0 = const:), und die Dynamik wird beschrieben durch

@t u(x; t) = �ir[u] + E0 � u

%ele
+ �

1Z
0

H0(jx� x0j) (u(x0) � u(x)) dx0 :

Die numerisch berechneten Kopplungsfunktionen des Rings H0(x � x0) h�angen nur

vom Abstand der koppelnden Punkte �x = jx � x0j ab und zeigen ein �ahnliches,

monoton mit dem Abstand abfallendes Verhalten wie die Kopplungsfunktion der

zweidimensionalen Geometrie (s. Abb. 2.14), d. h. eine Inhomogenit�at am Ort x = 0

beein
u�t die Migrationsstromdichte und damit den Zustand der Doppelschicht

schw�acher, je weiter das Fl�achenelement vom Ort der Inhomogenit�at entfernt ist; die

Kopplung wird minimal zwischen den sich diametral gegen�uberliegenden Ringseg-

menten (jx � x0j = 0:5). Demnach tritt die Potentialkopplung in der EC auch in

quantitativen, dreidimensionalenenModellen als nichtlokale integrale Kopplung auf;

d. h. die bisherigen Modellrechnungen in qualitativen 2D-Elektrolyt-Modellen sind

in dieser Hinsicht richtig, bzw. die dort anzutre�ende nichtlokale KF ist kein Arte-

fakt der zweidimensionalen, kartesischen Laplace-Gleichung.

−0.50 −0.25 0.00 0.25 0.50
x−x’

0

10

20

30

40

H
0(

x−
x’

)

A=0.8
A=0.9
A=0.99

−0.50 −0.25 0.00 0.25 0.50
x−x’

0

1

2

3

f A
H

0

A=0.9
A=0.99
A=0.999

Abb. 2.14: Azimutale Kopplungsfunktion des Rings H0(�x) als Funktion des skalierten

inneren Radius A (links); die Form der KF ver�andert sich kaum bei d�unneren Ringen, die

Gesamth�ohe aber stark. Die rechte Abb. zeigt die skalierte KF H0(�x)=h = H0(�x) � fA.

Der Abfall der KF h�angt nur schwach, die Gr�o�e indes stark von der Breite des

Rings ab. Die bereits angesprochene Divergenz der Migrationsstromdichte mani-

festiert sich in der allgemeinen Gr�o�e der Kopplungsfunktion; im Limes A ! 1

divergiert neben h auch H0, so da� die r�aumliche Kopplung unendlich gro� wird
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und jeglichen dynamischen �Ubergang bzw. das Entstehen von Potentialinhomoge-

nit�aten verhindert. Die Gr�o�e skaliert grob mit dem nullten Moment der KF h, was

man bei Auftragung der skalierten Kopplungsfunktion H0(x�x0)=h = H0(x�x0) fA

erkennt (s. Abb. 2.14, re).
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Abb. 2.15: Vergleich der KF der 2D-Geometrie (w =1; Glg. 6.8) mit einer 3D-Ring-KF

mit geeigneter Ringbreite. Bei grob �ubereinstimmender lokaler Kopplung ist die globale

Kopplung bei jx� x0j = 0:5 im 3D-Fall um den Faktor 3 gr�o�er als im 2D-Fall.

Ein quantitativer Vergleich zwischen der 2D-KF mit weit entfernter Equipotenti-

al
�ache und periodischen Randbedingungen und der 3D-Ring-KF ist zwar wenig

sinnvoll, da die 2D-KF nicht von dem h�ohenbestimmenden Parameter der Ringbrei-

te abh�angt; wird indes die Breite des Rings so gew�ahlt, da� die Kopplungsfunktio-

nen im lokalen Bereich �x! 0 grob �ubereinstimmen, ist die Kopplung im 3D-Ring

globaler, d. h. bei vergleichbarer H�ohe der (lokalen) Kopplung f�ur wenig entfernte

Punkte auf der AE koppeln z. B. gegen�uberliegende Orte st�arker (s. Abb. 2.15). Das

mag durch die Tatsache motiviert werden, da� in drei Dimensionen die Punkte der

AE nicht nur auf dem Ring selbst, sondern auch direkt �uber die innere Isolator
�ache

miteinander in Kontakt stehen und sich somit der e�ektive Abstand zwischen auch

weit entfernten Punkten (jx� x0j = 0:5) verk�urzt.
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2.2.1 Potential-Fronten in der Elektrochemie

Generell existieren deutliche �Ahnlichkeiten zwischen den im folgenden diskutierten

Front-�Uberg�angen beim 3D-Ring mit abfallender KF und denen mit global/lokaler

KF. Auch treten keine wesentlich-qualitativen Unterschiede zu vergleichbaren, nu-

merischen Untersuchungen bei 2D-Elektrolyt-Modellen [160], [177] auf, was durch

die qualitative �Ahnlichkeit der 2D-KF nicht sonderlich �uberrascht. Dementspre-

chend k�onnen die im folgenden dargestellten Argumente und Befunde gedanklich

auch auf 2D-Elektrolyt-Modelle angewendet werden.

Zwischen der elektrochemischen Dynamik-Gleichung und der GL-Gleichung

bestehen aber auch einige wesentliche Unterschiede. Bei dem hier untersuchten Fall

einer weit entfernten RE und GE tritt als einziger, auch experimentell leicht zu

modi�zierender Parameter neben den Geometrie-Parametern (L;A) die skalierte

Leitf�ahigkeit � bzw. � = �=L auf, die vor dem Kopplungsintegral steht und

somit die Gr�o�e der gesamten Kopplung bestimmt. Wird beispielsweise in grober

N�aherung der monotone Abfall in der KF vernachl�assigt und als Approximation

die KF durch einen globalen und einen lokalen Anteil beschrieben

1Z
0

H(x� x0)
�
u(x0)� u(x)

�
dx0 � Hg (<u> �u) +HL

@2u

@x2
;

wobeiHg und HL ausschlie�lich von der skalierten Breite des Rings abh�angen, stehen

beide Kopplungskonstanten Dg und DL in der Dynamik-Gleichung

@tu � �ir[u] + �h (E0 � u) + �Hg| {z }
Dg

(<u> �u) + �HL| {z }
DL

@2u

@x2
(2.12)

in einem festen Verh�altnis zueinander und k�onnen nicht wie bei der GL-Gleichung

individuell variiert werden. Des weiteren kann die lokale Kopplung nicht als be-

liebig klein angesehen werden, dadurch werden die im Limes DL! 0 abgeleiteten

Ergebnisse der GL-Glg. unscharf und das Verhalten von EC-Fronten ist generell

vergleichbar mit denen der GL-Glg. bei gro�er Di�usionskonstante DL. Auch kann

in obiger Approximations-Glg. ein anderes Verhalten der EC-KF bzgl. der L�angen-

skalierung abgelesen werden; w�ahrend bei RD-Systemen mit zus�atzlicher globaler

Kopplung die Di�usionskonstante ~DL naturgem�a� wie auch die globale Kopplung

l�angenunabh�angig ist

GL-Glg. Dg (<u> �u) + ~DL

@2u

@~x2
; ~x 2 [0; L]

, Dg (<u> �u) +
~DL

L2

@2u

@x2
; x 2 [0; 1] ; x =

~x

L
; DL =

~DL

L2
;
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erh�alt man nach R�uckskalierung von Gleichung 2.12 in den physikalischen Raum

EC-Glg. �Hg (<u> �u) + �HL

@2u

@x2
; x 2 [0; 1]

, �Hg

L| {z }
Dg

(<u> �u) + � LHL| {z }
~DL

@2u

@~x2
; ~x 2 [0; L]

eine l�angenabh�angige Di�usionskonstante ~DL, was den Unterschied zur klassischen,

lokalen Adsorbat-Di�usion in der Ober
�achenchemie ( ~DL = const:), trotz des

Approximations-Charakters obiger Gleichung, bereits stark verdeutlicht.

Ein weiterer Unterschied zu herk�ommlichen RD-Systemen ist die bereits disku-

tierte, bei potentiostatischer Versuchsf�uhrung auftretende Verquickung von lo-

kaler Dynamik und Kopplung, da � ebenfalls in den Elektrolyt-Widerstand

%ele = 1=(�h) = fA=� eingeht. Somit werden bei Variation der Leitf�ahigkeit bzw.

Gr�o�e der Elektrode gleich drei Parameter ver�andert: die lokale Dynamik und die

Kopplungsst�arke (und dadurch in globaler N�aherung sowohl DL als auch Dg).

Um die �Uberg�ange bei nichtlokaler Kopplung mit denen bei global/lokaler Kopp-

lung zu vergleichen, k�onnen die analytischen Ergebnisse des Kap. 2.1 durch die

Vorschrift Dg = �Hg umgeschrieben werden, wobei Hg keineswegs eindeutig festge-

legt ist. Fordert man, da� die Approximations-Gleichung das gleiche Verhalten bzgl.

der homogenen wie auch der ersten inhomogenen Mode wie die volle EC-KF zeigt,

so gelangt man zur Abbildung

Dg = �Hg ; Hg =
1

gA
� 1

fA
mit

1

gA
:=

1Z
0

H0(x) cos[2�x] dx ; (2.13)

die in Kap. 2.4.2 mathematisch begr�undet wird. In dieser N�aherung, bei der quasi

�uber den Abfall der KF gemittelt wird, verschiebt sich nach Einsetzen der Vorschrift

Glg. 2.13 in die Ausdr�ucke der GL-Gleichung w�ahrend des �Ubergangs das e�ektive

Potential in der Gleichung

@t u = �ir[u] + Eeff (t)� u

%̂ele
+ �HL

@2u

@x2

Eeff (t) :=
gA
fA

(
E0 �

 
fA
gA
� 1

!
<u> (t)

)
; %̂ele =

gA
�

:

Bei einem beschleunigten Aktiv-�Ubergang mit der vollen EC-KF zeigen sich gene-

relle �Ubereinstimmungenmit dieser N�aherung (s. Abb. 2.16 und Abb. 2.18, d). Wird

ein Aktiv-Keim bei x=0 gez�undet, beobachtet man ebenfalls das Hochschnellen die-

ser Phase; allerdings springt das Potential aufgrund der Nichtlokalit�at sehr viel h�oher

als bei gemittelter, globaler Kopplung, da sich dieser Punkt beim Hochschnellen in

der N�ahe der beiden Interface-Bereiche be�ndet und vom passiven Bereich st�arker

zu passiven Werten gezogen wird.
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Abb. 2.16: Auftragung eines Aktiv-�Ubergangs bei (E0 = 370; ��1 = 20); man verglei-

che mit Abb. 2.4 und Abb. 2.8, die korrespondierende x-t-Simulation ist in Abb. 2.18, d

dargestellt. Der innere Ringradius ist hier und im folgenden immer auf A = 0:9 �xiert.

Im Laufe des schneller werdenden �Ubergangs f�allt u(0; t) unter den durch die globale

N�aherung gegebenen Wert (graphisch kaum zu sehen), da die entfernten, noch passi-

ven Bereiche der AE aufgrund des Abfalls der KF diesen Punkt weniger beein
ussen.

Deutliche Abweichungen erkenntman auch beimmaximal entfernten Punkt u(0:5; t);

dieser wird vom aktiven, sich verbreiternden Keim schw�acher als bei vergleichbarer

globaler Kopplung beein
u�t und liegt somit bei passiven Potentialwerten. Be�nden

sich zum Ende des �Ubergangs beide Interface-Bereiche in der N�ahe von x=0:5, liegt

das e�ektive Potential eigentlich jenseits der sn-Bifurkation, und eine �Uberlagerung

von frontartiger und lokaler Relaxation setzt ein. Demnach kann von grober, aber

keineswegs quantitativ genauer �Ubereinstimmung gesprochen werden, da die globale

N�aherung den Abfall der KF nicht ber�ucksichtigt. Der essentielle Mechanismus der

Frontbeschleunigung ist jedoch der gleiche, wie auch die Parameterabh�angigkeiten

aus dem Blickwinkel der GL-Gleichung verstanden werden k�onnen.

In Abb. 2.17 sind die im Kap. 2.1 diskutierten, analytisch berechneten Parame-

tergebiete dargestellt, wobei die Verquickung von lokaler Dynamik und globaler

Kopplung ber�ucksichtigt wurde. Im Bereich der Kuspe tritt die dynamische Mono-

stabilit�at auf; zusammen mit der hier gro�en Leitf�ahigkeit sind die �Uberg�ange kaum

als Fronten, sondern eher als raumzeitliche Relaxation zu charakterisieren (s. Abb.

2.18, a); bei Elektrolyt-Widerst�anden zwischen der homogenen Kuspe (C) und der

inhomogene Kuspe (Cinh) be�ndet sich der Mittelwert zu keinem Moment w�ahrend

des �Ubergangs im dynamisch-bistabilen Gebiet (man vergleiche mit Abb. 2.9, re).

Bei Parameterpunkten in der N�ahe der Equistabilit�at beobachtet man auch bei ab-

fallender KF das Auftreten der Nukleations-Nullstelle; Front�uberg�ange mit Keimen

in der N�ahe des entsprechenden kritischen Mittelwertes ueq ver�andern sich zuerst
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kaum und beschleunigen erst, wenn sich der Mittelwert merklich von der instabilen

Nullstelle entfernt hat (s. Abb. 2.18, b).
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Abb. 2.17: Darstellung der Parametergebiete mit der Nukleationsproblematik (gestrichel-

tes Band um die Equistabilit�atslinie); unterhalb der d�unnen Linie in sn-N�ahe treten die un-

stetigen �Uberg�ange auf. Die Ergebnisse sind f�ur die GL-Gleichung mit Dg = �Hg; DL ! 0

exakt und f�ur die EC-KF eher als N�aherung zu betrachten.

Z�undet man eine Front in der N�ahe der sn-Bifurkation, beobachtet man vergleichbar

zur GL-Gleichung ebenfalls eine scheinbar unendlich schnelle Front zum Ende des
�Ubergangs (Abb. 2.18, f); die bei global/lokaler Kopplung im Limes DL=Dg ! 0

zu beobachtende Unstetigkeit tritt wegen zu gro�er lokaler Kopplung bzw. Frontge-

schwindigkeit aber nicht auf. Auch relaxieren die passiven Zust�ande aufgrund der

abfallenden KF erst dann massiv, wenn sich die beiden Interface-Bereiche schon in

der N�ahe be�nden. Wegen beider E�ekte k�onnen die passiven Phasen nicht schnell

genug relaxieren, um den Eindruck einer scheinbaren Unstetigkeit des �Ubergangs

zu erzeugen. Folglich �ahneln die EC-�Uberg�ange in sn-N�ahe denen der GL-Gleichung

bei gr�o�erer Di�usionskonstante, und das analytisch berechnete Existenzgebiet die-

ses E�ektes verliert in der EC seinen scharfen Begrenzungscharakter.

Abb. 2.18: x-t-Darstellung von Aktiv-Fronten beim 3D-Ring (A = 0:9, i. allg. lnuk = 0:05);

zur Einordnung der lokalen Parameter (E0; %ele) s. Abb. 2.17.

a): �Ubergang bei gro�em � (in Kuspenn�ahe); E0 = 228 ; ��1 = 5; (! %ele � 0:92);

TMax = 30; lnuk = 0:09.

c): �Ubergang bei mittlerem �; E0 = 270 ; ��1 = 10; (! %ele � 1:84) ; TMax = 30.

e): �Ubergang bei kleinem �; E0 = 700 ; ��1 = 80; (! %ele � 14:84) ; TMax = 300.

b): �Ubergang in Equistabilit�ats-N�ahe; E0 = 429 ; ��1 = 20; (! %ele � 3:71) ; TMax = 210.

d): �Ubergang bei intermedi�arem E0; E0 = 370 ; ��1 = 20 ; TMax = 90.

f): �Ubergang in sn-N�ahe; E0 = 245 ; ��1 = 20 ; TMax = 12.
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Die mittlere Frontgeschwindigkeit bzw. das Inverse der Zeitdauer eines �Ubergangs

h�angt naturgem�a� in monotoner Form von der lokalen Dynamik ab, wie Abb. 2.19

dokumentiert. Im Vergleich zu klassischen RD-Fronten manifestiert sich eine Nichtlo-

kalit�at oder Globalit�at der KF in einer Verst�arkung der lokalen Parameterabh�angig-

keit c0(E0). W�ahrend RD-Fronten typischerweise in der N�ahe der Equistabilit�at eine

lineare Abh�angigkeit c0� (E0�Eeq) besitzen, die in sn-N�ahe dann leicht steiler wird,

folgt aus der instabilen Nullstelle in Equistabilit�ats-N�ahe eine deutliche Reduktion

der mittleren Frontgeschwindigkeit bzw. eine generelle Verhinderung des �Ubergangs.

Bei Parameterwerten in sn-N�ahe sind die �Ubergangszeiten durch die stetig oder un-

stetig auftretenden 'unendlichen' Frontgeschwindigkeiten indes deutlich kleiner, da

sich die e�ektive L�ange des Systems verk�urzt, die von der Front �uberquert werden

mu�. Demnach dauern �Uberg�ange bei positiv-nichtlokaler Kopplung in Equistabi-

lit�ats-N�ahe l�anger und in sn-N�ahe k�urzer als bei vergleichbaren RD-Systemen.

230 280 330 380 430 480 530
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0.00

0.05

0.10

1/
τ

EEQ
ESN
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GL

EC

Abb. 2.19: Vergleich der �Ubergangszeiten zwischen EC-�Uberg�angen (EC), normalen

Di�usions-Fronten (RD) und Fronten mit zus�atzlicher globaler Kopplung (GL) bei iden-

tischer lokaler Dynamik (��1 = 20). Die Di�usionskonstante wurde auf DL = 10�5 ge-

setzt und im Falle der GL-Kopplung durch ein Dg = �Hg erg�anzt. Anfangsbedingung ist

durchgehend ein aktiver Keim der Gr�o�e lnuk = 0:05 bestehend aus dem jeweiligen akti-

ven Fixpunkt u01(E0), der Rest wurde auf die passive Phase u
0
3(E0) gesetzt (Glg. 2.1). Die

mittleren Geschwindigkeiten bei rein lokaler und global/lokaler Kopplung wurden aus gra-

phischen Gr�unden um den Faktor 8 vergr�o�ert; die GL-Kurve zeigt eine noch deutlichere

Abnahme der �Ubergangszeit in sn-N�ahe als die EC-Kurve. Der �Ubergang mit obiger Nu-

kleationsgr�o�e erfolgt oberhalb eines kritischen Potentialwertes nicht mehr, welcher durch

die analytischen Berechnungen gut reproduziert wird. Die EC-�Uberg�ange enden bei deut-

lich kleinerem E0, so da� die Mittelungs-Abbildung (Glg. 2.13) die Nukleationsproblematik

bei EC-�Uberg�angen quantitativ schlecht beschreibt.
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Eine relevante �Ubereinstimmung zwischen den EC-Fronten und denen bei globaler

Kopplung erh�alt man auch in der generellen Frage der Frontbeschleunigung. Nach

den Ausf�uhrungen des Kap. 2.1 h�angt die Frontbeschleunigung vom globalen Anteil

der KF ab; bei den elektrochemischen �Uberg�angen sollte nach �Ubertragung dieses

Ergebnisses die Beschleunigung von Dg und somit vom Produkt �Hg abh�angen. Die

numerischen Untersuchungen best�atigen dies deutlich; wie die Abb. 2.18, a, c, d, e

zeigen, nimmt die Beschleunigung der Front stetig mit kleinerem � ab, so da� bei

kleinem � trotz unver�anderter KF fast unbeschleunigte Front-�Uberg�ange vorliegen

(Abb. 2.18, e). Demnach bestimmt � als Verh�altnis von Leitf�ahigkeit zu Geome-

triegr�o�e nicht nur die Zeitkonstante, sondern auch die Form des �Ubergangs. Die

absolute Gr�o�e des Reaktionsstroms (a0) beein
u�t die Beschleunigungsrate in �ahn-

licher Weise wie bei globaler Kopplung, was wiederum durch die triviale Skalierung

@u

@t
= � a0 f(u)| {z }

ir

���z(x; t) ) @u

@(a0 t)
= �f(u)� �

a0
�z(x; t)

sofort klar wird. Demnach liegen bei konstanter Leitf�ahigkeit und Geometrie

Systeme mit kleinerem Reaktionsstrom (wie z. B. elektrokatalytische Reaktionen)

n�aher an der Kuspe und die �Uberg�ange sind �uberd�ampfter und beschleunigter,

w�ahrend bei Systemen mit gr�o�erem Reaktionsstrom (wie z. B. Metallau
�osungen)

die �Uberg�ange frontartiger und weniger beschleunigt sind.

Somit h�angt die Beschleunigung der elektrochemischen Fronten bei weit ent-

fernter RE und GE von der zentralen Gr�o�e

Beschleunigungsrate � �Hg

a0
=

�Hg(A)

La0
; A =

Lin
L

ab, und man erh�alt beschleunigtere, �uberd�ampfte �Uberg�ange bei

a) hoher Leitf�ahigkeit (� gro�)3,

b) kleinen Ringen (L klein),

c) d�unnen Ringen (A! 1, deshalb gro�es Hg)

d) und kleinen Reaktionsstr�omen (a0)

mit gr�o�eren kritischen Nukleationskeimen; diese Abh�angigkeiten gelten naturgem�a�

auch f�ur andere, noch zu diskutierende Geometrien wie z. B. die Streifenelektrode

(s. Kap. 4.2).

3Diese Abh�angigkeit wurde bereits bei experimentellen Messungen von G. Fl�atgen und K. Kri-

scher [156] beobachtet und konnte ebenfalls bei theoretischen Untersuchungen des 2D-Elektrolyt-

Modells [161] von N. Mazouz festgestellt werden.
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2.3 Potentiostatische Modi�kationen

Bislang wurden die Auswirkungen der Potentialkopplung auf die bistabile Muster-

bildung bei 'asymptotisch-potentiostatischer' Versuchsf�uhrung behandelt, d. h. die

(als punktf�ormig angenommene) Referenz-Elektrode (RE) befand sich in gro�er Ent-

fernung von der AE bzw. in der N�ahe der GE.

Im folgenden wird die RE n�aher an der AE positioniert; das am Ort der RE (~rRE)

gemessene Potential �RE h�angt dann zum einen explizit von der genauen Posi-

tionierung der RE ab. Zum anderen entsteht dadurch generell eine R�uckkopplung

zwischen der Au
adung der DL u(x; t), dem Potentialverlauf am Rand des Elektro-

lyten �0(x; t) und dem Metall-Potential der AE �m(t), da das gemessene Potential

im Elektrolyten am Ort der RE �RE, wie in Kap. 1.2 diskutiert, von der Potential-

verteilung am Rand abh�angt. Dieser Zusammenhang kann nun ebenfalls in integraler

Weise beschrieben werden

�(~r; t) =
Z
AE

G(~r; x0)�0(x
0; t) dx0

) �RE(t) := �(~rRE; t) =
Z
AE

G(~rRE; x
0)�0(x

0; t) dx0 ; (2.14)

wobei sich die Positionierung der RE im Argument der Greenschen Funktion G

wieder�ndet. Bei dynamischen Prozessen in der DL ver�andert sich nach Glg. 2.14

auch das Potential der RE. Durch den Potentiostaten wird die Di�erenz zwischen

�m und �RE �xiert

�m(t)� �RE(t) = E0 ) �m(t) = E0 + �RE(t) ;

also wird als Konsequenz auch das Metall-Potential �m(t) zeitabh�angig, und im

Ausdruck f�ur die Migrationsstromdichte

imig(x; t) =
�0(x; t)

%ele
� �

1Z
0

H0(�x)
�
�0(x

0; t)� �0(x; t)
�
dx0 ; �x = jx� x0j (2.15)

tritt zusammen mit

�m(t) = u(x; t) + �0(x; t) ) �0(x; t) = �m(t)� u(x; t) (2.16)

) imig(x; t) =
�m(t)� u(x; t)

%ele
+ �

1Z
0

H0(�x)
�
u(x0; t)� u(x; t)

�
dx0 (2.17)

eine zeitabh�angige Gr�o�e �m(t) auf, die letztlich �uber Glg. 2.14 und Glg. 2.16 von der

Doppelschichtau
adung u(x; t) abh�angt (wobei die Reaktionszeit des Potentiostaten

als unendlich schnell angenommen wird).
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Bei der Positionierung der RE im Elektrolyten kann eine generelle Fallunterschei-

dung gemacht werden. Im Gegensatz zu anderen Elektroden-Geometrien wie z.

B. einer Scheibe, einem Streifen oder dem zweidimensionalen Elektrolyt-Modell

kann beim 3D-Ring die RE symmetrisch plaziert werden, indem man sie auf die

Symmetrieachse (r = 0) im skalierten Abstand zRE = � setzt, d. h. ~rRE = (0; 0; �).

Bei einer so positionierten RE besitzen alle Punkte der AE den gleichen Abstand

� p�2 +A2 zur RE, der allerdings nicht beliebig klein gew�ahlt werden kann.

Der streng potentiostatische Grenzfall, bei dem der Potentialabfall der DL durch den

Potentiostaten konstant gehalten werden soll, wird bei sehr geringem Abstand der

RE erreicht, da hier mit der RE das Potential an der DL/Elektrolyt-Phasengrenze

gemessen wird, d. h.

�RE(t) � �0 ; �m = u+ �0 ; �m(t)� �RE(t) = E0 ) u = E0

und somit u �xiert ist. Ein derartig kleiner Abstand zwischen AE und RE kann aber

nur bei einer asymmetrischen Positionierung der RE direkt neben bzw. oberhalb

eines Teilst�uckes des Rings erreicht werden. Dieser allgemeine und kompliziertere

Fall einer beliebigen, nicht-symmetrischen Anordnung wird in Kap. 2.6 diskutiert.

Bei galvanostatischer Versuchsf�uhrung wird das Potential der AE �m(t) durch die

Vorgabe eines konstant zu haltenden Gesamtstroms Ig geregelt:

Ig(t) = im FAE =
Z
AE

imig(x; t) dF = const:

Aus dieser Bedingung folgt bei dynamischen Prozessen ebenfalls ein zeitabh�angiges

�m(t). Die Position der RE ist in diesem Kontrollmodus irrelevant, da nur der

einzuhaltende Gesamtstrom und nicht das gemessene Potential der RE bzw. der

Me�ort die T�atigkeit des Potentiostaten und damit �m(t) bestimmt.

H�au�g wird in Experimenten noch ein externer Widerstand Rg in den Stromkreis

geschaltet, z. B. wenn der Elektrolyt-Widerstand zu klein ist, um dynamisch inter-

essante Parameterbereiche zu erreichen. Der gesamte Potentialabfall im Stromkreis

V0(t) teilt sich dann auf in den Abfall �uber den externen Widerstand und den

Abfall �uber DL und Elektrolyt

V0(t) = Ig(t)Rg + �m(t) :

Ist die Di�erenz zwischen Gesamtabfall und Potential an der RE �xiert, so folgt

V0(t)� �RE(t) = E0 ) �m(t) = E0 + �RE(t)� Ig(t) Rg : (2.18)
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Bei allen oben diskutierten Kontroll-Eingri�en �uber den Potentiostaten gilt wei-

terhin der Integralzusammenhang Glg. 2.15, da sich an der Geometrie und somit

an der L�osung der Laplace-Gleichung bzw. den Greenschen Funktionen G und H0

nichts �andert; bei gegebenen �0(x; t) bleibt die Potentialverteilung im Elektrolyten

und deren Normalableitung am Rand �z unabh�angig vom Kontrollmodus erhalten.

Der Potentiostat regelt lediglich das nun zeitabh�angige Metall-Potential �m(t), das

je nach Kontrollmodus unterschiedlich von �0(x; t) bzw. u(x; t) abh�angt. Somit mu�

die Dynamik-Gleichung um einen weiteren Ausdruck erg�anzt werden, der diesen

funktionalen Zusammenhang �m(t) = Ffu(x; t)g beschreibt. Diese Abh�angigkeit

wird im folgenden explizit f�ur die verschiedenen F�alle beim d�unnen Ring abgeleitet.

Wie bereits in Kap. 2.2 ausgef�uhrt wurde, sind beim d�unnen Ring die Mittelwerte

von �z und �0 zueinander proportional, d. h. <�z > = �h <�0> : F�ur den

Gesamtstrom Ig ergibt sich dadurch

Ig =

LZ
Lin

2�Z
0

imig ~r d~r d� = ��
LZ

Lin

2�Z
0

@�

@~z
~r d~r d�

= �� L
2

(1 �A2) 2� <�z(x)> =
� L

2
(1 �A2) 2� h <�0(x)>

= �hFAE <�0(x)>

mit der physikalischen (nichtskalierten) Fl�ache des Rings

FAE = � L2 (1�A2) = � (L2 � L2
in) :

Das Potential auf der Symmetrieachse im Elektrolyten h�angt ebenfalls nur von

<�0(x)> ab (s. Kap. 6.2.4), eine hier positionierte RE mi�t das Potential (Glg. 6.33)

�RE(t) := �(0; 0; �) =
Z
AE

G(~rRE; x
0)�0(x

0; t) dx0

= gRE(�) <�0(x; t)> ; gRE(�) = h
�q

1 + �2 �
q
A2 + �2

�
; (2.19)

da G(~rRE; x0) durch eine positive (x'-unabh�angige) Konstante gegeben ist

G [~rRE = (0; 0; �); x0 ] = gRE(�) > 0 ; lim
�!1

gRE(�) � h (1 �A2)

2

1

�
! 0 ;

die sich bei gro�en Abst�anden erwartungsgem�a� dem klassischen 1=r-Gesetz der

Potentialtheorie entsprechend verh�alt und im bisher diskutierten 'asymptotischen'

Grenzfall � ! 1 verschwindet (dies gilt generell und somit auch bei nicht-

symmetrischer Positionierung).
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Im allgemeinen Fall einer nahen, symmetrischen RE und mit einem externen Wi-

derstand erh�alt man nach Einsetzen in Glg. 2.18

�m(t) = E0 + �RE(t)� Ig(t)Rg = E0 + gRE(�) <�0> �Rg �hFAE <�0>

= E0+ <�0> (t)
�
gRE(�) �Rg �hFAE

�
;

und zusammen mit Glg. 2.16

�m(t) = u(x; t) + �0(x; t) ) �m(t) =<u> (t)+ <�0> (t)

) <�0> (t) = �m(t)� <u> (t)

folgt dann das Metall-Potential als Funktion der dynamischen Variable u(x; t)

�m = E0 +
�
�m� <u>

� �
gRE(�) �Rg �hFAE

�

) �m(t) =
E0� <u> (t)

�
gRE(�) �Rg �hFAE

�
1 � gRE(�) +Rg �hFAE

;

welches zusammen mit Glg. 2.17

@t u = �ir[u] + �h (�m(t)� u) + �

1Z
0

H0(�x)
�
u(x0)� u(x)

�
dx0

komplett die raumzeitliche Au
adung der DL u(x; t) beschreibt.

Der potentiostatische Faktor B

Der Ausdruck f�ur das durch den Potentiostaten eingestellte Potential kann auch di-

rekt in die Dynamik-Gleichung geschrieben werden, n�utzlich ist dabei die Einf�uhrung

des zeitlich-konstanten 'potentiostatischen Faktors' B

B :=
Rg �hFAE � gRE(�)

h
= Rg �FAE �

�q
1 + �2 �

q
A2 + �2

�
;

der alle Eingri�e des Potentiostaten beschreibt. Der Faktor variiert zwischen B=1
bei unendlichem externemWiderstand (Rg !1) und dem MinimumBmin, welches

bei �=0 und Rg=0 angenommen wird (hier be�ndet sich die RE auf der Ebene der

AE und des Isolators); d. h. B 2 [Bmin;1] ; Bmin = �1 +A < 0 .

Je d�unner der Ring ist, desto negativer ist das Minimum; bei B = 0 liegt der

bisher behandelte asymptotische Fall vor (� ! 1 und Rg = 0). Die Abb. 2.20

zeigt die Abh�angigkeit des Faktors von � und Rg; w�ahrend Rg B linear erh�oht,

sinkt der Faktor bei Abnahme des Abstandes der RE. Je nach Gr�o�e des externen

Widerstandes liegt B unterhalb eines kritischen Abstandes � bei negativen Werten.
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Abb. 2.20: Funktionale Abh�angigkeiten des Faktors B vom externen Widerstand Rg und

Abstand � der symmetrischen RE zur AE- und Isolator-Ebene (Ring-Breite A = 0:9).

Mit Hilfe von B folgt dann f�ur die Dynamik-Gleichung

�m(t) =
E0 + hB <u>

1 + hB
; fA =

1

h

) @t u = �ir[u] + �h

 
E0+ <u> hB

1 + hB
� u

!
+ Koppl.

= �ir[u] + �h
E0 � u+ hB (<u> �u)

1 + hB
+ Koppl.

= �ir[u] + �
E0 � u

fA +B
+ �

B

fA (fA +B)

�
<u> �u

�
+ Koppl. .

Die potentiostatische T�atigkeit manifestiert sich somit in zwei unterschiedlichen

Aspekten. Zum einen verschiebt sich der auch f�ur die homogenen Zust�ande u0i rele-

vante Gesamtwiderstand in der Gleichung

0 = �ir[u0] + �
E0 � u0

fA +B
= �ir[u0] + E0 � u0

%tot
; %tot :=

fA +B

�
= %ele +

B

�

je nach Gr�o�e und Vorzeichen von B zu gr�o�eren bzw. kleineren Werten, d. h. die

lokale Dynamik wird durch Variation von B ver�andert. Zum anderen entsteht ein

zus�atzlicher, globaler Kopplungsterm, der auch in die KF geschrieben werden kann

@t u = �ir[u] + E0 � u

%tot
+ �

1Z
0

 
H0(�x) +

B

fA (fA +B)

!
| {z }

=:HB(jx�x0j)

(u(x0)� u(x)) dx0

HB(�x) = H0(�x) +
B

fA (fA +B)
= H0(�x) +

h2B

1 + hB
: (2.20)
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Da der durch den Potentiostaten entstehende globale Beitrag zur KF

Dg;Pot = �
B

fA (fA +B)

sich in monotoner Weise bei Erh�ohung von B ebenfalls vergr�o�ert, f�uhrt ein externer

Widerstand (B > 0) zu einer positiven Verschiebung des globalen O�sets in der

Kopplungsfunktion wie auch im Gesamtwiderstand (was hiermit mathematisch

exakt bewiesen ist, s. auch Kap. 3.2); w�ahrend eine Verringerung des Abstandes der

RE mit einer Verschiebung des e�ektivenWiderstandes der lokalen Dynamik zu klei-

neren Werten verbunden ist. Gleichzeitig sinkt der O�set der Kopplungsfunktion,

d. h. eine nahe RE bewirkt eine negative Verschiebung des globalen Anteils der KF

(B < 0). Sowohl die Modi�zierung der lokalen Dynamik wie auch der KF k�onnen

nicht voneinander getrennt auftreten. Da der externe Widerstand und die RE nur

�uber eine Gr�o�e (�m(t)) auf die Dynamik-Gleichung der Doppelschichtau
adung

gemeinsam einwirken und gleichzeitig bei dieser Geometrie der Gesamtstrom Ig wie

auch �RE(t) nur vom Mittelwert <u>(t) abh�angen, k�onnen beide Mechanismen mit

einem einzigen Parameter (B) beschrieben werden. Bei komplizierteren Geometrien

kann ein derartig zusammenfassender Parameter nicht gefunden werden.

Bei einer derartigen Zusammenfassung beider Kopplungs-Mechanismen in einer

KF ist nochmals zu betonen, da� die Musterbildung in der Elektrochemie zwar

von der gesamten Kopplungsfunktion HB(�x) abh�angt, die beiden Terme in Glg.

2.20 aber deutlich unterschiedlicher Herkunft sind: H0(�x) entsteht durch die

Potentialkopplung im Elektrolyten, deren Nichtlokalit�at in letzter Konsequenz

auf der Fernwirkung (1=r-Abh�angigkeit) von Ladungen und daraus resultierenden

Feldern in der Elektrostatik beruht; der B-abh�angige, globale Term wird durch einen

experimentellen Kontrollmodus bedingt, der die e�ektive Gesamtkopplungsfunktion

in Abh�angigkeit von B global nach oben anhebt (B > 0) bzw. absenkt (B < 0).

Bevor die ver�anderte Frontdynamik bei B 6= 0 diskutiert wird, soll noch auf

die mathematisch kompakteste Formulierung der Dynamik-Gleichung eingegangen

werden, die sp�ater bei analytischen Berechnungen verwendet wird. De�niert man

Hgal(�x) := H0(�x) +
1

fA
= H0(�x) + h (2.21)

) H0(�x) = H0(�x) +
1

fA
� 1

fA
= Hgal(�x)� 1

fA
;

so folgt f�ur die Dynamik-Gleichung

@t u = �ir[u] + �
E0 � u

fA +B
+ �

B

fA (fA +B)

�
<u> �u

�
+

+ �

1Z
0

H0(�x) (u(x
0)� u(x)) dx0
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= �ir[u] + �

(
E0 � u

fA +B
+

B

fA (fA +B)

�
<u> �u

�

� 1

fA

�
<u> �u

�)
+ �

1Z
0

Hgal(�x) (u(x
0)� u(x)) dx0

) @t u = �ir[u] + E0� <u>

%tot
+ �

1Z
0

Hgal(�x) (u(x
0)� u(x)) dx0;

wobei Hgal(�x) sich von H0(�x) nur durch den geometrieabh�angigen, konstanten

Term h unterscheidet und somit wie H0(�x) ausschlie�lich von der Geometrie bzw.

hier nur von der skalierten Breite des Rings abh�angt.

Der Kontroll-Eingri�

In dieser Formulierung kann auch ein weiterer Kontroll-Eingri� leicht diskutiert

werden. Bei expliziter Kontrolle ('simple proportional feedback', [54]) wird z. B.

versucht, einen instabilen Fixpunkt des Systems u0 zu stabilisieren, indem man

einen experimentell zug�anglichen Parameter wie �m dynamisch r�uckkoppelt

�m(t) = E0 � �(<u> �u0) mit 0 = �ir[u0] + �
E0 � u0

fA
:

Gelingt die Kontrolle, verschwindet der Zusatzterm. Durch den Parametershift

Eneu =
E0 + �u0

1 + �
; B = �fA �

1 + �
; %tot =

fA +B

�

kann die Dynamik-Glg.

@t u = �ir[u] + �
�m(t)� u

fA
+ �

1Z
0

H0(�x) (u(x
0)� u(x)) dx0

= �ir[u] + �
�m(t)� <u>

fA
+ �

1Z
0

Hgal(�x) (u(x
0)� u(x)) dx0

= �ir[u] + �
Eneu� <u>

fA +B
+ �

1Z
0

Hgal(�x) (u(x
0)� u(x)) dx0

= �ir[u] + Eneu� <u>

%tot
+ �

1Z
0

Hgal(�x) (u(x
0)� u(x)) dx0

ebenfalls auf die obige Form mit negativem B (bei � > 0) gebracht werden. Folglich

k�onnen alle Ergebnisse der allgemeinen Gleichung auch f�ur diese Kontrollmethode

bei entsprechender Transformation der Parameter verwendet werden.
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2.3.1 Externer Widerstand und galvanostatische Versuchs-

f�uhrung

Durch die potentiostatische T�atigkeit wird der globale Anteil der Kopplungsfunktion

ver�andert und die lokale Dynamik modi�ziert. Die daraus folgenden Konsequenzen

f�ur die bistabilen Fronten k�onnen aus der Perspektive der Global-Lokal-Gleichung

einfach verstanden werden, da sich die gesamte globale Kopplungskonstante nun

aus der Summe der Potential-Kopplung und des potentiostatisch-bedingten Terms

ergibt

Dg � �

 
Hg +

B

fA (fA +B)

!
:

Da der Fall B > 0 lediglich auf eine Erh�ohung der positiven Kopplung Dg hin-

ausf�uhrt (s. Abb. 2.21), verst�arken sich alle bereits bei B = 0 diskutierten Ef-

fekte der Frontbeschleunigung4, der Nukleationsverhinderung sowie des Verlassens

der dynamischen Bistabilit�at; es treten hier keine essentiell neuartigen E�ekte auf,

bzw. die Ver�anderungen in der Frontdynamik sind bei der allgemeinen Global-Lokal-

Gleichung mit beliebigem Dg > 0 bereits diskutiert worden. Durch die Verst�arkung

des globalen Anteils in der Kopplungsfunktion wird diese besser als im potentio-

statischen Fall durch die Global-Lokal-Gleichung approximiert; die Unsch�arfe in Hg

bzw. das Vernachl�assigen des monotonen Abfalls fallen weniger ins Gewicht. Folglich

sollen nur einzelne Aspekte der Musterbildung bei B > 0 diskutiert werden.

Modi�kation durch einen externen Widerstand

Bewegt man die RE weit weg (� ! 1), kann die R�uckkopplung durch die RE

vernachl�assigt werden (gRE!0), und die potentiostatische R�uckkopplung bzw. der

Faktor B reduziert sich auf B=Rg �FAE > 0 . De�niert man analog zum Elektrolyt-

Widerstand

%ele =
fA
�

als externen Widerstand %g := Rg FAE ; B = %g � ;

so f�uhrt dies auf die Formulierung

@t u(x; t) = �ir(u) + E0 � u(x)

%ele + %g| {z }
%tot

+ �

1Z
0

HB(�x) (u(x
0)� u(x)) dx0;

d. h. der Gesamtwiderstand ergibt sich aus der einfachen Summe von Elektrolyt-

Widerstand und oben de�niertem spezi�schen externen Widerstand %g, der durch

4Zeitgleich von N. Mazouz durchgef�uhrte, numerische Untersuchungen im 2D-Modell mit ex-

ternem Widerstand f�uhrten bei dieser Frage letztlich zum gleichen Ergebnis.
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das Produkt von Rg und der (nichtskalierten) Fl�ache der Arbeitselektrode gegeben

ist. Wird diese Fl�ache beispielsweise verdoppelt, erh�alt man bei kleinem Elektrolyt-

Widerstand (%g � %ele) durch Halbierung von Rg wieder die gleiche lokale Dynamik;

diese einfache Beziehung ist auch im Experiment beobachtet worden [184].

−0.5 0.0 0.5
 x−x’

0

10

20

H
B
(δ

x)
B=inf.
B=0.1
B=0

Abb. 2.21: EC-KF bei positivem B, die sich st�arker zwischen B = 0 und B = 0:1 als

zwischen B = 0:1 und B = 1 zu positiveren Werten verschiebt; bei B = 1 liegt die

galvanostatische KF vor.

Der globale Zusatzterm

Dg;Pot = �
B

fA (fA +B)
=

�2 %g
fA (fA + � %g)

=
%g

%ele %tot

h�angt generell �uber B vom Produkt aus Leitf�ahigkeit und externem Widerstand ab

und zeigt bei kleinemWert dieses Produktes (� %g) imGegensatz zum Potentialanteil

(� �Hg) eine quadratische Leitf�ahigkeits-Abh�angigkeit (s. Abb. 2.22, li)

� %g � fA ) Dg;Pot � �2 %g
f2A

und einen linearen Anstieg bzgl. %g. Bei gro�em Verh�altnis von externemWiderstand

zu Elektrolyt-Widerstand h�angt indes die globale Kopplung nur schwach von %g ab

� %g � fA ) Dg;Pot � �

fA
� 1

%g
;

so da� eine weitere Erh�ohung von %g keinen nennenswerten Unterschied mehr in der

Kopplung bewirkt (s. Abb. 2.22, re); in diesem Limes zeigt sich dann ein linearer

Leitf�ahigkeits-Zusammenhang.
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Abb. 2.22: Abh�angigkeit des potentiostatisch bedingten globalen Kopplungsanteils als

Funktion der Leitf�ahigkeit bei �xiertem %g (links) und als Funktion des externen Wider-

standes bei �xiertem � (rechts); die im Limes %g !1 erreichte Asymptote ist gestrichelt

eingezeichnet.

H�au�g werden externe Widerst�ande eingesetzt, wenn der Elektrolyt-Widerstand

zu klein ist, um in den bistabilen (bzw. oszillatorischen) Bereich der Dynamik zu

gelangen

%ele =
fA
�

=
fA L

�
< %cusp aber %tot = %ele + %g > %cusp ;

der nach Glg. 1.17 bei Elektroden-Reaktionen mit kleinemReaktionsstrom, wie auch

kleiner relativer negativer Ableitung

%cusp =
1

�wp
= � 1

a0
@ir
@u

���
uwp

> 0

bei gro�en Werten liegt. F�ur die Untersuchung von inhomogenen dynamischen Pro-

zessen auf der AE ist die Verwendung eines externen Widerstandes allerdings kon-

traproduktiv, da sich beide Widerst�ande in der lokalen Dynamik zwar addieren

(und somit in dieser Hinsicht nicht zu unterscheiden sind), aber auf die r�aumliche

Kopplung in genau entgegengesetzter Weise einwirken; w�ahrend %ele umgekehrt pro-

portional zur Kopplungsst�arke � ist und somit ein gro�er Elektrolyt-Widerstand eine

kleine r�aumliche Kopplung zur Folge hat, werden Potentialinhomogenit�aten durch

den externen Widerstand st�arker abgebaut. Dies gilt insbesondere f�ur Reaktionen

mit kleinem Reaktionsstrom, da hier die Dynamik sowieso schon stark �uberd�ampft

ist.

Sollen trotzdem bei derartigen Reaktionen (wie z. B. die Oxidation von Ameisen-

s�aure) Potentialinhomogenit�aten studiert werden, bietet sich eine Vergr�o�erung der

Elektroden-Ober
�ache (FAE) an. Damit werden zwei Probleme gleichzeitig gel�ost:

zum einen vergr�o�ert sich der Elektrolyt-Widerstand (%ele � fA L), was die Ver-

wendung eines externen Widerstandes (und die damit verbundene Erh�ohung der
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Kopplung) unn�otig macht. Zum anderen f�uhrt eine Vergr�o�erung von L auf eine

kleinere Kopplungsst�arke (� � 1=L), was ebenfalls die �Uberd�ampfung reduziert;

dieser Weg wird mittlerweile auch experimentell mit optimistisch stimmenden Vor-

ergebnissen von P. Strasser/FHI [183] beschritten.

Soll indes das Auftreten von Potentialinhomogenit�aten unterbunden werden, bietet

sich naturgem�a� die Verwendung eines externen Widerstandes an; allerdings ist, wie

oben ausgef�uhrt, die homogenisierendeWirkung bei einer Erh�ohung von %g begrenzt,

da die globale Kopplung bei gro�em externen Widerstand essentiell nur noch von

der Leitf�ahigkeit abh�angt und somit nur durch Vergr�o�erung dieses Parameters zu

steigern ist. Die positive Verschiebung der Kopplung durch einen externen Wider-

stand ist mittlerweile auch in mehreren Experimenten beobachtet worden, auf die

im Verlauf dieser Abhandlung eingegangen wird, so da� hier von einer zweifelsfreien

Best�atigung obiger mathematischer Resultate gesprochen werden kann.

Galvanostatische Versuchsf�uhrung

Bei der galvanostatischen Versuchsf�uhrung �xiert der Potentiostat den GesamtstromR
imig(x; t) dF = Ig = const: ; indem das Potential der AE entsprechend eingestellt

wird

�m(t) = %ele im+ <u> (t) ; im :=
Ig
FAE

;

welches nach Einsetzen in die Migrationsstromdichte

imig(x; t) =
�m(t)� u

%ele
+ �

1Z
0

H0(�x) (u(x
0)� u(x)) dx0

auf einen konstanten, mittleren Migrationsstrom f�uhrt

imig(x; t) =
1

%ele

�
(%ele im+ <u>)� u

�
+ �

1Z
0

H0(�x)
�
u(x0)� u(x)

�
dx0

= im + �h
�
<u> (t)� u

�
+ �

1Z
0

H0(�x)
�
u(x0)� u(x)

�
dx0

) <imig(x; t)> = im :

Schreibt man den globalen Kopplungsterm ins Kopplungsintegral, so wird die Dy-

namik der Doppelschicht bei galvanostatischer Versuchsf�uhrung ('VF') dann durch

@t u(x; t) = �ir[u] + im + �

1Z
0

(H0(�x) + h)
�
u(x0; t)� u(x; t)

�
dx0
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beschrieben, wobei die hier auftretende Kopplungsfunktion (s. Abb. 2.21)

Hgal(�x) = H0(�x) + h = H0(�x) +
1

fA

bereits in Glg. 2.21 de�niert worden ist und sich von der Potential-KF H0(�x) durch

den positiven O�set h unterscheidet. Diese Konstante ergibt sich auch im Limes

B !1 bzw. %g !1 als Asymptote eines externen Widerstandes

Dg;Pot = �
B

fA (fA +B)
; lim

B!1
Dg;Pot =

�

fA
= �h :

Folglich unterscheidet sich der globale Zusatzterm der Kopplung bei galvano-

statischer VF nicht nennenswert von der Kopplung bei gro�em externenWiderstand,

bzw. diese geht im Limes %g !1 stetig in die galvanostatische VF �uber. Die Stetig-

keit dieses �Ubergangs kann verdeutlicht werden, indem man bei potentiostatischer

VF das Potential E0 entsprechend mitf�uhrt:

sei E0 = Ig Rg = (im FAE)
�

%g
FAE

�
= im %g

) @t u = �ir[u] + im %g � u

%ele + %g
+ �

1Z
0

HB(�x) (u(x
0)� u(x)) dx0

%g !1 : ) @t u � �ir[u] + im � u

%g
+

+�

1Z
0

 
Hgal(�x)� 1

� %g

! �
u(x0)� u(x)

�
dx0:

Insofern unterscheiden sich beide F�alle nur durch einen kleinen, im Limes verschwin-

denen Term � 1=%g, sowohl in der lokalen Dynamik wie auch in der KF. Aus der

Stetigkeit des �Ubergangs l�a�t sich die generelle Aussage ableiten, da� sich auch das

noch zu diskutierende raumzeitliche Verhalten bei galvanostatischer VF keineswegs

qualitativ von der bei potentiostatischer VF unterscheidet bzw. sich die Muster-

bildung ebenfalls stetig im �Ubergang verh�alt. Um eine quantitative Parameter-

Absch�atzung zur N�ahe zum galvanostatischen Grenzfall zu erhalten, k�onnen die Pa-

rameterbedingungen berechnet werden, bei denen sich die potentiostatisch-globale

Kopplung um weniger als 10 Prozent von der galvanostatischen KF unterscheidet,

d. h. Dg;Pot = �
B

fA (fA +B)
>

9

10
Dg;gal =

9

10

�

fA
, B > 9 fA , � %g > 9 fA , � Rg FAE > 9 fA L :

Hier erkennt man, da� der Unterschied zur galvanostatischen KF nicht nur bei

gro�em Produkt von (Rg FAE), sondern bei hinreichend gro�er Leitf�ahigkeit zu ver-

nachl�assigen ist.
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Der einzige wesentliche Unterschied bei galvanostatischer Versuchsf�uhrung besteht

in der Entkopplung von lokaler Dynamik und r�aumlicher Kopplung, da z. B. die

homogenen Zust�ande u0 durch ir[u0] = im gegeben sind und somit im Gegensatz

zur potentiostatischen VF nicht mehr vom Elektrolyt-Widerstand und damit von

Leitf�ahigkeit und AE-Gr�o�e (�), sowie Breite (fA) abh�angen. Das Bistabilit�atsge-

biet der homogenen L�osungen wird deshalb geometrie-unabh�angig und liegt bei Mi-

grationsstromwerten zwischen dem Maximum und Minimum des Reaktionsstroms;

in dieser Hinsicht gleichen sich elektrochemische Systeme mit galvanostatischer VF

und klassische RD-Systeme.

Durch diese Entkopplung im galvanostatischen Kontrollmodus kann in bequeme-

rer Weise die Rolle der Kopplung theoretisch und experimentell untersucht wer-

den. Die Leitf�ahigkeit und Geometrie �au�ern sich ausschlie�lich in der r�aum-

lichen Kopplung des Systems; die Kopplung bzw. deren gen�aherter globaler Anteil

Dg � � (Hg + h) h�angt in linearerWeise vomVerh�altnis der Leitf�ahigkeit zur Gr�o�e

der AE ab. Ist diese sehr klein (L ! 0), so divergiert die Kopplungsst�arke des Sy-

stems (�;Dg !1), was wiederum jegliche Inhomogenit�at verhindert, w�ahrend bei

kleiner Leitf�ahigkeit oder gro�er Ausdehnung der AE die Kopplung ingesamt und

damit verbunden die globale Kopplung im System abnimmt.

Galvanostatische Fronten

Bei den Front�uberg�angen �au�ert sich der Kontrollmodus prim�ar in der Erh�ohung

des globalen Kopplungsanteils in der KF; dies impliziert, da� die Fronten denen bei

global/lokaler Kopplung etwas �ahnlicher sind, da der monotone Abfall des Potential-

Kopplungsanteils weniger ins Gewicht f�allt. Folglich macht eine �Ubertragung der

analytischen Ergebnisse in der GL-Gleichung hier in quantitativer Hinsicht mehr

Sinn; allerdings bestimmt � in der entsprechenden Approximations-Gleichung

@t u(x; t) � �ir[u] + im + � (Hg + h)
�
<u> �u

�
+ �HL

@2u

@x2
(2.22)

weiterhin sowohl die Gr�o�e der globalen, wie auch der lokalen, keineswegs belie-

big kleinen Kopplungskonstante HL. Die analytischen Berechnungen zur GL-Glg.

k�onnen f�ur die galvanostatische Approximations-Glg. 2.22 durch die Vorschrift

@t u(x; t) = �ir[u] + im +Dg (<u> �u) +DL

@2u

@x2

= �ir[u] + Eeff (t)� u

%̂ele
+DL

@2u

@x2

Eeff (t) :=
im
Dg

+ <u> (t) ; %̂ele =
1

Dg
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Abb. 2.23: Ergebnisse zu Fronten bei galvanostatischer VF:

a): Darstellung der Parametergebiete (im; �=gA), bei denen in globaler N�aherung usn,ueq

oder beide zwischen den homogenen Fixpunkten liegen. Fixiert man z. B. im = 15 und

variiert k, liegen bei 0<�=gA<0:05 beschleunigte �Uberg�ange vor, bei gr�o�eren Werten von

� wird das dynamische Bistabilit�atsgebiet w�ahrend des �Ubergangs verlassen, wie auch in

Abb. d zu erkennen ist, und unendliche Frontgeschwindigkeiten treten auf. Bei �=gA = 0:84

liegt die ueq -Linie bei im = 15 ; demnach relaxieren nun zu kleine Nukleationskeime wieder

zur�uck. Volle Pfeile deuten frontartige, gestrichelte Pfeile unstetige �Uberg�ange im dyna-

misch monostabilen Bereich an.

c): Darstellung der dynamischen Bistabilit�atsgebiete zusammen mit den Fixpunkten u0i

bei Equistabilit�at im = ieq (� 100); die globale Kopplung zerst�ort generell die bei RD-

Systemen auftretenden station�aren Frontl�osungen mit c0(Eeq) = 0.

d): Analoge Darstellung f�ur im = 15, x-t-Darstellungen in Abb. 2.24.

b): Stetiger Anstieg der kritischen Nukleationskeime bei Erh�ohung von � zusammen mit

der analytischen Kurve bei lokaler Dynamik n�aher an der Equistabilit�at (im = 50).
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wiederverwendet werden, und zusammen mit

Dg = � (Hg + h) ; Hg =
1

gA
� 1

fA
) Dg =

�

gA

) Eeff (t) = im
gA
�

+ <u> (t) ; %̂ele =
gA
�

folgen die in Abb. 2.23, a dargestellten Parameter-Gebiete, in denen aus globaler

Sicht die unstetigen Front�uberg�ange mit unendlicher Geschwindigkeit und die

instabilen Nullstellen w�ahrend der �Ubergange auftreten.

Bei einer mit Abb. 2.6 zu vergleichenden numerischen Untersuchung der kritischen

Nukleationsgr�o�e wird die Gr�o�enordnung von der analytisch-globalen Absch�atzung

richtig reproduziert (s. Abb. 2.23, b), allerdings zeigen die kritischen Keimgr�o�en

bei nichtlokaler KF einen stetigen Anstieg und nicht die Unstetigkeit wie bei

beliebig kleiner lokaler Kopplung, welches durch die gleichzeitige Modi�kation von

Dg und DL bei Variation von � zusammen mit dem endlichen Wert von HL zu

verstehen ist.

Fixiert man die Migrationsstromdichte in N�ahe der sn-Bifurkation und erh�oht �,

verst�arkt sich die Frontbeschleunigung (s. Abb. 2.24, a, b, c), bis es zur Verhin-

derung des �Ubergangs durch die instabile Nullstelle kommt. Erwartungsgem�a�

zeigen sich st�arkere �Ahnlichkeiten zu den Fronten bei global/lokaler Kopplung;

insbesondere gilt dies f�ur den E�ekt der unendlichen Frontgeschwindigkeit, der sich

hier in fast unstetiger Manier durch eine scheinbar pl�otzlich und massiv auftreten-

dende Beschleunigung manifestiert. Eine weitere Erh�ohung der Kopplungsst�arke

f�uhrt dann zu einem fr�uheren Eintreten dieses E�ektes (d. h. bei noch passiverem

Mittelwert, s. Abb. 2.24, d), wie auch in Abb. 2.23, d abgelesen werden kann.

Abb. 2.24: x-t-Darstellung von galvanostatischen Front�uberg�angen bei im = 15

(lnuk = 0:05 !<u>(0) � 245 ; A = 0:9 ! gA = 0:122), zu vergleichen mit Abb. 2.23, d.

a): � = 0:005 ! �=gA � 0:04; TMax = 150.

b): � = 0:015 ! �=gA � 0:123; TMax = 50.

c): � = 0:030 ! �=gA � 0:245; TMax = 24.

d): � = 0:100 ! �=gA � 0:82; TMax = 24.

e): � = 0:200 ; lnuk = 0:3; TMax = 4.

f): A = 0:95 ! gA = 0:072; � = 0:0178 ! �=gA � 0:245; TMax = 24.
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Die Entkopplung von lokaler Dynamik und Kopplung erm�oglicht auch eine sinnvol-

le Untersuchung der �Ubergangszeiten bei nichtlokaler KF. W�ahlt man einen sehr

gro�en Nukleationskeim, so kann die Nukleationsproblematik umgangen werden,

und man erh�alt im Gegensatz zu kleineren Keimen einen monotonen Anstieg der

mittleren Geschwindigkeit bzw. von 1=� (s. Abb. 2.25, a).

W�ahrend bei kleinem � der �Ubergang stark frontartig mit nur schwacher Beschleu-

nigung verl�auft (s. Abb. 2.24, a), liegt im Limes � ! 1 der kopplungsdominante

Fall vor, bei dem in zunehmendem Ma�e zuerst die Inhomogenit�at abgebaut wird

und der �Ubergang dann homogen erfolgt (s. Abb. 2.24, e); d. h. die lokale Dynamik,

charakterisiert durch den Faktor a0, bestimmt dann prim�ar bzw. im formalen Limes

ausschlie�lich die Zeitkonstante des �Ubergangs. Bei endlichem Verh�altnis von �=a0

liegt eine �Uberlagerung von r�aumlicher Kopplung (� �) und lokaler Dynamik (� a0)

in der Gleichung

@t u(x; t) = a0
�
�ir[u] + im

�
+ �

1Z
0

Hgal(�x)
�
u(x0)� u(x)

�
dx0

= a0 flok(u) + � K.F.

vor, deren Superposition man in einer simplen, qualitativenAbsch�atzung formulieren

� = �Kop + �Lok ; �Kop � 1

�
=

�kop
�

; �Lok � 1

a0
=

�lok
a0

(2.23)

kann, welches auf den Ausdruck 1=� = 1=(�K
�
+ �L

a0
) f�uhrt, der sowohl den Fall sehr

kleiner Kopplungsst�arken

�

a0
! 0 bzw.

1

�
!1 � � 1

�
;

1

�
=

�

�K
� �L
�2
K

�2

b0

wie auch den entgegengesetzten Fall der kopplungsdominanten �Uberg�ange bei gro�en

Kopplungsst�arken bzw. bei langsamer lokaler Dynamik

�

a0
!1 bzw. a0 ! 0 � � 1

a0
;

1

�
=

a0
�L
� �K

�2
L

a20
�

qualitativ recht gut beschreibt (s. Abb. 2.25 c, d). W�ahrend das Verhalten im zwei-

ten Fall nicht sonderlich �uberrascht, tritt ein interessanter Unterschied zwischen

global/lokaler und nichtlokaler KF im Limes �=a0 ! 0 auf. W�ahrend sich bei glo-

bal/lokaler Kopplung in diesem Grenzfall mit kaum beschleunigten Fronten asym-

ptotisch die spezielle Wurzel-Abh�angigkeit c � p�a0 der Di�usionskopplung zeigt

(s. Kap. 2.1), folgt aus der zu beobachtenden linearen Abh�angigkeit c � � bei nicht-

lokaler Kopplung ein anderes asymptotisches Verhalten bzgl. der kinetischen Kon-

stante a0, was auch aus den gleichen Daten ohne weitere numerische Untersuchungen

durch eine simple Skalierung gewonnen werden kann.
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Abb. 2.25: Mittlere Geschwindigkeiten 1=� bzw. �Ubergangszeiten � bei im = 15 :

a): 1=� bei zwei Keimgr�o�en (lnuk = 0:05 und lnuk = 0:30; a0 = 1) als Funktion von �.

b): 1=� des gr�o�eren Keims als Funktion von a0, � = 1.

c): Lineare Zunahme von � als Funktion der inversen Kopplungsst�arke im kaum

beschleunigten Limes �=a0 ! 0.

d): Lineare Zunahme von � als Funktion der inversen kinetischen Konstante im kopp-

lungsdominanten Limes �=a0 !1.

Ist die Zeitdauer eines Prozesses in der Gleichung

@t u(x; t) = �ir[u] + im + �

1Z
0

Hgal(�x)
�
u(x0)� u(x)

�
dx0

durch � (�) gegeben, so liegt die Zeitdauer des identischen Prozesses in der Gleichung

@t u(x; t) = a0
�
�ir[u(x; t)] + im

�
+ �

1Z
0

Hgal(�x)
�
u(x0)� u(x)

�
dx0

bei � (a0) =
1

a0
�
�
� =

1

a0

�
:
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Somit erh�alt man in erster Ordnung im Limes a0 ! 1 eine Unabh�angigkeit der
�Ubergangszeit von der kinetischen Konstante

a0 !1 : � � ��1 =
L

�
) � � a0

in �Ubereinstimmung sowohl mit den in Abb. 2.25 b dargestellten Daten wie auch mit

der Superpositionsabsch�atzung, bei der ebenfalls ein inverser Abfall auf einen dann

von a0 unabh�angigen Wert vorausgesagt wird. Ansonsten ergibt sich bei kleinerem

a0 ein �ahnliches Verhalten wie bei der global/lokaler KF (man vergleiche mit Abb.

2.12); ausgehend von den stark ged�ampften �Uberg�angen im kopplungsdominaten

Regime (a0 ! 0 , � ! 1) mit einer �Ubergangszeit, die essentiell nur von a0

abh�angt, beobachtet man die Maximumsausbildung mit starker Beschleunigung der

Fronten, die bei schnellerer lokaler Dynamik abnimmt, was sich in der Abnahme

der mittleren Geschwindigkeit manifestiert.

Der prim�are Unterschied liegt dann im Ausbleiben des Minimums; hier setzt sich

im Gegensatz zur GL-Gleichung im numerisch untersuchbaren Parametergebiet

kein analoger Di�usions-Anteil der KF mit einer wurzelartig wieder ansteigen-

den Geschwindigkeit durch; im Limes sehr schneller lokaler Dynamik h�angt der
�Ubergang trotz fast RD-artiger Fronten nicht mehr von a0, sondern nur von

der Kopplungsst�arke ab, die hier als geschwindigkeitsbestimmender Schritt

auftritt. Auch stimmt der N�aherungsausdruck f�ur die Di�usionskonstante

DL = �HL = �HL =L im diesem Limes a0=� = a0 L=� ! 1 nicht; da die
�Ubergangszeiten � = �K=� = �K L=� linear mit der L�ange des Systems zunehmen,

h�angt hier die mittlere Frontgeschwindigkeit < c >= �=L = �=�K nur von der

Leitf�ahigkeit, nicht aber von der L�ange L ab. Dieses abweichende Grenzverhalten

zeigt sich auch bei anderen Parametern der lokalen Dynamik und tritt ebenfalls

in numerischen Untersuchungen bei potentiostatischer VF auf und ist somit als

generelle Eigenschaft der nichtlokalen KF anzusehen.

Als letzten Aspekt wird nun auf den bisher etwas vernachl�assigten Geometrie-

Parameter der Ringbreite und deren Auswirkung auf die EC-�Uberg�ange einge-

gangen; in dieser Fragestellung unterscheiden sich EC-Systeme deutlich von

RD-Systemen, da dort die Breite unterhalb einer kritischen Gr�o�e keine Aus-

wirkungen auf die azimutale Musterbildung hat.

Wie in Kap. 2.2 ausgef�uhrt wurde, vergr�o�ert sich aufgrund der Divergenz der

Migrationsstromdichte die generelle H�ohe der KF bei kleineren Ringbreiten. Aller-

dings wurde bereits in der Einleitung darauf hingewiesen, da� die Potential-KF

in einer Raumdimension eine wesentliche Singularit�at im Limes �x ! 0 besitzt

lim�x!0H0(�x) = 1=(� �x2) und somit die Wechselwirkung zwischen Punkten mit

beliebig kleinem Abstand nicht von geometrischen Parametern abh�angt. Diese

Geometrie-Unabh�angigkeit spielt zwar keine wirklich essentielle Rolle, da sich
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die DL-Au
adung stetig verh�alt und somit zwischen beliebig nahen Punkten per

De�nition kaum Potentialunterschiede bestehen, bewirkt aber, da� bei d�unneren

Ringen die Kopplung zwischen weit entfernten Punkten etwas st�arker steigt als

zwischen Punkten mit kleinerem Abstand.
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Abb. 2.26: Galvanostatische KF f�urA = 0:9 (dick) und beim halb so dicken Ring (A = 0:95,

dick gestrichelt), die um den Faktor 0:693 verkleinert wurde und dann mit der ersten KF

im lokalen Bereich �ubereinstimmt, bei gr�o�eren Abst�anden aber bei leicht gr�o�eren Werten

liegt. Werden die Kopplungsfunktionen f�ur gro�e Abst�ande deckungsgleich gemacht, liegt

die KF des d�unneren Rings f�ur kleine Abst�ande dann bei etwas kleineren Werten. Ebenfalls

eingezeichnet ist die globale Absch�atzung 1=gA f�ur A = 0:9 (d�unn).

Aus dem Blickwinkel der Approximations-Glg. 2.22 steigt sowohl Hg wie auch HL;

allerdings nimmt das Verh�altnis HL=Hg ab, und die KF wird somit leicht globaler;

dieser Befund gilt auch f�ur die galvanostatische KF (s. Abb. 2.26). Da nach globaler

Theorie die Frontdynamik nur durch das Verh�altnis von � und gA bestimmt wird,

sollten sich �Uberg�ange gleichen, bei denen dieses Verh�altnis konstant ist

�1
gA1

=
�2
gA2

, �1 = �2
gA1
gA2

;

d. h. w�ahlt man einen d�unneren Ring und verkleinert � im obigen Sinne, so sagt

die globale Absch�atzung identische �Uberg�ange voraus. Wie in Abb. 2.24, e zu

sehen, verl�a�t die raumzeitliche Dynamik eines Ringes mit A = 0:95 und ent-

sprechend kleinerem � bei ungef�ahr der gleichen Breite bzw. Mittelwert den

dynamisch-bistabilen Bereich wie beim dickeren Ring mit gr�o�erem � (s. Abb.

2.24, c). Allerdings wird beim d�unneren Ring aufgrund oben diskutierter Verschie-

bung des Verh�altnisses von Hg=HL der kritische Mittelwert erst nach etwas l�angerer

Zeit erreicht, da sich die entsprechende Verkleinerung von � auf den globalen Anteil

bezieht und der lokale Kopplungsanteil �HL dadurch etwas kleiner ist.
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2.4 Auswirkungen einer nahen Referenz-

Elektrode

Der kritische Instabilit�atsabstand

Reduziert man den externenWiderstand und bewegt die RE auf der Symmetrieachse

auf die AE zu, so sinkt der potentiostatische Faktor

B = %g �� gRE(�)

h

unterhalb eines kritischen Abstandes � < �0(%g) unter Null und kompensiert da-

durch teilweise die durch die Potentialkopplung entstehende positiv-globale Kopp-

lung des Systems (� �Hg), d. h. die gesamte globale Kopplung

Dg � �

 
Hg +

B

fA (fA +B)

!
= �

 
Hg +

h2

1 + hB

!

liegt bei B < 0 bei kleineren Werten als im asymptotisch-potentiostatischen Fall

B=0; damit reduzieren sich alle bisher diskutierten Auswirkungen positiv-globaler

Kopplung auf die Frontausbreitung. Verringert man den externen Widerstand

und/oder reduziert den Abstand zwischen AE und RE weiter, so wird in der globalen

Approximation die e�ektive globale KopplungDg bei Unterschreiten eines kritischen

Abstandes � < �c negativ, weil nun die potentiostatische, negative Verschiebung die

positiv-globale Potentialkopplung �uberkompensiert

Dg � �

 
Hg +

B

fA (fA +B)

!
< 0 , B < Bc := � Hg f

2
A

1 +Hg fA
< 0 :

Da in Experimenten die Position der RE meist schwieriger zu variieren ist als die

Gr�o�e eines externen Widerstandes, bietet sich zur Untersuchung aller potentiosta-

tischen E�ekte ein �xierter, kleiner Abstand der RE zur AE an; damit k�onnen durch

Variation von Rg bzw. %g alle Werte von B erreicht werden und die raumzeitliche

Musterbildung l�a�t sich bei unterschiedlicher globaler Kopplung untersuchen. Posi-

tioniert man beispielsweise die RE bei � = 0 (d. h. diese be�ndet sich auf der Ebene

der AE), ist die globale Kopplung negativ bzw. positiv

mit � = 0 ) B = %g �� gRE(0)

h
= %g �� (1 �A) (s. Glg. 2.19)

bei B < Bc , %g <
Bc + (1 �A)

�
(, Dg < 0)

0 > B > Bc , (1 �A)

�
> %g >

Bc + (1 �A)

�
(, �Hg > Dg > 0)

B > 0 , %g >
(1�A)

�
(, Dg > �Hg) ;
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wobei bei gr�o�erer Leitf�ahigkeit ein kleinerer, externerWiderstand ben�otigt wird, um

in den Bereich positiv-globaler Kopplung zu gelangen. Verwendet man nun explizit

f�ur beliebiges �

%tot =
fA +B(�)

�
; Dg � �

 
Hg +

B

fA (fA +B)

!

zusammen mit der noch zu erl�auternden N�aherung (s. Kap. 2.4.2)

Hg � 1

gA
� 1

fA
(2.24)

) Dg = �

 
1

gA
� 1

fA
+

B

fA (fA +B)

!
= �

 
B + fA � gA
gA (fA +B)

!

= �
B �Bc

gA (fA +B)
=

B �Bc

gA %tot
; (2.25)

so wird die e�ektive globale Kopplung negativ, wenn

B < Bc ; Bc = Bc(A) := gA � fA < 0 ;

wobei Bc ausschlie�lich von der skalierten Breite des Rings 1 �A bzw. A abh�angt.

F�ur den zu unterschreitenden, kritischen Abstand der RE auf der Symmetrieachse,

bei dem die positiv-globale Potentialkopplung kompensiert wird, folgt

Dg < 0 , Bc(A) > B = �gRE(�)
h

= �
�q

1 + �2 �
q
A2 + �2

�
(2.26)

, � < �c(A) :=

vuut1� 2A2 +A4 � 2Bc(A)2 � 2A2Bc(A)2 +Bc(A)4

4Bc(A)2
:

Der so berechnete kritische Abstand �c(A) h�angt nur schwach von der skalierten

Breite des Rings ab und liegt bei �c � 1 (s. Abb. 2.27, li); somit liegt bei kleine-

rem Abstand der RE bei Experimenten ohne externen Widerstand, unabh�angig von

sonstigen Parametern wie �;E0 oder der speziellen Form des Reaktionsstroms, bei

� � 1 immer eine Kopplung mit negativ-globalem Anteil vor (s. Abb. 2.29).

Wird indes ein externer Widerstand verwendet, so mu� in Glg. 2.26 Bc(A) durch

(Bc(A)�� %g) ersetzt werden, was zu einer Erniedrigung von �c f�uhrt und gleichzei-

tig eine �-Abh�angigkeit des kritischen Abstandes bewirkt (d. h. �c = �c(A;� %g)).

Ab einer kritischen Gr�o�e des Produktes � %g sinkt �c unter Null (s. Abb. 2.27, re);

dann kann auf der Symmetrie-Geraden keine Position der RE gefunden werden, bei

der die Bedingung B < Bc erf�ullt wird.
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Quantitativ formuliert, wird mit einem externen Widerstand der Bereich negativ-

globaler Kopplung erreicht bzw. verlassen bei

�c(A;� %g) =

vuut [1 +A2 � (Bc(A)� � %g)2 ]
2 � 4A2

4 (Bc(A)� � %g)2
;

im Bereich �c(A;� %g) < � < �0(A;� %g)

�0(A;� %g) =

vuuut
h
1 +A2 � �2 %2g

i2 � 4A2

4�2 %2g
, B = 0

liegt eine geringere positiv-globale Kopplung als im asymptotischen Fall (B = 0)

vor (s. Abb. 2.27, re).
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Abb. 2.27: Abh�angigkeit des kritischen Abstandes �c einer symmetrischen RE von der

Ringbreite 1�A, bei dessen Unterschreitung der globale Anteil der gesamten KF negativ

wird (%g = 0, links). Die rechte Abb. stellt die Gebiete mit negativ-globaler Kopplung

(B < Bc), abgeschw�achter positiv-globaler (B < 0) und verst�arkter globaler Kopplung

(B > 0) im Parameterraum (�; � %g) mit A = 0:9 dar; �0(� %g) n�ahert sich bei kleinem

Argument dem Verlauf �0 � 1=(� %g). Soll im Experiment durch Variation von %g der

gesamte Bereich zwischen B < Bc und B > 0 untersuchen werden, mu� � < �c(0) = �c

gelten.

Der f�ur die Lage der homogen-station�aren Fixpunkte relevante Gesamt-Widerstand

%tot : =
fA +B

�
=

fA
�

+
B

�
= %ele + %g � 1

h�
gRE(�)

= %ele + %g � %ele gRE(�) = %ele (1 � gRE) + %g

sinkt ebenfalls bei kleineren Abst�anden von � (s. Abb. 2.28), da aufgrund des gr�o�e-

ren gRE(�) (s. Glg. 2.26) der e�ektive Elektrolyt-Widerstand %ele (1�gRE) reduziert

wird; der Gesamt-Widerstand bleibt aber wegen 0 < gRE(�) <1 naturgem�a� positiv.
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Abb. 2.28: Verringerung des Gesamt-Widerstandes bei naher RE und %g = 0 (links); aufge-

tragen ist das Verh�altnis von %tot(�) zu dem im Limes � !1 erreichten, �-unabh�angigen

Elektrolyt-Widerstand %ele = fA=�, der somit in der Graphik bei 1 liegt. Die absoluten

Gr�o�en der Widerst�ande h�angen stark (s. Abb. 2.13), die RE-bedingte, relative Verringe-

rung nur schwach von der Ringbreite ab. Bei d�unneren Ringen (A = 0:98, gestrichelt) ist

die Verkleinerung geringer als bei dickeren Ringen (A = 0:9), bei dem der Widerstand bei

� = 0 grob bei der H�alfte des asymptotischen Wertes liegt. Die rechte Abb. zeigt den durch

die potentiostatische R�uckkopplung entstehenden negativ-globalen Kopplungs-Anteil als

Funktion des Abstandes der RE f�ur zwei Ringbreiten (%g = 0). Beim d�unneren Ring ist die

globale Kopplung gr�o�er; da aber auch der global gen�aherte positive Potentialkopplungs-

Anteil Hg steigt (gerade Linien), ver�andert sich der kritische Abstand �c kaum.

Ber�ucksichtigt man ohne globale N�aherung den monotonen Abfall der vollen

Potential-KF, so sinkt diese durch die negative Verschiebung bei Verringerung des

RE-Abstandes zuerst zwischen maximal entfernten Punkten unter Null, d. h. eine

positive St�orung bei x = 0 eines homogenen Zustandes bewirkt beispielsweise auf

der gegen�uberliegenden Seite der AE (bei x = 1=2) einen negativen Impuls, w�ahrend

Orte in der N�ahe der St�orung weiterhin durch eine positive Kopplung miteinander in

Beziehung stehen (s. Abb. 2.29). Der Abstandsbereich mit positiver Kopplung ver-

kleinert sich, je n�aher die RE an der AE liegt, bleibt aber auch bei �=0 endlich. In

diesem Punkt unterscheidet sich die EC-KF deutlich von der global/lokalen Kopp-

lung mit negativ-globaler Kopplung (Dg < 0); wird in N�aherung eine Abbildung auf

die GL-Gleichung durch Mittelung versucht, so liegt bei der EC-KF die Kopplung

zwischen weit entfernten Punkten unterhalb der globalen Kopplung, w�ahrend bei

kleineren Abst�anden die Kopplung positiver ist.
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Abb. 2.29: Gesamte EC-KF bei unterschiedlichen Abst�anden der RE zusammen mit der

globalen N�aherung (gestrichelt) f�ur � = 0 (A=0.9).

Dies f�uhrt wie bei positiver Kopplung auf leichte, prim�ar quantitative Unterschiede

zwischen der raumzeitlichen Dynamik in beiden Gleichungen. Trotzdem k�onnen die

durch die negativ-globale Kopplung entstehenden Auswirkungen auf die elektro-

chemischen Fronten recht gut aus der Perspektive der global/lokalen Kopplung ver-

standen werden, wobei diesbez�ugliche Ergebnisse zur GL-Gleichung im folgenden

nicht separat und detailliert dargestellt, sondern gleich im elektrochemischen Kon-

text diskutiert werden. ZumEnde des Kapitels wird eine weitere, dann mathematisch

exakte Methode verwendet, welche die durch die globale N�aherung gewonnenen, ana-

lytischen Ergebnisse erg�anzt.
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2.4.1 Fronten

Die Ausf�uhrungen zur positiv-globalen Kopplung zeigten, da� das raumzeitliche

Verhalten durch eine e�ektive, mittelwertsabh�angige Verschiebung der Parameter

zu verstehen ist, wodurch sich w�ahrend des �Ubergangs die e�ektive lokale Dy-

namik ver�anderte. Bei negativ-globaler Kopplung tritt nun zu jedem diskutierten

E�ekt ein Pendant auf, das sich allerdings in umgekehrter Form auf die Frontaus-

breitung auswirkt. Die bei positiv-globaler bzw. nichtlokaler KF diskutierten generel-

len Parameter-Abh�angigkeiten zur Modi�kation der Fronten durch globale Kopplung

bleiben erhalten; d. h. unabh�angig vom Vorzeichen der globalen Kopplung sollten

auch bei naher RE die E�ekte deutlicher bei gro�em � (und somit im Kuspenbereich

der lokalen Dynamik) wie auch bei Systemen mit kleinemReaktionsstrom auftreten.

Die Front-Abbremsung

Wie in den x-t-Darstellungen (Abb. 2.32 a, c, d) dargestellt, nimmt die Frontbe-

schleunigung bei Verringerung des Abstandes der RE ab. Liegt � unterhalb des

kritischen Abstandes �c, f�uhrt der nun negativ-globale Kopplungsanteil zu einer

Abbremsung der Front; somit entsteht analog zur Frontbeschleunigung bei positiv-

globaler Kopplung durch die negativ-globale Kopplung eine mittelwertsabh�angige

Frontgeschwindigkeit, die nun aber w�ahrend des �Ubergangs zu einer Verlangsamung

der Front f�uhrt, d. h. quantitativ formuliert, gilt in linearer N�aherung (s. Abb. 2.30)

c(<u>) � c0 + � (<u> �uM) ; � < 0 ;

was durch die umgekehrte Ver�anderung der Fixpunkte der Phasen

0 = �ir(u1;3) + Eeff (t)� u1;3
%̂tot

Eeff (t) :=
E0 +Dg %tot <u> (t)

1 +Dg %tot
; %̂tot =

%tot
1 +Dg %tot

mit negativem Dg verstanden werden kann. Durch die negative Kopplung ergeben

sich verschiedene Konsequenzen f�ur die elektrochemischen Fronten bei naher RE;

zum einen sind die mittleren Frontgeschwindigkeiten langsamer als bei asymptoti-

scher Versuchsf�uhrung (B = 0), zum anderen sind Fronten generell und insbesonde-

re in N�ahe der Equistabilit�at leichter zu erzeugen, da die durch die positiv-globale

Kopplung entstehende Vergr�o�erung der kritischen Nukleationskeime ausbleibt.
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Abb. 2.30: Schematische Darstellung der mittelwertsabh�angigen Frontgeschwindigkeit, die

bei negativ-globaler Kopplung w�ahrend des �Ubergangs nun abnimmt. Bei gleicher Steigung

tritt in Equistabilit�ats-N�ahe ein nun stabiler Fixpunkt auf (n�achster Abschnitt).

Startet man einen �Ubergang durch einen aktiven Keim bei x = 0 und tr�agt die

Zeitentwicklung der Doppelschichtau
adung am Ort der Z�undung wie auch am ge-

gen�uberliegenden Ringsegment �uber dem e�ektiven, zeitabh�angigen Potential auf,

so zeigt sich eine grobe �Ubereinstimmung zwischen numerischen und analytisch-

globalen Ergebnissen (s. Abb. 2.31).
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Abb. 2.31: Zeitliches Verhalten der beiden Phasen bei einem Front�ubergang (analog zu

Abb. 2.16) korrespondierend zur x-t-Darstellung 2.32, e; Parameter s. dort.

W�ahrend des �Ubergangs liegt das Potential der passiven Phase bei noch passiveren

Werten im Vergleich zum homogen-passiven FP und die aktive Phase bei aktiveren

Werten; die negative Kopplung f�uhrt also im Gegensatz zur positiv-globalen Kopp-
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lung durch die Erh�ohung von Eeff (t) zu einer Zunahme der Potentialdi�erenz zwi-

schen beiden Phasen. Im Vergleich zum �Ubergang in der analogen GL-Gleichung

mit negativem Dg (Abb. 2.32, f) manifestiert sich der endlich-positive Kopplungs-

bereich in einer etwas ungleichf�ormigeren Frontgeschwindigkeit (Abb. 2.32, e); kurz

nach der Initialisierung liegt eine gr�o�ere Geschwindigkeit vor, da die in den aktiven

Zustand �ubergehenden Punkte im positiven Kopplungsbereich des Keims gelegen

haben (aufgrund dieser Wechselwirkung springt auch u(x = 0; t) zum Anfang auf

deutlich passivere Werte, s. Abb. 2.31). Erst danach beobachtet man eine massi-

ve Abnahme der Interface-Geschwindigkeit, die kurz vor dem Ende des �Ubergangs

wieder etwas schneller wird, da hier der kleine, noch existierende passive Keim im

steil ansteigenden positiven Kopplungsbereich der aktiven Phase liegt.

Die Abnahme der Frontgeschwindigkeit wird analog zur positiv-globalen Kopplung

nun am deutlichsten bei Parameterwerten in der N�ahe der sn-Bifurkation, da hier das

Verh�altnis zwischen anf�anglicher und End-Geschwindigkeit am gr�o�ten ist. Des wei-

teren sind Fronten bei gro�er Leitf�ahigkeit (und somit kleinem Gesamtwiderstand)

st�arker gebremst (Abb. 2.32, b), w�ahrend die Abremsung mit gr�o�erem Abstand

von der Kuspe abnimmt (Abb. 2.32, d). Da die f�ur die Abbremsung verantwortliche

Gr�o�e

Abremsung � �

a0
Dg(�) ; Dg(�c) = 0

hier klein ist, ist der �Ubergang vergleichbar mit dem bei einer Positionierung

der RE in der N�ahe des kritischen Abstandes (Abb. 2.32, c). Im Gegensatz zur

GL-Gleichung zeigt sich auch bei � = �c keine gleichf�ormige Frontbewegung,

sondern eine leichte Deformation mit anf�anglich etwas schnellerer und zum Ende

etwas langsamerer Front.

Abb. 2.32: x-t-Darstellung von Aktivierungs-Fronten (Aktiv-Keime am Rand),

A = 0:9 ! Bc = �0:0635 ; lnuk = 0:05):

a): � =1; E0 = 260; %tot = 1:5; (B = 0; � = 0:123); TMax = 24; lnuk = 0:10:

c): � = 1; E0 = 260; %tot = 1:5; (B = �0:0688; � = 0:077); TMax = 54.

e): � = 0; E0 = 260; %tot = 1:5; (B = �0:1; � = 0:057); TMax = 150.

b): Gro�e Leitf�ahigkeit � = 0; E0 = 230; %tot = 1; (� = 0:0855); TMax = 120.

d): Kleine Leitf�ahigkeit � = 0; E0 = 300; %tot = 3; (� = 0:0285); TMax = 150.

f): Front mit global/lokaler Kopplung, lokale Parameter e), DL = 3 � 10�5; TMax = 250.
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Die koexistierenden station�aren Domainen

Neben der generellen Abnahme der Frontgeschwindigkeit bei naher RE tritt ein

weiterer E�ekt auf, der mit der instabilen Nullstelle bei positiv-globaler Kopplung

verglichen werden kann. Wie die schematische Abb. 2.30 verdeutlicht, schneidet die

Geschwindigkeitsrelation c(<u>) w�ahrend eines �Ubergangs bei Parametern in der

N�ahe der Equistabilit�at die Equistabilit�atslinie c = 0 bei <u> = ueq; d. h. die

Front wird langsamer und bleibt dann stehen, dieser Schnittpunkt ist somit eine

stabile Nullstelle. Weil dieser kritische Mittelwert w�ahrend eines �Ubergangs zwin-

genderweise angenommen wird, existieren bei diesen Parametern grunds�atzlich keine

Frontl�osungen, die den metastabilen Zustand in den stabilen Zustand �uberf�uhren;

neben bzw. zwischen den beiden homogenen Fixpunkten koexistiert ein stabiler, sta-

tion�ar-inhomogener Zustand, der bei der Ring-Elektrode aus zwei stehenden Fronten

besteht (s. Abb. 2.33) und im folgenden als station�are Domaine (sD) bezeichnet wird.
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SD E0=500
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Abb. 2.33: Station�are Domainen bei Variation von E0: bei �xiertem %tot = 3:5 und � = 0

vergr�o�ert sich mit gr�o�erem E0 auch die relative Gr�o�e der passiven Phase, die Equi-

stabilit�at be�ndet sich hier bei Eeq � 508 (s. Abb. 2.34); die Phasen selbst liegen in der

N�ahe der gestrichelt eingezeichneten, durch Glg. 2.28 gegebenen analytischen Werte uSD1;3 .

Da die Front bei kleinerenMittelwerten jenseits der Nullstelle (<u> < ueq) den sta-

bilen in den inhomogenen Zustand �uberf�uhrt, gelangt man folglich auch durch eine

�uberkritische passive St�orung des homogenen, stabilen (und hier o. B. d. A. aktiven)

Zustandes zu der inhomogen-station�aren L�osung (Abb. 2.48, b); anders ausdr�uckt

sind beide homogenen L�osungen durch die negativ-globale Kopplung metastabil bzgl.

inhomogener, �uberkritischer St�orungen, was ebenfalls in der schematischenAbb. 2.30

zum Ausdruck gebracht wurde.
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Das Parameter-Gebiet, im dem die mit den homogenen Zust�anden koexistierenden

sD auftreten, kann durch die Global-Lokal-N�aherung berechnet werden; der Schnitt-

punkt ueq folgt aus der gleichen Rechnung wie die f�ur die Nukleationsverhinderung

verantwortliche instabile Nullstelle bei Dg > 0 , d. h. bei der Glg.

@t u(x; t) = �ir(u) + Eeff (t)� u

%̂tot
+ lokale Kopplung

bleiben die Fronten bei

Eeff (t) :=
E0 +Dg %tot <u> (t)

1 +Dg %tot
= Eeq(%̂tot) ; Dg < 0

stehen. Durch Au
�osen der Gleichung folgt dann wiederum

<u> = ueq = uwp +
Eeq(%tot)� E0

%totDg

;

auf der 'inhomogenen' Equistabilit�atslinie liegen die beiden Phasen der sD bei

uSD1;3 = uwp �
vuut 1

b0

 
�wp � 1

%tot
�Dg

!
: (2.27)

Diese station�aren Domainen k�onnen in der EC grunds�atzlich nur auftreten, wenn

die geometrische Bedingung � < �c , Dg < 0 erf�ullt ist5. Setzt man Glg. 2.25 in

den allgemeinen Ausdruck der GL-Gleichung (Glg. 2.27) ein, so ergibt sich bei den

sD der r�aumliche Mittelwert des DL-Potentials nach kurzer Rechnung zu

<u> = ueq = uwp + gA
Eeq(%tot)� E0

B �Bc

;

welches auch durch die Relationen

%tot =
fA +B

�
; B = �gRE(�)=h = �fA gRE(�)

Eeq(%tot) = uwp + ieq %tot = uwp + ieq
fA +B

�
(s. Glg. 1.20)

ebenso wie die noch folgenden Ergebnisse auf die experimentell leicht zu variierenden

Parameter (�; �) umgeschrieben werden kann. Die beiden Phasen liegen dann bei

1

%tot
+Dg =

�

gA
) uSD1;3 = uwp �

vuut 1

b0

 
�wp � �

gA

!
(2.28)

und h�angen nicht von E0 oder �, sondern nur von der skalierten Leitf�ahigkeit ab.

Die aktive Phase be�ndet sich immer, wie auch bei den Front�uberg�angen, bei einem

5Es sei denn, man verwendet den in Kap. 2.3 angesprochenen Kontroll-Mechanismus.
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niedrigeren Potential als der koexistierende, homogene Zustand (uSD1 < u01) und die

passive Phase bei h�oherem Potential (uSD3 > u03), wobei u
SD
3 auch gr�o�er als das

angelegte externe Potential E0 sein kann. Bezeichnet man die relative Breite der

aktiven Phase mit la, so folgt

<u> = la u
SD
1 + (1� la) u

SD
3 = ueq ; la 2 [0; 1]

) la = la(E0) =
uSD3 � ueq
uSD3 � uSD1

=
1

2
+

(E0 � Eeq(%tot)) gA

2 (B �Bc)
q

1
b0

(�wp � �=gA)
;

folglich bestimmt E0 nur die relativen Gr�o�en der Phasen. Liegt E0 auf der Equi-

stabilit�atslinie Eeq(%tot), so sind die Phasen gleich gro� (la = 0:5); reduziert man E0

und bewegt sich somit in den passiv-metastabilen Bereich (E0 < Eeq), so w�achst

der aktive Anteil, bis die passive Phase verschwindet (la = 1). Unterhalb dieses Pa-

rameterwertes liegt die Nullstelle ueq bei kleineren Werten als der aktiv-homogene

Fixpunkt u01, und station�are Domainen treten nicht mehr auf bzw. man erh�alt die be-

reits diskutierten Fronten mit abnehmender Geschwindigkeit, die den metastabilen

Zustand in den stabilen Zustand �uberf�uhren.
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Abb. 2.34: Existenz-Band der station�aren Domainen im Parameterraum (E0; %tot) bei

A = 0:9 und � = 0, der Gesamtwiderstand h�angt dann �uber %tot = (fA+B)=� nur von der

skalierten Leitf�ahigkeit � ab. Das bei der vollen Gleichung n�aherungsfrei-numerisch berech-

nete Gebiet (grau) wird durch die aus der globalen N�aherung abgeleiteten, analytischen

Absch�atzung (gestrichelt, Glg. 2.29, globales Kriterium) umh�ullt.

Das Existenz-Gebiet der station�aren Domainen kann durch die Bedingung la = 0

bzw. la = 1 aus obiger Gleichung berechnet werden; nach elementarer Rechnung

ergibt sich ein Band parallel zur Equistabilit�atslinie

Ekoex
1 = Eeq(%tot)��EKoex < E0 < Eeq(%tot) + �EKoex = Ekoex

2 (2.29)

mit �EKoex =
Bc �B

gA

vuut 1

b0

 
�wp � �

gA

!
> 0
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f�ur B < Bc bzw. � < �c, dessen Breite bei B = Bc verschwindet. Diese

analytische Absch�atzung beschreibt die numerischen Ergebnisse bei voller EC-

Kopplungsfunktion recht gut, wie in Abb. 2.34 dargestellt ist. Unterschiede erge-

ben sich durch die bei der analytischen Rechnung vernachl�assigte lokale Kopplung.

Bei Glg. 2.29 wird von der Existenz beliebig kleiner Phasen ausgegangen und ei-

ner zu vernachl�assigenden Interface-Breite zwischen den Phasen, bei numerischen

Untersuchungen ohne N�aherung existieren die inhomogenen Phasen nur zwischen

relativen Gr�o�en von la � 0:2 und la � 0:8, bei kleineren oder gr�o�eren Phasen

f�uhrt die gro�e lokale Wechselwirkung zu einem Kollaps der station�aren Domainen.

Insofern wird durch den analytischen N�aherungs-Ausdruck das Koexistenz-Gebiet

der inhomogenen Strukturen leicht �ubersch�atzt.
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Abb. 2.35: sD bei konstanter lokaler Dynamik (E0 = 222; %tot = 0:65) in Kuspen-N�ahe.

Um %tot konstant zu halten, wird der Abstand der RE vergr�o�ert und gleichzeitig die

Leitf�ahigkeit nach � = (fA+B(�))=%tot angehoben; somit herrscht bei � = 1 eine gr�o�eres

� als bei � = 0. Ein h�oheres � manifestiert sich in zwei Aspekten; zum einem liegt dadurch

z. B. die passive Phase uSD3 bei niedrigerem Potential (siehe Glg. 2.28) und dadurch n�aher

an dem ebenfalls eingezeichneten, homogen-passiven Fixpunkt u03. Zum anderen steigt die

Interface-Breite, was zu einem sinus-artigen Aussehen f�uhrt.

Deutliche Abweichungen in der Form der station�aren Strukturen treten bei gro�em �

in der N�ahe der Kuspe aufgrund der gro�en Kopplungsst�arke auf; die Interface-Breite

kann nicht mehr vernachl�assigt werden, und die sD besitzen eine eher sinus-artige

Form u0(x) � sin[2� (x� x0)] mit beliebigem x0 (s. Abb. 2.35).
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F�ur sehr kleine Leitf�ahigkeiten oder gro�e Arbeitselektroden und somit kleines �

(und daraus folgend gro�es %tot weit entfernt von der Kuspe) wird die Breite des

Existenz-Gebietes wie auch die Lage der Phasen �-unabh�angig

�E =
Bc �B

gA

s
�wp
b0

; uSD1;3 = uwp �
s
�wp
b0

:

An obigem Ausdruck erkennt man, da� die Breite neben der geometrisch bedingten

Di�erenz jB � Bcj von der relativen Gr�o�e der negativen Ableitung des Reaktions-

stroms ir(u) abh�angt, d. h. bei EC-Systemen mit gro�er relativer, negativer Ablei-

tung treten die station�aren Domainen in einem gr�o�eren Parameterbereich auf und

sind somit leichter experimentell zu beobachten.

Des weiteren ist ebenfalls in Abb. 2.34 zu erkennen, da� sich der Existenzbereich der

station�aren Domainen bis zu kleineren Elektrolyt-Widerst�anden au�erhalb der Kus-

pe erstreckt, was durch die Verschiebung des Bistabilit�atsgebietes in der e�ektiven,

inhomogenen Dynamik-Gleichung zu kleineren Widerst�anden

%̂tot =
%tot

1 +Dg %tot
=

gA
�

zu verstehen ist; die Kuspe liegt hier bei

%̂tot =
gA
�

= %cusp ) �cusp =
gA
%cusp

und deshalb bei kleinerem Gesamt-Widerstand als bei homogenen Zust�anden

%inhomtot; cusp =
fA +B

gA
%cusp =

 
1 +

B �Bc

gA

!
%cusp < %cusp wenn B < Bc :

Die mittlere Stromdichte der sD besitzt in globaler N�aherung

im =
Ig
FAE

=
�m(t)� <u>

%ele
= ieq + (E0 � Eeq(%ele))

�

B �Bc

(2.30)

ebenfalls eine lineare Abh�angigkeit von E0 (s. Abb. 2.36); die Steigung verschwindet

im Limes � ! 1, so da� die stehenden Domainen in der EC nur im Limes

sehr kleiner Leitf�ahigkeiten oder sehr gro�er Arbeits-Elektroden als Mechanismus

verwendet werden k�onnen, um die Stromst�arke konstant zu halten.

Diese inhomogen-station�aren Potentialverteilungen wurden k�urzlich auch ex-

perimentell bei der Peroxodisulfat-Reduktion von P. Grauel/FHI [179] gefunden,

wobei die RE nach obigen Vorgaben nah und symmetrisch an einer d�unnen Ring-

Elektrode positioniert wurde (� = 0:17; A � 0:87). Die beobachteten station�aren

Domainen sind eher sinoidal, was auf eine gro�e e�ektive Kopplungsst�arke �=a0

schlie�en l�a�t (s. Abb. 2.37); auch bei den Experimenten zeigte sich bei Variation

von E0 im zentralen Bereich eine lineare Abh�angigkeit des Gesamtstroms.
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Abb. 2.36: Mittlere Stromdichte der homogenen Zust�ande und der station�aren Domainen,

welche durch den global-analytischen Ausdruck (Glg. 2.30) bis auf die R�ander recht gut

beschrieben werden, bei denen keine sD existieren (Parameter A = 0:9; � = 0; %tot = 3:5).

Abb. 2.37: Experimentell beobachtete station�are Domaine bei der Peroxodisulfat-

Reduktion (von P. Grauel, [179], experimentelle Details s. dort.)
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2.4.2 Die r�aumliche Instabilit�at

Neben der stabilen Nullstelle in Equistabilit�ats-N�ahe treten auch in N�ahe der

sn-Bifurkation weitere global-bedingte Modi�kationen auf. W�ahrend bei positiv-

globaler Kopplung die dynamische Bistabilit�at ab einemkritischenMittelwert verlas-

sen wird ('unendliche' Frontgeschwindigkeit, s. Kap. 2.1), f�uhrt die negativ-globale

Kopplung zu einem umgekehrten E�ekt; wie in Abb. 2.38 zu erkennen, kann nun der

homogen-metastabile Zustand bei hinreichend kleinem Abstand zur sn-Bifurkation

bereits bei Beginn des �Ubergangs au�erhalb des dynamischen Bistabilit�atsgebietes

liegen.
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Abb. 2.38: Schematische Illustration zweier E�ekte in sn-N�ahe. Bei sehr kleinem Abstand

zur sn-Bifurkation liegt der homogene FP au�erhalb des inhomogenen Bistabilit�atsgebie-

tes und ist deshalb r�aumlich instabil. Bei etwas gr�o�erem Abstand zur Bifurkation ist

der homogene FP stabil, kann aber durch eine zus�atzliche, passiv-inhomogene St�orung

destabilisiert werden ('negatives Fernz�unden', n�achster Abschnitt).

Da dieser Befund nur f�ur inhomogene Potentialverteilungen gilt, liegt der FP

nat�urlich weiterhin im homogenen Bistabilit�atsgebiet und ist stabil bzgl. in�nite-

simaler homogener St�orungen. Bei einer beliebig kleinen, inhomogenen St�orung liegt

der Fixpunkt aber au�erhalb des inhomogenen Bistabilit�atsgebietes, d. h. der FP

verliert seine stabilen Eigenschaften, und eine adiabatische Frontgeschwindigkeit ist

zum Beginn des �Ubergangs nicht gegeben. Eine genauere Untersuchung zeigt ein

etwas von der schematischen Darstellung abweichendes Bild; mathematisch exakt

verschwindet der FP nicht, sondern liegt in der inhomogenen Dynamik-Gleichung

nun auf dem instabilen Ast (s. Abb. 2.44) und verliert deshalb seine Stabilit�at. Somit

induziert eine beliebig kleine, inhomogene St�orung des passiven, homogenen Zustan-

des einen �Ubergang, der erst unterhalb eines kritischen Mittelwertes <u>(t) < usn

in dieser Darstellung wieder in das (dynamisch-)bistabile Gebiet eintritt und dann
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frontartiges Verhalten mit zwei wohlde�nierten Phasen u1;3(<u>) und abnehmen-

der Geschwindigkeit zeigt. Je nach noch zu diskutierender Parameterlage f�uhrt diese

Front dann entweder in den homogen-stabilen, aktiven Zustand (u01 > ueq) oder

wiederum auf die station�aren Domainen (u01 < ueq). Im Kuspenbereich wird dieser

E�ekt noch verst�arkt; da die Fixpunkte hier nah beieinander liegen und gleich-

zeitig die globale Kopplung bzw. die Steigung durch die gro�e Kopplungsst�arke �

anw�achst, kann neben dem passiv-homogenen FP bei gleicher lokaler Parameterlage

auch der aktiv-homogene FP au�erhalb des dynamisch-bistabilen Gebietes liegen.

Somit sind dann beide homogenen Zust�ande r�aumlich instabil; d. h. auch eine belie-

big kleine passive St�orung des aktiv-stabilen Zustandes f�uhrt zu einer Initialisierung

einer Passiv-Front, die bei der stabilen Nullstelle stehenbleibt; als einziger Attraktor

verbleibt in diesem Fall die station�are Domaine.

Im Gegensatz zu den bisher diskutierten station�aren Domainen, die erst durch

eine �uberkritische St�orung der homogenen Zust�ande entstehen und mit diesen

koexistieren, ist bei diesen Parameterwerten folglich zumindest einer der homo-

genen Zust�ande r�aumlich-inhomogen instabil. Eine derartige Instabilit�at �ahnelt

den klassisch-bekannten Turing-Strukturen bei Reaktions-Di�usions-Modellen mit

zwei Variablen und kann deshalb auch als 'Turing-�ahnliche' Instabilit�at bezeichnet

werden; diese �Ahnlichkeit wird in der Zusammenfassung (Kap. 2.5) n�aher er�ortert.

Das lineare Kriterium

Die Bedingungen f�ur das Auftreten dieses E�ektes k�onnten nun analog zu den

'unendlich-schnellen' Fronten durch die globale N�aherung berechnet werden. Da aber

der zu untersuchende homogene Zustand hier instabil bzgl. beliebig kleiner inhomo-

gener St�orungen ist, kann diese Analyse analytisch exakt durch eine Linearisierung

durchgef�uhrt werden. G�unstig ist dabei die Verwendung der Glg. 2.22

@t u(x; t) = �ir[u] + E0� <u>

%tot(B)
+ �

1Z
0

Hgal(jx� x0j) (u(x0)� u(x)) dx0:

Ist u0 = u0(E0; %tot) der zu betrachtende homogene Fixpunkt obiger Gleichung, so

folgt f�ur eine allgemeine raumzeitliche Entwicklung

u(x; t) = u0 + �(x; t) = u0 + �0(t) +
1X
n=1

�n(t) cos[2�nx]

durch eine Taylor-Entwicklung des Reaktionsstroms in der N�ahe von u0 (�n � 1)

ir[u(x; t)] = ir[u0 + �(x; t)]

� ir[u0]� � �(x; t) ; � = �(E0; %tot) := � @ir
@u

�����
u0(E0;%tot)
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auf die Zeitentwicklung der St�orung �(x; t)

@t �(x; t) = � �(x; t)� �0
%tot

+ �

1Z
0

Hgal(jx� x0j)
�
�(x0; t)� �(x; t)

�
dx0:

F�ur homogene St�orungen gilt somit

_�0 = � �0 � �0
%tot

=

 
� � 1

%tot

!
�0 ;

w�ahrend sich f�ur die inhomogenen St�orungsamplituden

_�n = � �n � �

gn
�n =

 
�� �

gn

!
�n

mit
1

gn
:=

1Z
0

Hgal(x) cos[2�nx] dx ; gn = gn(A) > 0

ergibt, wobei die D�ampfungskoe�zienten der inhomogenen Moden gn wiederum von

der Ringbreite A abh�angen. Da die D�ampfung monoton mit der Modenzahl n an-

steigt, ben�otigt man f�ur die st�orungstheoretische Untersuchung nur die erste Mode

(n = 1), wobei dann mit gA := g1 f�ur das Auftreten der r�aumlichen Instabilit�at

gelten mu�:

1) der homogene Fixpunkt soll nach Voraussetzung stabil bzgl. homogener St�orungen

(�0) sein, d. h. �0 sollte abklingen

_�0 =

 
�� 1

%tot

!
�0 ) �� 1

%tot
< 0 ;

2) inhomogene St�orungen des Fixpunktes werden verst�arkt

_�1 =

 
�� �

gA

!
�1 ) �� �

gA
> 0 :

Beide Bedingungen k�onnen grunds�atzlich nur dann gleichzeitig erf�ullt werden, wenn

erstens der Fixpunkt u0 im negativ-di�erenziellen Bereich liegt, d. h.

es mu� gelten � = � @ir
@u

�����
u0=u0(E0;%tot)

> 0 ;

da der D�ampfungsterm �=gA in der zweiten Bedingung positiv ist. Zweitens mu�

gleichzeitig aber die D�ampfung der ersten Mode kleiner sein als die der homogenen

Mode, damit die erste Bedingung erf�ullt werden kann, d. h. die hiermit eingef�uhrte

Di�erenz der ersten und nullten Mode

d :=
�

gA
� 1

%tot
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mu� negativ sein. In Hinblick auf eine allgemeine Evolutionsgleichung der Form

@t u(x; t) = f(u) + Kopplung ; f(u0) = 0 ; fu :=
@f

@u

�����
u0

kann die Instabili�atsbedingung auch wie folgt formuliert werden

_�0 =

 
�� 1

%tot

!
�0 = fu �0 ) fu < 0

_�1 =

 
�� �

gA

!
�1 =

 
� � 1

%tot
+

1

%tot
� �

gA

!
�1

= (fu � d) �1 ) fu � d > 0 ;

was z. B. bei einem Einvariablen-Reaktions-Di�usions-Modell nicht erf�ullt werden

kann, da hier bekannterma�en d durch d = DL 4�2 gegeben ist und nicht negativ

wird. Die Bedingung d < 0 f�ur die Di�erenz der Moden-D�ampfung bedeutet dann

f�ur den Abstand der RE � bzw. generell f�ur den potentiostatischen Faktor B

d = d(A;�) =
�

gA
� 1

%tot
=

�

gA
� �

fA +B(�)

= �
B(�)� gA + fA
gA (fA +B(�))

; Bc(A) := gA � fA < 0

= �
B �Bc

gA (fA +B(�))
=

B(�)�Bc

gA %tot(�)
;

da� B(�) kleiner sein mu� als die nur von der Ringbreite abh�angige, bereits de�nierte

Konstante Bc(A)

d < 0 , B(�) < Bc(A) :

Somit kann es in der EC bei bistabiler Kinetik grunds�atzlich nur zu dieser Insta-

bilit�at homogen-stabiler Zust�ande kommen, wenn die analytisch-exakte Bedingung

d < 0 bzw. B < Bc erf�ullt ist. Die bereits ausgef�uhrten Berechnungen zum kritischen

Abstand �c(%g �), bei dem diese Bedingung erf�ullt ist, werden dadurch exakt. Die
�Ubereinstimmung zwischen linearem Kriterium und den globalen Berechnungen ist

nicht zuf�allig, sondern explizit konstruiert, da die bisher verwendete globale N�ahe-

rung f�ur die Potential-Kopplungsfunktion Hg = 1=gA � 1=fA eben auf die gleiche

Dynamik der homogenen und ersten Mode in der GL-Gleichung f�uhrt

@t u(x; t) = �ir[u] + E0� <u>

%tot
+ �

1Z
0

Hgal(jx� x0j) (u(x0)� u(x)) dx0

Hgal(�x) = H0(�x) +
1

fA
� Hg +

1

fA
=

1

gA
� 1

fA
+

1

fA
=

1

gA

) @t u(x; t) = �ir[u] + E0� <u>

%tot
+

�

gA
(<u> �u)

) _�0 =

 
�� 1

%tot

!
�0 ; _�1 =

 
�� �

gA

!
�1 :
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Demnach ist die Dynamik der nullten und ersten Mode mit EC-KF identisch mit

der GL-KF bei obiger Wahl von Hg, was insbesondere bei Fragen der linearen Sta-

bilit�at zu �ubereinstimmenden Ergebnissen f�uhrt. Quantitative Unterschiede treten

bei Prozessen auf, bei denen auch h�ohere Moden beteiligt sind (z. B. Fronten bei

kleinem �), da deren Dynamik bzw. D�ampfungskoe�zienten nicht mehr identisch

sind; bei gro�er �Uberd�ampfung wie im Kuspenbereich ist die Abweichung kleiner,

da hier die raumzeitliche Dynamik st�arker nur durch die homogene und erste inho-

mogene Mode beschrieben werden kann und h�ohere Moden aufgrund der D�ampfung

eher zu vernachl�assigen sind.

Das reine Instabilit�atsgebiet

Die oben formulierte erste Bedingung �(E0; %tot)� �=gA > 0 f�ur das spontante

Auftreten von inhomogenen L�osungen wird allerdings nur in einem bestimmten Pa-

rametergebiet (E0; %tot) erf�ullt, welches von der speziellen Form des Reaktionsstroms

abh�angt. Bei einem kubischen Verlauf k�onnen wiederum analytische Ergebnisse er-

zielt werden; hier ist die explizite Abh�angigkeit der Fixpunkte als Funktion von

(E0; %) zwar im Prinzip durch die Cardanische L�osungsformel [238] analytisch gege-

ben, allerdings nur schlecht zu verwenden. Dieses technische Problem kann aber um-

gangen werden, indem man zuerst umgekehrt argumentiert und untersucht, welche

Fixpunkte der Gleichung

ir[u0] =
E0 � u0
%tot

im Fixpunkt die Ableitung �=gA besitzen, d. h. mit

ir[u0] = b0(u
3 + b1u

2 + b2 u) ) � = �dir
du

= �b0 (3u2 + 2b1u+ b2) =
�

gA

) u1;2(�) =
1

3

 
�b1 �

s
b21 � 3b2 � 3

b0

�

gA

!
= uwp �

vuut 1

3 b0

 
�wp � �

gA

!
; (2.31)

somit liegen diese Fixpunkte u1;2(�) auf der Grenze des Instabilit�atsgebietes und

erf�ullen die Gleichung �[u1;2(�)] � �=gA = 0 : Um die Parameter-Lage dieser

kritischen Fixpunkte zu ermitteln, kann die Fixpunkt-Eigenschaft verwendet werden

ir[u1;2(�)] =
E � u1;2(�)

%tot
) E = u1;2(�) + %tot ir[u1;2(�)]:

Somit ist der homogene Fixpunkt im durch E1 < E0 < E2

E1 = u1(�) + %tot ir[u1(�)] ; E2 = u2(�) + %tot ir[u2(�)] (2.32)

aufgespannten Parametergebiet (E0; %tot) r�aumlich instabil.
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Durch Einsetzen von Glg. 2.31 in Glg. 2.32 folgt nach kurzer Rechnung f�ur die Lage

des reinen Instabilit�atsgebietes

E1;2 = Eeq(%tot)�
vuut 1

3 b0

 
�wp � �

gA

! (
1 � %tot

3

 
2�wp +

�

gA

!)
;

welches bei

u1(�) = u2(�) )
vuut 1

3 b0

 
�wp � �

gA

!
= 0

) �

gA
= �wp oder %tot = %cusp � Bc �B

gA �wp
= %cusp

 
1� Bc �B

gA

!

beginnt, was mit dem Anfang des durch die globale N�aherung ermittelten inho-

mogenen Bistabilit�atsgebiet �ubereinstimmt und somit bei B < Bc au�erhalb der

Kuspe des homogenen Bistabili�atsgebietes liegt. Ist die geometrische Instabilit�ats-

Bedingung erf�ullt, so bifurkiert das Instabilit�atsgebiet bei B =Bc bzw. � = �c aus

dem Kuspenpunkt %cusp heraus (s. Abb. 2.39), da hier der Kuspenpunkt mit dem

Entstehungspunkt des Instabilit�atsgebietes �ubereinstimmt; bei kleineren Abst�anden

� < �c w�achst die Gr�o�e des Gebietes. Demnach tritt die Instabilit�at nicht nur im

bistabilen Bereich auf, sondern betri�t auch monostabile Fixpunkte vor der Kuspe.

4 5 6 7 8 9
1/κ

200

220

240

   
   

E 0

sn
lin. K.

B=−0.1<Bc

B=−0.05>Bc B=−0.08<Bc

Inst.

Abb. 2.39: Entstehung des Instabilit�atsgebietes (lineares Kriterium, gestrichelt) bei Verrin-

gerung des Faktors B auf Werte unterhalb von Bc (A = 0:9; Bc(A) = �0:0635). Den bei

positiv-globaler Kopplung (B = �0:05) eingezeichneten Linien innerhalb des homogen-

bistabilen Bereichs (dick) kommt keine Bedeutung zu; bei B < Bc schneiden sich die

Linien und ein Teil des Instabilit�atsgebietes liegt au�erhalb der homogenen Kuspe; gleich-

zeitig verschieben sich aufgrund der Verringerung des Gesamt-Elektrolyt-Widerstandes

alle Gebiete zu kleineren Werten von �.
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Da sich auch komplizierte Reaktionsstr�ome in der N�ahe der Kuspe bekannterma�en

auf eine kubische Normalform bringen lassen, tritt in Kuspen-N�ahe

%cusp =
1

�wp
; �wp = � @ir;generell

@u

�����
u=uwp; generell

generell bei � < �c(A) bei allen Reaktionsstr�omen mit negativ-di�erentiellem Be-

reich die r�aumliche Instabilit�at auf; dies gilt also auch f�ur Reaktionsstr�ome, bei

denen bei gr�o�erer Au
adung der DL aufgrund von Ober
�achen-Vergiftung der Re-

aktionsstrom nicht wieder ansteigt (wie z. B. bei Metallau
�osungen). Als einfache

experimentelle Richtlinie kann auch die Bedingung

� < �wp gA ) � < L �wp gA neben � < �c(A) (2.33)

formuliert werden; diese Relation stellt aber keine zus�atzliche mathematische

Zwangsbedingung dar, sondern beschreibt lediglich den Sachverhalt, da� das Insta-

bilit�atsgebiet bzw. die Kuspe im experimentell zug�anglichen Leitf�ahigkeits-Bereich

liegen mu� und somit erreicht werden kann. Nach obiger Relation ist dies eher der

Fall, wenn eine gro�e (L) wie auch breite (gA) Ring-Elektrode verwendet wird und

Reaktionen mit gro�en negativ-di�erenziellen Ableitungen untersucht werden (�wp).

Die Feinstruktur der station�aren Domainen

Abb. 2.40 stellt das Instabilit�atsgebiet zusammen mit dem numerisch berechneten

Existenzgebiet der sD bei � = 0 dar. Im reinen, durch (I) gekennzeichneten Insta-

bilit�atsgebiet sind alle homogenen Zust�ande r�aumlich instabil. Da das Gebiet den

Kuspen-Punkt selbst umfa�t und sich in das homogene Bistabilit�atsgebiet hinein

erstreckt, sind hier dann beide homogen-stabilen Zust�ande r�aumlich instabil.

Au�erhalb des Instabilit�atsgebietes koexistieren die sD mit den monostabil-

homogenen Fixpunkten (II); hinter dem Schnittpunkt %inhomcusp und somit bei kleinerer

Leitf�ahigkeit erh�alt man bei Potentialwerten in N�ahe der Equistabilit�at die bereits

er�orterten, mit beiden homogenen Zust�anden koexistierenden station�aren Domainen

(IIa). Die beiden Instabilit�ats-Linien schneiden sich auf der Equistabilit�ats-Linie bei

%tot = %cusp +
Bc �B

2 gA �wp
= %cusp

�
1 +

Bc �B

2

�
=: %inhomcusp ; (2.34)

nach dem Schnittpunkt ist nur noch der jeweils metastabil-homogene Zustand r�aum-

lich instabil, d. h. im Parametergebiet (III)

Esn;1 > E0 > E2

E2 = Eeq(%tot)�
vuut 1

3 b0

 
�wp � �

gA

! (
1 � fA +B

3�

 
2�wp +

�

gA

!)

Esn;1 = Eeq(%tot)� 2

3

fA +B

�

vuut 1

3 b0

 
�wp � �

fA +B

!3
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ist der metastabile, passiv-homogene Zustand r�aumlich instabil, was dem bereits

aus der Sichtweise der globalen Kopplung in Abb. 2.38 dargestellten E�ekt exakt

entspricht.

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
ρtot

200

220

240
E

0

num. sD
sn, Eq.
lin. K.
glob. K.

I
II

III

IIa

Abb. 2.40: Existenzgebiet der station�aren Domainen im Kuspenbereich, die entweder als

einzige Attraktoren vorliegen (I), mit dem monostabilen homogenen FP (II), mit beiden

homogenen FP im bistabilen (IIa) oder mit dem stabileren der beiden FP's (III) koexi-

stieren (� = 0).

Somit liegt faktisch bei naher RE das zu beobachtende homogene Bistabilit�atsgebiet

zwischen E2(%tot) und E1(%tot) mit obigem Schnittpunkt (Glg. 2.34) als Kuspe, da es

z. B. bei der Verfolgung des passiv-homogenen Zustandes bei Werten von E0 unter-

halb von E2 zu einem, durch beliebig kleine Fluktuationen bedingten, inhomogenen

�Ubergang kommt. Anders ausgedr�uckt, verschwindet die kritische Nukleationsgr�o�e

(lnuk ! 0) bei diesem dann autonom erfolgenden �Ubergang. Induziert man in diesem

Bereich einen beliebig kleinen St�orkeim bei x = 0, so wird nach obigen Ausf�uhrun-

gen durch die negative Kopplung die nun endliche Amplitude der ersten Mode �1(0)

verst�arkt. Das Vorzeichen von �1(0) wird durch die St�orung festgelegt; bei einer noch

passiveren St�orung des metastabilen passiven Zustandes bildet sich durch die Ampli-

tudenverst�arkung ein Potential-Maximum bei x = 0 aus, w�ahrend das Potential auf

der gegen�uberliegenden Seite sinkt und damit aktiver wird. Dadurch entstehen bei

x = 0:5 zwei Aktivierungsfronten, deren Geschwindigkeit im dynamisch-bistabilen

Gebiet dann abnimmt (s. Abb. 2.48, e). Das raumzeitliche Verhalten bei einem klei-

nen, aktiven St�orkeim bei x = 0 unterscheidet sich qualitativ von den �Uberg�angen

oberhalb von E2 nur durch das Verschwinden der kritischen Nukleationsgr�o�e; d.

h. an der Stelle der St�orung entwickeln sich zwei Aktivierungsfronten, w�ahrend das

Potential auf der anderen Seite des Rings steigt.
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Abb. 2.41: Parameter-Gebiete mit unterschiedlicher asymptotischer Dynamik. Frontl�osun-

gen in die stabilen, homogenen Fixpunkte mit abnehmender Geschwindigkeit existieren nur

au�erhalb des sD-Gebietes; autonome �Uberg�ange f�uhren entweder auf die sD oder auf die

stabilen Fixpunkte.

Das asymptotische Schicksal dieser autonomen �Uberg�ange h�angt von der lokalen

Dynamik ab; bei gro�em � im Kuspen-Bereich koexistieren die station�aren Domai-

nen, die einen �Ubergang in den r�aumlich stabilen aktiven Zustand verhindern.

Bei kleinerer Leitf�ahigkeit �uberlappen das Koexistenz-Gebiet und das Instabilit�ats-

gebiet des metastabilen Zustandes nicht mehr; folglich f�uhrt eine Fluktuation asym-

ptotisch auf den homogenen stabilen Zustand. Die Di�erenz zwischen der homogenen

sn-Bifurkation Esn;1 und E2 nimmt bei gro�en Widerst�anden bzw. kleinen Leitf�ahig-

keiten ab, da sich E2 asymptotisch Esn;1 ann�ahert (s. Abb. 2.41)

E2 = Eeq(%tot) +

vuut 1

3 b0

 
�wp � fA +B

gA %tot

! (
1 � %tot

3

 
2�wp +

fA +B

gA %tot

!)

) lim
%tot!1

E2 = Eeq(%tot)�
s
�wp
3 b0

2

3
%tot �wp

Esn;1 = Eeq(%tot)� 2

3
%tot

vuut 1

3 b0

 
�wp � 1

%tot

!3

) lim
%tot!1

Esn;1 = Eeq(%tot)� 2

3
%tot �wp

s
�wp
3 b0

= lim
%tot!1

E2 :

Folglich lassen sich diese autonom auftretenden, inhomogenen �Uberg�ange besser in

Kuspenn�ahe beobachten, w�ahrend bei kleinerer Leitf�ahigkeit oder gr�o�erer System-

gr�o�e dieser E�ekt quasi zu vernachl�assigen ist. Auch die anderen global-bedingten

E�ekte nehmen dann ab; so steigt die relative Gr�o�e des Potentialintervalls, in dem

normale Frontl�osungen existieren, wobei deren Abbremsung abnimmt.
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Die Abb. 2.42 dokumentiert die Relevanz des Widerstandes bei Variation des ex-

ternen Potentials E0; bei kleinem Widerstand % < %inhomcusp beobachtet man zwei

Hysterese-Bereiche, die durch den reinen Instabilit�atsbereich getrennt werden, in

dem zwangsl�au�g station�are Domainen auftreten (Abb. 2.42, a). Ignoriert man bei

der Interpretation von globalen Me�daten die Positionierung der RE, so k�onnte

man f�alschlicherweise auf zwei bistabile Bereiche in der lokalen Dynamik schlie�en,

obwohl die lokale Dynamik monostabil ist. Der Beginn des homogenen Bistabilit�ats-

gebietes bei gr�o�eremWiderstand kann nicht beobachtet werden (Abb. 2.42, b), erst

bei % > %inhomcusp koexistieren dann zwei bzw. drei station�are Zust�ande (Abb. 2.42, c).

Innerhalb des �Uberlappungsgebietes gelangt man bei Variation von E0 aufgrund der

r�aumlichen Instabilit�at �uber die autonomen �Uberg�ange immer auf den sD-L�osungs-

ast, w�ahrend bei gro�em Widerstand (Abb. 2.42, d) station�are Domainen nur durch

inhomogene St�orungen in Equistabilit�ats-N�ahe entstehen.
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Abb. 2.42: Lokale Fixpunkte u0i und die global-analytisch berechneten Mittelwerte der

station�aren Domainen als Funktion von E0 bei %tot = 0:45 (a), %tot = 0:58 (b), %tot = 0:8

(c) und %tot = 2 (d); man vergleiche mit Abb. 2.40 und Abb. 2.41 .
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Das negative Fernz�unden

Eine weitere Konsequenz der negativ-nichtlokalen Kopplungsfunktion wurde eben-

falls von P. Strasser/FHI bei r�aumlich aufgel�osten Experimenten bei der Oxidation

von Ameisens�aure [183] auf einer Ring-Elektrode (A� 0:76) beobachtet. Hier wur-

de zur experimentellen Veri�kation obiger theoretischer Ergebnisse die RE auf der

Symmetrieachse bei �=0 positioniert und die raumzeitliche Doppelschichtau
adung

u(x; t) durch 11 verteilte Me�-Elektroden in N�ahe der Phasengrenze gemessen. Im

Gegensatz zu den Untersuchungen bei der Peroxodisulfat-Reaktion konzentrierten

sich diese Experimente auf die Frontstrukturen in N�ahe der unteren sn-Bifurkation.

Wird der metastabil-passive Zustand aktiv gest�ort, beobachtet man auch hier einen

normalen Front�ubergang in die aktive Phase, bei dem die Frontgeschwindigkeit in
�Ubereinstimmung mit den theoretischen Resultaten leicht abnimmt. Wird hinge-

gen der passive Zustand durch einen lokalen Spannungspuls bei x = 0 zus�atzlich

passiviert, induziert diese St�orung auf der gegen�uberliegenden Seite des Rings (bei

x=0:5) einen �Ubergang ins Aktive.

Abb. 2.43: Raumzeitliche experimentelle Messung von P. Strasser zum negativen

Fernz�unden (aus [183]). Die zus�atzlich passive St�orung erfolgte bei Ringposition 12 und

somit an den R�andern der Darstellung. Nach einer kurzen Induktionsphase tritt in der

Mitte ein �Ubergang in die aktive Phase auf.
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Dieses auch im Hinblick auf Kap. 4.2.2 als 'negatives Fernz�unden' zu bezeichnende

Ph�anomen [181] ist mechanistisch stark mit den autonomen �Uberg�angen verwandt

und tritt, wie aus der schematischen Abb. 2.38 abzulesen ist, bei etwas gr�o�erem

Potential E0 > E2 oberhalb des Instabilit�atsgebietes in sn-N�ahe auf.

Aus negativ-globaler Sicht wird durch die inhomogene Passivierung der Mittelwert

und damit die lokale Dynamik aus dem inhomogenen Bistabilit�atsgebiet verschoben,

so da� alle nicht zus�atzlich passivierten Bereiche der DL auf den monostabilen,

aktiven Fixpunkt fallen. Gleichzeitig relaxiert auch der passivierte Bereich, was eine

Verminderung des Mittelwertes bewirkt (s. Abb. 2.44, li). Als Konsequenz tritt eine

Konkurrenz zweier Relaxationsprozesse ein; ist die passive St�orung zu klein oder

relaxiert sie zu schnell, wird die aktivere Phase durch den bei kleinerem Mittelwert

wieder existierenden, instabilen Fixpunkt u2(<u>) eingefangen und relaxiert auf

den metastabilen Fixpunkt u3(<u>) zur�uck. Bei gr�o�erer Passivierung gelingt das

Anregen des �Ubergangs, der aktivere Bereich liegt bei nun inhomogen-bistabiler

Dynamik im aktiven Fixpunkt u1(<u>) und zwei Aktivierungsfronten dringen in

den passivierten Bereich ein (s. Abb. 2.48, d).
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Abb. 2.44: Prozesse kurz vor und im Instabilit�atsbereich aus Sicht der globalen Theorie.

Die linke Abb. dokumentiert das negative Fernz�unden; der Fixpunkt u03 ist r�aumlich stabil,

aber durch die zus�atzliche Passivierung bei x = 0 liegt Eeff(0) links von der sn-Bifurkation

Esn
eff . Dadurch relaxiert der nicht passivierte Bereich bei x = 0:5 auf den monostabilen,

aktiven Fixpunkt, gleichzeitig verschiebt sich Eeff(t) wieder zu gr�o�eren Werten (Para-

meter s. Abb. 2.45, li, c). Die rechte Abb. dokumentiert das raumzeitliche Verhalten im

Instabilit�atsgebiet bei etwas kleinerem E0: der passiv-homogene Fixpunkt liegt nun auf

dem instabilen Ast. Somit erh�alt man bei beliebig kleiner passiver St�orung bei x = 0 einen

�Ubergang, der hier im Kuspenbereich auf eine sD f�uhrt (E0 = 217; %tot = 0:7; � = 0).

ImVergleich dazu zeigt sich bei der EC-KF ein qualitativ �ahnliches, aber quantitativ

leicht anderes Verhalten. Durch den Abfall der KF ist die Kopplung zwischen ge-

gen�uberliegenden Punkten des Rings maximal negativ. Da es bereits zu einer Front-

Initialisierung kommt, wenn nur ein kleiner Raumbereich hinreichend aktiviert wird,
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tritt der E�ekt bei der EC-KF schon bei deutlich kleinerer Passivierung auf. Im Ge-

gensatz zur globalen Kopplung verlagert sich nicht der gesamte nicht-passivierte

Bereich zu aktiven Potentialwerten, sondern prim�ar der gegen�uberliegende Raum-

bereich bei x = 0:5, der durch den passiven Bereich bei x = 0 maximal ins Aktive

verschoben wird. Durch die lokalisierte und hier st�arkere negative Kopplung kommt

dieser Raumbereich leichter am instabilen Fixpunkt vorbei und erzeugt dann zwei

Aktivierungsfronten (s. Abb. 2.48, c).

Betrachtet man die Zeitentwicklung dieses Raumbereiches u(x=0:5; t), so erkennt

man w�ahrend des Nukleationsprozesses die Wechselwirkung mit der instabilen,

zeitabh�angigen Nullstelle u2(<u>) (s. Abb. 2.45, li). Ist die passive St�orung zu

klein, wird die Aktivierung abgefangen (Fall a). In N�ahe der kritischen St�orst�arke

ist die Aktivierung zuerst nah an der Nullstelle sehr langsam, und man beobachtet

erst nach einer Induktionsphase den dann schnell eintretenden �Ubergang in die ak-

tive Phase u1(<u>) (Fall b); bei gr�o�eren St�orst�arken ist die Verz�ogerung deutlich

geringer (Fall c).
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Abb. 2.45: Zeitliche Entwicklung der DL bei x = 0:5 w�ahrend der Nukleation (links).

Anfangsbedingungen waren bei (E0 = 233:5; %tot = 1:5; � = 0) der metastabile passive

Zustand u03 = 225:8 zusammen mit einem noch passiveren Bereich u = 400 der relativen

Gr�o�e lPassivnuk = 0:0625 (a), lPassivnuk = 0:075 (b) und lPassivnuk = 0:125 (c) um x = 0.

Die rechte Abb. zeigt die beiden lokalen Zeitserien w�ahrend des gesamten �Ubergangs bei

Anfangsbedingung (c) korrespondierend zur x-t-Darstellung in Abb. 2.48, d; ebenfalls ein-

gezeichnet ist die Gesamtstromdichte im(t) und die beiden homogenen FP's u01 und u03
(beide gestrichelt).

Nach der Nukleationsphase zeigt sich dann das normale Verhalten bei negativ-

globaler Kopplung im dynamisch-bistabilen Gebiet; die passivierte Phase steigt wie-

der (s. Abb. 2.45) und liegt bei u3(<u>), und der aktive Bereich liegt bis zum Ende

des �Ubergangs bei aktiveren Potentialwerten, die Frontgeschwindigkeit nimmt ab

und je nach lokaler Parameterlage (s. Abb. 2.41) liegt asymptotisch entweder eine

station�are Domaine oder der aktiv-homogene Zustand vor (s. Abb. 2.44).
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Beim Ameisens�aure-Experiment l�a�t sich ein grob �ahnliches Zeitverhalten in den

lokalen Zeitserien beobachten (s. Abb. 2.46). Im Vergleich zu den theoretischen Be-

rechnungen (s. Abb. 2.45, re) zeigt sich eine qualitative �Ubereinstimmung sowohl

im Gesamtstrom wie auch im nicht-passivierten Bereich bei x= 0:5; das Potential

liegt nach der Induktionsphase unterhalb des asymptotischen Fixpunktes u01 und

steigt erst im Verlauf des �Ubergangs. Deutliche Abweichungen treten im Bereich

der zus�atzlichen Passivierung u(x=0; t) auf, hier wird im Gegensatz zur streng bi-

stabilen Fernz�undung kein erneuter Anstieg w�ahrend des Front-�Ubergangs beobach-

tet. Dies mag auf irreversible Vergiftungs-Prozesse w�ahrend der Passivierung oder

auf komplexere Dynamik zur�uckzuf�uhren sein, da zur Beschreibung der Oxidation

von Ameisens�aure eigentlich mindestens zwei raumzeitliche Variablen vonn�oten sind

[136].

Abb. 2.46: Im Vergleich zu Abb. 2.45, re experimentell ermittelte lokale Zeitserien

(von P. Strasser, aus [183]). Die Passivierung erfolgte in N�ahe der Me�-Sonde 1

(�1(t) = u(x=0; t); �2(t) = u(x=0:5; t)).
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Der Mechanismus des negativen Fernz�undens kann mit den autonomen �Uberg�angen

verglichen werden; auch dort tritt bei einer passiven St�orung bei x=0 eine Aktivie-

rung bei x=0:5 ein. Aufgrund der r�aumlichen Instabilit�at ist die kritische Keimgr�o�e

f�ur diesen E�ekt bei E0 < E2 aber beliebig klein, w�ahrend das obige Fernz�unden

erst ab einer endlichen passiven St�orst�arke auftritt. Somit kann das Fernz�unden

als eine stetige Fortsetzung der autonomen �Uberg�ange bzw. der Turing-�ahnlichen

Instabilit�at mit nun endlicher St�orst�arke angesehen werden.
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Abb. 2.47: Induzierte und autonome �Uberg�ange bei %tot = 1:5 in der N�ahe der sn-

Bifurkation E0 > Esn;1. Im Bereich E0 > E2 wurde der metastabile passive Zustand

u03(E0) mit einem passiven (rechteckigen) Keim der relativen Breite lPassivnuk und der H�ohe

u03(E0) + 150 (u03(E0) � 220) gest�ort und numerisch bestimmt, ab welcher Breite des

passiven Keims eine negative Fernz�undung erfolgte. Die erforderliche Gr�o�e nimmt bei

kleinerem Abstand zur sn-Bifurkation ab, bis bei E0 < E2 ohne St�orung ein inhomogener

�Ubergang in den aktiv-homogenen Zustand auftritt. Ebenfalls eingezeichnet ist das Gebiet

der durch eine aktive St�orung induzierten klassisch-bekannten Front�uberg�ange, welches

bei sehr viel kleineren St�orgr�o�en liegt (Keim u03(E0)� 40) und naturgem�a� ebenfalls bei

E0 = E2 endet.

Wie Abb. 2.47 dokumentiert, verkleinert sich die erforderliche Gr�o�e der passiven

St�orung, wenn das Potential E0 n�aher an den bei E2 beginnenden Instabilit�ats-

bereich herangebracht wird; bei E0 = E2 verschwindet die kritische St�orgr�o�e, und

man erh�alt �Uberg�ange bei beliebig kleiner passiver oder aktiver St�orung. Diese durch

die r�aumliche Instabilit�at entstehenden inhomogen-autonomen �Uberg�ange wurden

im Ameisens�aure-Experiment bislang nicht gefunden, was an der Kleinheit des In-

stabilit�atsgebietes bei gro�em Abstand von der Kuspe liegen k�onnte (s. Abb. 2.41).
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Au�erhalb des Instabilit�atsgebietes h�angt die erforderliche St�orgr�o�e aufgrund

der Konkurrenz der beiden Relaxationsprozesse in der Nukleationsphase stark

von der r�aumlichen Form der Passivierung wie auch vom Reaktionsstrom ab. Da

der E�ekt einfacher auftritt, wenn der zus�atzlich passivierte Bereich nur langsam

zur�uck relaxiert, wird das negative Fernz�unden leichter bei Systemen beobachtet,

bei denen die lokale Dynamik im passiven Bereich tats�achlich 'passiver', d. h.

langsamer wird. F�ur die hier betrachtete Standardkinetik bedeutet dies, da� zum

einen die Fernz�undung bei einer r�aumlich breiteren, aber entsprechend weniger

passiven St�orung bereits bei einem kleinerem Anfangsmittelwert <u>(0) erfolgt.

Zum anderen tritt der analoge E�ekt an der oberen sn-Bifurkation einfacher auf,

da der dann zus�atzlich aktivierte Bereich bei kleinem Reaktionsstrom liegt und

folglich erst langsamer ansteigt. Analoges gilt auch f�ur eine endliche St�ordauer;

relaxiert der zus�atzlich passivierte Bereich nicht sofort wieder zur�uck, sondern

bleibt kurzfristig 'gepinnt', wird der Konkurrenzmechanismus au�er Kraft gesetzt,

und die Aktivierung erfolgt leichter.

Abb. 2.48: x-t-Darstellungen des raumzeitlichen Verhaltens bei (� = 0; %tot = 1:5) :

a): Im Koexistenz-Bereich in N�ahe der Equistabilit�at (E0 = 300) entstehen durch eine

aktive St�orung im Zentrum des metastabil-passiven Zustandes zwei Aktiv-Fronten, die

abbremsen und dann stehenbleiben (lnuk = 0:03; TMax = 400).

b): St�ort man bei gleichen Parametern wie (a) den stabil-aktiven Zustand durch einen

passiven Keim im Zentrum, so entwickeln sich Passiv-Fronten und asymptotisch ebenfalls

eine station�are Domaine (Breite der aktiven Phase lnuk = 0:95; TMax = 400).

c): Negatives Fernz�unden in Instabilit�ats-N�ahe (E0 = 233:5) durch einen zus�atzlich passi-

vierten Keim im Zentrum mit H�ohe u = 400 und Breite lPassivnuk = 0:125; korrespondierend

zu Abb. 2.45, c (TMax = 80).

d): Negatives Fernz�unden bei global/lokaler Kopplung, gleiche Parameter wie c);

(Dg��0:2 nach N�aherungsglg. 2.25, DL = 2 � 10�5; lPassivnuk = 0:30; TMax = 150).

e): Autonomer �Ubergang im Instabilit�atsgebiet bei E0 = 233; Anfangsbedingungen

waren der homogen-passive Zustand und ein sehr kleiner passiver Keim im Zentrum

(TMax = 120).

Zwischen dem sD-Bereich (a, b) und den E�ekten an der unteren sn-Bifurkation (c , d)

existieren normale Frontl�osungen mit abnehmender Geschwindigkeit (s. Abb. 2.32, e).

f): Entstehung einer station�aren Domaine bei (E0 = 210; %tot = 0:5) im reinen Instabi-

lit�atsgebiet in Kuspenn�ahe. Anfangsbedingungen waren der monostabile Zustand und ein

sehr kleiner passiver Keim im Zentrum (TMax = 40).
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2.5 Zusammenfassung und Vergleiche

In den letzten Abschnitten wurde eine systematische Untersuchung der Frontaus-

breitung auf d�unnen 3D-Ringen bei streng bistabiler Dynamik dargestellt.

Bei asymptotischer Versuchsf�uhrung, d. h. bei weit entfernter RE und ausgeschal-

tetem, externem Widerstand (B = 0), bewirkt eine lokalisierte Potentialinhomoge-

nit�at aufgrund des nichtlokalen Charakters der Potential-Kopplungsfunktion auch

in gr�o�erer Entfernung eine Ver�anderung der e�ektiven Dynamik, was zu einem

frontartigen und beschleunigten �Ubergang f�uhrt. Diese Front-Beschleunigung wur-

de experimentell zuerst wohl von B. Sullivan bei der Eisenau
�osung [165], dann

von G. Fl�atgen bei der Peroxodisulfat-Reaktion [159] und von R. Otterstedt bei

der Kobaltau
�osung [177] beobachtet und ist mittlerweile auch in vereinfachten 2D-

Geometrien numerisch simuliert worden ([160], [177]).

Dabei ist der Begri� einer 'beschleunigten Front' eher gedanklich als mathematisch

richtig, da eine bistabile RD-Front als lokalisierte Struktur verstanden wird, bei der

im hinreichenden Abstand vom Front-Interface die beiden stabilen, unver�anderten

L�osungen vorliegen. Im Gegensatz dazu sind die elektrochemischen Fronten eher als
�Uberlagerung einer frontartig-r�aumlichen und einer lokalen Relaxation der Phasen

zu verstehen, bei der somit die gesamte Arbeitselektrode gleichzeitig am �Ubergang

teilnimmt. Die raumzeitliche Relaxation auf die stabile Phase wird insbesondere bei

gro�em Verh�altnis der Leitf�ahigkeit zu Ringgr�o�e, Ringbreite und charakteristischer

Gr�o�e des Reaktionsstroms deutlich, w�ahrend im entgegengesetzten Grenzfall die

nichtlokalen E�ekte nur schwach in Erscheinung treten und die Fronten den RD-

Fronten �ahneln. Durch die (nicht exakte) Abbildung der nichtlokalen Potential-KF

auf die global/lokale Kopplung

@u

@t
= f(u) +Dg (<u> �u) +DL

@2u

@x2
; DL � 1

k�onnen die diesbez�uglich in Kap. 2.1 abgeleiteten Ergebnisse auch f�ur die EC-

Fronten verwendet werden, wobei durch die Vernachl�assigung des nichtlokalen

Abfalls wie auch des keineswegs beliebig kleinen lokalen Anteils die scharfen Effekte

und deren analytische Berechnung bei der global/lokalen Kopplung nicht exakt

�ubernommen werden k�onnen; trotzdem erm�oglicht die gedankliche Einbeziehung

des globalen Kopplungs-Anteils in die lokale Dynamik bzw. das Konzept des

mittelwertsabh�angigen e�ektiven Potentials ein zumindest qualitatives Verst�andnis

der auftretenden E�ekte.

Neben der positiv-nichtlokalen Potentialkopplung wird die Kopplung in Folge

des Kontrollmodus �uber einen weiteren streng globalen Term erg�anzt (B 6= 0),

der sich allerdings nicht auf die Potential-KF, sondern nur auf den globalen und

zeitabh�angigen Parameter des Metall-Potentials �m(t) auswirkt; mathematisch
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l�a�t sich dieser entstehende Kopplungsbeitrag zusammen mit der Potential-KF

H0 zu einer Gesamt-KF HB vereinigen, welche die raumzeitliche Entwicklung der

Doppelschichtau
adung u(x; t) in integraler Weise beschreibt

@t u(x; t) = �ir[u] + �m(t)� u

%ele
+ �

1Z
0

H0(jx� x0j)
�
u(x0)� u(x)

�
dx0 (2.35)

= �ir[u] + E0 � u

%tot
+ �

1Z
0

�
H0 +

B

fA (fA +B)

� �
u(x0)� u(x)

�
dx0

) @t u(x; t) = f(u) + �

1Z
0

HB(jx� x0j)
�
u(x0; t)� u(x; t)

�
dx0:

Durch die �ublicherweise verwendete 3-Elektroden-Geometrie entsteht ein negati-

ver Beitrag zur Kopplung (B < 0), der bei kleinerem Abstand der RE zur AE

anw�achst und bei hinreichend kleiner Distanz den positiven Potentialkopplungs-

anteil �uberkompensiert (B<Bc <0); dadurch liegt in N�aherung eine global/lokale

Kopplung mit nun negativem Dg vor. Aufgrund des negativen Vorzeichens der

Kopplung invertieren sich die E�ekte der Global-Lokal-Gleichung; so nehmen die

Frontgeschwindigkeiten w�ahrend eines �Ubergangs ab, und anstelle der instabilen

Nullstelle in Equistabilit�ats-N�ahe entsteht eine stabile Nullstelle, bei der die

Fronten stehenbleiben und somit eine koexistierende station�are und inhomogene

DL-Au
adung vorliegt ('station�are Domaine', sD).

In N�ahe der sn-Bifurkation f�uhrt die negative Kopplung zu einer r�aumlichen

('Turing-�ahnlichen') Instabilit�at des metastabilen Zustands; d. h. hier wird im

Gegensatz zur positiven Kopplung das e�ektive Bistabilit�atsgebiet nicht erst

w�ahrend des �Ubergangs verlassen ('unendliche' Frontgeschwindigkeit), sondern die

metastabile Phase liegt bereits bei beliebig kleiner r�aumlicher St�orung au�erhalb

des r�aumlichen Bistabilit�atsgebietes und ein 'autonomer' �Ubergang tritt auf. Bei

gr�o�erem Abstand zur sn-Bifurkation wird die erforderliche kritische St�orst�arke

endlich, und ein inhomogener �Ubergang erfolgt demnach nur durch eine externe

r�aumliche St�orung (die entweder aus einem Keim mit der stabilen Phase oder einem

Keim mit der verst�arkt metastabilen Phase besteht, 'negatives Fernz�unden'). In

den diesbez�uglich vom Autor angeregten Experimenten sind mittlerweile sowohl

die station�aren Domainen [179] wie auch die Geschwindigkeitsabnahme [183]

und die Frontinduzierungen [181] beobachtet worden; eine systematische und

vereinheitlichende experimentelle Untersuchung steht noch aus.

Die Verwendung eines externen Widerstandes f�uhrt zu einer Erh�ohung des

globalen Anteils der Kopplungsfunktion HB; das Vorzeichen der R�uckkopplung

kann neben der direkten mathematischen Berechnung auch am Verhalten des

129



Metall-Potentials �m(t) bei einer Verbreiterung der aktiven Phase

�m(t) =
E0+ <u> (t) hB

1 + hB
; B = � %g � gRE(�)

h
(2.36)

abgelesen werden. Im Fall einer nahen RE und %g = 0 f�uhrt ein Aktivierungs�uber-

gang (bei dem <u>(t) sinkt) zu einem h�oheren Potential an der RE

�RE = gRE <�0> = gRE (�m� <u>) ; �m(t) = E0 + �RE(t) ;

so da� das Metall-Potential nach Glg. 2.36 mit B < 0 ansteigt und in der Dynamik-

Glg. 2.35 die Ausbreitung der aktiven Phase abbremst (s. Abb. 2.49).
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Abb. 2.49: Zur Veranschaulichung der durch den Potentiostaten entstehenden, globalen

Kopplung in der EC: bei asymptotischer VF (B = 0) ist das Potential der AE konstant

(�m = E0), bei positiv-globaler Kopplung (B > 0) f�uhrt die Verbreiterung einer aktiven

Phase zu einem kleinerem �m(t) (welches dann unter Umst�anden au�erhalb des bistabilen

Gebietes liegt) und bei negativ-globaler Kopplung (B < 0) zu einem gr�o�eren �m(t), wel-

ches die Ausbreitung der Phase abbremst bzw. die Equistabili�atslinie �uberqueren kann; zu

beachten ist allerdings, da� durch die Potential-KF bereits eine Verschiebung zu kleinerem

�m entsteht.

Im Falle eines externen Widerstandes und weit entfernter RE (gRE � 0) ist das

Metall-Potential durch

�m(t) = E0 �Rg Ig(t) =
E0+ <u> (t) h� %g

1 + h� %g

gegeben und f�allt bei einer Vergr�o�erung der aktiven Phase; deshalb verschiebt

sich die e�ektive Dynamik zugunsten der aktiven Phase, und die Ausbreitung wird

(zus�atzlich) beschleunigt. Analoges gilt f�ur den galvanostatischen Kontrollmodus,
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der sich im Grenzfall eines unendlich gro�en externen Widerstandes ergibt und bei

dem wegen

�m(t) = %ele im+ <u> (t)

ebenfalls eine positive R�uckkopplung vorliegt. Werden sowohl eine nahe RE wie auch

ein externer Widerstand verwendet, entscheidet deren Superposition im Faktor B

(Glg. 2.36) �uber das Vorzeichen und Gr�o�e des global-potentiostatischen O�sets in

der KF. So kann beispielsweise durch eine nahe RE die Musterbildung bei negativ-

globaler Kopplung untersucht werden und durch stetige Vergr�o�erung eines externen

Widerstandes bequem der �Ubergang zu positiv-globaler Kopplung studiert werden,

wobei zu beachten ist, da� erstens negativ-globale Kopplung erst bei sehr naher RE

vorliegt (s. Glg. 2.26)

B < Bc , � < �c(%g) ; Dg � B �Bc

gA %tot
; Bc = Bc(A) < 0 ; (2.37)

da erst die positive Potentialkopplung �uberwunden werden mu� und daf�ur die bei ei-

ner gro�en Entfernung der RE kleine negative R�uckkopplung (gRE(�)� 1 ; B��0)
nicht ausreicht. Zweitens verschiebt sich bei Variation von %g und � �uber den Faktor

B auch der Gesamtwiderstand und somit die lokale Dynamik

%tot =
�

fA +B
, � = %tot (fA +B) ; (2.38)

welches sich durch die gleichzeitige Ver�anderung von � nach Glg. 2.38 verhindern

l�a�t. Die positive Verschiebung durch einen externen Widerstand konnte auch

experimentell beobachtet werden; bei hinreichend gro�em Wert von � %g verschwan-

den die station�aren Domainen [179], und die D�ampfung und Beschleunigung der

Front�uberg�ange nahm zu [183].

Das untere Tableau fa�t die unterschiedlichen Frontmodi�kationen zusammen,

die Abb. 2.50 stellt die Ergebnisse der global/lokalen Kopplung bei positiv- und

negativ-globaler Kopplung Dg und kleiner lokaler Kopplung (DL � 1) dar, w�ahrend

Abb. 2.51 die korrespondierenden Ergebnisse der EC-KF mit potentiostatischen

Modi�kationen illustriert.

Dg < 0 ; B < Bc Dg > 0 ; B > Bc, insb. B = 0

Form des �Ubergangs abgebremst beschleunigt

In Equistabilit�ats-N�ahe stabile Nullstelle instabile Nullstelle

) station�are Domaine Nukleationsproblematik

Gr�o�erer Abstand zur sn Fernz�unden 'unendliche' Frontgeschw.

Kleiner Abstand zur sn autonome �Uberg�ange "

In Kuspen-N�ahe r�aumliche Instabilit�at dynamische Monostabilit�at
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Abb. 2.50: Bistabil-inhomogene Gebiete bei global/lokaler Kopplung. Die lokale Dyna-

mik liegt bei Metastabilit�at der passiven Phase u03 in Kuspen- und sn-N�ahe (E0 = 215;

%tot = 0:59, s. Abb. 2.40); bei lnuk = 0 (lnuk = 1) be�ndet sich das System im homoge-

nen passiven (aktiven) Zustand. Analog zu Abb. 2.23 c, d �ndet man bei gro�er positiv-

globaler Kopplung das dynamisch-monostabile Gebiet wie auch die Nukleationsproble-

matik an der gestrichelten Equistabilit�atslinie und den anschlie�enden �Ubergang in das

dynamisch-monostabile Gebiet bei kleinerem Mittelwert bzw. fortgeschrittendem �Uber-

gang ('unendliche Frontgeschwindigkeit'). Bei negativ-globaler Kopplung (Dg < 0) kann

der passive Zustand durch eine zus�atzliche Passivierung kurzfristig ebenfalls in den mono-

stabilen Bereich verschoben werden (Fernz�unden, 'FZ'), welches eine Aktivierungsfront zur

Folge hat, die bei kleinerem jDgj auf die aktiv-homogene Phase f�uhrt; bei etwas gr�o�erem

jDgj endet der �Ubergang bei dieser lokalen Dynamik an der stabilen Nullstelle <u>= ueq,

und eine station�are Domaine liegt als asymptotische Struktur vor. Nach der Ber�uhrung

der oberen sn-Linie mit der Lage des homogen-metastabilen Fixpunktes u03 wird dieser

r�aumlich instabil, und der �Ubergang auf die station�aren Domainen erfolgt bei beliebig

kleiner inhomogener St�orung (autonomer �Ubergang).
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Abb. 2.51: Asymptotische L�osungen beim 3D-Ring mit potentiostatischen Modi�kationen;

lokale Dynamik wie in Abb. 2.50, die durch die Vorschrift in Glg. 2.38 konstant gehalten

wird. Variiert wurde der Faktor B; zum besseren Vergleich mit Abb. 2.50 istDg aufgetragen

(durch Glg. 2.37 berechnet). Bei Verwendung eines externen Widerstandes w�achst die f�ur

einen Aktivierungs�ubergang erforderliche aktive St�orbreite. Bei negativ-globaler Kopplung

(B < Bc, d. h. Dg < 0) kann auch hier das negative Fernz�unden bei der metastabilen

Phase beobachtet werden (verwendeter Passivkeim u = 400), korrespondierend zu Abb.

2.50 tritt bei gleicher Parameterlage die r�aumliche Instabilit�at auf, so da� nunmehr die

aktiv-homogene Phase und die sD-L�osung koexistieren, wobei die aktive L�osung durch

eine �uberkritische passive St�orung in die station�aren Domainen �ubergeht. Wird B weiter

reduziert, verschwindet das Attraktionsgebiet der aktiven Phase, wenn in Abb. 2.50 die

untere sn-Linie u01 ber�uhrt. Bei � = %g = 0 liegt somit ausschlie�lich die inhomogene

L�osung vor (s. auch Abb. 2.40).

Vergleich mit anderen Kontroll-Eingri�en

Die durch eine nahe RE bedingten koexistierenden station�aren Domainen �ahneln

deutlich anderen inhomogenen Strukturen in der physikalischen Chemie, die eben-

falls durch Kontroll-Eingri�e entstehen; am bekanntesten ist das von V. Barelko und

Mitarbeitern beobachtete Auftreten von einer inhomogenenen, station�aren Tempera-

turverteilung bei einem durch einen Heizstrom erhitzten Eisendraht in Wassersto�-

Atmosph�are [90], die aus Hoch-Temperatur-Bereichen und Niedrig-Temperatur-

Bereichen besteht und mathematisch durch

@T

@t
= I2R(T )� 
0 (T � T0) +DT

@2T

@x2

mit monoton ansteigendem Widerstand R(T ) beschrieben wird. Da eine sich

ausbreitende Hoch-Temperatur-Phase zu einem gr�o�eren gemittelten Widerstand
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<R(T (x))> f�uhrt, sinkt bei konstantem Potentialabfall U0 der Heizstrom I(t)

I(t) =
U0

<R[T (x)]>
; I(t)! Ieq ;

und die Ausbreitung wird abgebremst, bis die Fronten beim Equistabilit�atswert des

Heizstroms Ieq stehenbleiben. Somit bewirkt die Zwangsbedingung eines konstan-

ten Potentialabfalls eine negativ-globale (und beliebig schnelle) R�uckkopplung, und

die hier auftretenden station�aren Domainen sind mechanistisch mit denen bei glo-

bal/lokaler Kopplung verwandt, wobei hier der freie und sich einstellende Parameter

durch den Heizstrom gegeben ist ('Baretter-E�ekt'), w�ahrend bei den elektrochemi-

schen Domainen sich �m(t) bzw. Eeff (t) auf ihre Equistabilit�atswerte einstellen und

demnach kein �xierter Gesamtstrom 
ie�t (s. Glg. 2.30).

Der einzige Unterschied zwischen den sD bei globaler und beliebig kleiner lokaler

Kopplung bzw. denen bei Barelkos Experiment und den elektrochemischen Domai-

nen liegt in der Beliebigkeit von Anordnung und Anzahl von Domainen, da die

Bedingung <u> = ueq naturgem�a� auch von vielen kleinen aktiven und passiven

Keimen erf�ullt werden kann. Durch die Nichtlokalit�at und die gro�e lokale Kopplung

verschmelzen im EC-Fall alle aktiven Phasen asymptotisch zu einem einzigen gro�en

Bereich, wobei die Transientenzeit von der Kopplungsst�arke � abh�angt.

Auch andere Kontroll-Eingri�e lassen sich anf�uhren, die zu �ahnlichen Resultaten

f�uhren. Neben der expliziten Kontrolle, die nach Kap. 2.3 mathematisch equiva-

lent zu den potentiostatischen Modi�kationen ist, wurden von L. Lobban et al. [91]

ebenfalls stehende Temperaturfronten durch die Vorgabe eines konstanten mittleren

Heiz-Widerstandes (und damit einer konstanten mittleren Temperatur) beobachtet.

K�urzlich sind auch station�are Domainen in theoretischen Modellen der Halbleiter-

physik gefunden worden, die durch Kontroll-Eingri�e entstehen, die recht �ahnlich

zu den elektrochemischen Modi�kationen sind [98]. Da hier ebenfalls die als di�u-

siv angesehene Kopplung durch einen kontroll-bedingten globalen Kopplungsterm

erg�anzt wird, besteht bei allen oben angef�uhrten Beispielen die starke Vermutung,

da� in den entsprechenden Modellen neben den koexistierenden station�aren Domai-

nen auch die r�aumliche Instabilit�at, das negative Fernz�unden und die Abnahme der

Frontgeschwindigkeiten bei entsprechenden Untersuchungen anzu�nden sein sollten.

Vergleich mit RD-Systemen

Deutliche Parallelen ergeben sich auch zu Reaktions-Di�usions-Systemen, welches

am Beispiel des einfachen und formalen RD-Modells mit zwei Variablen

@u

@t
= f(u; v) +DL

@2u

@x2
; f(u; v) = F (u) +Dg (v � u)

@v

@t
= �v g(u; v) +Dv

@2v

@x2
; g(u; v) = u� v (2.39)
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illustriert werden soll, wobei F (u) als bistabil angenommen wird, u positiv auf

v einwirkt, w�ahrend das Vorzeichen der R�uckkopplung in der u-Gleichung vom

Vorzeichen des (lokalen) Parameters Dg abh�angt. Ist die Di�usionskonstante der

zweiten Variable deutlich gr�o�er als die der ersten Variable, kann zumindest im

u-Interface-Bereich die Variable v als r�aumlich konstant angenommen werden,

wobei die Dynamik des Mittelwertes vm(t) =<v(x; t)> dann durch

_vm = �v (<u> �vm) ; f(u; vm) = F (u) +Dg (vm � u) (2.40)

gegeben ist. Wird des weiteren die Dynamik der zweiten Variable als hinreichend

schnell angesehen, ergibt sich nach einer Adiabatisierung

�v !1 ) _vm = 0 ) vm(t) = <u>(t)

) @u

@t
= F (u) +Dg (<u> �u) +DL

@2u

@x2
(2.41)

die global/lokale Kopplung, die demnach als raumzeitliche adiabatisierte Appro-

ximation auch in RD-Systemen auftritt, wenn Di�usions-Kopplung und lokale

Dynamik im Vergleich zur ersten Variable deutlich gr�o�er bzw. schneller sind.

Die erste Bedingung (Dv � DL) wird h�au�g bei Musterbildungsproblemen in

der Ober
�achenchemie erf�ullt, da hier die Gasphase als durchmischt und demnach

als globale Gr�o�e angesehen wird (d. h. formal gilt Dv = 1). Die Auswirkungen

der Gasphase auf die Fronten der durch u bezeichneten Absorbat-Ober
�achenkon-

zentrationen h�angen vom Vorzeichen der nun globalen Kopplungskonstante Dg ab;

so f�uhrt beispielsweise die Ber�ucksichtigung der (pCO; pO2
)-Gasphase bei einem

Modell f�ur die CO+O-Reaktion auf Platin-Einkristall
�achen zu einer positiven

R�uckkopplung und somit ebenfalls zu beschleunigten CO- oder O-Fronten (ex-

perimentell noch nicht beobachtet), gleiches tritt bei der NO+CO-Reaktion [70]

unter Einbeziehung der (pCO; pNO)-Gasphase auf [72]. Das positive Vorzeichen kann

am Beispiel der CO+O-Reaktion wiederum mechanistisch bei der Verbreiterung

der (reaktiven) O-Phase abgelesen werden; da dadurch der prim�ar wesentliche

pCO-Partialdruck in der Gasphase f�allt (s. auch [60]), wird die Sauersto�-Phase

noch st�arker favorisiert und die O-Frontgeschwindigkeit nimmt zu.

Als weiteres Beispiel einer positiven R�uckkopplung lassen sich die bei h�oheren

Partialdr�ucken auftretenden thermischen E�ekte anf�uhren; hier spielt v die Rolle

der lokalen Temperatur, deren thermische Leitf�ahigkeit deutlich gr�o�er ist als

die Adsorbat-Di�usionskonstante von CO. Durch die Verbreiterung der reaktiven

O-Phase steigt im Interface-Bereich die hier als r�aumlich konstant anzusehende

Temperatur, welches wiederum aufgrund erh�ohter CO-Desorption eine schnel-

lere O-Front bewirkt und demnach auch hier beschleunigte Fronten vorliegen

k�onnen [69].
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Der prim�are mechanistische Unterschied zwischen diesen Front-Beschleunigungen

und denen bei nichtlokaler oder global/lokaler Kopplung liegt in der keineswegs

unendlich schnellen Geschwindigkeit der Gasphasen- oder Temperatur-Dynamik

(�v 6= 1); somit gilt in qualitativer Approximation eher Glg. 2.40 als Glg. 2.41,

und die globale Variable tritt als zus�atzlicher Freiheitsgrad auf. Dadurch verz�ogern

sich die R�uckkopplungse�ekte oder bleiben g�anzlich aus; reagiert beispielsweise die

Temperatur des Kristalls aufgrund gro�er W�armekapazit�at deutlich langsamer als

die O-Front, die die gesamte Ober
�ache in den reaktiven Zustand �uberf�uhrt, so

bleibt die isotherme Frontgeschwindigkeit naturgem�a� erhalten und die Temperatur

steigt erst merklich bei homogener Ober
�ache an. Anders ausgedr�uckt, erfolgt

die die Frontmodi�kation bestimmende Verschiebung des globalen Parameters

(Eeff (<u>)) im Gegensatz zur global/lokalen Kopplung nicht instantan, sondern

auf einer eigenen Zeitskala; dadurch h�angen die �Uberg�ange zus�atzlich von �v und der

System-L�ange ab, w�ahrend bei global/lokaler Kopplung (Glg. 2:41) das inhomogen-

dynamische Bistabilit�atsgebiet (Abb. 2.50) und die damit zusammenh�angenden

E�ekte nicht von der Systemgr�o�e abh�angen.

Im Fall Dg < 0 des Gleichungssystems 2.39 kann eine weitere Analogie zwischen

Strukturen in RD-Systemen und der r�aumlichen Instabilt�at in der EC bei naher RE

entwickelt werden. Untersucht man die lineare Stabilit�at des monostabil-homogenen

Fixpunktes (u0; v0)

v0 = u0 ; f(u0; v0) = F (u0) = 0 ; mit Fu :=
dF

du

�����
u0

< 0

durch den Standard-Ansatz 
u(x; t)

v(x; t)

!
=

 
u0
v0

!
+

 
�u(k)

�v(k)

!
exp[�(k) t+ i k x] ; k = 2� n ;

so erh�alt man nach kurzer Rechnung f�ur den gr�o�eren, die Stabilit�at bestimmenden

Eigenwert �(k) der Jakobi-Matrix J

J =

0
@ fu �DL k

2 fv

gu gv �Dv k
2

1
A =

0
@ Fu �Dg �DL k

2 Dg

�v ��v �Dv k
2

1
A

) 2�(k) = �ah1 � k2 (DL +Dv) +

+

r
(ah1)2 � 4 ah2 + k2 (Dv �DL)

�
2 (fu + �v) + k2 (Dv �DL)

�
mit ah1 := �tr[J(k = 0)] = �Fu +Dg + �v

und ah2 := det[J(k = 0)] = �Fu �v > 0 :
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Abb. 2.52: Turing-Instabilit�at der Glgn. 2.39. Links ist die Entstehung eines instabilen

k-Intervalls �(k) > 0 im gr�o�eren Eigenwert � bei Erh�ohung von Dv dargestellt, im glo-

balen Limes Dv !1 liegt der monotone Abfall bei endlicher Wellenzahl vor (Glg. 2.42).

Als F (u) wird die kubische EC-Kinetik mit Parameterm vor der Kuspe verwendet

(E0 = 208; %tot = 0:5) zusammen mit Dg = �0:5; �v = 10; DL = 2 � 10�4. Rechts sind

die Turing-Strukturen bei Dv = 0:1 (a, O�set +150), korrespondierend zur Maximums-

lage von � bei n = 3 und die station�are Domaine (n = 1) bei Dv = 10 (b) dargestellt.

Wie in Abb. 2.52 zu erkennen, wird bei �uberkritischer Gr�o�e vonDv und hinreichend

gro�em �v der homogene Zustand instabil bzgl. r�aumlicher St�orungen in einem end-

lichen k-Intervall (d. h. �(k) > 0); somit liegt hier eine klassische Turing-Instabilit�at

[45] vor. Den �Ubergang zur globalen Kopplung (Dv ! 1) und damit zu Glg. 2.39

bzw. Glg. 2.40 erkennt man an der Verschiebung des Maximums zu kleinerenWerten

von k

2�(k) � �ah1 � k2 (DL +Dv) +

r
k4D2

v + k2Dv

�
4 �v � 2 (ah1 +DL k2)

�
; k 6= 0 ;

und im direkten Limes liegt ein von k = +0 an monoton abnehmender Verlauf vor

2�(k) � �ah1 � k2 (DL +Dv) + k2Dv

s
1 +

4 �v � 2 (ah1 +DL k2)

k2Dv

� �ah1 � k2 (DL +Dv) + k2Dv

 
1 +

2 �v � ah1 �DL k
2

k2Dv

!

= �2 (ah1 � �v +DL k
2) = 2Fu � 2 (Dg +DL k

2) ; (2.42)

der mit dem Resultat einer analogen Untersuchung der Global-Lokal-Glg. 2.41 �uber-

einstimmt; aufgrund des monotonen Abfalls wird grunds�atzlich die erste Mode bei

minimalem k (k = 2� n) maximal verst�arkt, und die station�aren Domainen im In-

stabilit�atsgebiet ergeben sich mathematisch als Grenzfall einer Turing-Instabilit�at

mit unendlicher Inhibitor-Di�usion.
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Als D�ampfungsdi�erenz zwischen homogener und erster Mode folgt somit

d = Dg +DL 4�
2 (GL-KF) im Vergleich zu d =

B �Bc

gA %tot
(EC-KF)

mit gleicher Instabilit�atsbedingung

�(0) = Fu < 0 ; �(n = 1) = Fu � d > 0 ) d < Fu < 0 :

Da im obigen Limes die r�aumliche Stabilit�at nicht von der Zeitkonstante �v abh�angt,

tritt die Instabilit�at auch in Glg. 2.40 bei beliebigen �v auf; allerdings bestimmt die

Zeitkonstante �v die homogene Stabilit�at des Fixpunktes bei k = 0, welches sich

unterhalb eines kritischen Wertes

ah1 < 0 , �Fu +Dg + �v < 0 , �v < �hbv = Fu �Dg

in einer (homogenen) Hopf-Bifurkation manifestiert; dadurch entsteht ein �Uberlap-

pungsbereich von r�aumlicher und zeitlich-homogener Instabilit�at

d < Fu (Turing-Bif.) ; d < Fu +DL 4�
2 � �v (Hopf-Bif.) ; (2.43)

dessen gemischte Musterbildung in den letzten Jahren detailliert am Beispiel

des r�aumlichen Br�usselators mit endlichem Dv untersucht worden ist [73]. Ein

derartiger auch als Turing-Hopf-Kodimension-2 bezeichneter Schnittpunkt [19]

beider Instabilit�atslinien (hier bei d = Fu; �v = DL 4�
2) tritt bei bistabiler Dynamik

im EC-Fall bzw. bei der Global-Lokal-Gleichung aufgrund des unendlich schnell

angesehenen Wertes von �v nicht auf, kann aber bei langsamer und globaler zweiter

Variable (Glg. 2.40), wie bei einer negativ r�uckkoppelnden Gasphase, eine Rolle

spielen [89].

Der �Ubergang von klassischen Turing-Strukuren bei endlichem Dv zu denen

bei globaler Kopplung kann auch im Kopplungsformalismus betrachtet werden;

gleichzeitig zeigt sich hier eine weitere �Ahnlichkeit zwischen RD-Systemen und der

nichtlokalen KF in EC-Systemen. Wird in Glg. 2.39 sowohl �v wie auch Dv bei

�xiertem Verh�altnis als unendlich gro� angesehen, l�a�t sich die Gleichung

0 = u(x; t)� v(x; t) + �
@2v

@x2
; � :=

Dv

�v
=

~Dv

L2 �v

aufgrund der Linearit�at analytisch l�osen

v(x; t) = u(x; t) +

1Z
0

H�(jx� x0j) (u(x0; t)� u(x; t)) dx0

H�(jx� x0j) = 1 +
1X
n=1

2

1 + 4�2 n2 �
cos[ 2� n (x� x0)] : (2.44)
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Die Abh�angigkeit der adiabatischen Kopplungsfunktion H� vom Verh�altnisparame-

ter � ist in Abb. 2.53, li dargestellt; im globalen Limes gilt wiederum

�!1 ) v =<u> , H�(jx� x0j) = 1 ;

w�ahrend im entgegengesetzten Limes die lokale Adiabatisierung auftritt

�! 0 ) v = u , H�(jx� x0j) = �(x� x0)

und die R�uckkopplung aufgrund der Di�erenzbildung verschwindet. Die Musterbil-

dung in u wird dann von der Summe beider Kopplungsterme bestimmt

@t u = F (u) +Dg

1Z
0

H�(jx� x0j)
�
u(x0; t)� u(x; t)

�
dx0 +DL

@2u

@x2

= F (u) +

1Z
0

Htot(jx� x0j)
�
u(x0; t)� u(x; t)

�
dx0 ;

die zu einer Gesamt-Kopplungsfunktion Htot vereinigt werden k�onnen, die von den

Parametern �; Dg und DL abh�angt.
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Abb. 2.53: Adiabatische KF. Links ist die KF H� dargestellt, welche im Limes � ! 1

global wird und sich im Limes � ! 0 zu einer Diracschen Delta-Funktion entwickelt. Die

rechte Abb. zeigt die durch �Uberlagerung entstehende Gesamt-Kopplungsfunktion Htot

(wiederum jDgj = 0:5; DL = 2 � 10�4); neben der monoton abfallenden KF bei Dg > 0

sind die zu Abb. 2.52, re korrespondierenden Kopplungsfunktionen bei Dg < 0 dargestellt.

Bei negativer Ankopplung (Dg < 0) manifestiert sich die Turing-Instabilit�at in

einem deutlichen Minimum in der KF bzw. in einem endlichen r�aumlichen Abstand,

bei dem die Kopplung maximal negativ ist (s. Abb. 2.53, re); dieser Abstand

entspricht aber nicht exakt der r�aumlichen Distanz zwischen Maximum und Mini-

mum der entstehenden Turing-Struktur, da diese von der Fourier-Transformierten
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der KF abh�angt. Bei gro�en Werten von � und somit in N�ahe des globalen

Grenzfalls verschwindet die Nichtmonotonie der KF und man gelangt wiederum

zur Global-Lokal-Glg. mit Turing-�ahnlichen L�osungen. Im Falle einer positiven

Ankopplung bzw. �Uberlagerung der beiden Kopplungsterme entsteht bei kleinem

� eine der Potential-KF recht �ahnliche Kopplungsfunktion; somit kann also neben

der global/lokalen Kopplung auch in RD-Systemen eine nichtlokale Kopplung mit

monoton abfallender KF auftreten, wobei allerdings aufgrund obiger (doppelter)

Grenzwertbildung diese KF im Gegensatz zur Potential-Kopplung einen eher

approximativen Charakter besitzt.

Abgesehen von den o�ensichtlichen physikalischen Unterschieden zwischen dif-

fundierenden Sto�en und den f�ur die Ausbildung von elektrostatischen Feldern

verantwortlichen virtuellen Photonen, besteht die �Ahnlichkeit in beiden F�allen

durch eine schnell auf ver�andernde Randbedingungen reagierende Substanz, die

sich deutlich schneller als die erste Variable im Raum ausbreitet und demnach

die Zust�ande auch weit von einer Inhomogenit�at beein
u�t. Dadurch kann die

Ver�anderung der Frontdynamik bei nichtlokaler Kopplung auch als Beispiel f�ur das

gemeinsame Auftreten zweier r�aumlicher Kopplungs-Mechanismen mit unterschied-

licher Reichweite interpretiert werden, bei denen die kleinere eine lokalisierte Front

erzeugt (hier DL) und die gr�o�ere (hier Dv) die Zust�ande auch weit entfernt vom

Interface-Gebiet modi�ziert. Durch die Endlichkeit der Frontgeschwindigkeit �ndet

diese im Laufe des �Ubergangs immer st�arker ver�anderte Zust�ande vor, was zu einer

Ver�anderung von Form und Geschwindigkeit der Front f�uhrt.

Die Entstehung einer nichtlokalen KF durch obige raumzeitliche Adiabatisie-

rung in RD-Systemen ist seit l�angerem bekannt und f�uhrte in j�ungster Zeit zu

einem verst�arkten Interesse an nichtlokalen Kopplungse�ekten bei RD-Systemen;

so untersucht beispielsweise zur Zeit Y. Kuramoto ([83], [84]) die Auswirkungen

monoton abfallender Kopplungsfunktionen auf die Turbulenz in der komplexen

Ginzburg-Landau-Glg. [41]. Auch R. Goldstein verwendete die raumzeitliche

Adiabatisierung mit unendlich gro�er Systeml�ange, bei der sich Glg. 2.44 im

Kontinuums-Limes zu

H�(jx� x0j) = 1

2
p
�

exp

"
� jx� x0jp

�

#
(2.45)

vereinfacht. Bei einer negativen Ankopplung an die erste Variable traten bei

bistabiler Dynamik insbesondere in zwei Raumdimensionen labyrinth-artige Muster

auf, die durch die Absto�ung der beiden r�aumlich stabilen Phasen zu verstehen

sind ([81], [82]).
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Letztlich sollte bei der Diskussion von unterschiedlichen KF's auf die �altesten dies-

bez�uglichen Untersuchungen von J. D. Murray ([47], [80]) eingegegangen werden,

die den Autor dieser Zeilen zumindestens indirekt bei der Entwicklung des KF-

Konzepts f�ur die EC inspirierten. Um den kooperativen Charakter der Kopplung

zwischen benachbarten und feuernden (anregbaren) Nervenzellen zu modellieren, die

sich bei gr�o�erem Abstand inhibieren, �uberlagerte Murray zwei Gau�-Funktionen

mit unterschiedlichen Vorzeichen und r�aumlichem Abfall; d. h. mit der in dieser

Arbeit vorgeschlagenen Trennung von lokaler Dynamik und Kopplung beschreibt

dieses 'neuronale' Modell der Musterbildung die kontinuierlich-r�aumliche Dynamik

des Aktivit�atszustandes der Nervenzellen durch

@t u(x; t) = f(u) +

1Z
�1

HM (jx� x0j) (u(x0; t)� u(x; t)) dx0 (2.46)

HM (�x) = Aakt exp[� aakt (�x)
2 ] � Ainh exp[� ainh (�x)2 ]

Aakt > Ainh > 0 ; aakt > ainh > 0 :

Durch die negative �Uberlappung entsteht auch hier eine nichtmonotone KF, die wie-

derum zur Entwicklung von Turing-Strukturen f�uhrt (s. Abb. 2.54); entsprechende

Kopplungsfunktionen werden in der mathematischen Biologie mittlerweile auch in

Modellen mit zwei Variablen und zwei r�aumlichen Dimensionen zur Modellierung

von Muschel-Mustern und Halluzinationen eingesetzt [47].
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Abb. 2.54: Murray's KF HM (dick) und entstehende Turing-Struktur bei Glg. 2.46 und

periodischen Randbedingungen. Lokale (monostabile) Dynamik f(u) wie in Abb. 2.52,

KF-Parameter Aakt = 6; Ainh = 2; aakt = 200; ainh = 20 .
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2.6 Asymmetrische Position der Referenz-

Elektrode

In Kap. 2.4 wurden die Auswirkungen einer auf der Symmetrie-Achse positionierten

RE auf die raumzeitliche azimutale Musterbildung eines d�unnen Rings diskutiert.

Aufgrund des gleichen Abstandes aller an der Musterbildung teilnehmenden Ober-


�achenelemente zum Ort der Referenz-Elektrode tragen alle Punkte zum Potential

�RE(t) in identischer Weise bei; so entsteht eine globale und negative R�uckkopp-

lungsschleife, bei der der Mittelwert<u> in linearer Weise auf den Parameter �m(t)

einwirkt. Eine derartige globale R�uckkopplung

@t u(x; t) = f(u; p(t)) +Kopplung ; p(t) = F

8<
:

1Z
0

u(x0; t) dx0

9=
;

stellt mathematisch in r�aumlichen Modellen mit R�uckkopplung einen Spezialfall der

allgemeinen Beziehung

@t u(x; t) = f(u; p(t)) +Kopplung ; p(t) = F

8<
:

1Z
0

w(x0)u(x0; t) dx0

9=
; ;

dar, bei welcher der zur�uckgekoppelte Parameter p(t) nicht in globaler Weise

(w(x) = 1) vom r�aumlichen Zustand abh�angt, sondern mit einer explizit vom Ort

abh�angigen Gewichtsfunktion w(x) 6= 1 gewichtet wird; eben dieser allgemeine Fall

tritt auch in der Elektrochemie bei asymmetrischer Positionierung der RE auf,

welches im folgenden er�ortert wird.

Das Potential im Elektrolyten folgt aus den Randbedingungen

�(~r; t) =

1Z
0

G(~r; x0)�0(x
0; t) dx0

und insofern auch das Potential am Ort der RE ~rRE

�RE(t) = �(~rRE; t) =

1Z
0

G(~rRE; x
0)�0(x

0; t) dx0

in integraler Weise. Wird nun beim d�unnen 3D-Ring die RE aus der symmetrischen

Position ~rRE = (0; 0; �) entfernt und z. B. in N�ahe der azimutalen Ring-Position

xRE = 0:5 plaziert, so wird die Dynamik weiterhin durch

@t u(x; t) = �ir[u] + �h (�m(t)� u) + �

1Z
0

H0(jx� x0j) (u(x0)� u(x)) dx0
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beschrieben, das Metall-Potential h�angt aber �uber

�m(t) = �RE(t) + E0 ; �RE(t) =

1Z
0

G(xRE; x
0)�0(x

0; t) dx0

st�arker vom Zustand der AE um xRE � 0:5 ab, da das dort herrschende und von der

RE gemessene Potential deutlich vom Potentialverlauf �0(x; t) um x=0:5 bestimmt

wird. Insofern entsteht durch die asymmetrische Positionierung eine zwar immer

noch lineare, aber nicht globale R�uckkopplung, weil im Gegensatz zur symmetrisch

positionierte RE die Gewichtsfunktion G(~rRE; x0) nicht mehr konstant ist, sondern

den st�arkeren Ein
u� der sich in der N�ahe der RE be�ndlichen Ober
�achenelemente

beschreibt, d. h. die Formulierungen unterscheiden sich mathematisch durch

asym. Pos. �RE(t) =

1Z
0

G(~rRE; x
0)�0(x

0; t) dx0 ; G(~rRE; x
0) 6= const:

sym. Pos. �RE(t) =

1Z
0

G(~rRE; x
0)�0(x

0; t) dx0 = gRE(�) <�0> (t) :

Der asymmetrisch-allgemeine Fall spielt in der Elektrochemie eine relativ gro�e

Rolle, da der bislang diskutierte symmetrische Fall grunds�atzlich nur bei einer

d�unnen Ring-Elektrode auftreten kann. Bei anderen Elektroden-Geometrien wie

einer Scheibe oder einem Streifen bzw. einem Draht existiert aus geometrischen

Gr�unden keine Position der RE, bei der diese den gleichen Abstand zu allen an der

Musterbildung teilnehmenden Ober
�achenelementen besitzt; insofern liegt hier im-

mer der Fall einer asymmetrischen (oder nichtglobalen) R�uckkopplung vor, falls die

RE hinreichend nah an der AE plaziert ist; gleiches gilt generell auch f�ur theoreti-

sche Untersuchungen bei zweidimensionalen Elektrolyt-Modellen [177].

Deutliche �Ahnlichkeiten bestehen zwischen dieser elektrochemischen Problemstel-

lung und einer anschaulicheren Versuchsanordung in der Ober
�achen-Katalyse. Ver-

sucht man bei einer exothermenOber
�achenreaktion die auftretende r�aumliche Tem-

peraturverteilung T (x; t) durch den globalen Parameter der Heizrate zu kontrollie-

ren, indem man eine Temperatur-Me�sonde z. B. an der R�uckseite des Kristalls bei

x=xMS anbringt (z. B. [68]), so tritt auch hier eine nichtglobale R�uckkopplung auf,

da die am Ort der Sonde gemessene Temperatur naturgem�a� st�arker von der lokalen

Temperatur T (xMS; t) an der Vorderseite des Kristalls abh�angt. Ist der Kristall sehr

d�unn, wird dann analog zur sehr nahen RE die lokale Temperatur T (xMS; t) global

r�uckgekoppelt. Gedanklich wird bei dieser Analogie6 wie in der Elektrochemie von

einer unendlich schnellen Reaktionszeit des Kontrollprozesses ausgegangen, um die

sonst entstehenden Verz�ogerungs-Instabilit�aten (s. z. B. [47]) auszuschlie�en.

6Liegt die Me�sonde innerhalb der Gasphase und wird die Temperaturverteilung hier durch die

W�armeleitungsgleichung beschrieben, ist die Analogie bei station�aren Bedingungen exakt.
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Neben der Asymmetrie in der R�uckkopplung wird die Musterbildung bei derartigen

Kontroll-Mechanismen ebenfalls vom negativen Vorzeichen der R�uckkopplung be-

ein
u�t, d. h. hier �uberlappt sich die durch negativ-globale Kopplung entstehende

Musterbildung (wie bei einer symmetrischen RE) mit einer zus�atzlichen Asymme-

trie und der nichtlokalen Potentialkopplung. Dies f�uhrt zu einem recht komplexen

Verhalten der Doppelschichtau
adung, was im folgenden am Beispiel des d�unnen

Rings diskutiert werden soll, da bei dieser einfachsten Elektroden-Geometrie eine

weitere �Uberlagerung mit den Rande�ekten bei Scheibe und Streifen (s. Kap. 4)

nicht auftritt. Im folgenden wird die RE bei

~rRE =
�
�rRE cos(2�xRE); �rRE sin(2�xRE); z = �

�
(2.47)

positioniert und o. B. d. A. die azimutale Position auf xRE = 0:5 �xiert; d. h. die RE

be�ndet sich bei ~rRE = (rRE; 0; �). Die Asymmetrie verschwindet bei symmetrischer

Plazierung (rRE = 0) und ist maximal, wenn die RE auf der Isolator-Ebene liegt

(d. h. � = 0 und rRE 6= [A; 1]).
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Abb. 2.55: Greensche Funktion des d�unnen Rings (A = 0:9) bei drei unterschiedlichen

Werten der radialen Koordinate rRE bei einer azimutalen Position der RE von xRE = 0:5

auf der �au�eren Isolator-Ebene (�=0).

Das am Ort der RE gemessene Potential ist dann in integraler Weise durch

�RE(t) =

1Z
0

GRE(x
0)�0(x

0; t) dx0 ; GRE(x
0) = GRE(rRE; �; x

0) = G(~rRE; x
0)

bestimmt, wobei die hier als 'Gewichtsfunktion' auftretende Greensche Funktion von

der Position der RE abh�angt. Legt man diese auf den Isolator und bewegt sie auf den

Ring zu (rRE > 1; � = 0), so h�angt das Potential au�erhalb des Ringes in gro�er

Entfernung nicht essentiell von der genauen Potential-Verteilung �0(x) auf dem

144



Ring ab (sondern nur von <�0(x)>); bei kleinerem Abstand wird die Feinstruktur

sichtbar, was sich in der Ausbildung eines Maximums um x = 0:5 �au�ert (s. Abb.

2.55). Das Maximum wird ausgepr�agter, je n�aher die RE an der AE liegt, und im

Limes rRE ! 1 entwickelt sich GRE zu einer Delta-Funktion �D

lim
rRE!1

GRE(x
0) = �D(x� xRE) ) �RE =

1Z
0

�D(x� xRE)�0(x
0) dx0 = �0(xRE) ;

was einer mathematischen Formulierung des trivialen Sachverhaltes entspricht, da�

das bei x=xRE an der Elektrode gemessene Potential tats�achlich durch �0(xRE; t)

gegeben ist.

Um das station�are und dynamische Verhalten bei dieser �Uberlagerung von

negativer und asymmetrischer R�uckkopplung zu verstehen, erweist sich eine formale

Aufspaltung beider E�ekte als sinnvoll. Teilt man die Greensche Funktion in einen

homogenen und einen inhomogenen Beitrag auf

GRE(x
0) = GRE(x

0)� gRE + gRE =: �GRE(x
0) + gRE (2.48)

gRE = <GRE(x
0)> = gRE(rRE; �) ; �GRE(x

0) := GRE(x
0)� gRE ;

so folgt das Potential der RE zu

�RE(t) =

1Z
0

GRE(x
0)�0(x

0; t) dx0

= gRE <�0(x)> +

1Z
0

�GRE(x
0)�0(x

0; t) dx0

und das Metall-Potential nach kurzer Rechnung zu

�m(t) =
E0 � gRE <u> �

1R
0
�GRE(x

0)u(x0; t) dx0

1 � gRE
:

Setzt man diesen Ausdruck in die Dynamik-Gleichung ein, so ergibt sich

@t u = �ir[u] + �h (�m(t)� u(x)) + �

1Z
0

H0(x� x0) (u(x0)� u(x)) dx0

= �ir[u] + Eeff(t)� u(x)

%tot
+ �

1Z
0

HB(jx� x0j) (u(x0)� u(x)) dx0

Eeff (t) := E0 �
1Z

0

�GRE(x
0)u(x0; t) dx0 :

145



Die negativ-globale R�uckkopplung manifestiert sich in dieser Formulierung exakt

wie bei symmetrischer Positionierung durch den potentiostatischen Faktor B

B = �fA gRE(rRE; �) + � %g ; %tot =
fA +B

�
;

der nun �uber gRE(rRE; �) neben � auch von rRE abh�angt. Wie Abb. 2.56, li dar-

stellt, ist der potentiostatische Faktor B(�; rRE) am negativsten bei einer sehr nahen

Positionierung am Ring (� = 0; rRE!A oder rRE ! 1); hier werden B-Werte er-

reicht, die absolut betrachtet deutlich gr�o�er sind als die bei symmetrischer Position

(rRE = 0). Die Modi�kation der lokalen Dynamik bzw. des Gesamtwiderstand %tot

h�angt �uber B in �ahnlicher Form von der Positionierung der RE ab; je negativer B

ist, desto kleiner ist %tot. Im Limes eines beliebig kleinen Abstandes der RE ist der

Potentialabfall zwischen AE und RE Null und der Gesamtwiderstand verschwindet

ebenfalls; d. h. mathematisch formuliert, gilt hier ohne externen Widerstand

lim
rRE!1

GRE(x
0) = �D(x� xRE) ) gRE =

1Z
0

�D(x� xRE) dx
0 = 1

) B = �fA ; %tot =
fA +B

�
= 0 :
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Abb. 2.56: Abh�angigkeit des potentiostatischen Faktors B von der radialen (rRE) und

vertikalen (�) Positionierung der RE (links, A = 0:9); B verschwindet sowohl bei � !1

wie auch bei rRE !1, die bei � = 0 zwischen 0:9 < rRE < 1 be�ndliche AE ist dick ein-

gezeichnet. Die rechte Abb. zeigt die Beein
ussung des Gesamtwiderstandes (bzw. des rein

geometrieabh�angigen Produktes %tot �) durch die RE; bei gro�em Abstand
q
r2RE + �2 er-

gibt sich der asymptotische Wert %tot � = fA, bei kleinem Abstand zum Ring verschwindet

%tot. Beide Abbildungen sind bis auf den O�set fA identisch.
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Die Asymmetrie �au�ert sich in der Evolutionsgleichung lediglich im zustands-

abh�angigen Term Eeff (t)

Eeff (t) := E0 �
1Z
0

�GRE(rRE; �; x
0)u(x0; t) dx0 ;

wobei die Gewichtsfunktion �GRE(rRE; �; x
0) durch obige De�nition (Glg. 2.48) bei

symmetrischer Positionierung verschwindet (d. h. �GRE(rRE = 0; �; x0) = 0) und

somit den Grad der Asymmetrie beschreibt (s. Abb. 2.57).
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Abb. 2.57: Gewichtsfunktion �GRE(rRE; �; x
0) f�ur drei Positionen der RE mit xRE = 0:5

und gleichem Abstand
q
r2RE + �2 = 1:5 zum Koordinaten-Nullpunkt (links); bei rRE=0

verschwindet sie (sym.), bei � = 0 ist sie maximal (asym.), und bei rRE = � (halb

asym.) liegt sie bei intermedi�aren Werten. Die rechte Abb. zeigt die Gewichtsfunktion

�GRE(rRE; �=0; x0) f�ur drei RE-Positionen auf der Isolator-Ebene.

Des weiteren folgt aus obiger Beschreibung, da� das e�ektive Potential Eeff (t) nur

durch eine inhomogene Doppelschichtau
adung beein
u�t wird; bei einer homo-

genen Doppelschicht reduziert sich Eeff (t) auf den konstanten Potentialwert E0

@u0
@x

= 0 ,
1Z
0

�GRE(x
0)u0 dx

0 = u0

1Z
0

�GRE(x
0) dx0 = 0 :

Als Konsequenz existieren somit trotz asymmetrischer R�uckkopplung weiterhin

homogen-station�are L�osungen u0

@u0
@x

= 0 , 0 = �ir(u0) + E0 � u0
%tot

auf dem Ring, und in der Dynamik-Gleichung tritt keine explizite Ortsabh�angigkeit

in der lokalen Dynamik auf 7.

7Anderslautenden Vermutungen in [177] mu� widersprochen werden.
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2.6.1 Station�are L�osungen

Die im Kap. 2.4 diskutierten station�aren Domainen k�onnen naturgem�a� auch bei

naher und asymmetrischer Position der RE auftreten. Das Instabilit�atsgebiet um

die Kuspe, in dem die homogenen Zust�ande instabil sind (und in dem somit aus-

schlie�lich nur inhomogene station�are L�osungen existieren), kann wiederum analog

durch eine lineare Stabilit�atsanalyse (vgl. Kap 2.4.2) berechnet werden, indem man

die homogene L�osung u0 durch eine inhomogene Mode st�ort

u(x; t) = u0 + �0(t) + �1(t) cos[2� (x� x0)] ; �i � 1 ;

wobei die fehlende azimutale Translations-Invarianz durch die Phase der St�orung x0

ber�ucksichtigt wird. Wie in der linearisierten Gleichung zu erkennen ist,

_�0 = � �0 � 1

%tot

 
�0 +

�1
2
gRE;1 cos[ 2� (xRE � x0)]

!

=

 
�� 1

%tot

!
�0 +

�1
2 %tot

gRE;1 cos[ 2� (xRE � x0)]

_�1 = � �1 � �

gA
�1 =

 
� � �

gA

!
�1 ; � = �(E0; %tot) := � @ir

@u

�����
u0(E0;%tot)

gRE;1 := gRE;1(rRE; �) = 2

1Z
0

�GRE(x
0) cos[2� (x0 � xRE)] dx

0;

spielt die Phase der St�orung x0 wie auch die Gewichtsfunktion �GRE(x) bzw. deren

erstes Moment gRE;1 bei der Frage der Stabilit�at bzgl. inhomogener St�orungen keine

Rolle. Die Asymmetrie �au�ert sich lediglich bei r�aumlicher Instabilit�at (�1 6= 0) in

der Lage der homogenen Mode der station�aren Domaine �0, die im Gegensatz zur

globalen Kopplung bereits in linearer N�aherung von �1 und der Phase x0 abh�angt

und ungleich Null ist. Demnach wird die Existenz und Lage des Instabilit�atsgebietes

mit �(E0; %tot)��=gA > 0 ausschlie�lich in gleicher, bereits diskutierter Form vom

potentiostatischen Faktor B bestimmt, und alle diesbez�uglichen Ergebnisse k�onnen

�ubertragen werden. Folglich sind die homogenen L�osungen im Kuspen-Bereich dann

instabil, wenn bei hinreichend naher RE wiederum die rein geometrieabh�angige In-

stabilit�ats-Bedingung B(rRE; �) < Bc erf�ullt ist; Abb. 2.58, li zeigt die kritische

Geometrieanordnung (rRE; �), die den symmetrischen Speziallfall rRE = 0; �c � 1:1

beinhaltet.
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Abb. 2.58: Numerisch berechnetes Gebiet mit e�ektiver negativ-globaler Kopplung (links,

A = 0:9). Die kritische Instabilit�atslinie B = Bc entspricht einer Equipotential
�ache des

Rings mit konstantem�0 und wird zuerst bei symmetrischer Position erreicht; bei maximal

asymmetrischer Lage wird die Bedingung erst bei rRE < 1:6 und damit nur 0:6 L�angen-

einheiten entfernt vom Ring erf�ullt, da die gegen�uberliegende Seite des Rings nur schwach

zum Potential der RE beitr�agt. Die rechte Abb. stellt das Instabilit�atsgebiet zusammen

mit den homogenen sn-Bifurkationen (dick) und den Equistabilit�atslinien (gestrichelt) im

Parameterraum (E0; rRE) dar; Parameter: � = 0:1; � = 0 .

Ein quantitativer Unterschied zur symmetrischen RE-Lage ergibt sich, wenn die RE

nahe am Ring positioniert wird. Dadurch ist die R�uckkopplung bzw. der Faktor B

deutlich negativer als das bei � =0; rRE =0 erreichte Minimum bei symmetrischer

Position (s. Abb. 2.56, li). Folglich sind die von der Instabilit�at betro�enen Gebiete

E1 < E0 < E2 ; %tot =
fA +B(rRE; �)

�

E1;2 = Eeq(%tot) �
vuut 1

3 b0

 
�wp � fA +B

%tot gA

! (
1 � %tot

3

 
2�wp +

fA +B

%tot gA

!)

bei naher Position gr�o�er (s. Abb. 2.58, re). Hier wurde bei konstanter Leitf�ahig-

keit die RE auf den Isolator gelegt und die radiale Koordinate variiert. Links und

rechts von der AE-Position bei rRE 2 [A; 1] liegen zwei Bistabilit�atsgebiete, da der

Gesamtwiderstand zu beiden Seiten nach Abb. 2.56, re ansteigt. Beide homoge-

nen Kuspen sind vom Instabilit�atsgebiet umschlossen, welches sich (wie in Kap. 2.4

diskutiert) nach den �Uberschneidungspunkten nur noch auf die jeweils metastabile

Phase bezieht und sich asymptotisch den homogenen sn-Bifurkationen n�ahert.

Die streng potentiostatische Versuchsf�uhrung

Ist die RE sehr nah an der AE �xiert, so wird damit der sogenannte streng potentio-

statische Limes erreicht, bei dem der Potentialabfall im Elektrolyten vollst�andig ver-

nachl�assigt werden kann und dadurch die Doppelschichtau
adung gedanklich auf den
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konstanten Wert u0 = E0 �xiert ist (z. B. um andere Prozesse zu untersuchen oder

den elektrochemischen Charakter einer beobachteten Oszillation auszuschlie�en).

Diese Hypothese kann aber bei Reaktionsstr�omen mit negativem Ableitungsbereich

zu einer massiven Fehlinterpretation globaler Daten f�uhren, da eben durch die Art

der Versuchsf�uhrung in einem bestimmten Potentialintervall

%tot = 0 ) E1;2 = uwp �
vuut 1

3 b0

 
�wp � �

gA

!

der homogene Zustand destabilisiert wird (s. auch Abb. 2.58, re) und somit hier

inhomogene Doppelschichtau
adungen vorliegen m�ussen. Aus der erzeugten Inho-

mogenit�at folgt im Instabilit�atsbereich wiederum das Versagen des Versuchsmodus;

zwar ist der mit der RE �ubereinstimmende Punkt der AE tats�achlich auf das ex-

terne Potential �xiert, aber eben nur dieser Bereich. Mathematisch wird die 'streng

potentiostatische' Versuchsf�uhrung beschrieben durch

rRE 2 [A; 1] ) %tot ! 0 ; B ! �fA
) GRE(x

0) = �D(x� xRE) ; �GRE(x
0) = �D(x� xRE)� 1 :

F�ur die Potential-Gr�o�en folgt

Eeff (t) = E0 �
1Z
0

�GRE(x
0)u(x0; t) dx0 = E0 � u(xRE)+ <u>

�m(t) =
E0 � gRE <u> �u(xRE)+ <u>

1 � gRE
= <u> +

E0 � u(xRE)

1 � gRE
;

und in der Dynamik-Gleichung gilt somit

) @tu = �ir[u] + �h (�m(t)� u(x)) + �

1Z
0

H0(�x) (u(x
0)� u(x)) dx0

= �ir[u] + E0 � u(xRE)

%tot
+ �h (<u> �u) +

+ �

1Z
0

H0(�x) (u(x
0)� u(x)) dx0

= �ir[u] + E0 � u(xRE)

%tot
+ �

1Z
0

Hgal(�x) (u(x
0)� u(x)) dx0;

welches im formalen Limes %tot! 0 zwingend zu einer Fixierung von u(xRE; t) f�uhrt

%tot ! 0 ) u(xRE) = E0 :
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Station�are Domainen

Bei obigen Betrachtungen sowohl zur Modi�kation der lokalen Dynamik bei homo-

gener Doppelschicht wie auch zur r�aumlichen Instabilit�at trat der asymmetrische

Charakter der R�uckkopplung nicht essentiell zum Vorschein. Dies �andert sich deut-

lich bei der Form der inhomogenen Zust�ande, bei denen die zustandsabh�angige Gr�o�e

Eeff (t) ungleich dem eingestellten Potential E0 ist. Um den dabei auftretenden Me-

chanismus besser zu verstehen, kann in grober und eher gedanklicher N�aherung die

Gewichtsfunktion bei nicht zu nahem Abstand durch

�GRE(x
0) � gRE;1(rRE; �) cos[ 2� (x� xRE)] ; gRE;1 � 0 ; gRE;1(0; �) = 0

approximiert werden, wie man an Abb. 2.57, li erkennt. Wird nun die durch die

negativ-globale Kopplung entstehende station�are Domaine ebenfalls sinoidal

uSD(x; x0) = u0 � �1 cos[ 2� (x� x0)] (2.49)

beschrieben, wobei sich das Zentrum des aktiven Bereiches bei x0 be�ndet (�1 > 0),

so liegt bei symmetrischer RE eine Entartung vor: die Phase x0 bzw. die station�are

Domaine kann beliebig auf dem Ring hin- und hergeschoben werden, ohne da� sich

Form oder gar Existenzgebiet ver�andern. Diese Entartung wird bei asymmetrischer

R�uckkopplung aufgehoben, das e�ektive Potential

Eeff = E0 �
1Z

0

�GRE(x
0) uSD(x

0; x0) dx
0

� E0 + gRE;1 �1

1Z
0

cos[ 2� (x� xRE)] cos[ 2� (x� x0)] dx
0

= E0 +
gRE;1 �1

2
cos[ 2� (xRE � x0)]

h�angt nun von der azimutalen Lage der station�aren Domaine ab. Da die Form und

die relativen Breiten der beiden Phasen vom Potential E0 und in diesem Fall von

Eeff bestimmt werden, h�angt die Form der station�aren Domainen bei konstantem

E0 emp�ndlich vom Ort der Fluktuation bzw. von der sich dann entwickelnden Lage

der aktiven x0 und passiven Phase ab. So erh�alt man f�ur eine station�are Domaine,

deren aktiver Schwerpunkt sich auf der der RE gegen�uberliegenden Seite des Rings

be�ndet, ein kleineres Eeff

x0 = xRE + 0:5 ) Eeff = E0 � gRE;1 �1
2

< E0 :

Als Konsequenz liegt die Doppelschicht bei aktiveren Werten mit einer kleineren

passiven Phase. Bei einer Nukleation des aktiven Bereichs in der N�ahe der RE
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(x0 = xRE) besitzt die aus dieser St�orung entstehende asymptotische L�osung einen

kleineren aktiven Bereich und liegt mit einem e�ektiven Potential von E0+gRE;1 �1=2

generell bei passiveren Werten (s. Abb. 2.59, li); bei Nukleationsorten zwischen die-

sen beiden Extrema existieren beliebig viele L�osungen, deren Eeff -Werte bzw. deren

Form in stetiger Weise zwischen den beiden obigen liegen.

Somit existieren wie auch bei negativ-globaler Kopplung unendlich viele, aber in

diesem Fall nicht identische (translations-invariante) L�osungen. Jede sich durch x0

unterscheidende station�are L�osung wird durch die R�uckkopplung des dazugeh�origen

Wertes von �RE verschieden bewertet, was zu unterschiedlichem Metall-Potential

bzw. Form der station�aren Domaine f�uhrt. Bei sehr kleinen Abst�anden der RE bricht

die sinoidale N�aherung in quantitativer Hinsicht zusammen; sowohl die Gewichts-

funktion, wie auch die zu beobachtende inhomogene Doppelschichtau
adung sind

in diesem 'streng potentiostatischen' Grenzfall deutlich nichtsinoidaler Natur. Das

bereits diskutierte Fixieren der Doppelschicht am Ort der RE wird deutlicher, hebt

aber nicht die Multiplizit�at der Strukturen auf (s. Abb. 2.59, re).
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Abb. 2.59: Drei unterschiedliche station�are Domainen im reinen Instabilit�atsbereich, die

sich ausschlie�lich durch die verschiedenen Nukleationsorte der aktiven Phase x0 unter-

scheiden (links, Parameter E0 = 205; � = 0:178, Geometrie rRE = 1:2; � = 0). Die rechte

Abb. zeigt drei sD bei sehr kleinem Abstand der RE (xRE = 0:5, rRE = 1:02, � = 0).

Alle L�osungen erf�ullen fast exakt die Fixierungsbedingung u(xRE) = E0; E0 ist gestrichelt

eingezeichnet (E0 = 210; � = 0:1).

Koexistierende station�are Domainen

Nach den Ausf�uhrungen des Kapitels 2.4 wird das Instabilit�atsgebiet von einem

Koexistenz-Band umgeben, welches im bistabilen Gebiet die Equistabilit�atslinie

umh�ullt. In diesem Bereich (s. Glg. 2.29)

Ekoex
1 (%tot) < E0 < Ekoex

2 (%tot)
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koexistieren die station�aren Domainen mit dem homogenen monostabilen Fixpunkt

bzw. mit einem oder zwei homogenen Fixpunkten der bistabilen Dynamik, da die

negativ-globale Kopplung bei station�ar-inhomogenen L�osungen das Potential des

Metalls auf den Equistabilit�atswert steuert. Bei asymmetrischer Kopplung h�angt das

e�ektive Potential einer station�aren Domaine von der genauen azimutalen Lage ab;

mit obiger sinoidaler N�aherung (Glg. 2.49) existieren inhomogene L�osungen, wenn

Ekoex
1 < Eeff < Ekoex

2 ; Eeff = E0 +
gRE;1 �1

2
cos[2� (xRE � x0)] ;

somit h�angt das Existenz-Gebiet der sD im Koexistenz-Gebiet im Gegensatz zum

Instabilit�atsgebiet sehr wohl von der azimutalen Position ab (s. Abb. 2.60).
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Abb. 2.60: Existenz-Gebiet der sD im Parameterraum (E0; x0) in Abh�angigkeit der azimu-

talen Lage x0 der aktiven Phase bei monostabiler Dynamik vor der Kuspe (%tot = 0:48, s.

Abb. 2.40, links). Die numerisch berechneten Gebiete zeigen eine leicht sinoidale Modi�ka-

tion der beiden Koexistenz-Linien Ekoex
i (gestrichelt), die grobmit der sinoidalen N�aherung

(Glg. 2.50) �ubereinstimmt; im Instabilit�atsgebiet f�uhren alle Nukleationskeime auf inho-

mogene L�osungen. Die rechte Abb. zeigt zwei, bei E0=190 im Intervall x0 2 [0:23; 0:77]

mit der homogenen L�osung koexistierende, inhomogene L�osungen. Liegt der aktive Keim

zu weit von der RE entfernt, existiert nur der monostabile, homogene Zustand (x0 = 0).

Sonstige Parameter: xRE=0:5, rRE=1:2, �=0; �=0:178.

Be�ndet man sich z. B. am unteren Ende des Koexistenz-Gebietes E0 � Ekoex
1 , so

existieren nur solche inhomogenen L�osungen, welche die Bedingung

Eeff > Ekoex
1 ) gRE;1 �1 cos[2� (xRE � x0)] < 2

�
E0 � Ekoex

1

�
(2.50)

erf�ullen. Bei einer L�osung mit passivem Keim in N�ahe der RE (x0 = xRE+0:5) wird

obige Bedingung nicht erf�ullt, da das sich einstellende e�ektive Potential au�erhalb

des Koexistenz-Gebietes liegt; be�ndet sich die aktive Phase in der N�ahe der RE

(x0 � xRE), so existiert diese inhomogene L�osung bis zu Potential-Werten von

E0 > Ekoex
1 � gRE;1 �1

2
;

153



d. h. das Koexistenz-Gebiet ist am unteren Ende bei x0 = xRE gr�o�er und bei

x0 = xRE + 0:5 kleiner als das translations-invariante Gebiet bei global-negativer

Kopplung; am oberen Ende gilt das umgekehrte.

2.6.2 �Uberg�ange bei bistabiler Dynamik

Die durch die Asymmetrie entstehende Modi�kation des e�ektiven Potentials �au�ert

sich auch bei Front�uberg�angen im bistabilen Gebiet. W�ahlt man einen Gesamt-

widerstand, der gr�o�er ist als der �Uberschneidungspunkt der beiden Instabilit�atsli-

nien, so zerf�allt der Bereich zwischen unterer sn-Bifurkation und Equistabilit�at bei

global-negativer Kopplung in die drei in Kapitel 2.4 diskutierten Bereiche

Esn;1 <|{z}
I

E2 <|{z}
II

EKoex
1 <|{z}

III

< Eeq :

Im Bereich (I) ist der metastabile, passive Zustand r�aumlich instabil, und es treten

autonomen �Uberg�ange auf, im Bereich (II) herrscht normales bistabiles Verhalten

mit Aktiv-Front�uberg�angen, die im Bereich (III) nicht auf den aktiv-homogenen

Zustand, sondern auf die koexistierenden station�aren Domainen f�uhren; bei Poten-

tialwerten oberhalb der Equistabilit�at gilt das analoge f�ur den dann metastabilen

aktiven Zustand.

Eine Asymmetrie f�uhrt zu einer ortsabh�angigen Verschiebung bzw. Mischung dieser

Gebiete. Fixiert man das Potential im Bereich (III) unterhalb der Equistabilit�ats-

linie und st�ort den passiven Zustand durch einen aktiven Puls (bzw. durch einen

kleinen Bereich mit der aktiv-stabilen Phase), so h�angt der asymptotisch erreichte

Zustand vom Ort der St�orung ab, wie Abb. 2.61, li dokumentiert. In einem breiten

Orts-Intervall bleibt die induzierte Front stehen (III, sD); erfolgt die St�orung aber

auf der gegen�uberliegenden Seite der RE (x0 = 0), liegt und bleibt das e�ektive

Potential w�ahrend des �Ubergangs durchgehend unterhalb des Koexistenz-Gebietes

(II, Eeff < EKoex
1 ); d. h. die Front bleibt nicht stehen, und asymptotisch liegt der

aktiv-homogene Zustand vor.

Versucht man eine Aktiv-Front in N�ahe der RE (x0 = 0:5) zu induzieren, beobachtet

man ein Schrumpfen und dann ein Verschwinden der aktiven Phase. Da das zur�uck-

gekoppelte Potential Eeff bei einer derartigen St�orung bei Werten oberhalb des ge-

samten Koexistenz-Gebietes (EKoex
1 ; EKoex

2 ) liegt, ist die metastabile, passive Phase

stabil, und eine Aktiv-Front kann sich nicht entwickeln. Als Konsequenz dieser Equi-

stabilit�atsverschiebung erh�alt man auch einen Front�ubergang der eigentlich stabilen

aktiven Phase in den passiven Zustand, wenn man den homogen-aktiven Zustand

ebenfalls bei x0 = 0 passiv st�ort (dies entspricht einer gro�en aktiven Phase bei

x0 = 0:5 = xRE). Folglich kann es bei asymmetrischer Kopplung in Equistabilit�ats-

N�ahe zu irregul�ar-oszillatorischem Verhalten kommen, da Fluktuationen bei x0 = 0

sowohl einen �Ubergang in die aktive wie auch in die passive Phase verursachen.
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Abb. 2.61: Asymptotische Zust�ande bei inhomogenen Anfangsbedingungen. Diese bestehen

aus dem passiv-metastabilen Fixpunkt und einem Bereich des aktiven Fixpunktes, dessen

Breite und Schwerpunkts-Position variiert wurde (d. h. bei einer Breite von Eins bzw. Null

liegt der homogen-aktive bzw. homogen-passive Zustand vor). Die linke Abb. stellt die At-

traktionsgebiete der station�aren Zust�ande (aktiv-homogen (a.), passiv-homogen (p.) und

sD) in Equistabilit�ats-N�ahe bei E0=250 dar. Die rechte Abb. stellt die analogen Ergebnis-

se in N�ahe der sn-Bifurkation dar (E0 = 230). Die zus�atzliche passive St�orung wurde als

negativ-aktive St�orung interpretiert; die H�ohe der St�orung ist gleich dem Potentialabstand

zwischen aktivem und passivem Fixpunkt (d. h. die St�orung liegt bei u = u03 + (u03 � u01)

und Position x0). Sonstige Parameter: xRE =0:5; �=0; ��1=12 ) %tot � 1:02, globale

Gr�o�en dann Esn;1 � 227; EKoex
1 � 237; Eeq � 258.

Bei kleineren Werten von E0 im Bereich (II) (s. Abb. 2.61, re) ist der Abstand

zum passiv-stabilen Gebiet zu gro�, um Passiv-Fronten zu induzieren; kleine akti-

ve St�orungen im Bereich der RE wie auch passive St�orungen bei x0 = 0 f�uhren

hier auf inhomogene L�osungen. Die f�ur normale Aktiv-Front�uberg�ange erforderliche

minimale Nukleationsbreite liegt naturgem�a� wegen des kleineren Abstandes zur sn-

Bifurkation bei sehr kleinen Werten, h�angt aber kaum von dem Ort der St�orung ab;

insbesondere treten keine durch beliebig kleine Fluktuationen bedingte autonome
�Uberg�ange bei x0=0 auf, da das Instabilit�atsgebiet (I) nicht ortsabh�angig ist; d. h.

die minimale Nukleationsgr�o�e bleibt endlich.

St�ort man den passiven Zustand durch eine noch passivere St�orung, so zeigt sich bei

diesem als 'negatives Fernz�unden' bezeichneten E�ekt ebenfalls eine Ortsabh�angig-

keit. Ein zus�atzlich passiver Bereich in N�ahe der RE entspricht einer aktiven St�orung

bei x0= 0 und f�uhrt auf eine Verminderung des e�ektiven Potentials, welches den

Front�ubergang unterst�utzt; deshalb ist die erforderliche Breite (oder Gr�o�e) der pas-

siven St�orung f�ur das Fernz�unden minimal, wenn dieses in N�ahe der RE erfolgt. Bei

gr�o�erer Entfernung zur RE steigt das e�ektive Potential, was zu einer Zunahme

der erforderlichen St�orbreite wie auch zu einem Anhalten der ferngez�undeten Aktiv-

Fronten f�uhrt.
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Reine Asymmetrie

Das gemeinsame Auftreten von asymmetrischer und negativer Kopplung kann durch

das Einschalten eines externen Widerstandes %g unterbunden werden, da sich dieser

nur auf den Faktor B und damit auf Gr�o�e und Vorzeichen der globalen Kopplung

auswirkt, nicht aber auf die asymmetrie-bedingte Modi�kation des e�ektiven Po-

tentials. Verwendet man bei �xierter Geometrie und Leitf�ahigkeit einen Widerstand

der Gr�o�e

B = �fA gRE(rRE; �) + � %g � Bc , %g � Bc + fA gRE(rRE; �)

�
;

so liegt die e�ektive globale Kopplung (Dg) bei Null oder positiven Werten, wel-

ches zum Verschwinden aller Instabilit�atsgebiete f�uhrt; bei symmetrischer Kopplung

existieren auch keine koexistierenden sD mehr. Dies gilt allerdings nicht bei asym-

metrischer Kopplung im Bereich B � Bc, da in Equistabilit�ats-N�ahe immer noch

ortsabh�angige Verschiebungen und station�are Domainen auftreten. Dieser Befund

kann in einer eher gedanklichen als quantitativ zu bezeichnenden N�aherung visua-

lisiert werden, wenn man zum einen die Kopplungsfunktion HB in diesem Bereich

durch eine Di�usions-Kopplung

@t u � �ir[u] + �

gA

0
@E0 � u(x)�

1Z
0

�GRE(x
0)u(x0; t) dx0

1
A+DL

@2u

@x2
;

n�ahert und zum zweiten eine sich verbreiternde, stabile aktive Phase durch

u(x; t) = u01 ; x 2
"
x0 � �x(t)

2
; x0 +

�x(t)

2

#

= u03 ; x 62
"
x0 � �x(t)

2
; x0 +

�x(t)

2

#

beschreibt, deren Breite �x(t) bzw. Interface-Position sich mit

� _x = �2 c(E0) ; c(E0) � E0 � Eeq

bei symmetrischer bzw. lokaler Kopplung unabh�angig vom Schwerpunkt x0 ver-

gr�o�ert bzw. verschiebt. Bei asymmetrischer Kopplung erh�alt man f�ur obige inho-

mogene Keimstruktur in sinoidaler N�aherung

Eeff (t) = E0 + (u03 � u01)
gRE;1
2�

�
sin [2� (x0 +�x(t) =2� xRE) ]

� sin [2� (x0 ��x(t) =2� xRE) ]
�
; (2.51)
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deren Ausbreitungsgeschwindigkeit

� _x = �2 c(Eeff ) ; c(Eeff) � Eeff(�x; x0)� Eeq (2.52)

nun explizit von Lage und Breite des aktiven Bereiches abh�angt (s. Abb. 2.62).
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Abb. 2.62: Analytischer N�aherungsausdruck (Glgn. 2.51, 2.52) f�ur das e�ektive Potential

bzw. die Ausbreitungsgeschwindigkeit der aktiven Phase als Funktion der Breite f�ur drei

Nukleationsorte x0 (Vorfaktor � 20; E0 = 250; Eeq = 258). Die Pfeile deuten den Zeit-


u� an, unterhalb der gestrichelten Equistabilit�atslinie breitet sich die aktive Phase aus,

oberhalb der Linie schrumpft sie. Sowohl im homogen-passiven (�x = 0) wie auch im

homogen-aktiven Zustand (�x = 1) verschwindet die Modulation (Eeff = E0).

Wird ein aktiver �Ubergang weit entfernt von der RE gez�undet (x0=0; xRE=0:5),

so liegt Eeff durchgehend unterhalb des Equistabilit�ats-Potentials, und man

beobachtet auch numerisch (s. Abb. 2.64, b) einen gew�ohnlichen Aktiv-

Front�ubergang.

Wird die aktive Phase n�aher an der RE induziert (x0=0:3, s. Abb. 2.64, c), folgt aus

obiger Absch�atzung die Entstehung zweier r�aumlich-inhomogener Fixpunkte, bei

denen Eeff die Equistabilit�at schneidet. Dabei besitzt der station�are Zustand bei

kleinerer aktiver Phase stabile Eigenschaften und beschreibt somit das Auftreten

einer station�aren Domaine, die trotz metastabilen Charakters der passiven Phase

einen kleineren aktiven Anteil besitzt. Der zweite, instabile Fixpunkt fungiert als

Grenze zwischen dem Einzugsgebiet des aktiven-homogenen Zustandes (�x = 1)

und dem der inhomogenen L�osung.

Bei einer Nukleation der aktiven Phase direkt am Ort der RE (x0 = 0:5)

liegt der stabile Fixpunkt bei noch kleinerem �x. Die in obiger N�aherung nicht
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auftretende Front-Front-Wechselwirkung verhindert die Ausbildung einer inhomo-

genen L�osung mit zu kleiner aktiver Breite und f�uhrt auf einen homogen-passiven

Zustand (�x = 0); d. h. bei einer Breite der aktiven Phase bis zum zweiten,

instabilen Fixpunkt liegt asymptotisch immer die passive Phase vor. Dies entspricht

wiederum den bereits diskutierten Passiv-�Uberg�angen, wenn der aktive Zustand bei

x0 = 0 passiv gest�ort wird (s. Abb. 2.64, d); somit beschreibt der zweite Fixpunkt

in dieser N�aherung die daf�ur erforderliche Nukleationsgr�o�e des passiven Keims.

Folglich treten auch bei rein asymmetrischer Kopplung station�are Domainen und

unterschiedliche Front�uberg�ange auf.

Wird die Gr�o�e des externen Widerstandes erh�oht, so verschwindet aufgrund

der nun positiv-globalen Kopplung das Existenz-Gebiet der inhomogenen L�osun-

gen, wie Abb. 2.63 zusammenfassend dokumentiert. Gleichzeitig steigt generell

die f�ur Front�uberg�ange erforderliche Nukleationsgr�o�e, deren Ortsabh�angigkeit bei

zunehmender positiv-globaler Kopplung abgeschw�acht wird.
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Abb. 2.63: Ergebnis einer zu Abb. 2.61 analogen Untersuchung mit unterschiedlichen

externen Widerst�anden in Equistabilit�ats-N�ahe; die lokale Dynamik wurde wie in Abb.

2.61, re bei E0 = 250; %tot � 1:02 �xiert und die Leitf�ahigkeit entsprechend einge-

stellt. Bei (a) liegt die e�ektive globale Kopplung bei einem kleinen positiven Wert

(%g � 0:37; B � Bc = 0:01), was die im Text diskutierten E�ekte (sD, Passiv-Fronten)

erm�oglicht. Bei (b) (%g�0:52; B�Bc=0:05) und (c) (%g�0:61; B�Bc=0:08) verschwin-

det der sD-Bereich, und die f�ur die Passiv- (und Aktiv-) Fronten erforderliche St�orgr�o�e

steigt.
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Abb. 2.64: x-t-Darstellung der Fronten bei zu vernachl�assigender globaler Kopp-

lung, Parameter wie in Abb. 2.63, (a) (E0=250; %tot�1:02; %g�0:37;B �Bc=0:01).

Die RE be�ndet sich in der Mitte des x-Intervalls (xRE = 0:5).

b): Aktiv-�Ubergang nach Aktiv-St�orung bei x0 = 0 (und somit an beiden R�andern).

c): Entstehung einer station�aren Domaine nach Aktiv-St�orung bei x0 = 0:3.

d): Passiv-�Ubergang nach Passiv-St�orung des stabilen aktiven Zustandes bei x0 = 0, was

einer gro�en aktiven Phase bei x0 = 0:5 entspricht.

a): Zeitentwicklung Eeff(t) dieser drei Simulationen (man vergleiche mit Abb. 2.62); das

Ruhepotential E0 und das Equistabilit�ats-Potential Eeq sind gestrichelt eingezeichnet.
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Zusammenfassung

Bei dieser ersten Untersuchung zur Auswirkung von asymmetrischer R�uckkopplung

auf bistabile Musterbildung zeigen sich einige wesentliche Unterschiede zur globa-

len Kopplung. So manifestiert sich die Asymmetrie in einer fehlenden Translations-

Invarianz der station�aren Domainen; bei Koexistenz treten diese nur bei bestimmten

r�aumlichen Anregungen auf. Interessant ist hier die unterschiedliche Bewertung des

R�uckkopplungs-Prozesses, durch den die inhomogenen L�osungen unterschiedliche

Form besitzen. Da dies auch f�ur die Zust�ande im Instabilit�atsgebiet gilt, existiert

folglich ein Parameterbereich, bei dem unendlich viele und unterschiedliche L�osun-

gen auftreten; je nach Ort der beliebig kleinen Fluktuation entsteht eine station�are

Domaine mit unterschiedlicher Form. Daraus ergibt sich der leicht kuriose Befund,

da� f�ur Parameter in dem in Abb. 2.58 dargestellten Gebiet kein konstanter Wert

des station�aren Stroms im(E0; %tot) angegeben werden kann, da unendlich viele At-

traktoren mit unterschiedlichem im existieren; dies ist ungew�ohnlich f�ur dissipative

Systeme und erinnert an die konservative Theorie [10]. Anders ausgedr�uckt, ver-

hindert die Asymmetrie der Kopplung eine strikte Reproduzierbarkeit der globalen

Gr�o�en; dies gilt allgemein und somit auch f�ur entsprechende Kontrollmechanismen

in der Ober
�achenchemie.

Speziell f�ur die Elektrochemie bedeutet die Instabilit�at bei sehr naher RE das Ver-

sagen des 'streng potentiostatischen' Kontrollmodus, falls dieser durch eine RE rea-

lisiert wird; dies gilt im �ubrigen auch f�ur den oszillatorischen Fall (s. Kap. 3.1.4)

Werden hier Oszillationen im Strom trotz sehr naher RE gemessen, kann daraus

keineswegs auf das Vorliegen eines rein chemischen Oszillators geschlossen werden;

analog zum bistabilen Fall beobachtet man hier beliebig viele unterschiedliche und

nun nichtstation�are Zeitverl�aufe des Gesamtstroms im(t).

Bei dynamischen Prozessen f�uhrt die Asymmetrie ebenfalls auf ein neuartiges Ver-

halten, da bei konstanten Parametern auf der der RE gegen�uberliegenden Seite des

Rings sowohl Aktivierungs- wie auch Passivierungsfronten induziert werden k�onnen;

deshalb lassen sich die homogenen Zust�ande nicht mehr eindeutig als stabile bzw.

metastabile Phase klassi�zieren. Somit k�onnten, wie bei komplex-bistabiler Dyna-

mik im doppelt-metastabilen Bereich (s. Kap. 3), auch ohne zweite Variable defekt-

bedingte irregul�are Oszillationen entstehen. Die Verwendung eines externen Wider-

standes vermag den negativ-globalen O�set in der Kopplungsfunktion zu kompen-

sieren, die Asymmetrie der R�uckkopplung bleibt indes erhalten; wie auch in einer

analytischen Behandlung gezeigt wurde, verschwindet bei 'reiner' Asymmetrie die

r�aumliche Instabilit�at, nicht aber der scheinbar doppelt-metastabile Charakter und

das Existenzgebiet der koexistierenden station�aren Domainen.
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