Kapitel 2

Bistabile Dynamik beim Ring

2.1 Frontdynamik bei global/lokaler Kopplung

Der essentielle Unterschied zwischen der klassischen diffusiv-lokalen Kopplung in
RD-Systemen und der integralen Potential-Kopplung in der EC liegt in der Beein-
flussung auch weit vom Ort einer Potentialinhomogenitét entfernter Punkte. Zur
besseren Visualisierung der Mechanismen kann in Né&herung eine Beziehung zu ei-
ner verwandten Gleichung aufgebaut werden, die dhnliche Effekte zeigt und bereits
bei oszillatorischer Dynamik in leicht anderer Form (]93], [87]) betrachtet wurde,
aber noch nicht fiir bistabile Dynamik detailliert untersucht worden ist. Bei die-
ser Modell-Gleichung wird die z. B. durch Adsorbat-Diffusion entstehende lokale
Diffusionskopplung durch einen globalen Kopplungsterm erganzt

2

Oy u(#,1) = ao fron(u) + D, (<u> &) + Dy a_;; . delo,L],
wobei die Diffusionskonstante Dy, als Materialkonstante nicht von der Systemlinge I
abhdngt und ag die Geschwindigkeit der lokalen Dynamik charakterisiert. Die globale
Kopplung entsteht bei Systemen der Oberflichenchemie entweder durch eine schnelle
und damit zu adiabatisierende zweite Variable mit grofler Diffusionskonstante oder
durch einen externen Kontrolleingriff, wie in Kapitel 2.5 ndher ausgefithrt wird. Die
globale Kopplungskonstante D, ist im allgemeinen ebenfalls unabhéngig von der

Systemgrofe, so dafl eine Raumskalierung auf die Gleichung

0%u
8,5 U(l',t) = dy flok(u) + Dg (<U> <:>U) + DL @
: T D1,
mit 2 €0,1] , T=7 DL:F’ u(x + 1,t) = u(a, t)

bei periodischen Randbedingungen fiithrt, in der die rdumliche Kopplung durch die

Parameter (D,, D) beschrieben wird; die skalierte Diffusionskonstante Dy, kann

42



im allgemeinen aufgrund grofler Systemldngen als beliebig klein angesehen werden
(sonst spricht man von finite-size’-Effekten). Gleichzeitig kann diese im folgenden als
global /lokal bezeichnete Kopplung als einfachstes Beispiel fiir eine integrale Kopp-

lung angesehen werden
1
Oru(z,t) = ao for(u) —I—/HGL(|:1: &a'|) (u(:z;',t) <:>u(:1;,t)) dx’,
0

deren Kopplungsfunktion ("KF’) in Abb. 2.1 dargestellt ist, auch wenn die explizite

Integralformulierung dieser elementaren Kopplung in der Praxis keine Rolle spielt.
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Abb. 2.1: KF der global/lokalen Kopplung als Superposition aus einer lokalen Kopplung,
die nur im Bereich |z 2’| — 0 wirksam ist, und einem globalen, abstandsunabhingigen
Anteil (hier mit D, = 0.1).

Fiir die ’Global-Lokal-Gleichung’ (GL-Glg.) lassen sich generelle Auswirkungen glo-
baler Kopplung auf die Frontdynamik bei bistabiler Kinetik besser studieren und
fiir einige Effekte analytische Ergebnisse im Limes Dy, — 0 erzielen, die dann wieder-
um mit den Resultaten der elektrochemischen Kopplung verglichen werden kénnen,
aber auch von genereller Relevanz sind. Im Vergleich mit der elektrochemischen KF
zeigen sich deutliche qualitative Ubereinstimmmungen, wobei die unten entwickel-
ten Gedanken und Resultate teilweise ebenfalls bei Frontiibergéngen bei bistabiler
Kinetik in der Oberflachenchemie bei globaler Kopplung verwendet werden kénnen
bzw. bei diesen Systemen &hnliche Effekte auftreten (s. Kap. 2.5); in Kap. 3.2 wird
eine exakte elektrochemische Realisation der global/lokalen Kopplung diskutiert.
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Warum beschleunigen Fronten bei nichtlokaler Kopplung ?

Betrachtet man ein RD-System

0 0?
6—1; = ao fior(u, Eo) + Dy, 6—:1;1; )

welches bei bistabiler lokaler Dynamik drei homogen-stationdre Fixpunkte
Jor(ud) =0, 1=1,2,3 | uf <uj <ul

besitzt, so fiihrt bekanntlich eine tiberkritische inhomogene Stérung des metastabilen
Zustandes zu einem Frontiibergang (s. Abb. 2.2, re und Abb. 2.10, a) in die stabile
Phase; die Geschwindigkeit der Front (¢p) wird asymptotisch konstant und ist dann
durch

’u,g,(Eo)
dg f flok(u7 EO) du us (Ep)
w1 (Lo V D
Co = (%) - Qo™ flok(quO) du
v du 2 XO
6[(%) dx u1 (Fo)
ag D
_ Qo L[, F(EO)
Xo

gegeben [55]. Die GroBe Xo beschreibt die skalierte Kriimmung des Frontprofils,
welche nicht von ag und der Diffusionkonstante Dy abhangt, und Fy steht stellver-
tretend fiir alle Parameter der lokalen Dynamik. Das Vorzeichen von F entscheidet
tiber die Frontrichtung; auf dem Equistabilitatspunkt Fy = FE., (s. Abb. 2.2, 1i)
verschwindet das Integral F' (d. h. F(FE.,)=0 = ¢ =0), wihrend die Frontge-
schwindigkeit beim Fnde des bistabilen Gebietes auf der sn-Bifurkation bei £ = E;,
maximal wird (¢ = ¢, # 00). Die Grofle des Flachenintegrals F' korreliert grob mit
den Abstinden der Fixpunkte untereinander: je niher u3 am instabilen Fixpunkt
ud liegt, desto kleiner ist die positive Fliache des Integrals und desto grofer ist die
Frontgeschwindigkeit ¢q. Folglich hdngt die Frontgeschwindigkeit ¢g = ¢o(Fp) im

allgemeinen monoton von Fy ab.

Beschrankt man sich auf den Parameterbereich, bei dem der grofiere, ’passi-
ve’ Fixpunkt ud metastabil und der kleinere, "aktive’ Fixpunkt u{ stabil ist, so fiihrt
die im folgenden immer benutzte Plateau-Anfangsbedingung

u? T E [ 177,2uk7 nuk]

lpwk € 10,1] , u(x,0) =
[ ] ( ) {ug xg[éilnzuk7lnuk]

(2.1)

= <u> (0) = Louk u(lJ + (1 <:>’l71uk) ug

ab einer kritischen GréBe [, des aktiven Stérkeims zu einem Frontiibergang in den

stabilen Fixpunkt ). Der Mittelwert <u> (¢ = 0) liegt zum Beginn naturgeméif
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knapp unterhalb von 3. Im Laufe des Frontiibergangs bewegt sich der Mittelwert
von ud mit linearer Zeitabhingigkeit nach u? (ud — <u>(t) — u?); der Ubergang ist
abgeschlossen, wenn sich das gesamte System homogen bei u} befindet (und damit

auch <u>(oo) = uy).
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Abb. 2.2: Abhingigkeit der Frontgeschwindigkeit als Funktion der Flichenintegrale A; und
Ay zwischen den drei Fixpunkten mit fi,x[u?] = 0 (links). Bei Equistabilitiit sind die beiden
Flidchen gleich, bei der sn-Bifurkation verschwinden u), 3 und somit auch A,. Die rechte
Abb. stellt zwei Frontprofile zum Zeitpunkt ¢; = 100 wihrend eines Aktivierungs-Uber-
gangs dar; wihrend die beiden Phasen (getrennt durch die beiden sich mit ¢ bewegenden
Interface-Bereiche) bei der RD-Front (dick) auf den gestrichelt eingezeichneten Fixpunk-
ten u? liegen, veriindert sich bei zusitzlich globaler Kopplung (dick gestrichelt) die Lage
der passiven Phase und liegt generell unterhalb des passiven Fixpunktes; umgekehrtes gilt
fiir die aktive Phase (Parameter s. Abb. 2.4).

Eine zusétzliche globale Kopplung zerstért nun die Konstanz der Frontgeschwin-
digkeit; essentiell fiir das Verstdndnis dieser Modifikation ist die zentrale Idee, den
wdihrend des Frontiibergangs zeitabhangigen Mittelwert <u>(t) formal in die lokale
Kinetik miteinzubeziehen

0%u

Oru(x,t) = ag fior(u) + Dy (<u> <u) + Dy, Eys

D
= ao (flok(u) + a—g (<u> <:>u)) + Dy,
0
0*u

= dg ﬁok(u, <u> (t)) + DL @ .

7
Ox?

Dadurch erhidlt man ein klassisches RD-System mit einem zeitabhingigen globalen
Parameter, wobei die homogenen Fixpunkte obiger Gleichung die der urspriinglichen
Gleichung sind. Wéhrend die lokale Kopplung bei einer Stérung des metastabilen
Zustandes essentiell nur im Interface-Bereich wirksam ist, verandert eine derartige
Storung zusammen mit der globalen Kopplung sofort die lokale Kinetik der weit vom

Keim entfernten, noch beiu =u$ liegenden Bereiche. Gilt des weiteren ag > Dy, so
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daf} die lokale Kinetik schneller als die Frontausbreitung ist, liegen die Fixpunkte
der beiden homogenen, durch die Front-Interface-Bereiche getrennten Phasen immer

bei den durch den Mittelwert vorgegebenen, neuen Fixpunkten

uy 3(t) = U1,3(<U> (t)) mit 0= fiox(ui3) + f—j (<U> <:>U1,3)- (2.2)
Durch die hier erfolgte Adiabatisierung der lokalen Dynamik, die nur bei schwacher
Kopplung gilt, hangen die Fixpunkte des Systems also wihrend des Ubergangs vom
Mittelwert ab. Die Frontgeschwindigkeit ¢ ist folglich auch nicht mehr konstant, da
das Flachen-Integral F' von den nun zeitlich variierenden Fixpunkten u 5(¢) abhéngt
(s. Abb. 2.3, 1i); dadurch erhdlt man eine mittelwertsabhingige Frontgeschwindigkeit,
die durch

\ Ao DL

c = c¢(<u>)= X F(<u>)
us (<u>) D
Plews) = [ (f,ok(u) + 29 (cus <:>u)) du
a
u (<u>) 0
7 0 0 uf + us 2
= /flok(u) du + a(uy Suy) | <u> s |+ O(a?)
04,0
D
= Fo+a(ud eul) (<u> @%) +0(e®), a:= a—j
0 0 uf + ug
=c(t)  cotag (<u>(t) <:>uM) ) Uy = (2.3)

grob abgeschatzt werden kann; Verédnderungen in der Front-Krimmung X, werden
in dieser Betrachtung vernachlassigt.

Somit besagt obige Abschatzung, daf3 die Front-Dynamik durch die instantan er-
folgende Verschiebung der lokalen Kinetik zu verstehen ist; je breiter die Phase des
stabilen Fixpunktes (uy) ist, desto grofer ist die Verschiebung und die entsprechende
Veranderung der Geschwindigkeit, folglich beschleunigt die Front (s. Abb. 2.3, re).
Die Beschleunigungsrate bzw. die Steigung der ¢(<u>)-Relation hangt vom Verhélt-
nis o = D,/ag ab, in Ubereinstimmung mit der Theorie beobachtet man bei nu-
merischen Simulationen der Global-Lokal-Gleichung eine Beschleunigung der Front
(s. Abb. 2.10), die bei sonst konstanten Parametern der lokalen Dynamik und der
Diffusionskonstante von der globalen Kopplung bzw. vom Offset der KI' D, abhéngt.
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Abb. 2.3: Modifizierung des Flidchenintegrals F bei globaler Kopplung: in der linken
Abb. sind die durch die globale Kopplung verdnderten Fixpunkte der Glg. 2.2 dar-
gestellt, die nicht mehr bei fi,x(u) = 0 liegen, sondern durch die Schnittpunkte von
Jrow(u) = Dy/ap (us<u>(t)) gegeben sind. Dadurch verdndern sich die Fldcheninhalte
Ag und Ay, je kleiner der Mittelwert, desto grofer ist Ay bzw. desto kleiner ist A5. Somit
wird wihrend des Ubergangs (u3 — <u> (t) — uY) das Flichenintegral |F| grofer, was
zu einer Frontbeschleunigung fithrt.  Die rechte Abb. zeigt die durch die positiv-globale
Kopplung (D, > 0) entstehende positive Steigung der Frontgeschwindigkeit ¢ = ¢(<u>) in
der linearen Approximation (Glg. 2.3); die ohne globale Kopplung (o = D,/ag = 0) vom
Mittelwert <u> (t) unabhingige, konstante Frontgeschwindigkeit ¢y wird bei <u>= uf,
erreicht. Bei groflerem Mittelwert ist die Front langsamer als ohne globale Kopplung, bei

kleinerem <u>> ist sie schneller.

Verwendet man des weiteren explizit und ohne besondere Einschrankung der Allge-
meinheit die elektrochemische Kinetik mit kubischem Reaktionsstrom, so kann die
globale Kopplung durch eine formale Umformung in eine zeitabhéngige Potential-

grofle F.ss(t) geschrieben werden

. Ey & 0*
dru(z,t) = i (u)+ 0 Y + Dy (<u> <u) + Dy, gu
Qele Ox?
. E.sf(t) < 0*
= i (u) y Ly O (2.4)
Qele Ox
EO + D Qele <u> (t) A Qcle
Eopf(t) = 4 s Oele = ——— 2.5
ff( ) 1‘|‘Dggele gel 1‘|’Dggele ( )
wihrend eines Ubergangs sind die Fixpunkte der beiden Phasen dann durch
. E.pe(t) Su
0= i, (urs) + % urs = urs[Eeps(1)] (2.6)
ele
gegeben.
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Abb. 2.4: Darstellung der Ubereinstimmung zwischen quasi-stationirer Niherung
(Glg. 2.6) und numerischer Simulation wihrend eines Aktivierungs-Ubergangs (links).
Die rechte Abb. zeigt die Zeitentwicklung beider Punkte zusammen mit dem Mittelwert;
sonstige Parameter /,,,; = 0.05, D, = 0.1, Dy, = 2 % 1075, Fy = 300, 0o = 2.

Die Exaktheit dieser Voraussage dokumentiert die Abb. 2.4, li. Hier wird ein aktiv-
stabiler Keim (uf) bei x = 0 gesetzt und der Zeitverlauf von u(x,¢) an der Stelle der
Keimsetzung und auf der gegeniiberliegenden Seite der AE bei @ =1/2 als Funktion
von F.s¢(t) aufgetragen, zusammen mit den Fixpunkten der Glg. 2.6. Wahrend sich
der Mittelwert <u>(t) bzw. FE.;¢(t) bewegt,

EO + Dg Qcle uO

Eeff73—> Eeff(t) —>Eeff71 R Eeffﬂ' = 1—|—D ou ! R ] = 1,3
g lele

liegen die beiden Phasen auf den vorgegebenen Fixpunkten, bis der Frontiibergang
beendet ist. Ein damit verbundener Effekt ist das anféngliche Hochschnellen des sta-
bilen Bereiches bei u; auf hohere Potentialwerte, was sich auch aus der schematischen
Abb. 2.3, 1i ablesen 1483t. Wahrend die metastabile Phase bei positiv-globaler Kopp-
lung immer unter dem homogenen, metastabilen Fixpunkt liegt (mit u{ < u3!),
springt das Potential im Keim hoch und relaxiert erst zum Ende des Ubergangs
auf den homogenen, stabilen Fixpunkt (d. h. uy(¢) > uf).

Ist also die (konstante) Frontgeschwindigkeit co( o, 0cc) bei rein lokaler Kopp-
lung bekannt, so ist die zeitabhingige Frontgeschwindigkeit dann einfach durch
c(t) = co(Eesf(1), 0cic) gegeben. Die lineare Abschitzung (Glg. 2.3) entspricht so-
mit einer linearen Approximation von co(F,;s(¢)) am Mittelwert der Fixpunkte u$,
durch den Abstand (<u> (¢)<ul,). Die Beschleunigung manifestiert sich auch in der
Kriimmung des zeitlichen Verhaltens des Mittelwertes fiir D, = 0.1 (s. Abb. 2.4, re);
anzumerken ist, daB hier in Ubereinstimmung mit den theoretischen Uberlegungen
die Frontgeschwindigkeit zuerst kleiner im Vergleich zur rein lokalen Kopplung ist
und erst im Verlauf des Ubergangs schneller wird; diese anfangliche Verlangsamung

deutet einen weiteren Effekt an, der im folgenden diskutiert wird.
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Auswirkung der nichtlokalen Kopplung auf die Nukleation

Neben der allgemeinen Beschleunigung fiir D, > 0 treten weitere Effekte auf, die recht
anschaulich in Abb. 2.5 abzulesen sind. Bei kinetischen Parametern (FEo, pce) in der
Néhe der Equistabilitét (|co| klein) tritt ein instabiler Fizpunkt in der Geschwindig-
keitsgleichung auf, d. h. die Gerade ¢(<u>) schneidet die Equistabilitatslinie ¢ =0

im Bereich uf < <u> < uj.

lok
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Abb. 2.5: Visualisierung zwei weiterer, durch globale Kopplung entstehende Effekte:
1) Die instabile Nullstelle: durch die positive Steigung kann die Frontgeschwindigkeit die
Equistabilidtslinie kreuzen; in diesem Bereich dreht sich das Vorzeichen der Geschwindig-
keit um; die Front relaxiert zuriick in den metastabilen Zustand u9, da fiir <u> > wu,,
die Fliche Ay grofler ist als A;. 2) Die ’'unendliche Frontgeschwindigkeit’ (ndchster
Abschnitt): fiir <u> < ug, verldfit die Dynamik den bistabilen Bereich, und es existiert

nur noch ein FP in der Nihe des stabilen, homogenen Fixpunktes uS.

Fiir die Frontausbreitung bedeutet dies, dafi zu kleine Keime wieder zuriick relax-
ieren; um einen Ubergang erfolgreich zu induzieren, muB der anfingliche Mittelwert
<u>(0) jenseits der Nullstelle bei u., liegen. Die fiir die Nukleationsverhinderung

verantwortliche Nullstelle bei <u> = u., kann mit Glg. 2.5 exakt berechnet werden:

mit Eeff(ueq) - Eeq(éele)
EO + D Pele <U> n N . Qele
Ee — L — Ee cle) = Uwp F leg Ocle = Uwp T+ 2c
1 1‘|‘Dngle q(@l) ? el : ql—l_Dngle
Ee ele &k
= <U> = Ugg = Uyp + —q(g ) ¢,

Dg Qele

Ein Ubergang erfolgt also nur, wenn

Eeq(@ele) <:>>E10

2.7
Dg Qele ( )

<u>(0) < Uy = Uyyp +

49

300



Krit. |

wobei das Ergebnis unabhéngig vom speziellen Anfangsprofil ist und E.,(¢) durch
Glg. 1.20 gegeben ist. W&hlt man die Plateau-Anfangsbedingung Glg. 2.1, so folgt
als Bedingung

: 1
[ P > lkmt - -
" ik ul Suf

M) (28)

(ug S Up = Dg o
fiir einen Ubergang. Da {,,,; die relative Grofle der kritischen Storbreite beschreibt
und nach Glg. 2.8 nicht von der lokalen Kopplung und damit nicht von der Sy-
stemlinge (D, = Dy /L?) abhingt, verdoppelt sich im Bereich der instabilen Null-
stelle bei einer Verdopplung der Systemlénge ebenfalls die kritische (physikalische)
Storbreite; diese Manifestation nichtlokaler Kopplung wurde bereits von U. Franck
bei der Aktivierung von passivierten Eisendrahten beobachtet [145]. Damit die Nu-
kleationsverhinderung iiberhaupt auftritt, muB die Nullstelle u., kleiner als u§ sein;

diese Bedingung fithrt nach kurzer Rechnung auf das Parameter-Gebiet

Ueq S Ug = Eeq(gele) @AETL’M}C < EO < Eeq(gele) (29)
1 1
AFE . = Dg Qele | — PYR=— <:>Dg .
Qo Qcle

Der 'instabile-Nullstellen’-Effekt tritt also in der Nahe der Equistabilitat (| E., < Fo
klein) und bei grofien Kopplungskonstanten D, auf. Obige Betrachtungen sagen so-
mit einen unstetigen Anstieg der kritischen Nukleationsbreite voraus; fixiert man die
lokalen Parameter (Eo, gcic ), so sollten erst ab einer kritischen, durch Glg. 2.9 gegebe-
nen Kopplungsstarke Djm beliebig kleine Keime keinen Ubergang mehr verursachen;

zusammen mit Glg. 2.8 erwartet man dann eine starke Zunahme der kritischen Keim-

grofe.
0.15
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—— num.
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=
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Abb. 2.6: Kritische Grofle des aktiven Startkeims /% bei kleiner (links) und gréferer
(rechts) globaler Kopplung. Parameter Dy, = 2 % 1075, Eg = 280, 0¢e = 2.
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Eine numerische Untersuchung zeigt diesen Sachverhalt deutlich (s. Abb. 2.6);
eine drastische Zunahme ergibt sich erst bei D, > Djm, davor verdndert sich die
durch die lokale Kopplung (die gedanklich und in analytischen Rechnungen immer
vernachldssigt wird) bestimmte kritische Keimgrofie kaum. Diese Unstetigkeit
widerspricht den intuitiven Erwartungen einer stetigen Vergrofierung (die bei einer
Variation der Diffusionskonstante auftreten wiirde), kann aber durch das Auftreten
der Nullstelle anschaulich verstanden und visualisiert werden.

Fixiert man indes die globale Kopplung, so beschreibt Glg. 2.9 quasi eine band-
artige Verbreiterung der Equistabilitdtslinie im Raum der kinetischen Parameter
(Eo, 0cic). Wahrend auBerhalb des Bandes um die Equistabiltéatslinie beliebig kleine
Keime zu Ubergéngen fiihren (mit Dy, — 0 1), konnen innerhalb des Bandes keine
Frontiibergénge durch kleine Keime ausgelost werden. Die Breite des Bandes
verschwindet nach Glg. 2.9 fiir D, — 0, die explizite Parameterabhangigkeit wird
im nachsten Abschnitt dargestellt (s. Abb. 2.17).

Vom experimentellen Standpunkt aus betrachtet, verbreitert sich durch die globale
Kopplung das zu beobachtende Hysteresegebiet bei Variation von Ky, da durch
strukturelle Defekte auf der Oberfliche immer Keime endlicher Gréfle existieren.
Somit liegen hier gedanklich verschiedene, feste [,,; vor, die nach Glg. 2.9 erst
bei groBeren Abstanden von der Equistabilitat zu Ubergingen fithren. Allerdings
unterscheidet sich dieser Effekt bei globaler Kopplung von der Nukleationsproble-
matik bei RD-Systemen auch dadurch, dafl es hier auf die Summe der Defekte
ankommt, ob beim grofiten Defekt ein Ubergang geziindet wird. Dies bedeutet
beispielsweise auch, da ein Ubergang bei einem subkritischen Defekt durch eine
weit entfernte, externe kleine Stérung geziindet werden kann; ist die weit entfernte
Storung iiberkritisch und bewirkt einen dort auftretenden Frontiibergang, kann es

beim Defekt zu einer zweiten Frontinduzierung kommen.

Betrachtet man letztlich einen kleinen Keim fester Grofle (I, = const.), so
existiert nach Glg. 2.8 bei jedem Parameterpunkt (Fo, o) eine von [, abhéngige,
kritische Kopplungsstérke D, bei der kein Ubergang mehr erfolgt (hier ist <u> (0)
vorgegeben, und die durch Glg. 2.7 gegebene Nullstelle u., nahert sich <u> (0)).
Als Konsequenz erhédlt man kurz davor eine starke bzw. dann divergierende Ver-
langsamung des Ubergangs, da sich die Dynamik erst von dem instabilen Fixpunkt
entfernen mufl (¢(0) ~ 0) und dann beschleunigt. Damit zusammenhangend ist
ebenfalls der eher triviale Sachverhalt zu verstehen, dafl die relative Beschleuni-
gungsrate bei Parameterwerten in der Nahe der Equistabilidt grofler ist als bei
Ubergéngen im Bereich der sn-Bifurkation, da hier die anfangliche Frontgeschwin-
digkeit ¢(0) in der Nihe des instabilen Fixpunktes bei knapp Null liegt und folglich
das Verhiltnis zwischen der zum Ende des Ubergangs angenommenen und der

anféanglichen Geschwindigkeit grof ist.
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Kopplungs-Dominanz und dynamische Monostabilitit

In Abb. 2.6, re erkennt man bei grofien Werten der globalen Kopplung (D, > 1)
ein deutlich von der theoretischen Kurve abweichendes Verhalten. Dies ist auf ein
Versagen der Frontargumentation zuriickzufithren; bei grofler Kopplung ist die raum-
zeitliche Dynamik kopplungsdominant (D, > a¢) und eine klar definierte Front kann
nicht entstehen, da die quasi-stationare Naherung nur im entgegengesetzten Grenz-
fall streng gilt. Separiert man in diesem kopplungs-dominanten Limes die homogene

von der inhomogenen Dynamik

u(z,t) = un(t)+0(x,t) , <d(a,t)>=0 |, uyu(t) = <u(ax,t)>

in(t) = a0 <fui(in 4 6)>
. 0§
o, t) = <:>Dg5—|—DL@—I—a0 (fior(tm 4+ &) <fion(Um + 6)>)

so wird wegen (D, > ao) in der inhomogenen Gleichung primér die Inhomogenitét
abgebaut. Der Mittelwert verandert sich auf einer langsameren Zeitskala (ag) und
wird von einer Dynamik bestimmt, die erst in quadratischer Form von der Varianz

der Inhomogenitat abhéngt

. v
U (t) = a0 <fror(Um +9)> = ag (flok(um) + Ao () <52>) Ny o= 5 a{jzk

Um

Die Uberginge kénnen dann als Superposition zweier fast unabhingiger Prozesse
verstanden werden, bei denen gleichzeitig sowohl die Inhomogenitét reduziert wird,
wie auch eine Verdnderung der homogenen Mode stattfindet. Im Limes D, — oo gilt
obige Entkopplung dann streng; hier bleibt der Mittelwert <u> wéhrend der Ho-
mogenisierungsphase erhalten; um einen Ubergang zu erzeugen, muf der Mittelwert
<u> (0) jenseits des instabil-homogenen Fixpunktes u9 liegen (mit entsprechen-
der Auswirkung auf die dann leicht zu berechnende kritische Nukleationsgrofle, die
in der Abb. 2.6, re als Asymptote eingezeichnet ist). Folglich existiert im Limes
grofier Kopplungskonstanten eine durch u gegebene kritische Keimgrofe, bei deren
Uberschreitung es immer zu einem Ubergang kommt; da «9 in der Nihe der sn-
Bifurkation naher bei u3 liegt, nimmt auch diese kritische Keimgrofie in sn-Néhe ab
bzw. in Equistabilitdts-Ndhe zu.

Bei endlicher Kopplung wird die erforderliche Gréfie des Nukleationskeims von der
Zeitdauer des Homogenisierungsprozesses (~ 1/D,) beeinflufit, da durch eine endli-
che Varianz <¢*> (¢) # 0 der Mittelwert u,, bei metastabiler passiver Dynamik zu
kleineren Werten verschoben wird, die gegebenfalls jenseits von uJ liegen (Ay besitzt
hier ein negatives Vorzeichen). Obiges Verhalten tritt auch bei grofler und rein lo-
kaler Kopplung auf (Dy — oo, D, =0) und ist somit nicht als spezielle Eigenschaft
der globalen Kopplung anzusehen.
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Ein dhnlicher, aber ausschliefllich durch die globale Kopplung bedingter Effekt tritt
auch bei kleiner (globaler) Kopplungsstarke in der Nahe der Kuspe der bistabilen
Kinetik auf (hier liegen die FP u, u), u§ nah beieinander). Wie die Abb. 2.7 verdeut-
licht, wird wihrend des Ubergangs die dynamische Bistabilitit verlassen. Der aktive
Keim findet also keinen durch E.;s(t) vorgegebenen Fixpunkt, folglich kénnen in die-
sem Gebiet keine frontartigen Ubergénge stattfinden (s. Abb. 2.11, b). Beide Phasen
relaxieren auf den einzigen Fixpunkt zu, der sich wiederum zeitlich verdndert. Die
Adiabatisierungsargumentation funktioniert somit ebenfalls nicht in der Nahe der
Kuspe, die raumzeitliche Dynamik ist wiederum als Superposition der Bewegung
des Mittelwertes und die Dynamik der Phasen auf den mittelwertsabhéngigen FP
zu verstehen; allerdings sind die Zeitskalen nicht deutlich unterschiedlich, und eine

streng mathematische Trennung beider Prozesse nicht moglich.
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Abb. 2.7: Effektive lokale Dynamik der beiden Phasen in Kuspen-Nihe: im homogenen

Zustand besitzt das System drei, bei Inhomogenitdt nur einen FP. Deshalb wird ein aktiver
Keim nicht stabilisiert, sondern relaxiert ebenso wie die passive Phase bei u3 auf den

einzigen, durch den Mittelwert vorgegebenen FP.

Liegt das Bistabilitdtsgebiet der homogenen Losungen bei g > 0cusp (s. Glg. 1.17),
so fangt das dynamische Bistabilitédtsgebiet erst bei

ete 1 1
9 > ey bzw. D, < DI = &

1 + Dg Qele Qcusp Qcle

Qele =

an, der Widerstand wird in der dynamischen Gleichung zu kleineren Werten ver-

schoben. Folglich existieren bei allen Punkten im homogen-bistabilen Gebiet

Qcusp

< < —
Qcusp Qele 1 @chsp Dg

unabhingig von Ey keine wohldefinierten frontartigen Ubergénge.
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Die ’unendliche’ Frontgeschwindigkeit

Bei Ubergéngen in der Nihe der sn-Bifurkation (d. h. |cp| groB) tritt ein ver-
wandter Effekt auf: durch die Verschiebung des globalen Parameters < u > (t)
kreuzt die effektive Dynamik die untere sn-Bifurkation und verlifit damit den
bistabilen Bereich. In der Abb. 2.5, re ist dies schematisch visualisiert, ¢(<u >)
schneidet bei wug, die Frontgeschwindigkeit ¢, auf der sn-Bifurkation. Somit
verlieren die noch bei us(< u >) befindlichen passiven Raumbereiche durch das
Verschwinden des passiven Fixpunktes simultan ihre Stabilitdt, wenn der kritische
Mittelwert <u> () = us, erreicht wird. Die raumzeitliche Dynamik besteht nach
Erreichen dieses Punktes aus der Superposition zweier Prozesse: unabhédngig von
der Frontposition ’fallen’ die metastabilen Zustinde zum gleichen Zeitpunkt bei
nunmehr monostabiler Dynamik auf den stabilen Fixpunkt, wobei die ’Fallzeit’

essentiell durch die Geschwindigkeitskonstante der lokalen Dynamik (ao) gegeben ist.

Beriicksichtigt man eine endliche Diffusionsgeschwindigkeit, so dringt die Front
noch in einen nicht véllig relaxierten Bereich ein, dessen Breite vom Verhéltnis
zwischen ag und Dy, abhéangt. Bei groflen Diffusionskonstanten (und damit kleinen
Systemlangen L) ist die raumzeitliche Dynamik weiterhin frontartig, da die Front
schneller ist als die lokal-homogene Relaxation. Allerdings ist die Bezeichnung
dieser raumzeitlichen Relaxation als Front irrefithrend, da es sich nicht um einen
lokalisierten Ubergang zwischen zwei stabilen und fixierten Zustinden handelt; die
Adiabatisierung der Phasen versagt hier, da sich der Mittelwert und der dadurch
bestimmte, monostabile Fixpunkt zu schnell 4ndert bzw. zu weit entfernt von dem
nicht mehr existierenden Passiv-Fixpunkt us(F.sy) liegt (s. Abb. 2.8).

Bei mittlerem Verhiltnis tritt eine Uberlagerung der lokalen Relaxation und der
raumlichen Homogenisierung auf, bei grofler Systemlange (d. h. kleinerem Dy,)
relaxiert das System schnell in den Fixpunkt, die Front bricht nach Erreichen des
kritischen Mittelwertes u,, zusammen. Da alle vor der Front befindlichen Punkte
zu diesem Zeitpunkt gleichzeitig ihre lokale Stabilitat verlieren und geniigend Zeit
haben, um auf den monostabilen Fixpunkt zu relaxieren, sieht die raumzeitliche
Dynamik folglich so aus, als ob hier eine unendliche Frontgeschwindigkeit bzw.
unendliche Beschleunigung der Front vorliegen wiirde (s. Abb. 2.10 ¢, d). Diese
scheinbar unendliche Geschwindigkeit tritt aber nur bei kleiner Diffusion auf, bzw.

das Verlassen des bistabilen Gebietes wird nur bel kleinem Dy, deutlich sichtbar.

Ob dieser Effekt iiberhaupt auftritt, hdngt nicht von Dy, sondern nur von der Para-
meterlage (¢g) und der globalen Kopplung ab, deren Abhangigkeit wiederum analy-
tisch exakt berechnet werden kann. In der Formulierung der effektiven Dynamikglg.
2.4 wird das dynamische Bistabilitatsgebiet verlassen, wenn F.r¢(t) < Fgn(0ere)

gilt. Nach kurzer Rechnung folgt zusammen mit dem Ausdruck fiir die untere
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Abb. 2.8: Zeitliches Verhalten des DL-Potentials bei 2 = 0.5 und z = 0; bei & = 0 wurde bei
Parametern in der Nihe der sn-Bifurkation ein Aktiv-Ubergang induziert. Auf der x-Achse
ist das effektive Potential F.;;(t) aufgetragen, die beiden Phasen werden gut durch die
stationdre Approximation u; = u;(Fess) beschrieben, bis I 7 ¢(t) die bistabile Dynamik bei
Eff]}f (& <u>= usy,) verlaft. Danach fillt der gesamte noch passive Zustand bei kleiner
Diffusion (dick gestrichelt, Dy, = 107°) homogen auf den monostabilen aktiven Fixpunkt;
in der Abb. manifestiert sich dies in einer linearen Beziehung (u(ac = 0.5,t),Eeff(t))
aufgrund der ebenfalls linearen Abhidngigkeit F.;;(< u>). Eine groBe Diffusion (dick,
Dy, = 40 * 107°) bewirkt eine frontartige Relaxation, bei der der Mittelwert und somit
E. s schneller reduziert wird als u(z = 0.5,¢) (lokal) relaxieren kann; folglich fillt dieser
Punkt erst, wenn ihn die ’Front’ erreicht. Parameter Fy = 280,04, = 2, D, = 0.17,
korrespondierende x-t-Darstellungen Abb. 2.10, ¢ und Abb. 2.11, d.

sn-Bifurkation (mit Es, = Fs,1, Glg. 1.18) fiir den Mittelwert wus,

Ugsn = Uyp +

1 2 1 1
Eeo(0ue) By E0ce = | — | Ay &— <D )
Dy ocie { olgae) e Bo 3\1350 ( " Dele g) }

Damit der Effekt wihrend eines Ubergangs auftritt (und damit relevant ist), muf
der Ubergangspunkt w,, zwischen u{ und ud liegen. Die Bedingung w,, > u? fithrt

auf das Existenzgebiet

2 Qele

33 by

1Y\’ 1 ? 1
0 < AF := J (Awp & ) @J (Awp &— @Dg) +3D, w\wp S— D, ,
Qele Qele Qele

welches in der Néhe der sn-Bifurkation liegt und fiir D, — 0 verschwindet bzw. fiir

Esn(@ele) < EO < Esn(@ele) + AFE

grofle D, anwichst. Bei grofier Steigung kann dieser wie auch der Nukleations-Effekt

bei gleichem ¢q auftreten; hier sind dann grofle Nukleationskeime vonnéten, um den
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Ubergang iiberhaupt zu erméglichen (<u>(0) < ue,), die Dynamik verweilt kurz
im Bereich des instabilen Fixpunktes, um dann fast schlagartig bei (<u> (t) < ug,)
in den stabilen Fixpunkt umzuschlagen (s. Abb. 2.11, a). Bei fixierter Keimgrofie
héngt es von den kinetischen Parametern (¢g) ab, ob beide Effekte bei Variation von
D, zu sehen sind; bei kleinem ¢q tritt die instabile Nullstelle auf, bevor es zu lokalen
Ubergingen kommen kann.

Die Abb. 2.9 faBit die Ergebnisse bei Variation von D, zusammen. Hier wurde
bei fester Kinetik und Keimgréfe die globale Kopplung D, verdndert und die
mittlere Frontgeschwindigkeit berechnet (bzw. das Inverse der Ubergangszeit, bei
der sich das System im homogenen, stabilen Zustand befindet). In der rechten
Abb. ist das dynamisch-bistabile Gebiet als Funktion von D, und dem Mittelwert
<u> dargestellt.

0.012] _ , , i u,°
Beginn der 'unendl.’ F.G. [
[ Y S N AN 4 ,,,,,,,
<u>(t) <, ! <u>(0)
E
0.009 | 200{ |Front = Tv=-Ina
|
1A = =
T |
0.006 | A | dyn. monostabil
| V' 100 |
0.003; instabile Nullstelle | SN
— 5! 0
<u>(0) >y, ! Uy
|
0.000 ‘ ‘ : ‘ ' 0 : ;
0.0 01 0.2 03 0.4 0.0 05 1.0 D L5
Dg Dg g.cusp

Abb. 2.9: Inverses der numerisch berechneten Ubergangszeiten bei einem Aktivierungs-
Ubergang als Funktion der globalen Kopplung (links); die rechte Abb. zeigt die korrespon-
dierende analytische Lage des dynamisch-inhomogenen Bistabilitdtsgebietes; Finzelheiten
s. Text. Parameter Ey = 280, pe1e = 2, D, = 2% 1075, [, = 0.05.

Ausgehend von der durch die Diffusion gegebenen Geschwindigkeit bei D, = 0
(s. Abb. 2.10, a) beschleunigt die Front (Abb. 2.10, b), bis der Mittelwert wahrend
des Ubergangs die untere sn-Bifurkation bei wu,, iiberquert, was zu den dis-
kutierten ’'unendlichen’ Frontgeschwindigkeiten fithrt und sich in der mittleren
Geschwindigkeits-Kurve durch einen leichten Knick manifestiert (Abb. 2.10, c).
Bei groBerer Kopplung verkleinert sich das dynamisch-bistabile Gebiet und die Uber-
gangszeit wird minimal (Abb. 2.10, d). Wird die globale Kopplung weiter erhéht, be-
wegt sich der Anfangs-Mittelwert <u>(0) (gestrichelt eingezeichnet in Abb. 2.9, re)
auf die dynamische Equistabilitat zu (<u>(0) & u.,), welches eine Verlangsamung
des Ubergangs bewirkt (Abb. 2.11, a), bis die Nukleations-Nullstelle einen Uber-
gang verhindert. Die ebenfalls in Abb. 2.9, re eingezeichnete, obere sn-Bifurkation
(tsn,2) beschreibt den nicht allzu relevanten Sachverhalt, daf zu kleine Keime zuerst

frontartig und dann analog zu u < ug, lokal zuriickrelaxieren.
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Abb. 2.10: x-t-Darstellung der Aktiv-Front-Uberginge als Funktion der globalen Kopplung
D, (korrespondierend zur Abb. 2.9, gleiche lokale Parameter); bei allen Simulationen ist

die Zeitdauer durch Ths,, = 180 gegeben. Die aktive Phase ist heller dargestellt, und der

aktive Stor-Keim wurde in der Mitte plaziert.

a): Normale Diffusions-Front bei D, = 0.

b): Bescheunigte Front bei D, = 0.12.

c): Bei D, = 0.17 tritt gegen Ende des Ubergangs bei (<u>= usgy,) unstetig eine scheinbar
unendlich schnelle Front auf.

d): Bei groferer globaler Kopplung (hier D, = 0.30) tritt der Effekt bereits friither und

damit bei gréflerem Mittelwert ein.
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Abb. 2.11: Fortsetzung der Aktiv-Front-Uberginge:

a): Bel D, = 0.448 liegt der Start-Mittelwert in der Ndhe der instabilen Nullstelle u., und
verbleibt lange in dieser Lage, durchquert dann in einem kleinem Mittelwerts-Bereich den
dynamisch-bistabilen Bereich, um schlieilich in die aktive Phase umzuschlagen.

b): Ubergang im kopplungsdominanten Bereich jenseits der dynamischen Kuspe
(Dy = 1.8, lup = 0.25, Tprqy = 12). Hier wird zuerst die Inhomogenitit abgebaut, und
der Ubergang in die aktive Phase erfolgt dann quasi homogen.

c): Auswirkung einer erhdhten Diffusionskonstante Dy, = 8 + 107° auf den Effekt der un-
stetigen Frontgeschwindigkeiten (D, = 0.30, Tazar = 90). Im Vergleich zu Dy, = 2% 107°
(s. Abb. 2.10, d) wird der kritische Mittelwert us, grob in der Hélfe der Zeit erreicht, da
die Diffusions-Frontgeschwindigkeit um den Faktor 2 gestiegen ist.

d): Bei groBer Diffusionskonstante Dy = 40 x 10™° nimmt die Unstetigkeit des Effektes
deutlich ab, da die instabilen passiven Zustdnde nicht schnell genug (im Vergleich zur
Frontgeschwindigkeit) auf den monostabilen aktiven Zustand relaxieren. Folglich ist der
scharfe Effekt nicht mehr deutlich sichtbar, nach Erreichen des kritischen Mittelwertes
besteht die Dynamik aus der Superposition von relaxierender lokaler Dynamik und einer

eher phasenartigen, nicht wohldefinierten Front (T4, = 30).
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Einfluf3 der kinetischen Konstante

Der letzte Aspekt der Untersuchung der Global-Lokal-Gleichung betrifft die Varia-
tion des kinetischen Parameters ag in der Gleichung
0*u ) Ey &u

atu:aoflok(u)+Dg(<u> <:>U)‘|'DL@ ) flok(u)zﬁr(u)—l_ 0l )

der bislang immer auf ag=1 gesetzt war. Hier verdeutlicht sich nochmals der unter-
schiedliche Charakter der globalen und der lokalen Kopplung durch den verschiede-
nen Einflul des Parameters ag. Die durch die lokale Kopplung entstehende asym-

ptotische Frontgeschwindigkeit

AVALD] Dy,
Xo

Cog = FO ~ (273} DL

steigt bekanntermaflen bei schnellerer Kinetik. Die durch die Verschiebung der loka-
len Fixpunkte entstehende Frontbeschleunigung wird aber dann geringer; der Effekt
héngt, wie bereits ausgefiithrt, vom Verhéltnis D,/ao ab, was auch sofort bei einer

Taylor-Entwicklung gesehen werden kann

Jior(w) =0 0= ao for (uz(<U>)) + Dy (<u> Su)
0 D,

ue <u> =< O fron
= u2(<u>) e —1 Dg ao t , — a; R
Faon o

d. h. bei kleinem ag werden die homogenen Phasen stérker durch die globale Kopp-
lung verédndert, was zu einer Verstarkung der globalen Effekte wie z. B. der Frontbe-
schleunigung fithrt. Aufgrund der Uberlagerung dieser beiden, unterschiedlich von
ap abhangigen Mechanismen tritt bei Variation von ag und fixierter globaler und lo-
kaler Kopplung keine monotone Abhangigkeit der mittleren Geschwindigkeit mehr
auf, sondern es kommt zur Ausbildung eines Maximums und Minimums in den Uber-
gangsgeschwindigkeiten (s. Abb. 2.12).

Bei kleinem aq tritt bei subkritischen Keimgréflen die Nukleations-Nullstelle un-
terhalb eines kritischen Wertes von aq auf; dies bedeutet, dafl in Reaktionen mit
kleinem Reaktionsstrom gréBere Stérkeime gewihlt werden miissen, um einen Uber-
gang zu induzieren. Gelingt dies, so sind die induzierten Fronten dann zum einen
stark durch die globale Kopplung modifiziert (beschleunigt), zum anderen dauert
der Ubergang durch die Nihe zur Nukleations-Nullstelle lange; die Form des Uber-
gangs ist vergleichbar mit dem raumzeitlichen Verhalten im kopplungsdominanten
Limes. Bei groflerem aq entfernt sich der Anfangs-Mittelwert von der Nullstelle, und
die diffusionsbedingte Frontgeschwindigkeit steigt, gleichzeitig nimmt die Beschleu-
nigung ab; folglich sind die Fronten hier im Mittel schneller, aber leicht weniger

beschleunigt als bei kleinerem ay.
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Abb. 2.12: Inverse der numerisch berechneten Ubergangszeiten bei einer relativen Keim-
grofie von [, = 0.06 als Funktion von ag. Die lokale Dynamik (Fo = 240, g = 2) ist
ebenso wie Dy, = 2x107° fixiert, und es wurden verschiedene globale Kopplungskonstanten
D, gew&hlt.

Oberhalb eines kritischen Wertes von ag bildet sich ein Maximum aus, danach
reduziert eine weitere Erhohung des kinetischen Parameters primér die Beschleuni-
gungsrate bzw. den Effekt der 'unendlichen Frontgeschwindigkeit’; folglich falit die
mittlere Ubergangsgeschwindigkeit, bis es bei groBem ao und quasi unbeschleunig-
ten, diffusionsartigen Fronten durch obige Wurzel-Abhéngigkeit zu einem Minimum
bzw. dann wiederum zu einem Anstieg der (nun quasi konstanten) Frontgeschwin-
digkeit kommt. Die Position von Maximum und Minimum héngen naturgemafl vom
Verhéltnis D,/ Dy, ab; bei kleinem Verhéltnis liegen beide bei ebenfalls kleinem aq
und modifizieren die bei D, =0 auftretende monotone Diffusionsfront-Abhangigkeit
1/ ~ fag nur schwach. Bei grofier globaler Kopplung liegt insbesondere das
Minimum bei sehr schneller Kinetik bzw. ist im numerisch untersuchbaren' Bereich

gar nicht mehr anzutreffen.

Insofern scheinen zwei Aspekte hier besonders betonenswert. Zum einen wird
durch die Beimischung eines globalen Kopplungsterms zur lokalen Kopplung die
streng monotone Abhéngigkeit der Frontgeschwindigkeit von der kinetisch-lokalen
Geschwindigkeit aufgehoben; bei grofler globaler Kopplung erhélt man einen
ebenfalls groflen Bereich mit abnehmender mittlerer Frontgeschwindigkeit.

Zum anderen hingt die Form des Ubergangs nicht nur von D,, sondern vom

!Die zu diskretisierende relative Interface-Breite der Front verschwindet bei ag — oo, folglich
steigt die Anzahl der nétigen Diskretisierungspunkte N ins Unendliche; Simulationen mit N > 2000
wurden nicht durchgefiihrt.
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Verhéltnis D,/aq ab, welches man auch sofort in der trivialen Skalierung

Ju 0*u
a = dg f[ok(U) —|— Dg (<U> <:>U) —|— DL @
Ju B D, Dy 0%u
¥ Baony TG (RSO e

erkennt, bei der ay dann nur die absolute Zeitdauer des Ubergangs bestimmt, die
Form aber durch D,/ao gegeben ist. Dadurch erhdlt man trotz fixierter globaler
Kopplung im Limes ay — oo quasi normale Diffusions-Fronten. Diese Abhangig-
keit von ag tritt in den folgenden Kapiteln mehrmals auf, da insbesondere bei un-
terschiedlichen Frontausbreitungen in Zwei-Variablen-Systemen die Kopplung zwar
konstant ist, nicht aber das effektive ag, was zu ebenfalls unterschiedlichen Formen

der Uberginge fithrt bzw. deren experimentelle Beobachtung erklart (s. Kap. 3.1.1).

Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde fiir die einfachste aller nichtlokalen Kopplungsfunktionen
eine elementare, aber recht anschauliche und aussagekriftige Theorie entwickelt, die
das Auftreten von beschleunigten Fronten in Experimenten und numerischen Si-
mulationen erklért. Da der priméare Unterschied zwischen klassischen RD-Fronten
und Fronten bei nichtlokaler Kopplung in der Beeinflussung auch weit vom Ort der
Inhomogenitét bzw. vom Front-Interface entfernter Punkte besteht, kann bei globa-
ler Kopplung eben dieser Sachverhalt in die lokale Dynamik miteinbezogen werden,
die dann aber zeit- bzw. zustandsabhangig wird. Verdndern sich die Positionen der
Interface-Bereiche und damit der Mittelwert langsamer als die sich auf die globale
Verédnderung einstellenden beiden Phasen, was bei grofler Systemlange der Fall ist, so
kann die lokale Dynamik adiabatisiert werden, und man erhilt auf der langsameren

Zeitskala der Frontposition eine abgeschlossene Bewegungsgleichung

d <u>
dt

c=clBy(<u>) = ~ Fl<u>]

fiir den Mittelwert, die bei bekannter Abhangigkeit von ¢o( Fy) auch zu expliziter Be-
rechnung der Zeitabhangigkeit des Ubergangs verwendet werden kann (entsprechend
durchgefithrte Rechnungen wurden nicht dargestellt). Das Auftreten von beschleu-
nigten Fronten kann dann durch eine wihrend des Ubergangs auftretende dynami-
sche Parameterverschiebung verstanden werden, d. h. das effektive Potential bewegt
sich beispielsweise bei einem Aktiv-Ubergang zu kleineren Werten, bei denen die
Diffusions-Frontgeschwindigkeit ¢o( Fo) hoher ist.

Der Begrift der ’beschleunigten’ Front kann aber als leicht irrefithrend angesehen
werden, da nicht wie bei klassischen RD-Fronten zwei stationér-konstante Zustande

durch einen hier schneller werdenden Interface-Bereich miteinander verbunden sind,
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sondern die Veranderung der Frontgeschwindigkeit eben aus der Verdnderung bei-
der Phasen folgt. Im Bereich der dynamischen Bistabilitat kann noch am gedank-
lichen Front-Konzept festgehalten werden, da hier zwei eindeutig durch FE.;(t)
fixierte, aber nicht mehr konstante Phasen w;[F.s¢] vorliegen. Vollends versagt die
gedankliche Konstruktion, wenn in Kuspen- oder sn-Nidhe der effektive Parameter
auflerhalb des Bistabilitdtsgebietes liegt und somit nur noch ein einziger Fixpunkt
existiert. Dies fithrt zu den fast unstetig erscheinenden 'unendlich schnellen’ Fron-
ten, bei denen die Adiabatisierung der Phasen versagt und somit die schnelle Zeit-
konstante zum Vorschein kommt und sich in dem abrupten Ende des Ubergangs

manifestiert.
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2.2 Der diinne Ring im 3D-Elektrolyten

Nach der Untersuchung zur Modifikation von bistabilen RD-Fronten durch eine
zusdtzliche globale Kopplung bei periodischen Randbedingungen wird im folgen-
den die azimutale Musterbildung bei einer diinnen Ring-Arbeitselektrode in elek-
trochemischen Systemen diskutiert. Grundlage ist die bereits in Kap. 1.5 themati-
sierte Geometrie einer um den Koordinaten-Nullpunkt rotationssymmetrischen AE
(s. Abb. 1.10). Die Aufladung der Doppelschicht bei dieser Flachenelektrode hangt

generell sowohl von der radialen (r) wie auch azimutalen Koordinate (6) ab
uw=u(r6,t) , relAl , 0€]0,2n];

demnach ist die Musterbildung zumindest formal immer als zweidimensional an-
zusehen. Fir diinne Ringe 148t sich hingegen zeigen, daf} die radiale Variation der
Doppelschichtaufladung im Limes (A — 1) aufgrund der Dampfung entlang dieser
Raumkoordinate abnimmt (s. Kap. 6.2.3); d. h. trennt man die DL-Aufladung

u(r,0,t) = <u>, (0,t) + du(r,0,t)

durch Mittelwertsbildung in einen homogenen und einen radial-abhéngigen Anteil,
so kann die radiale Variation im Limes A — 1 vernachlédssigt werden; je diinner
der Ring, desto besser ist die Naherung. Auf diesem Wege gelangt man zu einer rein
azimutalen, eindimensionalen Beschreibung der Ring-Dynamik, deren technische De-
tails im mathematischen Anhang (Kap. 6.2.4) ndher erértert sind. Als Resultat folgt
der integrale, azimutale Zusammenhang zwischen der Normalableitung des Potenti-
als und dem Potential selbst an der Grenze zwischen Elektrolyt und Doppelschicht

O, (2) = sh Po(x) —I—/HO(:I; &z') (Pg(a') &Po(x)) da’ |, x:=0/(27) € [0,1],

0

ohne daf} der Potentialverlauf ®(r,z,6,¢) im 3D-unendlichen Elektrolyten explizit
berechnet werden muf. Gleichzeitig werden alle Randbedingungen, insbesondere
auch die doppelte Isolatorbedingung, erfiillt. Durch die Summe der Potentialabfélle

kann obige Integralbeziehung auf die Doppelschichtaufladung umgeschrieben werden

O, (1) = u(x,t) + Po(a,t) = Po(a,t) = D, (1) Sula,t)
S (e t) = S (B,(1) Sule, ) & [ Holw &) (ule',t) Sule,1) d’

und fiir die raumzeitliche Dynamik der DL-Aufladung folgt

Oru(z,t) = Siul+imig o tmig = ®(x,t) | K=
= 0w = i ful+ kh(9,(1) Su)+ kK /HO(:I; ') (u(2') Sul(z)) d'.

0
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Stationdr-homogene Zustdnde des 3D-Rings

Die Grofie h ist durch

1
h = <:>/H0(:1; s’y dd’ >0

0

gegeben, beschreibt die Beziehung zwischen den Mittelwerten

1
<P.> =&h <> =ch (P, o<u>), <b.>:= /<I>Z(:z;) dx
0

und hangt bei dieser Geometrie aus Symmetriegriinden nicht explizit vom azimu-
talen Ort = ab, sondern nur, wie auch die Kopplungsfunktion Hy, vom inneren,
skalierten Radius A bzw. der skalierten Ringbreite. Diese Abhangigkeit kann im Ge-
gensatz zur KF analytisch berechnet werden; fiir den hiermit eingefithrten Kehrwert

fa ergibt sich? (s. Glg. 6.32)

1 8 (1+A3 &(1+ A?) E[A?]

fa = — T —|—K[A2]), (2.10)

h 3m
den man fiir praktische Belange bei kleinen Ringbreiten durch Entwicklung der
elliptischen Funktionen auch logarithmisch formulieren kann

4

fa g (LA (11[2) @[l ©A%])  fir A - 1. (2.11)

Zusammen mit der skalierten Leitfadhigkeit £ bestimmt & bzw. f4 den spezifischen

Elektrolyt-Widerstand des diinnen 3D-Rings

b kit

1
Qele'_hﬁ;_li o’

welches auf die bereits verwendete Formulierung fithrt

P,.(t) Su

Oru(x,t) = <i,Ju] +
Qele

+ K /HO(:I; &) (u(2') Su(x)) da'.

Aufgrund der Orts-Unabhéngigkeit des Elektrolyt-Widerstandes existieren auf dem

diinnen Ring somit homogene Losungen u®, die aus der Gleichung

du® ) o, =u’
dt B Qele

folgen und bei denen per Definition das Kopplungs-Integral verschwindet. Die ho-
mogenen Fixpunkte u° hingen iiber den Elektrolyt-Widerstand o.;. von Gréfe und

2E[#] und K[z] sind die vollstiindigen elliptischen Funktionen, s. Kap. 6.2.2.
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Abb. 2.13: Geometrieabhdngiger Anteil des Elektrolyt-Widerstandes f4 (Glg. 2.10) als

Funktion des inneren Ring-Radius A bzw. der Ring-Breite 1 <A zusammen mit dem lo-
garithmischen Niherungsausdruck (Glg. 2.11), der ab A > 0.9 quasi mit dem exakten
Ausdruck {ibereinstimmt. Ebenfalls eingezeichnet ist neben dem homogenen Kopplungs-

koeffizienten f4 der Kopplungskoeffizient der ersten inhomogenen Mode g4 (s. Kap. 2.2.1).

Breite der AE ab. Daraus folgt eine generelle geometrieabhéngige Verschiebung bei-
spielsweise des Kuspenpunktes der bistabilen Dynamik; wie bereits ausgefiihrt, be-
ginnt bei Reaktionsstromen mit negativ-differentiellem Bereich der bistabile Bereich
bei et > 0cusp- Fiir den bei Experimenten am einfachsten zu variierenden Parameter
der Leitfahigkeit o folgt dann

Jal JaL
Qele = T > Qcusp = g < Ocusp = —

Ocusp

Somit verschiebt sich der Beginn des bistabilen Bereiches bei kleineren (L — 0)
wie auch diinneren Ringen (A — 1 = f4 — 0) zu kleineren Leitfihigkeiten; in
zweidimensionalen Modellen mit planarer Equipotentialfliche und ohne Isolatorbe-
grenzung tritt mit g = w/o (s. Glg. 1.9) diese GesetzméaBigkeit nicht auf, da hier
an geometrischen Parametern nur der physikalische (unskalierte) Abstand w zur
Equipotentialfliche, nicht aber die Flache der AE die lokale Dynamik bestimmt.
Am deutlichsten werden die geometriebedingten Modifikationen der lokalen Dyna-
mik in drei Raumdimensionen im Limes sehr diinner oder kleiner Ringe. In diesem

Limes verschwindet der spezifische Widerstand o.;. in logarithmischer Weise

4
lim fy = S5 (1=A) In[l A]— +0

A—1 T
= lmoge = — limfq4 = 0 lim A =
A—1 Qcle K A—1 f ’ A—1 ’

so daB} die Migrationsstromdichte ¢,,;, bei konstantem ®, divergiert. Die Fixpunkte
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liegen in diesem Grenzfall in Ndhe des Metall-Potentials
o0 =0 & (P,2u)—=0 = -0, u—o,,

welches eine Taylor-Néherung des Reaktionsstroms legitimiert

O,
- Ju

u=®,,

lu] 2 [On] +p (ue®n),  p=p(Pn):

.7’ (I)m .
ir[®n] Im v =@&,,.

= =0, &5———F——
! pw+o/(fal) L0, fa—0

Folglich liegt fiir beliebig diinne (A — 1), wie auch fiir beliebig kleine Ringe (L — 0)
eine fast vollstandig aufgeladene Doppelschicht (v ~ ®,,,®¢ ~ 0) vor, und der
Elektrolytabfall verschwindet. Die Migrationsstromdichte divergiert allerdings im

stationdren Zustand nicht, sondern pafit sich dem Reaktionsstrom an

o0,

imig = P (v)=rkh®y=rh(P, Sug) =rh
i+ rkh

.7’ q)m . . .
u m i = 0,]P]
14 &fal? 0 4510 ™Y ’

da sowohl &y wie auch p.. gegen Null gehen und das Verhéltnis beider Groéfien
konstant wird. Das Verschwinden von ®; und damit verbunden jeglichen Potential-
abfalls im Elektrolyten fithrt dann stetig in die Potentialverteilung zwischen einer
GE mit &4 = 0 und einer ausschlieBlich durch Isolator bestehenden anderen Be-
grenzung mit der trivialen Losung ® = const = ®op = 0.

Obige grundsétzlich im 3D-Elektrolyten (und damit auch bei anderen AE-
Geometrien) anzufindende Divergenz der Migrationsstromdichte kann auch dadurch

verstandlich gemacht werden, indem man den Gesamtstrom bei konstantem ®q

1 < A? 1 < A?
had <P,> = o027 L <

I, = /@mg dF = 027 L
AE

h <Py>

mit der physikalischen Flache Fug = [ dF = 7 L*(1 & A?) der AE vergleicht:

AE
1 < A2
so folgt I, = o2r L had h <®y> = kh Fup <®y>
) 1, 1 .y
[gNL:>£1_r%[g—0 aber mwzéil_r%m—oo,

d. h. der Gesamtstrom geht zwar im Limes L — 0 gegen Null, die fiir die Dop-
pelschichtsgleichung relevante Stromdichte aber gegen Unendlich (gleiches gilt fiir
A — 1). Durch den Reaktionsstrom bzw. die Existenz einer Doppelschicht ist ®q
allerdings im Gegensatz zu elektrolytlosen Betrachtungen der Elektrostatik nicht
konstant, welches die Divergenz abfedert. Schon aus obigen Resultaten folgt die Tat-
sache, daf} sich die in der Finleitung diskutierte Potentialkopplung der 2D-Geometrie

keineswegs als Grenzfall unendlich diinner AE in drei Dimensionen ergibt.

66



Die Potential-Kopplungsfunktion

Im folgenden wird die asymptotische Versuchsfithrung behandelt, d. h. die RE ist
weit von der AE entfernt bzw. in der Nahe der GE. Dadurch ist das Potential der AE
®,,, () gleich dem durch den Potentiostaten eingestellten, konstanten Potentialabfall
Fo (d. h. @,,(t) = Ey = const.), und die Dynamik wird beschrieben durch

1
Fy<u

Qele

Oru(x,t) = <i,.Ju] +

4 /H0(|:1: o)) (u(@') Sulz)) di'.

Die numerisch berechneten Kopplungsfunktionen des Rings Ho(x <2’) hiangen nur

|

vom Abstand der koppelnden Punkte dz = |z &

ab und zeigen ein dhnliches,

monoton mit dem Abstand abfallendes Verhalten wie die Kopplungsfunktion der

zweidimensionalen Geometrie (s. Abb. 2.14), d. h. eine Inhomogenitat am Ort @ =0

beeinfluit die Migrationsstromdichte und damit den Zustand der Doppelschicht

schwécher, je weiter das Fléachenelement vom Ort der Inhomogenitét entfernt ist; die

Kopplung wird minimal zwischen den sich diametral gegeniiberliegenden Ringseg-

menten (|x < 2’| = 0.5). Demnach tritt die Potentialkopplung in der EC auch in

quantitativen, dreidimensionalenen Modellen als nichtlokale integrale Kopplung auf;
d. h. die bisherigen Modellrechnungen in qualitativen 2D-Elektrolyt-Modellen sind
in dieser Hinsicht richtig, bzw. die dort anzutreffende nichtlokale KF' ist kein Arte-

fakt der zweidimensionalen, kartesischen Laplace-Gleichung.

40

— A=0.9
— A=0.99
———- A=0.999

Abb. 2.14: Azimutale Kopplungsfunktion des Rings Hy(éz) als Funktion des skalierten
inneren Radius A (links); die Form der KF verdndert sich kaum bei diinneren Ringen, die
Gesamthohe aber stark. Die rechte Abb. zeigt die skalierte KF Ho(dz)/h = Ho(0x) * fa.

Der Abfall der KF hangt nur schwach, die Grofle indes stark von der Breite des

Rings ab. Die bereits angesprochene Divergenz der Migrationsstromdichte mani-

festiert sich in der allgemeinen Gréfle der Kopplungsfunktion; im Limes A — 1

divergiert neben h auch Hy, so dafl die rdumliche Kopplung unendlich groff wird
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und jeglichen dynamischen Ubergang bzw. das Entstehen von Potentialinhomoge-
nitdten verhindert. Die Grofle skaliert grob mit dem nullten Moment der KF h, was
man bei Auftragung der skalierten Kopplungsfunktion Hy(x <a')/h = Ho(x <a') fa
erkennt (s. Abb. 2.14, re).

50

40

101

0 - ‘
-0.50 0.00 0.25 0.50
X=X’
Abb. 2.15: Vergleich der KF' der 2D-Geometrie (w = oo, Glg. 6.8) mit einer 3D-Ring-KF
mit geeigneter Ringbreite. Bei grob iibereinstimmender lokaler Kopplung ist die globale

Kopplung bei |z <2'| = 0.5 im 3D-Fall um den Faktor 3 grofer als im 2D-Fall.

Ein quantitativer Vergleich zwischen der 2D-KF mit weit entfernter Equipotenti-
alflache und periodischen Randbedingungen und der 3D-Ring-KF ist zwar wenig
sinnvoll, da die 2D-KF nicht von dem héhenbestimmenden Parameter der Ringbrei-
te abhangt; wird indes die Breite des Rings so gewahlt, daf} die Kopplungsfunktio-
nen im lokalen Bereich dz — 0 grob iibereinstimmen, ist die Kopplung im 3D-Ring
globaler, d. h. bei vergleichbarer Hohe der (lokalen) Kopplung fiir wenig entfernte
Punkte auf der AE koppeln z. B. gegeniiberliegende Orte starker (s. Abb. 2.15). Das
mag durch die Tatsache motiviert werden, dafl in drei Dimensionen die Punkte der
AE nicht nur auf dem Ring selbst, sondern auch direkt iiber die innere Isolatorfliche
miteinander in Kontakt stehen und sich somit der effektive Abstand zwischen auch

weit entfernten Punkten (|x &af| = 0.5) verkiirzt.
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2.2.1 Potential-Fronten in der Elektrochemie

Generell existieren deutliche Ahnlichkeiten zwischen den im folgenden diskutierten
Front-Ubergingen beim 3D-Ring mit abfallender KF und denen mit global/lokaler
KF. Auch treten keine wesentlich-qualitativen Unterschiede zu vergleichbaren, nu-
merischen Untersuchungen bei 2D-Elektrolyt-Modellen [160], [177] auf, was durch
die qualitative Ahnlichkeit der 2D-KF nicht sonderlich {iberrascht. Dementspre-
chend kénnen die im folgenden dargestellten Argumente und Befunde gedanklich

auch auf 2D-Elektrolyt-Modelle angewendet werden.

Zwischen der elektrochemischen Dynamik-Gleichung und der GL-Gleichung
bestehen aber auch einige wesentliche Unterschiede. Bei dem hier untersuchten Fall
einer weit entfernten RE und GE tritt als einziger, auch experimentell leicht zu
modifizierender Parameter neben den Geometrie-Parametern (L, A) die skalierte
Leitfahigkeit o bzw. £ = o/L auf, die vor dem Kopplungsintegral steht und
somit die Grofle der gesamten Kopplung bestimmt. Wird beispielsweise in grober
Néherung der monotone Abfall in der KF vernachlédssigt und als Approximation

die KF durch einen globalen und einen lokalen Anteil beschrieben

1 2
/H(:z; sa') (u(x') <:>u(:1;)) de’ ~ H,(<u> <u)+ Hy, 6—1; 7
0 Oz

wobei H, und Hy, ausschliefllich von der skalierten Breite des Rings abhéngen, stehen
beide Kopplungskonstanten D, und Dy, in der Dynamik-Gleichung

O ~ &iul+rh(Eysu)+r Hy (<u><u)+r Hy 82_u (2.12)

—— —~— Jz?
Dy Dy,

in einem festen Verhédltnis zueinander und kénnen nicht wie bei der GL-Gleichung
individuell variiert werden. Des weiteren kann die lokale Kopplung nicht als be-
liebig klein angesehen werden, dadurch werden die im Limes Dy — 0 abgeleiteten
Ergebnisse der GL-Glg. unscharf und das Verhalten von EC-Fronten ist generell
vergleichbar mit denen der GL-Glg. bei grofier Diffusionskonstante Dy. Auch kann
in obiger Approximations-Glg. ein anderes Verhalten der EC-KF bzgl. der Langen-
skalierung abgelesen werden; wéhrend bei RD-Systemen mit zusdtzlicher globaler
Kopplung die Diffusionskonstante D;, naturgemiB wie auch die globale Kopplung

langenunabhingig ist

0%

GL-Glg. D, (<u> <:m)+DL@, i elo,L)]
Dy, 9*u T D
& Dg(<u><:m)+L—§@, x€[0,1], x:E,DL:L—g,
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erhdlt man nach Riickskalierung von Gleichung 2.12 in den physikalischen Raum

62
EC-Glg. K H, (<u> <:m)+/<;HLaZ oz e[0,1]
H 2
& T (cus eu)+o LH, 2o | €0, L]
L 952
D, Dy

eine lingenabhingige Diffusionskonstante Dy, was den Unterschied zur klassischen,
lokalen Adsorbat-Diffusion in der Oberflichenchemie (DL = const.), trotz des
Approximations-Charakters obiger Gleichung, bereits stark verdeutlicht.

Ein weiterer Unterschied zu herkémmlichen RD-Systemen ist die bereits disku-
tierte, bei potentiostatischer Versuchsfiihrung auftretende Verquickung von lo-
kaler Dynamik und Kopplung, da x ebenfalls in den FElektrolyt-Widerstand
0cte = 1/(kh) = fa/r eingeht. Somit werden bei Variation der Leitfahigkeit bzw.
Grofle der Elektrode gleich drei Parameter verdndert: die lokale Dynamik und die
Kopplungsstérke (und dadurch in globaler Naherung sowohl Dy, als auch D,).

Um die Ubergénge bei nichtlokaler Kopplung mit denen bei global/lokaler Kopp-
lung zu vergleichen, kénnen die analytischen Ergebnisse des Kap. 2.1 durch die
Vorschrift D, = k H, umgeschrieben werden, wobei H, keineswegs eindeutig festge-
legt ist. Fordert man, daf} die Approximations-Gleichung das gleiche Verhalten bzgl.
der homogenen wie auch der ersten inhomogenen Mode wie die volle EC-KF zeigt,

so gelangt man zur Abbildung

1

1 1

D,=xH, |, Hg:—<:>f—A mit — :/ x) cos[2ma) de,  (2.13)
0

die in Kap. 2.4.2 mathematisch begriindet wird. In dieser Ndherung, bei der quasi
iiber den Abfall der KF gemittelt wird, verschiebt sich nach Einsetzen der Vorschrift
Glg. 2.13 in die Ausdriicke der GL-Gleichung wihrend des Ubergangs das effektive
Potential in der Gleichung

E.:+(t) &u 0*u
4(t) iy

atu = {:}lr[U] ‘I’ él HL a 2
Eep(t) = fA {Eo @(gj )<U>(t)} : éeze:gf-

Bei einem beschleunigten Aktiv-Ubergang mit der vollen EC-KF zeigen sich gene-
relle Ubereinstimmungen mit dieser Naherung (s. Abb. 2.16 und Abb. 2.18, d). Wird
ein Aktiv-Keim bei x =0 geziindet, beobachtet man ebenfalls das Hochschnellen die-
ser Phase; allerdings springt das Potential aufgrund der Nichtlokalitét sehr viel héher
als bei gemittelter, globaler Kopplung, da sich dieser Punkt beim Hochschnellen in
der Nihe der beiden Interface-Bereiche befindet und vom passiven Bereich stérker

zu passiven Werten gezogen wird.
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Abb. 2.16: Auftragung eines Aktiv-Ubergangs bei (Fo = 370,k~! = 20); man verglei-
che mit Abb. 2.4 und Abb. 2.8, die korrespondierende x-t-Simulation ist in Abb. 2.18, d

dargestellt. Der innere Ringradius ist hier und im folgenden immer auf A = 0.9 fixiert.

Im Laufe des schneller werdenden Ubergangs fallt u(0,1) unter den durch die globale
Néherung gegebenen Wert (graphisch kaum zu sehen), da die entfernten, noch passi-
ven Bereiche der AE aufgrund des Abfalls der KF diesen Punkt weniger beeinflussen.
Deutliche Abweichungen erkennt man auch beim maximal entfernten Punkt w(0.5,1);
dieser wird vom aktiven, sich verbreiternden Keim schwécher als bei vergleichbarer
globaler Kopplung beeinflufit und liegt somit bei passiven Potentialwerten. Befinden
sich zum Ende des Ubergangs beide Interface-Bereiche in der Nihe von = =0.5, liegt
das effektive Potential eigentlich jenseits der sn-Bifurkation, und eine Uberlagerung
von frontartiger und lokaler Relaxation setzt ein. Demnach kann von grober, aber
keineswegs quantitativ genauer Ubereinstimmung gesprochen werden, da die globale
Néherung den Abfall der KF nicht beriicksichtigt. Der essentielle Mechanismus der
Frontbeschleunigung ist jedoch der gleiche, wie auch die Parameterabhéngigkeiten

aus dem Blickwinkel der GL-Gleichung verstanden werden kénnen.

In Abb. 2.17 sind die im Kap. 2.1 diskutierten, analytisch berechneten Parame-
tergebiete dargestellt, wobei die Verquickung von lokaler Dynamik und globaler
Kopplung beriicksichtigt wurde. Im Bereich der Kuspe tritt die dynamische Mono-
stabilitit auf; zusammen mit der hier groBen Leitfahigkeit sind die Uberginge kaum
als Fronten, sondern eher als raumzeitliche Relaxation zu charakterisieren (s. Abb.
2.18, a); bei Elektrolyt-Widersténden zwischen der homogenen Kuspe (C) und der
inhomogene Kuspe (Cj,;) befindet sich der Mittelwert zu keinem Moment wahrend
des Ubergangs im dynamisch-bistabilen Gebiet (man vergleiche mit Abb. 2.9, re).
Bei Parameterpunkten in der Ndhe der Equistabilitdt beobachtet man auch bei ab-
fallender KF das Auftreten der Nukleations-Nullstelle; Frontiibergange mit Keimen

in der Nahe des entsprechenden kritischen Mittelwertes u., verdndern sich zuerst
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kaum und beschleunigen erst, wenn sich der Mittelwert merklich von der instabilen

Nullstelle entfernt hat (s. Abb. 2.18, b).
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Abb. 2.17: Darstellung der Parametergebiete mit der Nukleationsproblematik (gestrichel-
tes Band um die Equistabilitdtslinie); unterhalb der diinnen Linie in sn-Nihe treten die un-
stetigen Uberginge auf. Die Ergebnisse sind fiir die GL-Gleichung mit Dy=xHy Dy, —0
exakt und fiir die EC-KF eher als Niherung zu betrachten.

Ziindet man eine Front in der N&he der sn-Bifurkation, beobachtet man vergleichbar
zur GL-Gleichung ebenfalls eine scheinbar unendlich schnelle Front zum Ende des
Ubergangs (Abb. 2.18, f); die bei global/lokaler Kopplung im Limes Dy/D, — 0
zu beobachtende Unstetigkeit tritt wegen zu grofler lokaler Kopplung bzw. Frontge-
schwindigkeit aber nicht auf. Auch relaxieren die passiven Zustande aufgrund der
abfallenden KF erst dann massiv, wenn sich die beiden Interface-Bereiche schon in
der Néhe befinden. Wegen beider Effekte konnen die passiven Phasen nicht schnell
genug relaxieren, um den Eindruck einer scheinbaren Unstetigkeit des Ubergangs
zu erzeugen. Folglich dhneln die EC-Ubergéinge in sn-Nihe denen der GL-Gleichung
bei groflerer Diffusionskonstante, und das analytisch berechnete FExistenzgebiet die-

ses Effektes verliert in der EC seinen scharfen Begrenzungscharakter.

Abb. 2.18: x-t-Darstellung von Aktiv-Fronten beim 3D-Ring (A = 0.9, 1. allg. ,,,x = 0.05);
zur Einordnung der lokalen Parameter (Ey, o) s. Abb. 2.17.
a): Ubergang bei groBem « (in Kuspennihe); Fy = 228, k71 =5, (= 0ce & 0.92),
Tatas = 30, Lyup = 0.09.
¢): Ubergang bei mittlerem ; Fy =270, x~! = 10, (= gete = 1.84) , T4, = 30.
e): Ubergang bei kleinem ; Fy = 700, ™! = 80, (= 0ete = 14.84) , T4, = 300.
b): Ubergang in Equistabilitits-Nihe; Ey = 429,571 = 20, (= 0cte & 3.71), Tarar = 210.
d): Ubergang bei intermedidrem Ey; Eo = 370,57 = 20, e = 90.
f): Ubergang in sn-Nihe; Fy =245,k =20, Tajar = 12.
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Die mittlere Frontgeschwindigkeit bzw. das Inverse der Zeitdauer eines Ubergangs
hangt naturgemaf in monotoner Form von der lokalen Dynamik ab, wie Abb. 2.19
dokumentiert. Im Vergleich zu klassischen RD-Fronten manifestiert sich eine Nichtlo-
kalitdt oder Globalitét der KF in einer Verstérkung der lokalen Parameterabhéngig-
keit co( Ep). Wahrend RD-Fronten typischerweise in der Nahe der Equistabilitat eine
lineare Abhéngigkeit co~ (Fo<Fe,) besitzen, die in sn-Ndhe dann leicht steiler wird,
folgt aus der instabilen Nullstelle in Equistabilitdts-Néhe eine deutliche Reduktion
der mittleren Frontgeschwindigkeit bzw. eine generelle Verhinderung des Ubergangs.
Bei Parameterwerten in sn-Nihe sind die Ubergangszeiten durch die stetig oder un-
stetig auftretenden 'unendlichen’ Frontgeschwindigkeiten indes deutlich kleiner, da
sich die effektive Lange des Systems verkiirzt, die von der Front iiberquert werden
muB. Demnach dauern Uberginge bei positiv-nichtlokaler Kopplung in Equistabi-

litdts-Nédhe langer und in sn-Nahe kiirzer als bei vergleichbaren RD-Systemen.
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Abb. 2.19:  Vergleich der Ubergangszeiten zwischen EC-Ubergéingen (EC), normalen
Diffusions-Fronten (RD) und Fronten mit zusitzlicher globaler Kopplung (GL) bei iden-
tischer lokaler Dynamik (x~' = 20). Die Diffusionskonstante wurde auf Dy = 107" ge-
setzt und im Falle der GL-Kopplung durch ein D, = x H, ergénzt. Anfangsbedingung ist
durchgehend ein aktiver Keim der Grofie [, = 0.05 bestehend aus dem jeweiligen akti-
ven Fixpunkt u§(Fp), der Rest wurde auf die passive Phase u3(Fp) gesetzt (Glg. 2.1). Die
mittleren Geschwindigkeiten bei rein lokaler und global/lokaler Kopplung wurden aus gra-
phischen Griinden um den Faktor 8 vergréfiert; die GL-Kurve zeigt eine noch deutlichere
Abnahme der Ubergangszeit in sn-Nihe als die EC-Kurve. Der Ubergang mit obiger Nu-
kleationsgrofle erfolgt oberhalb eines kritischen Potentialwertes nicht mehr, welcher durch
die analytischen Berechnungen gut reproduziert wird. Die EC-Uberginge enden bei deut-
lich kleinerem Fj, so dafl die Mittelungs-Abbildung (Glg. 2.13) die Nukleationsproblematik
bei EC-Ubergingen quantitativ schlecht beschreibt.
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Eine relevante Ubereinstimmung zwischen den EC-Fronten und denen bei globaler
Kopplung erhélt man auch in der generellen Frage der Frontbeschleunigung. Nach
den Ausfiihrungen des Kap. 2.1 héangt die Frontbeschleunigung vom globalen Anteil
der KF ab; bei den elektrochemischen Ubergingen sollte nach Ubertragung dieses
Ergebnisses die Beschleunigung von D, und somit vom Produkt x H, abhéngen. Die
numerischen Untersuchungen bestatigen dies deutlich; wie die Abb. 2.18, a, ¢, d, e
zeigen, nimmt die Beschleunigung der Front stetig mit kleinerem & ab, so dafl bei
kleinem & trotz unverinderter KF fast unbeschleunigte Front-Uberginge vorliegen
(Abb. 2.18, e). Demnach bestimmt  als Verhaltnis von Leitfdhigkeit zu Geome-
triegroBe nicht nur die Zeitkonstante, sondern auch die Form des Ubergangs. Die
absolute Grofle des Reaktionsstroms (ag) beeinflufft die Beschleunigungsrate in &hn-
licher Weise wie bei globaler Kopplung, was wiederum durch die triviale Skalierung

Ju Ju

5 = <:>a0f(u) ek b, (v, t) =

Sa] ~ &) @aio . (x,1)

sofort klar wird. Demnach liegen bei konstanter Leitféhigkeit und Geometrie
Systeme mit kleinerem Reaktionsstrom (wie z. B. elektrokatalytische Reaktionen)
niher an der Kuspe und die Uberginge sind iiberdimpfter und beschleunigter,
wahrend bei Systemen mit groflerem Reaktionsstrom (wie z. B. Metallauflosungen )

die Uberginge frontartiger und weniger beschleunigt sind.

Somit héngt die Beschleunigung der elektrochemischen Fronten bei weit ent-
fernter RE und GE von der zentralen Grofle
x H, o Hy(A) Ly

Beschleunigungsrate — ~ = A=

(273} L (273} ’ L

ab, und man erhilt beschleunigtere, iiberdampfte Uberginge bei

a) hoher Leitfdhigkeit (o grof})?,

b) kleinen Ringen (L klein),

c¢) diinnen Ringen (A — 1, deshalb grofles H,)

d) und kleinen Reaktionsstromen (ag)

mit groBleren kritischen Nukleationskeimen; diese Abhédngigkeiten gelten naturgemé&f

auch fiir andere, noch zu diskutierende Geometrien wie z. B. die Streifenelektrode

(s. Kap. 4.2).

3Diese Abhingigkeit wurde bereits bei experimentellen Messungen von G. Flitgen und K. Kri-
scher [156] beobachtet und konnte ebenfalls bei theoretischen Untersuchungen des 2D-Elektrolyt-
Modells [161] von N. Mazouz festgestellt werden.
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2.3 Potentiostatische Modifikationen

Bislang wurden die Auswirkungen der Potentialkopplung auf die bistabile Muster-
bildung bei ’asymptotisch-potentiostatischer’ Versuchsfithrung behandelt, d. h. die
(als punktformig angenommene) Referenz-Elektrode (RE) befand sich in grofier Ent-
fernung von der AE bzw. in der Nahe der GE.

Im folgenden wird die RE n&her an der AE positioniert; das am Ort der RE (7rg)
gemessene Potential ®rp hidngt dann zum einen explizit von der genauen Posi-
tionierung der RE ab. Zum anderen entsteht dadurch generell eine Riickkopplung
zwischen der Aufladung der DL u(x,t), dem Potentialverlauf am Rand des Elektro-
lyten ®¢(x,?) und dem Metall-Potential der AE ®,,(¢), da das gemessene Potential
im Elektrolyten am Ort der RE ® g, wie in Kap. 1.2 diskutiert, von der Potential-
verteilung am Rand abhéngt. Dieser Zusammenhang kann nun ebenfalls in integraler

Weise beschrieben werden
O(F 1) = / G(7,2") Bo(', 1) da’
AE

= Opp(t) = O(Frp.t) = / G(Frp, @) Bo(a, 1) da’ | (2.14)
AE

wobei sich die Positionierung der RE im Argument der Greenschen Funktion G
wiederfindet. Bei dynamischen Prozessen in der DL verdndert sich nach Glg. 2.14
auch das Potential der RE. Durch den Potentiostaten wird die Differenz zwischen
®,, und Ppy fixiert

(I)m(t) <:>(I)RE(t) =k = (I)m(t) = Fy+ (I)RE(t) ,
also wird als Konsequenz auch das Metall-Potential ®,,(¢) zeitabhéngig, und im

Ausdruck fiir die Migrationsstromdichte

ok /Ho(éx) (®o(a’, 1) &®o(z,1)) do’, Sa = |o '] (2.15)

0

o, 1)

Z'mig(l',t) = 00l

tritt zusammen mit

Q.. (1) = u(a,t)+ Pola,t) =  Po(x,t) = O,,(1) Sula,t) (2.16)
P, (1) cu(x,
Qele

= ipgl,t) = t)—l—/i/Ho(csx) (u(a’ t) Su(z,1)) da’ (2.17)

eine zeitabhangige Grofle @, () auf, die letztlich iiber Glg. 2.14 und Glg. 2.16 von der
Doppelschichtaufladung u(x,t) abhéngt (wobei die Reaktionszeit des Potentiostaten

als unendlich schnell angenommen wird).
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Bei der Positionierung der RE im Elektrolyten kann eine generelle Fallunterschei-
dung gemacht werden. Im Gegensatz zu anderen Elektroden-Geometrien wie z.
B. einer Scheibe, einem Streifen oder dem zweidimensionalen Elektrolyt-Modell
kann beim 3D-Ring die RE symmetrisch plaziert werden, indem man sie auf die
Symmetrieachse (r = 0) im skalierten Abstand zpg = 8 setzt, d. h. 7rg = (0,0, 3).
Bei einer so positionierten RE besitzen alle Punkte der AE den gleichen Abstand
~ /3?2 + A? zur RE, der allerdings nicht beliebig klein gewéhlt werden kann.

Der streng potentiostatische Grenzfall, bei dem der Potentialabfall der DL durch den
Potentiostaten konstant gehalten werden soll, wird bei sehr geringem Abstand der
RE erreicht, da hier mit der RE das Potential an der DL /Elektrolyt-Phasengrenze

gemessen wird, d. h.
(I)RE(t) ~ ®, , b, =u+ Py , (I)m(t) <:>(I)RE(t) = Fy =u=1I

und somit u fixiert ist. Ein derartig kleiner Abstand zwischen AE und RE kann aber
nur bei einer asymmetrischen Positionierung der RE direkt neben bzw. oberhalb
eines Teilstiickes des Rings erreicht werden. Dieser allgemeine und kompliziertere

Fall einer beliebigen, nicht-symmetrischen Anordnung wird in Kap. 2.6 diskutiert.

Bei galvanostatischer Versuchsfithrung wird das Potential der AE ®,,(¢) durch die

Vorgabe eines konstant zu haltenden Gesamtstroms [, geregelt:

I,(t) = iy Fag = /imig(x,t) dI" = const.
AE

Aus dieser Bedingung folgt bei dynamischen Prozessen ebenfalls ein zeitabhéngiges
®,,(t). Die Position der RE ist in diesem Kontrollmodus irrelevant, da nur der
einzuhaltende Gesamtstrom und nicht das gemessene Potential der RE bzw. der
MeBort die Téatigkeit des Potentiostaten und damit @,,(¢) bestimmt.

Héaufig wird in Experimenten noch ein externer Widerstand R, in den Stromkreis
geschaltet, z. B. wenn der Elektrolyt-Widerstand zu klein ist, um dynamisch inter-
essante Parameterbereiche zu erreichen. Der gesamte Potentialabfall im Stromkreis
Vo(t) teilt sich dann auf in den Abfall iiber den externen Widerstand und den
Abfall iiber DL und Elektrolyt

Vo(l) = 1y(t) By + (1)
Ist die Differenz zwischen Gesamtabfall und Potential an der RE fixiert, so folgt
Wo(t) ©Prp(t) = Fy = ©O,(t) = Fo+ Pre(t) <1,(t) R,. (2.18)
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Bei allen oben diskutierten Kontroll-Eingriffen iiber den Potentiostaten gilt wei-
terhin der Integralzusammenhang Glg. 2.15, da sich an der Geometrie und somit
an der Losung der Laplace-Gleichung bzw. den Greenschen Funktionen G und Hy
nichts andert; bei gegebenen ®q(x, 1) bleibt die Potentialverteilung im Elektrolyten
und deren Normalableitung am Rand ®. unabhingig vom Kontrollmodus erhalten.
Der Potentiostat regelt lediglich das nun zeitabhéngige Metall-Potential ®,, (), das
je nach Kontrollmodus unterschiedlich von ®q(x,?) bzw. u(x,t) abhédngt. Somit muf
die Dynamik-Gleichung um einen weiteren Ausdruck erganzt werden, der diesen
funktionalen Zusammenhang ®,,(¢t) = F{u(x,t)} beschreibt. Diese Abhangigkeit

wird im folgenden explizit fiir die verschiedenen Falle beim diinnen Ring abgeleitet.

Wie bereits in Kap. 2.2 ausgefithrt wurde, sind beim diinnen Ring die Mittelwerte
von ®, und ®y zueinander proportional, d. h. <®,> = ©h <®y> . Fiir den
Gesamtstrom [, ergibt sich dadurch

L 27 L 2w
o
I, = /ﬁ/immfdfﬂ9: @a(/ %;Fcﬁd@
Lin O Lin 0O :

L L
= @%(1 A% 2r <. (x)> = %(1 SA%)2mh < ®g(z)>

= KhFap <®Po(x)>
mit der physikalischen (nichtskalierten) Flache des Rings
Figp = L? (1 <:>A2) =7 (L2 @Lfn) .

Das Potential auf der Symmetrieachse im Elektrolyten hédngt ebenfalls nur von
<Pg(x)> ab (s. Kap. 6.2.4), eine hier positionierte RE mifit das Potential (Glg. 6.33)

@M@::¢@mm:/am%wgmuwf
AE

= gre(B) <Po(z,t)>, gre(B)=rh [\/1 + 32 <:>\/A2 + [32] , (2.19)

da G(7rg, ") durch eine positive (x’-unabhdngige) Konstante gegeben ist

h(leA%) 1

G rre = (0,0,8), 2] = gre(8) >0, ﬁh_{{)lo gre(B) = 5 3

— 0,

die sich bei grofien Abstdnden erwartungsgemaf dem klassischen 1/r-Gesetz der
Potentialtheorie entsprechend verhalt und im bisher diskutierten ’asymptotischen’
Grenzfall 3 — oo verschwindet (dies gilt generell und somit auch bei nicht-

symmetrischer Positionierung).
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Im allgemeinen Fall einer nahen, symmetrischen RE und mit einem externen Wi-

derstand erhélt man nach Einsetzen in Glg. 2.18

(I)m(t) = FEy+ (I)RE(t) <:>[g(t) Rg = Ly + gRE(ﬁ) <Py> @Rg Kk h Fig <®y>
= Eot+ <®>(t) (gre(B8) ©Rynh Fap).

und zusammen mit Glg. 2.16

Q,.(1) = u(z,t)+ Po(z,t) =  @,(1) =<u>(t)+ <Po>(¥)
= <> (1) =P, (1) <u>(1)

folgt dann das Metall-Potential als Funktion der dynamischen Variable u(x,t)

d, = Fy+ (<I>m<:><u>) (gRE(ﬁ) @RgmhFAE)

L e = Fo&<u> () (gRE(ﬁ) <:>Rg/<;hFAE)
" B l ©gre(B) + Ryrh Fag 7

welches zusammen mit Glg. 2.17

Dou = in[u] + kh(B(t) Su) + 5 /Ho(éx) (u(e') Sulx)) do’

0

komplett die raumzeitliche Aufladung der DL u(x, ) beschreibt.

Der potentiostatische Faktor B

Der Ausdruck fiir das durch den Potentiostaten eingestellte Potential kann auch di-
rekt in die Dynamik-Gleichung geschrieben werden, niitzlich ist dabei die Einfithrung

des zeitlich-konstanten 'potentiostatischen Faktors’ B

_ Ry kh Fap <gre(f)

B :
h

:RgliFAE@[\/l—l-ﬁ?@\/A?—l—ﬁ?],

der alle Eingriffe des Potentiostaten beschreibt. Der Faktor variiert zwischen B= oo
bei unendlichem externem Widerstand (R, — o0) und dem Minimum B,,;,,, welches
bei =0 und R, =0 angenommen wird (hier befindet sich die RE auf der Ebene der
AE und des Isolators); d. h. B € [Buin, ], Bmnin=<1+A <0.

Je diinner der Ring ist, desto negativer ist das Minimum; bei B = 0 liegt der
bisher behandelte asymptotische Fall vor (8 — oo und R, = 0). Die Abb. 2.20
zeigt die Abhéngigkeit des Faktors von 8 und R,; wdhrend R, B linear erhoht,
sinkt der Faktor bei Abnahme des Abstandes der RE. Je nach Grofle des externen
Widerstandes liegt B unterhalb eines kritischen Abstandes 3 bei negativen Werten.
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Abb. 2.20: Funktionale Abhéngigkeiten des Faktors B vom externen Widerstand R, und
Abstand § der symmetrischen RE zur AE- und Isolator-Ebene (Ring-Breite A =0.9).

Mit Hilfe von B folgt dann fiir die Dynamik-Gleichung

FEo+hB <u> 1
nlt) = 0+1+hBu h=y
= Ou = <iful+ kh (EO—; —T—uh>BhB <:>u) + Koppl.
= &ifu]l+ kh Eo @u—zii(gu> =) + Koppl.
= &ifu]+ K f;fg + kK fA (ff—l— B) (<u> <:>u) + Koppl. .

Die potentiostatische Tétigkeit manifestiert sich somit in zwei unterschiedlichen
Aspekten. Zum einen verschiebt sich der auch fiir die homogenen Zusténde u? rele-

vante Gesamtwiderstand in der Gleichung

Fy <u® fa+ B B

Ey <u°
s Qtot = = Qecle + —
K K

0=<i[u+k = <5, [u] +
[ ] fA‘I’B [ ] Qtot

je nach Groéfle und Vorzeichen von B zu gréfleren bzw. kleineren Werten, d. h. die
lokale Dynamik wird durch Variation von B verandert. Zum anderen entsteht ein

zusitzlicher, globaler Kopplungsterm, der auch in die KF geschrieben werden kann

. EO —u / B / /
atu = <:>L,,[u] + Otor + K 0/ (Hg(5x) + m) (u(:li ) <:>U(IL')) dr
=:Hp(|lz—2'])
B h* B
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Da der durch den Potentiostaten entstehende globale Beitrag zur KF

B

Dopor =0 45 TV B)

sich in monotoner Weise bei Erh6hung von B ebenfalls vergréfert, fiihrt ein externer
Widerstand (B > 0) zu einer positiven Verschiebung des globalen Offsets in der
Kopplungsfunktion wie auch im Gesamtwiderstand (was hiermit mathematisch
exakt bewiesen ist, s. auch Kap. 3.2); wiahrend eine Verringerung des Abstandes der
RE mit einer Verschiebung des effektiven Widerstandes der lokalen Dynamik zu klei-
neren Werten verbunden ist. Gleichzeitig sinkt der Offset der Kopplungsfunktion,
d. h. eine nahe RE bewirkt eine negative Verschiebung des globalen Anteils der KI
(B < 0). Sowohl die Modifizierung der lokalen Dynamik wie auch der KF koénnen
nicht voneinander getrennt auftreten. Da der externe Widerstand und die RE nur
tiber eine Grofe (®,,(t)) auf die Dynamik-Gleichung der Doppelschichtaufladung
gemeinsam einwirken und gleichzeitig bei dieser Geometrie der Gesamtstrom [, wie
auch ®pg(t) nur vom Mittelwert <u>(t) abhdngen, kénnen beide Mechanismen mit
einem einzigen Parameter (B) beschrieben werden. Bei komplizierteren Geometrien
kann ein derartig zusammenfassender Parameter nicht gefunden werden.

Bei einer derartigen Zusammenfassung beider Kopplungs-Mechanismen in einer
KF ist nochmals zu betonen, dafl die Musterbildung in der Elektrochemie zwar
von der gesamten Kopplungsfunktion Hg(dx) abhéngt, die beiden Terme in Glg.
2.20 aber deutlich unterschiedlicher Herkunft sind: Hy(dx) entsteht durch die
Potentialkopplung im Elektrolyten, deren Nichtlokalitdt in letzter Konsequenz
auf der Fernwirkung (1/r-Abhéngigkeit) von Ladungen und daraus resultierenden
Feldern in der Elektrostatik beruht; der B-abhangige, globale Term wird durch einen
experimentellen Kontrollmodus bedingt, der die effektive Gesamtkopplungsfunktion

in Abhéngigkeit von B global nach oben anhebt (B > 0) bzw. absenkt (B < 0).

Bevor die verdnderte Frontdynamik bei B # 0 diskutiert wird, soll noch auf
die mathematisch kompakteste Formulierung der Dynamik-Gleichung eingegangen
werden, die spater bei analytischen Berechnungen verwendet wird. Definiert man
Hyu(dx) = Ho(dx)+ f_ = Ho(dx)+h (2.21)
A
1 1 1
= Ho(dx) = Ho(dz)+ —<— = Hyu(dzr) &—,
Ja  Ja fa
so folgt fiir die Dynamik-Gleichung
Fy<u n (
K
Ja+ B fa(fa+ B)

Ou = &ifu]l+ k <u> <:>u) +
+ K /H0(5x) (u(z") u(z)) da’
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E0<:>U+ B
fa+ B fa(fatB

= widul+ o

) (<u> <:>U)

<:>fLA (<u> <:>u) } + & /Hgal(csx) (u(z") eu(z)) da’

1

E
= u = &Siful+ —— 0<:><u> / 5al(07) (u(z') Su(z)) da,

tot
Oto 2

wobei Hyq(dx) sich von Hg(dx) nur durch den geometrieabhéngigen, konstanten
Term h unterscheidet und somit wie Ho(dx) ausschlieBlich von der Geometrie bzw.

hier nur von der skalierten Breite des Rings abhéngt.

Der Kontroll-Eingriff

In dieser Formulierung kann auch ein weiterer Kontroll-Eingriff leicht diskutiert

werden. Bei expliziter Kontrolle (simple proportional feedback’, [54]) wird z. B.

0

versucht, einen instabilen Fixpunkt des Systems u” zu stabilisieren, indem man

einen experimentell zugdnglichen Parameter wie ®,, dynamisch riickkoppelt

FEy T

fa

D,.(1) = By &p(<u> <) mit 0= i, [u’] + &

Gelingt die Kontrolle, verschwindet der Zusatzterm. Durch den Parametershift

Eo+ pu® fa+B
1+ u f 4 1+ 1 Otot
kann die Dynamik-Glg.
1
D, (1 /
du = wifu4n Im)OU /Q/HO((S:I;)( (2') ©u(z)) de
TR
1
. O, (1) <u> ,
= &ifu]+ & ( )f al K /Hgal(5x) (u(2') Sulx)) dx
A

0
et <u> 1
u
= Sijul+ Kk —————+«k /Hgal(5x) (u(z") eu(z)) da’
0

fa+ B
1
. Erete <u>
= i fu]+ Tu +h / Hyu(82) (u(2’) Su(z)) do’
tot A

ebenfalls auf die obige Form mit negativem B (bei ¢ > 0) gebracht werden. Folglich
kénnen alle Ergebnisse der allgemeinen Gleichung auch fiir diese Kontrollmethode

bei entsprechender Transformation der Parameter verwendet werden.

82



2.3.1 Externer Widerstand und galvanostatische Versuchs-

fiihrung

Durch die potentiostatische Tétigkeit wird der globale Anteil der Kopplungsfunktion
verdndert und die lokale Dynamik modifiziert. Die daraus folgenden Konsequenzen
fiir die bistabilen Fronten koénnen aus der Perspektive der Global-Lokal-Gleichung
einfach verstanden werden, da sich die gesamte globale Kopplungskonstante nun
aus der Summe der Potential-Kopplung und des potentiostatisch-bedingten Terms

ergibt

B
Dg”“(Hﬁm)'

Da der Fall B > 0 lediglich auf eine Erhéhung der positiven Kopplung D, hin-
ausfithrt (s. Abb. 2.21), verstarken sich alle bereits bei B = 0 diskutierten Ef-
fekte der Frontbeschleunigung®, der Nukleationsverhinderung sowie des Verlassens
der dynamischen Bistabilitit; es treten hier keine essentiell neuartigen Effekte auf,
bzw. die Verdnderungen in der Frontdynamik sind bei der allgemeinen Global-Lokal-
Gleichung mit beliebigem D, > 0 bereits diskutiert worden. Durch die Verstarkung
des globalen Anteils in der Kopplungsfunktion wird diese besser als im potentio-
statischen Fall durch die Global-Lokal-Gleichung approximiert; die Unschérfe in H,
bzw. das Vernachléssigen des monotonen Abfalls fallen weniger ins Gewicht. Folglich

sollen nur einzelne Aspekte der Musterbildung bei B > 0 diskutiert werden.

Modifikation durch einen externen Widerstand

Bewegt man die RE weit weg (§ — o0), kann die Riickkopplung durch die RE
vernachldssigt werden (grg —0), und die potentiostatische Riickkopplung bzw. der
Faktor B reduziert sich auf B= R, x Fiyg > 0. Definiert man analog zum Elektrolyt-
Widerstand

Ocle = f—A als externen Widerstand o, := R, Fup , B =9,k
K

so fithrt dies auf die Formulierung

1

+ K /HB((S:L') (u(z") eu(z)) da'

0

Eo sulx)
Qele + Qg
~——

Qtot

Oru(x,t) = <i.(u) +

d. h. der Gesamtwiderstand ergibt sich aus der einfachen Summe von Elektrolyt-

Widerstand und oben definiertem spezifischen externen Widerstand p,, der durch

1Zeitgleich von N. Mazouz durchgefiihrte, numerische Untersuchungen im 2D-Modell mit ex-

ternem Widerstand fiihrten bei dieser Frage letztlich zum gleichen Ergebnis.
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das Produkt von R, und der (nichtskalierten) Flache der Arbeitselektrode gegeben
ist. Wird diese Flache beispielsweise verdoppelt, erhdlt man bei kleinem Elektrolyt-
Widerstand (g, > 0eic) durch Halbierung von R, wieder die gleiche lokale Dynamik;

diese einfache Beziehung ist auch im Experiment beobachtet worden [184].

20

H(dx)

0 ‘
-0.5 0.0 0.5

X=X’

Abb. 2.21: EC-KF bei positivem B, die sich stdrker zwischen B = 0 und B = 0.1 als
zwischen B = 0.1 und B = oo zu positiveren Werten verschiebt; bei B = oo liegt die

galvanostatische KF vor.

Der globale Zusatzterm

B K2 Qg _ Qg

"FalfatB)  fa(fatroy) | Oete Ot

Dg,Pot —

hangt generell iiber B vom Produkt aus Leitféhigkeit und externem Widerstand ab

und zeigt bei kleinem Wert dieses Produktes (x g,) im Gegensatz zum Potentialanteil

(~ k H,) eine quadratische Leitfahigkeits-Abhangigkeit (s. Abb. 2.22, 1i)

2
K™ Qg

/i

Kog L fa = Dypa =~

und einen linearen Anstieg bzgl. p,. Bei groflem Verhéltnis von externem Widerstand
zu Elektrolyt-Widerstand hangt indes die globale Kopplung nur schwach von p, ab
K 1
R Qg > fA = Dg,Pot N e,
fA Qg
so daf eine weitere Erhéhung von p, keinen nennenswerten Unterschied mehr in der
Kopplung bewirkt (s. Abb. 2.22, re); in diesem Limes zeigt sich dann ein linearer

Leitfahigkeits-Zusammenhang.
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Abb. 2.22: Abhingigkeit des potentiostatisch bedingten globalen Kopplungsanteils als
Funktion der Leitfdhigkeit bei fixiertem p, (links) und als Funktion des externen Wider-
standes bei fixiertem & (rechts); die im Limes g, — oo erreichte Asymptote ist gestrichelt

eingezeichnet.

Héaufig werden externe Widerstiande eingesetzt, wenn der Elektrolyt-Widerstand
zu klein ist, um in den bistabilen (bzw. oszillatorischen) Bereich der Dynamik zu

gelangen

Ja fal
Qele = ; — T < Qcusp aber Qtot = Qele + Qg > Qcusp »

der nach Glg. 1.17 bei Elektroden-Reaktionen mit kleinem Reaktionsstrom, wie auch

kleiner relativer negativer Ableitung

1 1
Qcusp — N :@T >0
wp (273} %u
wp

bei groflen Werten liegt. Fiir die Untersuchung von inhomogenen dynamischen Pro-
zessen auf der AE ist die Verwendung eines externen Widerstandes allerdings kon-
traproduktiv, da sich beide Widersténde in der lokalen Dynamik zwar addieren
(und somit in dieser Hinsicht nicht zu unterscheiden sind), aber auf die raumliche
Kopplung in genau entgegengesetzter Weise einwirken; wahrend p.;. umgekehrt pro-
portional zur Kopplungsstédrke « ist und somit ein grofler Elektrolyt-Widerstand eine
kleine raumliche Kopplung zur Folge hat, werden Potentialinhomogenitaten durch
den externen Widerstand stérker abgebaut. Dies gilt insbesondere fiir Reaktionen
mit kleinem Reaktionsstrom, da hier die Dynamik sowieso schon stark tiberdampft
ist.

Sollen trotzdem bei derartigen Reaktionen (wie z. B. die Oxidation von Ameisen-
sdure) Potentialinhomogenititen studiert werden, bietet sich eine Vergroferung der
Elektroden-Oberflache (F4g) an. Damit werden zwei Probleme gleichzeitig gelost:
zum einen vergroflert sich der Elektrolyt-Widerstand (g ~ fa L), was die Ver-

wendung eines externen Widerstandes (und die damit verbundene Erhéhung der
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Kopplung) unnétig macht. Zum anderen fithrt eine Vergrofilerung von L auf eine
kleinere Kopplungsstirke (k ~ 1/L), was ebenfalls die Uberdimpfung reduziert;
dieser Weg wird mittlerweile auch experimentell mit optimistisch stimmenden Vor-
ergebnissen von P. Strasser/FHI [183] beschritten.

Soll indes das Auftreten von Potentialinhomogenititen unterbunden werden, bietet
sich naturgemif die Verwendung eines externen Widerstandes an; allerdings ist, wie
oben ausgefiihrt, die homogenisierende Wirkung bei einer Erhéhung von g, begrenzt,
da die globale Kopplung bei groflem externen Widerstand essentiell nur noch von
der Leitféhigkeit abhdngt und somit nur durch Vergroflerung dieses Parameters zu
steigern ist. Die positive Verschiebung der Kopplung durch einen externen Wider-
stand ist mittlerweile auch in mehreren Experimenten beobachtet worden, auf die
im Verlauf dieser Abhandlung eingegangen wird, so daf hier von einer zweifelsfreien

Bestéatigung obiger mathematischer Resultate gesprochen werden kann.

Galvanostatische Versuchsfiihrung

Bei der galvanostatischen Versuchsfithrung fixiert der Potentiostat den Gesamtstrom
[ tmig(x,1) dF = I, = const., indem das Potential der AE entsprechend eingestellt
wird
, I
9 Zm = Fg 9
AE

D, (1) = Oete tmt+ <u> (1)
welches nach Finsetzen in die Migrationsstromdichte

tmig(x,t) = % + K /H0(5x) (u(z") u(z)) da’

auf einen konstanten, mittleren Migrationsstrom fiihrt

1

imig(2,1) = ! ((0ete im+ <u>) u) + 5 / Ho(62) (u(a') Su(x)) do’

Qele 0

= 4,+kh (<u> (1) <:>u) + & /H0(5x)(u(x/) <:>u(:1;)) da’
= <ipig(T,0)> = i

Schreibt man den globalen Kopplungsterm ins Kopplungsintegral, so wird die Dy-
namik der Doppelschicht bei galvanostatischer Versuchsfithrung ("VF’) dann durch

Doule,t) = @ifu] +in + 5 /(Ho(ax) + 1) (u(a!,t) Sule, 1)) do’

0
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beschrieben, wobei die hier auftretende Kopplungsfunktion (s. Abb. 2.21)

1
Hgal((sw) = Hg(5x) + h = Hg(5x) + f_
A
bereits in Glg. 2.21 definiert worden ist und sich von der Potential-KF Hy(dx) durch
den positiven Offset h unterscheidet. Diese Konstante ergibt sich auch im Limes

B — 0o bzw. g, — oo als Asymptote eines externen Widerstandes

Dg,Pot =K m ) Bh_{l;lng,Pot = f_A =rh.
Folglich unterscheidet sich der globale Zusatzterm der Kopplung bei galvano-
statischer VF nicht nennenswert von der Kopplung bei groem externen Widerstand,
bzw. diese geht im Limes p, — oo stetig in die galvanostatische VI iiber. Die Stetig-
keit dieses Ubergangs kann verdeutlicht werden, indem man bei potentiostatischer
VF das Potential Ey entsprechend mitfiihrt:

sei By = I, Ry = (im Fap) (F@—g) = im0,
AE

. 1
= Qu = eifu+ T /HB(ax) (u(e') Su(z)) d’
Qele + Qg o
. , u
0, > 00 = Jiu =~ <:>Lr[u]+zm<:>g—+
1 ’ |
+ kK / (Hgal(5:1;) @@) (u(:z; ) <:>u(:1;)) da’.

0

Insofern unterscheiden sich beide Falle nur durch einen kleinen, im Limes verschwin-
denen Term ~ 1/p,, sowohl in der lokalen Dynamik wie auch in der KF. Aus der
Stetigkeit des Ubergangs laBt sich die generelle Aussage ableiten, daB sich auch das
noch zu diskutierende raumzeitliche Verhalten bei galvanostatischer VI keineswegs
qualitativ von der bei potentiostatischer VF unterscheidet bzw. sich die Muster-
bildung ebenfalls stetig im Ubergang verhilt. Um eine quantitative Parameter-
Abschétzung zur Nahe zum galvanostatischen Grenzfall zu erhalten, kénnen die Pa-
rameterbedingungen berechnet werden, bei denen sich die potentiostatisch-globale

Kopplung um weniger als 10 Prozent von der galvanostatischen KF unterscheidet,

B 9 9

d. h. Doppp=56—7—77 > — D, s = —
g.Fot fa(fa+ B) 19 e

K
10 fa

= B>9fA = /igg>9fA = URgFAE>9fAL.
Hier erkennt man, dal der Unterschied zur galvanostatischen KF nicht nur bei
groflem Produkt von (R, Fag), sondern bei hinreichend grofier Leitfdhigkeit zu ver-

nachlédssigen ist.
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Der einzige wesentliche Unterschied bei galvanostatischer Versuchsfithrung besteht
in der Entkopplung von lokaler Dynamik und raumlicher Kopplung, da z. B. die
homogenen Zustinde u® durch i,[ug] = 7,, gegeben sind und somit im Gegensatz
zur potentiostatischen VF nicht mehr vom Elektrolyt-Widerstand und damit von
Leitfahigkeit und AE-Grofle (k), sowie Breite (f4) abhédngen. Das Bistabilitatsge-
biet der homogenen Loésungen wird deshalb geometrie-unabhéngig und liegt bei Mi-
grationsstromwerten zwischen dem Maximum und Minimum des Reaktionsstroms;
in dieser Hinsicht gleichen sich elektrochemische Systeme mit galvanostatischer VI
und klassische RD-Systeme.

Durch diese Entkopplung im galvanostatischen Kontrollmodus kann in bequeme-
rer Weise die Rolle der Kopplung theoretisch und experimentell untersucht wer-
den. Die Leitfahigkeit und Geometrie duflern sich ausschliefilich in der rdum-
lichen Kopplung des Systems; die Kopplung bzw. deren gendherter globaler Anteil
D, ~ r (H, + h) hingt in linearer Weise vom Verhiltnis der Leitfahigkeit zur Grofie
der AE ab. Ist diese sehr klein (L — 0), so divergiert die Kopplungsstarke des Sy-
stems (k, Dy, — o0), was wiederum jegliche Inhomogenitat verhindert, wiahrend bei
kleiner Leitfadhigkeit oder grofler Ausdehnung der AE die Kopplung ingesamt und

damit verbunden die globale Kopplung im System abnimmt.

Galvanostatische Fronten

Bei den Frontiibergdngen aufert sich der Kontrollmodus primér in der Erhéhung
des globalen Kopplungsanteils in der KF; dies impliziert, dafl die Fronten denen bei
global /lokaler Kopplung etwas dhnlicher sind, da der monotone Abfall des Potential-
Kopplungsanteils weniger ins Gewicht fallt. Folglich macht eine Ubertragung der
analytischen Ergebnisse in der GL-Gleichung hier in quantitativer Hinsicht mehr
Sinn; allerdings bestimmt x in der entsprechenden Approximations-Gleichung
. . 0*u

Oulz,t) ~ @i ful +in +r (Hy+h) (<u> eu) + 1, s (2.22)
weiterhin sowohl die Grofle der globalen, wie auch der lokalen, keineswegs belie-
big kleinen Kopplungskonstante Hy. Die analytischen Berechnungen zur GL-Glg.
kénnen fiir die galvanostatische Approximations-Glg. 2.22 durch die Vorschrift

. . 0*
Oru(z,t) = <iful+ 1, + Dy (<u> <u)+ Dy 6—1;
Z
. E.sf(t) & 0*
= i fu) g Dl Sy O
Qele 8:1;
? 1
Eeff(t) = = + <u> (t) , éele = —
DQ DQ
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Abb. 2.23: Ergebnisse zu Fronten bei galvanostatischer VF:
a): Darstellung der Parametergebiete (i,,,%/¢4), bei denen in globaler Niherung ws,,ucq
oder beide zwischen den homogenen Fixpunkten liegen. Fixiert man z. B. i,, = 15 und
variiert k, liegen bei 0 < x/g4 <0.05 beschleunigte Uberginge vor, bei gréBeren Werten von
# wird das dynamische Bistabilititsgebiet wihrend des Ubergangs verlassen, wie auch in
Abb. d zu erkennen ist, und unendliche Frontgeschwindigkeiten treten auf. Bei /g4 = 0.84
liegt die u., -Linie bei ¢,, = 15; demnach relaxieren nun zu kleine Nukleationskeime wieder
zuriick. Volle Pfeile deuten frontartige, gestrichelte Pfeile unstetige Uberginge im dyna-
misch monostabilen Bereich an.
c): Darstellung der dynamischen Bistabilitéitsgebiete zusammen mit den Fixpunkten u?
bei Equistabilitdt ¢, = i, (=~ 100); die globale Kopplung zerstort generell die bei RD-
Systemen auftretenden stationdren Frontldsungen mit co(£e,) = 0.
d): Analoge Darstellung fiir i, = 15, x-t-Darstellungen in Abb. 2.24.
b): Stetiger Anstieg der kritischen Nukleationskeime bei Erhéhung von x zusammen mit

der analytischen Kurve bei lokaler Dynamik nidher an der Equistabilitdt (i, = 50).
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wiederverwendet werden, und zusammen mit

1 1 K

D,=x (H,+h , H=—&— = D, = —

! (g ) ! gA fa g ga
= Eeff(t) = imgf—l—<u>(t) , éele:gf

folgen die in Abb. 2.23, a dargestellten Parameter-Gebiete, in denen aus globaler
Sicht die unstetigen Frontiibergdnge mit unendlicher Geschwindigkeit und die
instabilen Nullstellen wihrend der Ubergange auftreten.

Bei einer mit Abb. 2.6 zu vergleichenden numerischen Untersuchung der kritischen
Nukleationsgrofle wird die Groflenordnung von der analytisch-globalen Abschédtzung
richtig reproduziert (s. Abb. 2.23, b), allerdings zeigen die kritischen Keimgroéfien
bei nichtlokaler KF einen stetigen Anstieg und nicht die Unstetigkeit wie bei
beliebig kleiner lokaler Kopplung, welches durch die gleichzeitige Modifikation von
D, und Dy bei Variation von x zusammen mit dem endlichen Wert von Hj zu
verstehen ist.

Fixiert man die Migrationsstromdichte in Ndhe der sn-Bifurkation und erhoht «,
verstarkt sich die Frontbeschleunigung (s. Abb. 2.24, a, b, ¢), bis es zur Verhin-
derung des Ubergangs durch die instabile Nullstelle kommt. Erwartungsgemif
zeigen sich stirkere Ahnlichkeiten zu den Fronten bei global/lokaler Kopplung;
inshesondere gilt dies fiir den Effekt der unendlichen Frontgeschwindigkeit, der sich
hier in fast unstetiger Manier durch eine scheinbar plétzlich und massiv auftreten-
dende Beschleunigung manifestiert. Eine weitere Erhohung der Kopplungsstéarke

fithrt dann zu einem fritheren Eintreten dieses Effektes (d. h. bei noch passiverem
Mittelwert, s. Abb. 2.24, d), wie auch in Abb. 2.23, d abgelesen werden kann.

Abb. 2.24: x-t-Darstellung von galvanostatischen Frontiibergdngen bei 7, = 15
(lpuk = 0.05 — <u>(0) &~ 245, A=0.9 — g4 = 0.122), zu vergleichen mit Abb. 2.23, d.
a): k=0.005 — k/g4 ~ 0.04, Thya, = 150.

b): Kk = 0.015 — k/ga ~ 0.123, Trrar = 50.

c): k=0.030 = k/g4 ~ 0.245, Trye = 24.

d): £ =0.100 — k/ga ~ 0.82, Tages = 24.

e): K =0.200, 1, = 0.3, Thyar = 4.

f): A=0.95 = g4 =0.072, kK =0.0178 — K/ga ~ 0.245, Tpre = 24.
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Die Entkopplung von lokaler Dynamik und Kopplung erméglicht auch eine sinnvol-
le Untersuchung der Ubergangszeiten bei nichtlokaler KF. Wahlt man einen sehr
groflen Nukleationskeim, so kann die Nukleationsproblematik umgangen werden,
und man erhédlt im Gegensatz zu kleineren Keimen einen monotonen Anstieg der
mittleren Geschwindigkeit bzw. von 1/7 (s. Abb. 2.25, a).

Wihrend bei kleinem « der Ubergang stark frontartig mit nur schwacher Beschleu-
nigung verlauft (s. Abb. 2.24, a), liegt im Limes k — oo der kopplungsdominante
Fall vor, bei dem in zunehmendem Mafle zuerst die Inhomogenitét abgebaut wird
und der Ubergang dann homogen erfolgt (s. Abb. 2.24, e); d. h. die lokale Dynamik,
charakterisiert durch den Faktor ag, bestimmt dann primér bzw. im formalen Limes
ausschlieflich die Zeitkonstante des Ubergangs. Bei endlichem Verhiltnis von & /ag
liegt eine Uberlagerung von raumlicher Kopplung (~ ) und lokaler Dynamik (~ a)

in der Gleichung

Oru(z,t) = ag (<:>L,,[u] + zm) + & /Hgal(5x) (u(:l:/) <:>u(:1;)) dz’
= ao for(u) + £ K.F.

vor, deren Superposition man in einer simplen, qualitativen Abschatzung formulieren

1 o 1 Aok
— P o

T TKop t TLok 5 TKop ™ E - s TLok ™ a (2'23)
0 0

kann, welches auf den Ausdruck 1/7 =1/(2X + 2L) fiithrt, der sowohl den Fall sehr
kleiner Kopplungsstérken
K 1 1 1 K oy K2

— =0 bzw. — — T~ — —=— - —

Y i 2 b
do K K T QK o b

wie auch den entgegengesetzten Fall der kopplungsdominanten Uberginge bei grofen
Kopplungsstarken bzw. bei langsamer lokaler Dynamik

K 1 1 ag ap a%

— = 00 bzw. ag — 0 T~— , —=

ag ag T or, oz% K

qualitativ recht gut beschreibt (s. Abb. 2.25 ¢, d). Wahrend das Verhalten im zwei-
ten Fall nicht sonderlich iiberrascht, tritt ein interessanter Unterschied zwischen
global/lokaler und nichtlokaler KF im Limes x/ag — 0 auf. Wahrend sich bei glo-
bal/lokaler Kopplung in diesem Grenzfall mit kaum beschleunigten Fronten asym-
ptotisch die spezielle Wurzel-Abhangigkeit ¢ ~ |/kag der Diffusionskopplung zeigt
(s. Kap. 2.1), folgt aus der zu beobachtenden linearen Abhéngigkeit ¢ ~ & bei nicht-
lokaler Kopplung ein anderes asymptotisches Verhalten bzgl. der kinetischen Kon-
stante ag, was auch aus den gleichen Daten ohne weitere numerische Untersuchungen

durch eine simple Skalierung gewonnen werden kann.
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Abb. 2.25: Mittlere Geschwindigkeiten 1/7 bzw. Ubergangszeiten 7 bei 7,,, = 15 :

a): 1/7 bei zwei Keimgréflen (I, = 0.05 und {1 = 0.30, ap = 1) als Funktion von k.
b): 1/7 des groferen Keims als Funktion von ag, k = 1.

c): Lineare Zunahme von 7 als Funktion der inversen Kopplungsstirke im kaum
beschleunigten Limes x/ag — 0.

d): Lineare Zunahme von 7 als Funktion der inversen kinetischen Konstante im kopp-

lungsdominanten Limes k/ag — oc.

Ist die Zeitdauer eines Prozesses in der Gleichung
1
By ul,t) = i, [u] + im + & / Hy(S2) (u(2') Sula)) do’
0
durch 7(k) gegeben, so liegt die Zeitdauer des identischen Prozesses in der Gleichung

Oru(x,t) = ao (<:>i,,[u(:1;,t)] + zm) + & /Hgal(5x) (u(:l:/) <:>u(:1;)) dz’

bei T(ag) = 1 T (/4; = i) )
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Somit erhdlt man in erster Ordnung im Limes ap — oo eine Unabhangigkeit der

Ubergangszeit von der kinetischen Konstante
ag — OO T~K = — = T~

in Ubereinstimmung sowohl mit den in Abb. 2.25 b dargestellten Daten wie auch mit
der Superpositionsabschitzung, bei der ebenfalls ein inverser Abfall auf einen dann
von ap unabhdngigen Wert vorausgesagt wird. Ansonsten ergibt sich bei kleinerem
ao ein ahnliches Verhalten wie bei der global/lokaler KF (man vergleiche mit Abb.
2.12); ausgehend von den stark geddmpften Ubergéngen im kopplungsdominaten
Regime (a9 — 0 & k& — o00) mit einer Ubergangszeit, die essentiell nur von ag
abhéngt, beobachtet man die Maximumsausbildung mit starker Beschleunigung der
Fronten, die bei schnellerer lokaler Dynamik abnimmt, was sich in der Abnahme
der mittleren Geschwindigkeit manifestiert.

Der primére Unterschied liegt dann im Ausbleiben des Minimums; hier setzt sich
im Gegensatz zur GL-Gleichung im numerisch untersuchbaren Parametergebiet
kein analoger Diffusions-Anteil der KF mit einer wurzelartig wieder ansteigen-
den Geschwindigkeit durch; im Limes sehr schneller lokaler Dynamik héngt der
Ubergang trotz fast RD-artiger Fronten nicht mehr von ag, sondern nur von
der Kopplungsstiarke ab, die hier als geschwindigkeitsbestimmender Schritt
auftritt. Auch stimmt der Né&herungsausdruck fiir die Diffusionskonstante
Dy, = kHp = oHp /L im diesem Limes ag/k = ag /o — oo nicht; da die
Ubergangszeiten T = ax [k = ag L/o linear mit der Lange des Systems zunehmen,
hangt hier die mittlere Frontgeschwindigkeit <¢>= 7/L = o/ax nur von der
Leitféhigkeit, nicht aber von der Lidnge L ab. Dieses abweichende Grenzverhalten
zeigt sich auch bei anderen Parametern der lokalen Dynamik und tritt ebenfalls
in numerischen Untersuchungen bei potentiostatischer VF auf und ist somit als

generelle Eigenschaft der nichtlokalen KF anzusehen.

Als letzten Aspekt wird nun auf den bisher etwas vernachlassigten Geometrie-
Parameter der Ringbreite und deren Auswirkung auf die EC-Uberginge einge-
gangen; in dieser Fragestellung unterscheiden sich EC-Systeme deutlich von
RD-Systemen, da dort die Breite unterhalb einer kritischen Gréfle keine Aus-
wirkungen auf die azimutale Musterbildung hat.

Wie in Kap. 2.2 ausgefithrt wurde, vergréfert sich aufgrund der Divergenz der
Migrationsstromdichte die generelle Hohe der KF bei kleineren Ringbreiten. Aller-
dings wurde bereits in der Einleitung darauf hingewiesen, dafl die Potential-KF
in einer Raumdimension eine wesentliche Singularitat im Limes dx — 0 besitzt
lims, o Ho(dx) = 1/(7 d2?) und somit die Wechselwirkung zwischen Punkten mit
beliebig kleinem Abstand nicht von geometrischen Parametern abhangt. Diese

Geometrie-Unabhéngigkeit spielt zwar keine wirklich essentielle Rolle, da sich
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die DL-Aufladung stetig verhélt und somit zwischen beliebig nahen Punkten per
Definition kaum Potentialunterschiede bestehen, bewirkt aber, dafl bei diinneren
Ringen die Kopplung zwischen weit entfernten Punkten etwas stérker steigt als

zwischen Punkten mit kleinerem Abstand.

30

%050 -0.25 0.00 0.25 0.50

X=X
Abb. 2.26: Galvanostatische KF fiir A = 0.9 (dick) und beim halb so dicken Ring (A = 0.95,
dick gestrichelt), die um den Faktor 0.693 verkleinert wurde und dann mit der ersten KF
im lokalen Bereich iibereinstimmt, bei gréfieren Abstdnden aber bei leicht grofieren Werten
liegt. Werden die Kopplungsfunktionen fiir grofie Abstdnde deckungsgleich gemacht, liegt
die KF des diinneren Rings fiir kleine Absténde dann bei etwas kleineren Werten. Ebenfalls

eingezeichnet ist die globale Abschidtzung 1/¢4 fiir A = 0.9 (diinn).

Aus dem Blickwinkel der Approximations-Glg. 2.22 steigt sowohl H, wie auch Hp;
allerdings nimmt das Verhaltnis Hy/H, ab, und die KF wird somit leicht globaler;
dieser Befund gilt auch fiir die galvanostatische KF (s. Abb. 2.26). Da nach globaler
Theorie die Frontdynamik nur durch das Verhéaltnis von k und g4 bestimmt wird,

sollten sich Uberginge gleichen, bei denen dieses Verhiltnis konstant ist

oo < K1 = K2 g1 )

gar  gaz2 942
d. h. wahlt man einen diinneren Ring und verkleinert x im obigen Sinne, so sagt
die globale Abschitzung identische Uberginge voraus. Wie in Abb. 2.24, e zu
sehen, verlafit die raumszeitliche Dynamik eines Ringes mit A = 0.95 und ent-
sprechend  kleinerem k bei ungefihr der gleichen Breite bzw. Mittelwert den
dynamisch-bistabilen Bereich wie beim dickeren Ring mit groBerem s (s. Abb.
2.24, ¢). Allerdings wird beim diinneren Ring aufgrund oben diskutierter Verschie-
bung des Verhéltnisses von H,/Hy, der kritische Mittelwert erst nach etwas langerer
Zeit erreicht, da sich die entsprechende Verkleinerung von « auf den globalen Anteil

bezieht und der lokale Kopplungsanteil k Hy, dadurch etwas kleiner ist.
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2.4 Auswirkungen einer nahen = Referenz-
Elektrode

Der kritische Instabilitatsabstand

Reduziert man den externen Widerstand und bewegt die RE auf der Symmetrieachse

auf die AE zu, so sinkt der potentiostatische Faktor

QRE(ﬁ)

B =p9,k& 3

unterhalb eines kritischen Abstandes 3 < (y(o,) unter Null und kompensiert da-
durch teilweise die durch die Potentialkopplung entstehende positiv-globale Kopp-
lung des Systems (~ & H,), d. h. die gesamte globale Kopplung

B h?
K (H T +‘B>) =" (H * 1+hB)

liegt bei B < 0 bei kleineren Werten als im asymptotisch-potentiostatischen Fall
B =0; damit reduzieren sich alle bisher diskutierten Auswirkungen positiv-globaler
Kopplung auf die Frontausbreitung. Verringert man den externen Widerstand
und/oder reduziert den Abstand zwischen AE und RE weiter, so wird in der globalen
Approximation die effektive globale Kopplung D, bei Unterschreiten eines kritischen
Abstandes 8 < . negativ, weil nun die potentiostatische, negative Verschiebung die

positiv-globale Potentialkopplung iiberkompensiert

Dg%/i(Hg—l— m .
g

B

m)<0 & B<B=&
Da in Experimenten die Position der RE meist schwieriger zu variieren ist als die
Grofle eines externen Widerstandes, bietet sich zur Untersuchung aller potentiosta-
tischen Effekte ein fixierter, kleiner Abstand der RE zur AE an; damit kénnen durch
Variation von R, bzw. g, alle Werte von B erreicht werden und die raumzeitliche
Musterbildung 148t sich bei unterschiedlicher globaler Kopplung untersuchen. Posi-
tioniert man beispielsweise die RE bei 3 = 0 (d. h. diese befindet sich auf der Ebene
der AE), ist die globale Kopplung negativ bzw. positiv

mit =0 = B =4k @gRi(O) = o,k (1l ©A) (s. Glg. 2.19)
bei B<B. & gg<w (& D, <0)
0>B>B, (I@A)>gg>w (& kH, > D, >0)
B>0 & o, > (1=4) (& D,>kH,),
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wobei bei groferer Leitfahigkeit ein kleinerer, externer Widerstand benétigt wird, um

in den Bereich positiv-globaler Kopplung zu gelangen. Verwendet man nun explizit

fiir beliebiges 3

- fa+ B(B) ~ r B
Qtot = K 9 DgN (Hg—l_ifA(fA‘FB))

zusammen mit der noch zu erlauternden Naherung (s. Kap. 2.4.2)

1 1
H, — s — 2.24
g gA fa ( )
11 B B+ fa @gA)
= D, = kl|l——+— | = | —= """
g (QA fa  fa (fA‘|‘B)) (QA (fa+ B)
B & B. B &B.
- b o Behe (2.25)
ga(fa+ B) G4 Otot

so wird die effektive globale Kopplung negativ, wenn
B < B. , BCZBC(A) = gA<:>fA<0,

wobei B. ausschliellich von der skalierten Breite des Rings 1 <A bzw. A abhangt.
Fiir den zu unterschreitenden, kritischen Abstand der RE auf der Symmetrieachse,

bei dem die positiv-globale Potentialkopplung kompensiert wird, folgt

D, <0 < B.A)>B= JRET(@ = @[ﬁ + 82 /A2 1 52] (2.26)
| 19242 4 A1 82 B.(A)? 92 A2 B(A)? + B.(A)
g ﬁ < QC(A) T \l 4BC(A)2 :

Der so berechnete kritische Abstand (.(A) hdngt nur schwach von der skalierten
Breite des Rings ab und liegt bei 8. &~ 1 (s. Abb. 2.27, 1i); somit liegt bei kleine-
rem Abstand der RE bei Experimenten ohne externen Widerstand, unabhéngig von
sonstigen Parametern wie k, Fjy oder der speziellen Form des Reaktionsstroms, bei
B <1 immer eine Kopplung mit negativ-globalem Anteil vor (s. Abb. 2.29).

Wird indes ein externer Widerstand verwendet, so muf} in Glg. 2.26 B.(A) durch
(B.(A) &k o,) ersetzt werden, was zu einer Erniedrigung von £, fithrt und gleichzei-
tig eine k-Abhédngigkeit des kritischen Abstandes bewirkt (d. h. 8. = B.(A,k 0,)).
Ab einer kritischen Grofie des Produktes k g, sinkt 8. unter Null (s. Abb. 2.27, re);
dann kann auf der Symmetrie-Geraden keine Position der RE gefunden werden, bei

der die Bedingung B < B. erfilllt wird.

97



Quantitativ formuliert, wird mit einem externen Widerstand der Bereich negativ-

globaler Kopplung erreicht bzw. verlassen bei

_ B+ A e(B(A) er ) ) €442
Be(A, ki 0g) = 4(B.(A) &k oy)? ’

im Bereich Be(Aykpy) < B < BolAKoy)

{1 + A? &k2 g§}2<:>4A2
Bo(A, ko) = & B=0

4 K2 o2

liegt eine geringere positiv-globale Kopplung als im asymptotischen Fall (B = 0)
vor (s. Abb. 2.27, re).

1.3 4
Bc 0>B>BC B BO
3,
1.2
B<B, 2 B>0
1.1 B
1 C
B<0
B<B,
1.0 T T T 0 : r T ; }
0.80 0.85 - 0.90 095 000 002 004 006 008 0.0
Innerer Ring—Radius A K P,

Abb. 2.27: Abhéngigkeit des kritischen Abstandes 3. einer symmetrischen RE von der
Ringbreite 1 <A, bei dessen Unterschreitung der globale Anteil der gesamten KF negativ
wird (o, = 0, links). Die rechte Abb. stellt die Gebiete mit negativ-globaler Kopplung
(B < B.), abgeschwichter positiv-globaler (B < 0) und verstdrkter globaler Kopplung
(B > 0) im Parameterraum (3, x o4) mit A = 0.9 dar; fo(x 0,) néhert sich bei kleinem
Argument dem Verlauf By ~ 1/(kg,). Soll im Experiment durch Variation von p, der
gesamte Bereich zwischen B < B, und B > 0 untersuchen werden, mufl 5 < 3.(0) = 3.
gelten.

Der fiir die Lage der homogen-stationdren Fixpunkte relevante Gesamt-Widerstand

+ B B 1
oi: = L _ B e e g
K K K hk

Ocie + 09 S 0cte 9rE(B) = 0dce (1 SgrE) + 04

sinkt ebenfalls bei kleineren Abstdnden von 3 (s. Abb. 2.28), da aufgrund des grofie-
ren gre(0) (s. Glg. 2.26) der effektive Elektrolyt-Widerstand . (1 <grg) reduziert
wird; der Gesamt-Widerstand bleibt aber wegen 0 < grp(/3) <1 naturgeméaf positiv.
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Abb. 2.28: Verringerung des Gesamt-Widerstandes bei naher RE und g, = 0 (links); aufge-
tragen ist das Verhédltnis von g;,¢(3) zu dem im Limes § — oo erreichten, S-unabhingigen
Elektrolyt-Widerstand gge = fa/k, der somit in der Graphik bei 1 liegt. Die absoluten
Groflen der Widerstdnde hdngen stark (s. Abb. 2.13), die RE-bedingte, relative Verringe-
rung nur schwach von der Ringbreite ab. Bei diinneren Ringen (A = 0.98, gestrichelt) ist
die Verkleinerung geringer als bei dickeren Ringen (A = 0.9), bei dem der Widerstand bei
3 = 0 grob bei der Hilfte des asymptotischen Wertes liegt. Die rechte Abb. zeigt den durch
die potentiostatische Riickkopplung entstehenden negativ-globalen Kopplungs-Anteil als
Funktion des Abstandes der RE fiir zwei Ringbreiten (o, = 0). Beim diinneren Ring ist die
globale Kopplung gréfier; da aber auch der global genidherte positive Potentialkopplungs-
Anteil H, steigt (gerade Linien), verdndert sich der kritische Abstand 3. kaum.

Beriicksichtigt man ohne globale Naherung den monotonen Abfall der vollen
Potential-KF, so sinkt diese durch die negative Verschiebung bei Verringerung des
RE-Abstandes zuerst zwischen maximal entfernten Punkten unter Null, d. h. eine
positive Stérung bei x = 0 eines homogenen Zustandes bewirkt beispielsweise auf
der gegeniiberliegenden Seite der AE (bei & = 1/2) einen negativen Impuls, wahrend
Orte in der Nahe der Stérung weiterhin durch eine positive Kopplung miteinander in
Beziehung stehen (s. Abb. 2.29). Der Abstandsbereich mit positiver Kopplung ver-
kleinert sich, je nédher die RE an der AE liegt, bleibt aber auch bei 3=0 endlich. In
diesem Punkt unterscheidet sich die EC-KF deutlich von der global/lokalen Kopp-
lung mit negativ-globaler Kopplung (D, < 0); wird in Ndherung eine Abbildung auf
die GL-Gleichung durch Mittelung versucht, so liegt bei der EC-KF die Kopplung
zwischen weit entfernten Punkten unterhalb der globalen Kopplung, wihrend bei

kleineren Abstanden die Kopplung positiver ist.
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Abb. 2.29: Gesamte EC-KF bei unterschiedlichen Abstinden der RE zusammen mit der
globalen N&herung (gestrichelt) fiir 5 =0 (A=0.9).

Dies fithrt wie bei positiver Kopplung auf leichte, primér quantitative Unterschiede
zwischen der raumzeitlichen Dynamik in beiden Gleichungen. Trotzdem kénnen die
durch die negativ-globale Kopplung entstehenden Auswirkungen auf die elektro-
chemischen Fronten recht gut aus der Perspektive der global/lokalen Kopplung ver-
standen werden, wobei diesbeziigliche Ergebnisse zur GL-Gleichung im folgenden
nicht separat und detailliert dargestellt, sondern gleich im elektrochemischen Kon-
text diskutiert werden. Zum Ende des Kapitels wird eine weitere, dann mathematisch
exakte Methode verwendet, welche die durch die globale Ndherung gewonnenen, ana-

lytischen Ergebnisse ergianzt.
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2.4.1 Fronten

Die Ausfithrungen zur positiv-globalen Kopplung zeigten, dafl das raumzeitliche
Verhalten durch eine effektive, mittelwertsabhéngige Verschiebung der Parameter
zu verstehen ist, wodurch sich wihrend des Ubergangs die effektive lokale Dy-
namik verdnderte. Bei negativ-globaler Kopplung tritt nun zu jedem diskutierten
Effekt ein Pendant auf, das sich allerdings in umgekehrter Form auf die Frontaus-
breitung auswirkt. Die bei positiv-globaler bzw. nichtlokaler KF diskutierten generel-
len Parameter-Abhangigkeiten zur Modifikation der Fronten durch globale Kopplung
bleiben erhalten; d. h. unabhangig vom Vorzeichen der globalen Kopplung sollten
auch bei naher RE die Effekte deutlicher bei grolem « (und somit im Kuspenbereich

der lokalen Dynamik) wie auch bei Systemen mit kleinem Reaktionsstrom auftreten.

Die Front-Abbremsung

Wie in den x-t-Darstellungen (Abb. 2.32 a, ¢, d) dargestellt, nimmt die Frontbe-
schleunigung bei Verringerung des Abstandes der RE ab. Liegt § unterhalb des
kritischen Abstandes f., fithrt der nun negativ-globale Kopplungsanteil zu einer
Abbremsung der Front; somit entsteht analog zur Frontbeschleunigung bei positiv-
globaler Kopplung durch die negativ-globale Kopplung eine mittelwertsabhéngige
Frontgeschwindigkeit, die nun aber wihrend des Ubergangs zu einer Verlangsamung
der Front fiihrt, d. h. quantitativ formuliert, gilt in linearer Naherung (s. Abb. 2.30)

c(<u>) o+ a(<u>suy), a<l,

was durch die umgekehrte Verdanderung der Fixpunkte der Phasen

Eeff(t) <:>U173

0 = <i(wg)+ -
Qtot
Eo+ D, 0r0r <u> (1 . o
Eeff(t) = ° —I_ 7 dhot . ( ) 9 Qtot = L
1‘|‘Dg9tot 1‘|’Dg9tot

mit negativem D, verstanden werden kann. Durch die negative Kopplung ergeben
sich verschiedene Konsequenzen fiir die elektrochemischen Fronten bei naher RE;
zum einen sind die mittleren Frontgeschwindigkeiten langsamer als bei asymptoti-
scher Versuchsfithrung (B = 0), zum anderen sind Fronten generell und insbesonde-
re in Néhe der Equistabilitat leichter zu erzeugen, da die durch die positiv-globale

Kopplung entstehende Vergréflerung der kritischen Nukleationskeime ausbleibt.
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c(<u>)

1 <u> 3

Abb. 2.30: Schematische Darstellung der mittelwertsabhidngigen Frontgeschwindigkeit, die
bei negativ-globaler Kopplung wihrend des Ubergangs nun abnimmt. Bei gleicher Steigung
tritt in Equistabilitdts-Ndhe ein nun stabiler Fixpunkt auf (nidchster Abschnitt).

Startet man einen Ubergang durch einen aktiven Keim bei # = 0 und tragt die
Zeitentwicklung der Doppelschichtaufladung am Ort der Ziindung wie auch am ge-
geniiberliegenden Ringsegment iiber dem effektiven, zeitabhdngigen Potential auf,

so zeigt sich eine grobe Ubereinstimmung zwischen numerischen und analytisch-

globalen Ergebnissen (s. Abb. 2.31).
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Abb. 2.31: Zeitliches Verhalten der beiden Phasen bei einem Frontiibergang (analog zu
Abb. 2.16) korrespondierend zur x-t-Darstellung 2.32, e; Parameter s. dort.

Wihrend des Ubergangs liegt das Potential der passiven Phase bei noch passiveren
Werten im Vergleich zum homogen-passiven FP und die aktive Phase bei aktiveren

Werten; die negative Kopplung fithrt also im Gegensatz zur positiv-globalen Kopp-
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lung durch die Erhohung von FE.f¢(t) zu einer Zunahme der Potentialdifferenz zwi-
schen beiden Phasen. Im Vergleich zum Ubergang in der analogen GL-Gleichung
mit negativem D, (Abb. 2.32, f) manifestiert sich der endlich-positive Kopplungs-
bereich in einer etwas ungleichformigeren Frontgeschwindigkeit (Abb. 2.32, e); kurz
nach der Initialisierung liegt eine groflere Geschwindigkeit vor, da die in den aktiven
Zustand iibergehenden Punkte im positiven Kopplungsbereich des Keims gelegen
haben (aufgrund dieser Wechselwirkung springt auch u(z = 0,¢) zum Anfang auf
deutlich passivere Werte, s. Abb. 2.31). Erst danach beobachtet man eine massi-
ve Abnahme der Interface-Geschwindigkeit, die kurz vor dem Ende des Ubergangs
wieder etwas schneller wird, da hier der kleine, noch existierende passive Keim im
steil ansteigenden positiven Kopplungsbereich der aktiven Phase liegt.

Die Abnahme der Frontgeschwindigkeit wird analog zur positiv-globalen Kopplung
nun am deutlichsten bei Parameterwerten in der Nahe der sn-Bifurkation, da hier das
Verhiltnis zwischen anfanglicher und End-Geschwindigkeit am gréfiten ist. Des wei-
teren sind Fronten bei grofler Leitfdhigkeit (und somit kleinem Gesamtwiderstand)
starker gebremst (Abb. 2.32, b), wahrend die Abremsung mit gréBerem Abstand
von der Kuspe abnimmt (Abb. 2.32, d). Da die fiir die Abbremsung verantwortliche
Grofle

Abremsung  ~ iDg(ﬁ), Dy(p:) =0

o

hier klein ist, ist der Ubergang vergleichbar mit dem bei einer Positionierung
der RE in der Néhe des kritischen Abstandes (Abb. 2.32, ¢). Im Gegensatz zur
GL-Gleichung zeigt sich auch bei 8§ = (. keine gleichférmige Frontbewegung,
sondern eine leichte Deformation mit anfanglich etwas schnellerer und zum Ende

etwas langsamerer Front.

Abb. 2.32: x-t-Darstellung von Aktivierungs-Fronten (Aktiv-Keime am Rand),
A=09 — B. =<0.0635, [,z = 0.05):

a): B = 0o, Eo =260, ot = 1.5, (B = 0,k = 0.123), Thjaz = 24, Ly = 0.10.

c): B =1, By =260, 010t = 1.5, (B = <0.0688, & = 0.077), Trae = 54.

e): =0, Ey =260, o,y = 1.5, (B =<0.1, kK = 0.057), Threr = 150.

b): Grofle Leitfdhigkeit 5 = 0, Ey = 230, 010t = 1, (k = 0.0855), T = 120.

d): Kleine Leitfihigkeit 8 = 0, Fp = 300, p4o¢ = 3, (k = 0.0285), Thsq = 150.

f): Front mit global/lokaler Kopplung, lokale Parameter e), Dy, = 3 % 107, Trq, = 250.
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Die koexistierenden stationiren Domainen

Neben der generellen Abnahme der Frontgeschwindigkeit bei naher RE tritt ein
weiterer Effekt auf, der mit der instabilen Nullstelle bei positiv-globaler Kopplung
verglichen werden kann. Wie die schematische Abb. 2.30 verdeutlicht, schneidet die
Ceschwindigkeitsrelation ¢(<u>) wihrend eines Ubergangs bei Parametern in der
Néahe der Equistabilitdt die Equistabilitdtslinie ¢ = 0 bel <u> = wu.,; d. h. die
Front wird langsamer und bleibt dann stehen, dieser Schnittpunkt ist somit eine
stabile Nullstelle. Weil dieser kritische Mittelwert wihrend eines Ubergangs zwin-
genderweise angenommen wird, existieren bei diesen Parametern grundséatzlich keine
Frontlésungen, die den metastabilen Zustand in den stabilen Zustand tiberfiihren;
neben bzw. zwischen den beiden homogenen Fixpunkten koexistiert ein stabiler, sta-
tiondr-inhomogener Zustand, der bei der Ring-Elektrode aus zwei stehenden Fronten
besteht (s. Abb. 2.33) und im folgenden als stationédre Domaine (sD) bezeichnet wird.

300

200

Uy(X)

100+

0 ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abb. 2.33: Stationdre Domainen bei Variation von FEjy: bei fixiertem g4, = 3.5 und 3 =0
vergroflert sich mit gréBerem Fp auch die relative Grofie der passiven Phase, die Equi-
stabilitdt befindet sich hier bei E., & 508 (s. Abb. 2.34); die Phasen selbst liegen in der
Néahe der gestrichelt eingezeichneten, durch Glg. 2.28 gegebenen analytischen Werte ufg.

Da die Front bei kleineren Mittelwerten jenseits der Nullstelle (<u> < wu.,) den sta-
bilen in den inhomogenen Zustand {iberfiihrt, gelangt man folglich auch durch eine
tiberkritische passive Storung des homogenen, stabilen (und hier o. B. d. A. aktiven)
Zustandes zu der inhomogen-stationaren Losung (Abb. 2.48, b); anders ausdriickt
sind beide homogenen Lésungen durch die negativ-globale Kopplung metastabil bzgl.
inhomogener, {iberkritischer Stérungen, was ebenfalls in der schematischen Abb. 2.30

zum Ausdruck gebracht wurde.

105



Das Parameter-Gebiet, im dem die mit den homogenen Zusténden koexistierenden
sD auftreten, kann durch die Global-Lokal-Naherung berechnet werden; der Schnitt-
punkt u., folgt aus der gleichen Rechnung wie die fiir die Nukleationsverhinderung
verantwortliche instabile Nullstelle bei D, > 0, d. h. bei der Glg.

Eeff(t) =U

Oru(x,t) = <i,(u) + ————— + lokale Kopplung
Qtot

bleiben die Fronten bei

E (t) . EO —|— Dg Otot <u> (t)
I ‘ 1 ‘|‘ Dg Qtot

= Eeq(étot) y Dg < 0

stehen. Durch Auflésen der Gleichung folgt dann wiederum

Eeq(@tot) <:>’E10

<UD = Ueyg = Uy +
“ e Qtot Dg

Y

auf der 'inhomogenen’ Equistabilititslinie liegen die beiden Phasen der sD bei

1 1

wl =y, + J — (Awp &— @Dg) : (2.27)
’ bo Otot

Diese stationdren Domainen kénnen in der EC grundséatzlich nur auftreten, wenn

die geometrische Bedingung 8 < 8. < D, < 0 erfiillt ist®. Setzt man Glg. 2.25 in

den allgemeinen Ausdruck der GL-Gleichung (Glg. 2.27) ein, so ergibt sich bei den

sD der rdéumliche Mittelwert des DL-Potentials nach kurzer Rechnung zu

Eeq (Qtot) <:>’E10

<U> = Ueg = Uyp + ga BoB ,
&

welches auch durch die Relationen

+ B
Otor = Ja - . B =<%yre(B8)/h=<fs9re(8)
. . + B
Eeq(gtot) = u’LUp —I_ Zeq Qtot = uwp —I_ Zeq J[‘Ai (S. Glg 120)

ebenso wie die noch folgenden Ergebnisse auf die experimentell leicht zu variierenden

Parameter (3, k) umgeschrieben werden kann. Die beiden Phasen liegen dann bei

1 K 1 K
+D,=— = bl =y, +.|= (), =— 2.28
ot ga b ! \Ibo ( : gA) (2.28)

und héngen nicht von Fy oder 3, sondern nur von der skalierten Leitfahigkeit ab.

Die aktive Phase befindet sich immer, wie auch bei den Frontiibergéngen, bei einem

°Es sei denn, man verwendet den in Kap. 2.3 angesprochenen Kontroll-Mechanismus.
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niedrigeren Potential als der koexistierende, homogene Zustand (u7? < u) und die

passive Phase bei héherem Potential (u5? > ), wobei u3”

auch gréfler als das
angelegte externe Potential Fy sein kann. Bezeichnet man die relative Breite der

aktiven Phase mit [, so folgt

<u> = lLuiP +(1el)ui? = uy, l,€]0,1]

SD . 1 [N
=1, = () = U3~ FUeq. - -4 (Eo © Eey(010t)) ga

w3 ui” 2 2 (BeB,) \/i (Mup &#/g1)

folglich bestimmt Fy nur die relativen Groflen der Phasen. Liegt Ey auf der Equi-
stabilitatslinie E.,(010t), so sind die Phasen gleich grof (I, = 0.5); reduziert man Fy
und bewegt sich somit in den passiv-metastabilen Bereich (Ey < F.;), so wichst
der aktive Anteil, bis die passive Phase verschwindet ({, = 1). Unterhalb dieses Pa-
rameterwertes liegt die Nullstelle u., bei kleineren Werten als der aktiv-homogene
Fixpunkt u, und stationéire Domainen treten nicht mehr auf bzw. man erhélt die be-
reits diskutierten Fronten mit abnehmender Geschwindigkeit, die den metastabilen

Zustand in den stabilen Zustand tiberfithren.
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Abb. 2.34: Existenz-Band der stationdren Domainen im Parameterraum (FEy, oir) bei
A =0.9und 8 =0, der Gesamtwiderstand hiingt dann iiber g;os = (f4 + B)/x nur von der
skalierten Leitfdhigkeit x ab. Das bei der vollen Gleichung ndherungsfrei-numerisch berech-
nete Gebiet (grau) wird durch die aus der globalen Niherung abgeleiteten, analytischen
Abschitzung (gestrichelt, Glg. 2.29, globales Kriterium) umhiillt.

Das Existenz-Gebiet der stationdaren Domainen kann durch die Bedingung [, = 0
bzw. [, = 1 aus obiger Gleichung berechnet werden; nach elementarer Rechnung

ergibt sich ein Band parallel zur Equistabilitatslinie

E{WBQU = Eeq(@tot) <:>AEI(OBZ’ < EO < Eeq(@tot) + AEI(oex = Eéﬂoel’ (229)

B. B 1
mit ABgo, = 2222 |1 (Awp@i) >0
ga bo ga
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fir B < B, bzw. 8 < (., dessen Breite bei B = B, verschwindet. Diese
analytische Abschétzung beschreibt die numerischen Ergebnisse bei voller EC-
Kopplungsfunktion recht gut, wie in Abb. 2.34 dargestellt ist. Unterschiede erge-
ben sich durch die bei der analytischen Rechnung vernachléssigte lokale Kopplung.
Bei Glg. 2.29 wird von der Existenz beliebig kleiner Phasen ausgegangen und ei-
ner zu vernachlassigenden Interface-Breite zwischen den Phasen, bei numerischen
Untersuchungen ohne Néherung existieren die inhomogenen Phasen nur zwischen
relativen Groflen von [, &~ 0.2 und [, =~ 0.8, bei kleineren oder grofleren Phasen
fithrt die grofle lokale Wechselwirkung zu einem Kollaps der stationdaren Domainen.
Insofern wird durch den analytischen Naherungs-Ausdruck das Koexistenz-Gebiet

der inhomogenen Strukturen leicht iiberschétzt.
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Abb. 2.35: sD bei konstanter lokaler Dynamik (Ey = 222, g4,y = 0.65) in Kuspen-N&he.
Um g4 konstant zu halten, wird der Abstand der RE vergrofiert und gleichzeitig die
Leitfahigkeit nach x = (fa+ B(3))/ 01t angehoben; somit herrscht bei 5 = 1 eine groferes
k als bei § = 0. Ein h6heres k manifestiert sich in zwei Aspekten; zum einem liegt dadurch
z. B. die passive Phase u3” bei niedrigerem Potential (siehe Glg. 2.28) und dadurch niher
an dem ebenfalls eingezeichneten, homogen-passiven Fixpunkt uJ. Zum anderen steigt die

Interface-Breite, was zu einem sinus-artigen Aussehen fiihrt.

Deutliche Abweichungen in der Form der stationdren Strukturen treten bei groflem «
in der Néhe der Kuspe aufgrund der groflen Kopplungsstarke auf; die Interface-Breite
kann nicht mehr vernachlassigt werden, und die sD besitzen eine eher sinus-artige
Form wg(a) ~ sin[27 (¢ <) mit beliebigem xo (s. Abb. 2.35).
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Fiir sehr kleine Leitfédhigkeiten oder grofie Arbeitselektroden und somit kleines
(und daraus folgend grofles o;,:+ weit entfernt von der Kuspe) wird die Breite des

Existenz-Gebietes wie auch die Lage der Phasen x-unabhangig

B.&B [\, Aw
AFE = bt = ufgzuwp:l: =
ga bo bo

An obigem Ausdruck erkennt man, dafl die Breite neben der geometrisch bedingten

Differenz | B < B.| von der relativen Grofie der negativen Ableitung des Reaktions-
stroms 4, (u) abhéngt, d. h. bei EC-Systemen mit grofler relativer, negativer Ablei-
tung treten die stationdren Domainen in einem gréfleren Parameterbereich auf und
sind somit leichter experimentell zu beobachten.

Des weiteren ist ebenfalls in Abb. 2.34 zu erkennen, daf} sich der Existenzbereich der
stationdren Domainen bis zu kleineren Elektrolyt-Widerstanden auflerhalb der Kus-
pe erstreckt, was durch die Verschiebung des Bistabilitatsgebietes in der effektiven,

inhomogenen Dynamik-Gleichung zu kleineren Widerstanden

N Qtot ga
Qtot = T~ = —

1 ‘|‘ Dg Qtot K
zu verstehen ist; die Kuspe liegt hier bei

N g4 ga
Qtot = ; = Qcusp = Reusp =

Qcusp
und deshalb bei kleinerem Gesamt-Widerstand als bei homogenen Zustanden

B&B.
gA

inhom fA + B
Qtot}i cusp = QCUSP = 1 —I_
gA

) Qcusp < Qcusp WenNn B < BC_

Die mittlere Stromdichte der sD besitzt in globaler Naherung

. I, P, (1) <u> . K
m = = — e E Ee ele
' FAE Qele Zq—l_( 0 q(gl )) B<:>Bc

(2.30)

ebenfalls eine lineare Abhangigkeit von Ey (s. Abb. 2.36); die Steigung verschwindet
im Limes k — o0, so dal die stehenden Domainen in der EC nur im Limes
sehr kleiner Leitfédhigkeiten oder sehr grofler Arbeits-Elektroden als Mechanismus

verwendet werden kénnen, um die Stromstarke konstant zu halten.

Diese inhomogen-stationaren Potentialverteilungen wurden kiirzlich auch ex-
perimentell bei der Peroxodisulfat-Reduktion von P. Grauel/FHI [179] gefunden,
wobei die RE nach obigen Vorgaben nah und symmetrisch an einer diinnen Ring-
Elektrode positioniert wurde (8 = 0.17, A = 0.87). Die beobachteten stationaren
Domainen sind eher sinoidal, was auf eine grofie effektive Kopplungsstarke «/ag
schlieflen 148t (s. Abb. 2.37); auch bei den Experimenten zeigte sich bei Variation

von Fjy im zentralen Bereich eine lineare Abhéangigkeit des Gesamtstroms.
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Abb. 2.36: Mittlere Stromdichte der homogenen Zustdnde und der stationdren Domainen,
welche durch den global-analytischen Ausdruck (Glg. 2.30) bis auf die Rander recht gut

beschrieben werden, bei denen keine sD existieren (Parameter A = 0.9, =0, g0t = 3.5).

Abb. 2.37: Experimentell beobachtete stationdre Domaine bei der Peroxodisulfat-
Reduktion (von P. Grauel, [179], experimentelle Details s. dort.)
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2.4.2 Die raumliche Instabilitat

Neben der stabilen Nullstelle in Equistabilitdts-Néhe treten auch in Ndhe der
sn-Bifurkation weitere global-bedingte Modifikationen auf. Wahrend bei positiv-
globaler Kopplung die dynamische Bistabilitidt ab einem kritischen Mittelwert verlas-
sen wird ("unendliche’ Frontgeschwindigkeit, s. Kap. 2.1), fithrt die negativ-globale
Kopplung zu einem umgekehrten Effekt; wie in Abb. 2.38 zu erkennen, kann nun der
homogen-metastabile Zustand bei hinreichend kleinem Abstand zur sn-Bifurkation
bereits bei Beginn des Ubergangs auBerhalb des dynamischen Bistabilititsgebietes

liegen.

0 U0 100 200 0 300
1 <u> 3
Abb. 2.38: Schematische Illustration zweier Effekte in sn-Ndhe. Bei sehr kleinem Abstand
zur sn-Bifurkation liegt der homogene FP auflerhalb des inhomogenen Bistabilitdtsgebie-
tes und ist deshalb rdumlich instabil. Bei etwas gréflerem Abstand zur Bifurkation ist
der homogene FP stabil, kann aber durch eine zus#tzliche, passiv-inhomogene Stérung

destabilisiert werden ('negatives Fernziinden’, ndchster Abschnitt).

Da dieser Befund nur fiir inhomogene Potentialverteilungen gilt, liegt der FP
natiirlich weiterhin im homogenen Bistabilitdatsgebiet und ist stabil bzgl. infinite-
simaler homogener Storungen. Bei einer beliebig kleinen, inhomogenen Stérung liegt
der Fixpunkt aber auflerhalb des inhomogenen Bistabilitdatsgebietes, d. h. der FP
verliert seine stabilen Figenschaften, und eine adiabatische Frontgeschwindigkeit ist
zum Beginn des Ubergangs nicht gegeben. Eine genauere Untersuchung zeigt ein
etwas von der schematischen Darstellung abweichendes Bild; mathematisch exakt
verschwindet der FP nicht, sondern liegt in der inhomogenen Dynamik-Gleichung
nun auf dem instabilen Ast (s. Abb. 2.44) und verliert deshalb seine Stabilitdt. Somit
induziert eine beliebig kleine, inhomogene Stérung des passiven, homogenen Zustan-
des einen Ubergang, der erst unterhalb eines kritischen Mittelwertes <u>(t) < ugy,

in dieser Darstellung wieder in das (dynamisch-)bistabile Gebiet eintritt und dann
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frontartiges Verhalten mit zwei wohldefinierten Phasen w; s(<u>) und abnehmen-
der Geschwindigkeit zeigt. Je nach noch zu diskutierender Parameterlage fiithrt diese

Front dann entweder in den homogen-stabilen, aktiven Zustand (u§ > wu.,) oder

¢ < wugy). Im Kuspenbereich wird dieser

wiederum auf die stationdren Domainen (u
Effekt noch verstérkt; da die Fixpunkte hier nah beieinander liegen und gleich-
zeitig die globale Kopplung bzw. die Steigung durch die grofie Kopplungsstéirke x
anwichst, kann neben dem passiv-homogenen FP bei gleicher lokaler Parameterlage
auch der aktiv-homogene FP auflerhalb des dynamisch-bistabilen Gebietes liegen.
Somit sind dann beide homogenen Zustinde raumlich instabil; d. h. auch eine belie-
big kleine passive Storung des aktiv-stabilen Zustandes fithrt zu einer Initialisierung
einer Passiv-Front, die bei der stabilen Nullstelle stehenbleibt; als einziger Attraktor
verbleibt in diesem Fall die stationédre Domaine.

Im Gegensatz zu den bisher diskutierten stationéren Domainen, die erst durch
eine tiiberkritische Stérung der homogenen Zustinde entstehen und mit diesen
koexistieren, ist bei diesen Parameterwerten folglich zumindest einer der homo-
genen Zustdnde rdumlich-inhomogen instabil. Fine derartige Instabilitdt &hnelt
den klassisch-bekannten Turing-Strukturen bei Reaktions-Diffusions-Modellen mit
zwel Variablen und kann deshalb auch als "Turing-&hnliche’ Instabilitdt bezeichnet

werden; diese Ahnlichkeit wird in der Zusammenfassung (Kap. 2.5) ndher erortert.

Das lineare Kriterium

Die Bedingungen fiir das Auftreten dieses Effektes kéonnten nun analog zu den
‘'unendlich-schnellen’ Fronten durch die globale Ndherung berechnet werden. Da aber
der zu untersuchende homogene Zustand hier instabil bzgl. beliebig kleiner inhomo-
gener Storungen ist, kann diese Analyse analytisch exakt durch eine Linearisierung

durchgefiithrt werden. Giinstig ist dabei die Verwendung der Glg. 2.22

1

/ gat( |z ©2|) (u(z') Su(x)) d'.

0

by& <u>

Oru(z,t) = i Ju] + ————
Qtot

Ist wg = uo( Fo, 0t5¢) der zu betrachtende homogene Fixpunkt obiger Gleichung, so

folgt fiir eine allgemeine raumzeitliche Entwicklung
u(x,t) = ug+ 8(x,t) = uo+ do(t) + Z d,(1) cos[2mnx]

durch eine Taylor-Entwicklung des Reaktionsstroms in der Nahe von wg (4, < 1)
iofu(e, D] = irluo + 32 )

01,

Ju

~ ir[UO] el 5(x7t) y M= M(E(J? QtOt) =<
uo (Fo,0tot)
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auf die Zeitentwicklung der Stérung §(x,t)

+r / Hyut(|z 2')) (5(a, 1) ©6(x,1)) da'.

0

)
0y 0(x,t) = po(a,t)e 0
Qtot

Fiir homogene Stérungen gilt somit

. 0 1
(SO = U (So A= 0 = (M A= ) (SO 5
Qtot Otot

wahrend sich fiir die inhomogenen Stérungsamplituden

5, = ud, e s, = (/u:)i) 5,
9n gn
1

1
mit — = /Hgal(:zj) cos[2mnx| dx , ¢, = g.(A) >0
9n
0

ergibt, wobei die Dampfungskoeffizienten der inhomogenen Moden ¢, wiederum von
der Ringbreite A abhdngen. Da die Démpfung monoton mit der Modenzahl n an-
steigt, bendtigt man fiir die stérungstheoretische Untersuchung nur die erste Mode
(n = 1), wobei dann mit g4 := ¢ fiir das Auftreten der rdumlichen Instabilitat
gelten muf:

1) der homogene Fixpunkt soll nach Voraussetzung stabil bzgl. homogener Storungen

(do) sein, d. h. g sollte abklingen

: 1
50:(M<:> <0,

) 1
(So = U=
Qtot

Otot
2) inhomogene Stérungen des Fixpunktes werden verstarkt
. K K
51:(/“:)—) hh = pues—>0.
gA ga

Beide Bedingungen kénnen grundséatzlich nur dann gleichzeitig erfiillt werden, wenn

erstens der Fixpunkt uo im negativ-differenziellen Bereich liegt, d. h.

01,
ou

es muf} gelten =% >0,

uo=uo (Fo,0tot)

da der Dampfungsterm k/g4 in der zweiten Bedingung positiv ist. Zweitens muf}
gleichzeitig aber die Dampfung der ersten Mode kleiner sein als die der homogenen
Mode, damit die erste Bedingung erfiillt werden kann, d. h. die hiermit eingefiihrte

Differenz der ersten und nullten Mode

K 1
d = —&
gA Qtot
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muf negativ sein. In Hinblick auf eine allgemeine Evolutionsgleichung der Form

9,
diu(z,t) = f(u)+ Kopplung ,  f(ug) =0, f,:= 6_£

Uo

kann die Instabilidtsbedingung auch wie folgt formuliert werden

: 1
(SO = (IM = ) 50 = fu (So = fu <0
Qtot
: 1 1
6, = (M @i) 6 = (M & + @i) &1
ga Qtot Qtot ga
= (fusd) & = fued>0,

was z. B. bei einem Finvariablen-Reaktions-Diffusions-Modell nicht erfiillt werden
kann, da hier bekanntermafien d durch d = Dy 4 7% gegeben ist und nicht negativ
wird. Die Bedingung d < 0 fiir die Differenz der Moden-Dampfung bedeutet dann
fiir den Abstand der RE (3 bzw. generell fiir den potentiostatischen Faktor B

K 1 K K
d = d(A, = — & = e
(4,5) gs 0wt 9a  fa+ B(B)

B(B)<ga+ fa L
“ et B A el

B & B, B(#) < B.

KR — ’
ga(fa+ B(B)) 94 0t0t(3)
dal B(3) kleiner sein muf als die nur von der Ringbreite abhangige, bereits definierte

Konstante B.(A)

d<0 <& B(0)<B.J(A).

Somit kann es in der EC bei bistabiler Kinetik grundséatzlich nur zu dieser Insta-
bilitdt homogen-stabiler Zustidnde kommen, wenn die analytisch-exakte Bedingung
d < 0bzw. B < B, erfiillt ist. Die bereits ausgefithrten Berechnungen zum kritischen
Abstand B.(o, k), bei dem diese Bedingung erfiillt ist, werden dadurch exakt. Die
Ubereinstimmung zwischen linearem Kriterium und den globalen Berechnungen ist
nicht zufillig, sondern explizit konstruiert, da die bisher verwendete globale Nahe-
rung fiir die Potential-Kopplungsfunktion H, = 1/ga <1/f4 eben auf die gleiche
Dynamik der homogenen und ersten Mode in der GL-Gleichung fithrt

1
. Foe <u>
atU(l',t) = <:>l,,[u]-|-097u_|_/i/[_[gal(|x <:>$/|)(u(x/) @u(:z;)) dl‘/
tot 0
1 1 1 1 1 1
Hgal(éx) = H0(5$)+— ~ H+— = —&—+— = —

fa fa ga  fa fa ga
E0<:><u> K

= Oyu(x,t) = <iul+ + — (<u> <u)
Qtot gA
. 1 . K
= (So = (IM@ ) 50 5 (Sl = (IM <:>—) (Sl .
Qtot ga



Demnach ist die Dynamik der nullten und ersten Mode mit EC-KF identisch mit
der GL-KF' bei obiger Wahl von H,, was insbesondere bei Fragen der linearen Sta-
bilitét zu iibereinstimmenden Ergebnissen fithrt. Quantitative Unterschiede treten
bei Prozessen auf, bei denen auch hohere Moden beteiligt sind (z. B. Fronten bei
kleinem k), da deren Dynamik bzw. Dampfungskoeffizienten nicht mehr identisch
sind; bei grofer Uberdimpfung wie im Kuspenbereich ist die Abweichung kleiner,
da hier die raumzeitliche Dynamik starker nur durch die homogene und erste inho-
mogene Mode beschrieben werden kann und héhere Moden aufgrund der Dampfung

eher zu vernachlassigen sind.

Das reine Instabilitédtsgebiet

Die oben formulierte erste Bedingung  u(Fo, 010t) <k/ga > 0  fiir das spontante
Auftreten von inhomogenen Losungen wird allerdings nur in einem bestimmten Pa-
rametergebiet ( Eo, 0401 erfiillt, welches von der speziellen Form des Reaktionsstroms
abhingt. Bei einem kubischen Verlauf kénnen wiederum analytische Ergebnisse er-
zielt werden; hier ist die explizite Abhédngigkeit der Fixpunkte als Funktion von
(Eo, 0) zwar im Prinzip durch die Cardanische Losungsformel [238] analytisch gege-
ben, allerdings nur schlecht zu verwenden. Dieses technische Problem kann aber um-
gangen werden, indem man zuerst umgekehrt argumentiert und untersucht, welche

Fixpunkte der Gleichung

Eo =Ug
Qtot

i[ug] =

im Fixpunkt die Ableitung x/g4 besitzen, d. h. mit

di,

ir[uo] = bo(u3‘|‘blu2—|—bzu) = M:%:@O(?)UQ‘FQMU—I-[?Q):?

A
Sowa(r) = s (et etk et ) 2wt (e ) | (@231
wAt T3 ' ! P Thogs ) 3bo \'" Tga) T

somit liegen diese Fixpunkte uy2(x) auf der Grenze des Instabilitdtsgebietes und
erfiillen die Gleichung  plus2(k)] ©x/ga = 0. Um die Parameter-Lage dieser

kritischen Fixpunkte zu ermitteln, kann die Fixpunkt-Eigenschaft verwendet werden

E <:>U172(/i)

, = F = ULQ(KJ) + 0tot ir[ulﬂ(ﬁ)]‘
tot

ir[urp(k)] =
Somit ist der homogene Fixpunkt im durch F; < Ey < Fj
By = wa(9) + owinlur(0)] 5 By = uals) + i ea(w)] (2.32)

aufgespannten Parametergebiet (Ey, 04,¢) raumlich instabil.
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Durch Einsetzen von Glg. 2.31 in Glg. 2.32 folgt nach kurzer Rechnung fiir die Lage

des reinen Instabilitdtsgebietes

1 K Otot K
E,, = E. ot) Eal=— [ Ay — 1 2y — ;
1,2 q(@t t) \I3bo ( p<:>gA) { = 3 ( p-l-gA)}

welches bei

1 K
= —_— )\w —_— = 0
ur(Kr) = ug(k) = \l e ( » <:>gA)
K B.<B B. B
= - = )\wp oder Qtot = Ocusp = = Qcusp l&
gA 94 Awp g4

beginnt, was mit dem Anfang des durch die globale Naherung ermittelten inho-
mogenen Bistabilitdtsgebiet iibereinstimmt und somit bei B < B. auflerhalb der
Kuspe des homogenen Bistabilidtsgebietes liegt. Ist die geometrische Instabilitéts-
Bedingung erfiillt, so bifurkiert das Instabilitdtsgebiet bei B = B, bzw. § = 3. aus
dem Kuspenpunkt g.,s, heraus (s. Abb. 2.39), da hier der Kuspenpunkt mit dem
Entstehungspunkt des Instabilitdtsgebietes iibereinstimmt; bei kleineren Abstanden
0 < B, wachst die Grofle des Gebietes. Demnach tritt die Instabilitdat nicht nur im

bistabilen Bereich auf, sondern betrifft auch monostabile Fixpunkte vor der Kuspe.

B=-0.05>B
240

220 1

200

1/K

Abb. 2.39: Entstehung des Instabilitdtsgebietes (lineares Kriterium, gestrichelt) bei Verrin-
gerung des Faktors B auf Werte unterhalb von B. (A = 0.9, B.(A4) = <0.0635). Den bei
positiv-globaler Kopplung (B = <0.05) eingezeichneten Linien innerhalb des homogen-
bistabilen Bereichs (dick) kommt keine Bedeutung zu; bei B < B, schneiden sich die
Linien und ein Teil des Instabilititsgebietes liegt auBlerhalb der homogenen Kuspe; gleich-
zeitig verschieben sich aufgrund der Verringerung des Gesamt-Elektrolyt-Widerstandes

alle Gebiete zu kleineren Werten von k.
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Da sich auch komplizierte Reaktionsstréme in der Ndhe der Kuspe bekanntermaflen
auf eine kubische Normalform bringen lassen, tritt in Kuspen-Nahe

o o ,genere
P =3, T T
wp

U=Uyp, generell

generell bei 3 < (.(A) bei allen Reaktionsstréomen mit negativ-differentiellem Be-
reich die rdumliche Instabilitdt auf; dies gilt also auch fiir Reaktionsstrome, bei
denen bei grofierer Aufladung der DL aufgrund von Oberflichen-Vergiftung der Re-
aktionsstrom nicht wieder ansteigt (wie z. B. bei Metallauflosungen). Als einfache

experimentelle Richtlinie kann auch die Bedingung
KR<Awpgs = o< LAygs neben [ < [.(A) (2.33)

formuliert werden; diese Relation stellt aber keine zusétzliche mathematische
Zwangsbedingung dar, sondern beschreibt lediglich den Sachverhalt, daff das Insta-
bilitatsgebiet bzw. die Kuspe im experimentell zuganglichen Leitfahigkeits-Bereich
liegen muf und somit erreicht werden kann. Nach obiger Relation ist dies eher der
Fall, wenn eine grofie (L) wie auch breite (g4) Ring-Elektrode verwendet wird und

Reaktionen mit grofien negativ-differenziellen Ableitungen untersucht werden (A, ).

Die Feinstruktur der stationidren Domainen

Abb. 2.40 stellt das Instabilitdtsgebiet zusammen mit dem numerisch berechneten
Existenzgebiet der sD bei 3 = 0 dar. Im reinen, durch (I) gekennzeichneten Insta-
bilitétsgebiet sind alle homogenen Zustande rdaumlich instabil. Da das Gebiet den
Kuspen-Punkt selbst umfafit und sich in das homogene Bistabilitdtsgebiet hinein
erstreckt, sind hier dann beide homogen-stabilen Zustdnde rdumlich instabil.

Auflerhalb des Instabilitdtsgebietes koexistieren die sD mit den monostabil-

inhom

tusy” und somit bei kleinerer

homogenen Fixpunkten (II); hinter dem Schnittpunkt o

Leitfahigkeit erhdlt man bei Potentialwerten in Néhe der Equistabilitdt die bereits

erorterten, mit beiden homogenen Zustanden koexistierenden stationdren Domainen

(ITa). Die beiden Instabilitdts-Linien schneiden sich auf der Equistabilitats-Linie bei
B.&B B.&B

294 Aup 2 )

Qinhom \ (234)

= Qcusp (1 + cusp

Qtot = Lecusp +

nach dem Schnittpunkt ist nur noch der jeweils metastabil-homogene Zustand raum-
lich instabil, d. h. im Parametergebiet (I1I)

Esn,l > Ey > b,

1 K fa+ B K
By = Eolow — (pe—] et (o, + =
: oo t)(:)\l 3 by ( p@QA) { “ 3K ( Pt QA)}

2 f4+B | 1 ko \°
Esn — Ee 0 > 57 )\w
1 q(@t 75)<:>3 K \IgbO ( p<:>fA+B)
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ist der metastabile, passiv-homogene Zustand rdumlich instabil, was dem bereits
aus der Sichtweise der globalen Kopplung in Abb. 2.38 dargestellten Effekt exakt
entspricht.

o——o num. sD
2401 sn, Eq.
——-lin. K.
——— glob. K.
2201
o
L
200

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

ptOt

Abb. 2.40: Existenzgebiet der stationdren Domainen im Kuspenbereich, die entweder als
einzige Attraktoren vorliegen (1), mit dem monostabilen homogenen FP (II), mit beiden
homogenen FP im bistabilen (Ila) oder mit dem stabileren der beiden FP’s (I11) koexi-
stieren (8 =0).

Somit liegt faktisch bei naher RE das zu beobachtende homogene Bistabilitatsgebiet
zwischen Ey(04,¢) und (1) mit obigem Schnittpunkt (Glg. 2.34) als Kuspe, da es
z. B. bei der Verfolgung des passiv-homogenen Zustandes bei Werten von Fy unter-
halb von F5 zu einem, durch beliebig kleine Fluktuationen bedingten, inhomogenen
Ubergang kommt. Anders ausgedriickt, verschwindet die kritische Nukleationsgrofe
(lyue — 0) bei diesem dann autonom erfolgenden Ubergang. Induziert man in diesem
Bereich einen beliebig kleinen Stérkeim bei « = 0, so wird nach obigen Ausfithrun-
gen durch die negative Kopplung die nun endliche Amplitude der ersten Mode 4,(0)
verstarkt. Das Vorzeichen von §;(0) wird durch die Storung festgelegt; bei einer noch
passiveren Storung des metastabilen passiven Zustandes bildet sich durch die Ampli-
tudenverstarkung ein Potential-Maximum bei & = 0 aus, wiahrend das Potential auf
der gegeniiberliegenden Seite sinkt und damit aktiver wird. Dadurch entstehen bei
x = 0.5 zwei Aktivierungsfronten, deren Geschwindigkeit im dynamisch-bistabilen
Gebiet dann abnimmt (s. Abb. 2.48, e). Das raumzeitliche Verhalten bei einem klei-
nen, aktiven Storkeim bei = 0 unterscheidet sich qualitativ von den Ubergingen
oberhalb von FE3 nur durch das Verschwinden der kritischen Nukleationsgréfie; d.
h. an der Stelle der Stérung entwickeln sich zwei Aktivierungsfronten, wahrend das

Potential auf der anderen Seite des Rings steigt.
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Abb. 2.41: Parameter-Gebiete mit unterschiedlicher asymptotischer Dynamik. Frontlosun-
gen in die stabilen, homogenen Fixpunkte mit abnehmender Geschwindigkeit existieren nur
auBerhalb des sD-Gebietes; autonome Uberginge fithren entweder auf die sD oder auf die

stabilen Fixpunkte.

Das asymptotische Schicksal dieser autonomen Uberginge hingt von der lokalen
Dynamik ab; bei groem s im Kuspen-Bereich koexistieren die stationdren Domai-
nen, die einen Ubergang in den raumlich stabilen aktiven Zustand verhindern.

Bei kleinerer Leitfdhigkeit iiberlappen das Koexistenz-Gebiet und das Instabilitéts-
gebiet des metastabilen Zustandes nicht mehr; folglich fithrt eine Fluktuation asym-
ptotisch auf den homogenen stabilen Zustand. Die Differenz zwischen der homogenen
sn-Bifurkation F,; und E; nimmt bei grolen Widerstdanden bzw. kleinen Leitfahig-
keiten ab, da sich Fy asymptotisch Fy, 1 anndhert (s. Abb. 2.41)

1 fa+B Otot ( fA—I—B)}
Ey = Eo(pior) F ol — [ Ay &— 1l 2 A +
? o{2eet) \I3bo ( " ga @m) { 3 Y g4 O

. Awp 2
= Qt(ljf_{loo E2 — Eeq(@tot) = ﬁ g Qtot )\wp
3
2 1 1
Eoi = Eo(0i0) &= 010t A| — | Auwp &
1 q(@t t) 3 O+ t\lgbo ( P Qm)
. 2 )\wp .
7 i Hont = Beglwo) Sz i A0 = i Be

Folglich lassen sich diese autonom auftretenden, inhomogenen Uberginge besser in
Kuspenndhe beobachten, wahrend bei kleinerer Leitfahigkeit oder groflerer System-
grofle dieser Effekt quasi zu vernachlassigen ist. Auch die anderen global-bedingten
Effekte nehmen dann ab; so steigt die relative Gréfie des Potentialintervalls, in dem

normale Frontlésungen existieren, wobei deren Abbremsung abnimmt.
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Die Abb. 2.42 dokumentiert die Relevanz des Widerstandes bei Variation des ex-
ternen Potentials Fy; bei kleinem Widerstand o < QZCZQL;T” beobachtet man zwei
Hysterese-Bereiche, die durch den reinen Instabilitdtsbereich getrennt werden, in
dem zwangslaufig stationdre Domainen auftreten (Abb. 2.42, a). Ignoriert man bei
der Interpretation von globalen Mefidaten die Positionierung der RE, so koénnte
man féalschlicherweise auf zwei bistabile Bereiche in der lokalen Dynamik schliefien,
obwohl die lokale Dynamik monostabil ist. Der Beginn des homogenen Bistabilitéts-
gebietes bei grofierem Widerstand kann nicht beobachtet werden (Abb. 2.42, b), erst
bei p > QZCZQ;T” koexistieren dann zwei bzw. drei stationdre Zustande (Abb. 2.42, c).
Innerhalb des Uberlappungsgebietes gelangt man bei Variation von Fy aufgrund der
raumlichen Instabilitit iiber die autonomen Uberginge immer auf den sD-Losungs-
ast, wahrend bei grofilem Widerstand (Abb. 2.42, d) stationare Domainen nur durch

inhomogene Stérungen in Equistabilitdts-Néhe entstehen.
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Abb. 2.42: Lokale Fixpunkte u? und die global-analytisch berechneten Mittelwerte der
stationdren Domainen als Funktion von Ey bei g4 = 0.45 (), 010t = 0.58 (b), 010t = 0.8
(¢) und p4pr = 2 (d); man vergleiche mit Abb. 2.40 und Abb. 2.41.
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Das negative Fernziinden

Eine weitere Konsequenz der negativ-nichtlokalen Kopplungsfunktion wurde eben-
falls von P. Strasser/FHI bei raumlich aufgelosten Experimenten bei der Oxidation
von Ameisensaure [183] auf einer Ring-Elektrode (A~ 0.76) beobachtet. Hier wur-
de zur experimentellen Verifikation obiger theoretischer Ergebnisse die RE auf der
Symmetrieachse bei =0 positioniert und die raumzeitliche Doppelschichtaufladung
u(x,t) durch 11 verteilte MeB-Elektroden in Néhe der Phasengrenze gemessen. Im
Gegensatz zu den Untersuchungen bei der Peroxodisulfat-Reaktion konzentrierten
sich diese Experimente auf die Frontstrukturen in Ndhe der unteren sn-Bifurkation.
Wird der metastabil-passive Zustand aktiv gestort, beobachtet man auch hier einen
normalen Frontiibergang in die aktive Phase, bei dem die Frontgeschwindigkeit in
Ubereinstimmung mit den theoretischen Resultaten leicht abnimmt. Wird hinge-
gen der passive Zustand durch einen lokalen Spannungspuls bei x = 0 zusdtzlich
passiviert, induziert diese Storung auf der gegeniiberliegenden Seite des Rings (bei

£=0.5) einen Ubergang ins Aktive.

03059814

9.2 .1|:| {\

Abb. 2.43: Raumgzeitliche experimentelle Messung von P. Strasser zum negativen
Fernziinden (aus [183]). Die zusétzlich passive Stérung erfolgte bei Ringposition 12 und
somit an den R#ndern der Darstellung. Nach einer kurzen Induktionsphase tritt in der

Mitte ein Ubergang in die aktive Phase auf.
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Dieses auch im Hinblick auf Kap. 4.2.2 als 'negatives Fernziinden’ zu bezeichnende
Phinomen [181] ist mechanistisch stark mit den autonomen Ubergingen verwandt
und tritt, wie aus der schematischen Abb. 2.38 abzulesen ist, bei etwas gréfierem
Potential Fy > F, oberhalb des Instabilitdtsgebietes in sn-Nédhe auf.

Aus negativ-globaler Sicht wird durch die inhomogene Passivierung der Mittelwert
und damit die lokale Dynamik aus dem inhomogenen Bistabilitédtsgebiet verschoben,
so daf} alle nicht zusétzlich passivierten Bereiche der DL auf den monostabilen,
aktiven Fixpunkt fallen. Gleichzeitig relaxiert auch der passivierte Bereich, was eine
Verminderung des Mittelwertes bewirkt (s. Abb. 2.44, li). Als Konsequenz tritt eine
Konkurrenz zweier Relaxationsprozesse ein; ist die passive Stérung zu klein oder
relaxiert sie zu schnell, wird die aktivere Phase durch den bei kleinerem Mittelwert
wieder existierenden, instabilen Fixpunkt uy(<wu>) eingefangen und relaxiert auf
den metastabilen Fixpunkt us(<wu>) zuriick. Bei groflerer Passivierung gelingt das
Anregen des Ubergangs, der aktivere Bereich liegt bei nun inhomogen-bistabiler
Dynamik im aktiven Fixpunkt u;(<u>) und zwei Aktivierungsfronten dringen in
den passivierten Bereich ein (s. Abb. 2.48, d).
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U*(Eo)
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Abb. 2.44: Prozesse kurz vor und im Instabilitdtsbereich aus Sicht der globalen Theorie.
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Die linke Abb. dokumentiert das negative Fernziinden; der Fixpunkt « ist rdumlich stabil,
aber durch die zusétzliche Passivierung bei @ = 0 liegt E.f7(0) links von der sn-Bifurkation
EZ%. Dadurch relaxiert der nicht passivierte Bereich bei # = 0.5 auf den monostabilen,
aktiven Fixpunkt, gleichzeitig verschiebt sich E.zf(t) wieder zu groBeren Werten (Para-
meter s. Abb. 2.45, li, ¢). Die rechte Abb. dokumentiert das raumzeitliche Verhalten im
Instabilititsgebiet bei etwas kleinerem Fy: der passiv-homogene Fixpunkt liegt nun auf
dem instabilen Ast. Somit erhdlt man bei beliebig kleiner passiver Storung bei @ = 0 einen
Ubergang, der hier im Kuspenbereich auf eine sD fiihrt (Eo=217,01,: = 0.7, 5 = 0).

Im Vergleich dazu zeigt sich bei der EC-KF ein qualitativ &hnliches, aber quantitativ
leicht anderes Verhalten. Durch den Abfall der KF ist die Kopplung zwischen ge-
geniiberliegenden Punkten des Rings maximal negativ. Da es bereits zu einer Front-

Initialisierung kommt, wenn nur ein kleiner Raumbereich hinreichend aktiviert wird,
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tritt der Effekt bei der EC-KF schon bei deutlich kleinerer Passivierung auf. Im Ge-
gensatz zur globalen Kopplung verlagert sich nicht der gesamte nicht-passivierte
Bereich zu aktiven Potentialwerten, sondern primér der gegeniiberliegende Raum-
bereich bei * = 0.5, der durch den passiven Bereich bei = 0 maximal ins Aktive
verschoben wird. Durch die lokalisierte und hier starkere negative Kopplung kommt
dieser Raumbereich leichter am instabilen Fixpunkt vorbei und erzeugt dann zwei
Aktivierungsfronten (s. Abb. 2.48, ¢).

Betrachtet man die Zeitentwicklung dieses Raumbereiches u(xz=0.5,1), so erkennt
man wihrend des Nukleationsprozesses die Wechselwirkung mit der instabilen,
zeitabhangigen Nullstelle uz(<wu>) (s. Abb. 2.45, li). Ist die passive Stérung zu
klein, wird die Aktivierung abgefangen (Fall a). In Nahe der kritischen Storstarke
ist die Aktivierung zuerst nah an der Nullstelle sehr langsam, und man beobachtet
erst nach einer Induktionsphase den dann schnell eintretenden Ubergang in die ak-
tive Phase uy(<u>) (Fall b); bei grofleren Storstarken ist die Verzogerung deutlich
geringer (Fall ¢).
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Abb. 2.45: Zeitliche Entwicklung der DL bei 2 = 0.5 wihrend der Nukleation (links).
Anfangsbedingungen waren bei (Fo = 233.5, ptor = 1.5, § = 0) der metastabile passive
Zustand uf = 225.8 zusammen mit einem noch passiveren Bereich « = 400 der relativen
Grofe [Pagsiv = 0.0625 (a), (L9 = 0.075 (b) und (L9 = 0.125 (c) um « = 0.

Die rechte Abb. zeigt die beiden lokalen Zeitserien wihrend des gesamten Ubergangs bei
Anfangsbedingung (c) korrespondierend zur x-t-Darstellung in Abb. 2.48, d; ebenfalls ein-
gezeichnet ist die Gesamtstromdichte 4,,(¢) und die beiden homogenen FP’s u{ und u
(beide gestrichelt).

Nach der Nukleationsphase zeigt sich dann das normale Verhalten bei negativ-
globaler Kopplung im dynamisch-bistabilen Gebiet; die passivierte Phase steigt wie-
der (s. Abb. 2.45) und liegt bei us(<u>), und der aktive Bereich liegt bis zum Ende
des Ubergangs bei aktiveren Potentialwerten, die Frontgeschwindigkeit nimmt ab
und je nach lokaler Parameterlage (s. Abb. 2.41) liegt asymptotisch entweder eine

stationdre Domaine oder der aktiv-homogene Zustand vor (s. Abb. 2.44).
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Beim Ameisensaure-Experiment 148t sich ein grob dhnliches Zeitverhalten in den
lokalen Zeitserien beobachten (s. Abb. 2.46). Im Vergleich zu den theoretischen Be-
rechnungen (s. Abb. 2.45, re) zeigt sich eine qualitative Ubereinstimmung sowohl
im Gesamtstrom wie auch im nicht-passivierten Bereich bei # =0.5; das Potential
liegt nach der Induktionsphase unterhalb des asymptotischen Fixpunktes u{ und
steigt erst im Verlauf des Ubergangs. Deutliche Abweichungen treten im Bereich
der zusétzlichen Passivierung u(x=0,t) auf, hier wird im Gegensatz zur streng bi-
stabilen Fernziindung kein erneuter Anstieg wihrend des Front-Ubergangs beobach-
tet. Dies mag auf irreversible Vergiftungs-Prozesse wiahrend der Passivierung oder
auf komplexere Dynamik zuriickzufithren sein, da zur Beschreibung der Oxidation
von Ameisenséure eigentlich mindestens zwei raumzeitliche Variablen vonnéten sind

[136].

[en] |

E [V x 10]
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Abb. 2.46: Im Vergleich zu Abb. 2.45, re experimentell ermittelte lokale Zeitserien
(von P. Strasser, aus [183]). Die Passivierung erfolgte in N&he der MeB-Sonde 1
((I)l(t) = u(xzovt)v q)Z(t) = u($:057t))
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Der Mechanismus des negativen Fernziindens kann mit den autonomen Ubergingen
verglichen werden; auch dort tritt bei einer passiven Stérung bei x =0 eine Aktivie-
rung bei x =0.5 ein. Aufgrund der raumlichen Instabilitét ist die kritische Keimgrofie
fiir diesen Effekt bei Fy < FEy aber beliebig klein, wéhrend das obige Fernziinden
erst ab einer endlichen passiven Storstéarke auftritt. Somit kann das Fernziinden
als eine stetige Fortsetzung der autonomen Uberginge bzw. der Turing-ihnlichen

Instabilitdt mit nun endlicher Stérstarke angesehen werden.
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Abb. 2.47: Induzierte und autonome Ubergéinge bei 04t = 1.5 in der Nihe der sn-
Bifurkation Fo > Fg, 1. Im Bereich £y > FE3; wurde der metastabile passive Zustand
u3(Fo) mit einem passiven (rechteckigen) Keim der relativen Breite (225 und der Hohe
ul(Fo) + 150 (u3(Fo) ~ 220) gestért und numerisch bestimmt, ab welcher Breite des
passiven Keims eine negative Fernziindung erfolgte. Die erforderliche Gréfie nimmt bei
kleinerem Abstand zur sn-Bifurkation ab, bis bei Iy < Fy ohne Stérung ein inhomogener
Ubergang in den aktiv-homogenen Zustand auftritt. Ebenfalls eingezeichnet ist das Gebiet
der durch eine aktive Stoérung induzierten klassisch-bekannten Frontiibergdnge, welches
bei sehr viel kleineren Stérgréfien liegt (Keim u3(Fp) <40) und naturgemif ebenfalls bei
Fy = F5 endet.

Wie Abb. 2.47 dokumentiert, verkleinert sich die erforderliche Grofle der passiven
Storung, wenn das Potential Fy ndher an den bei Fy beginnenden Instabilitéts-
bereich herangebracht wird; bei Ey = F; verschwindet die kritische Stérgréfle, und
man erhilt Uberginge bei beliebig kleiner passiver oder aktiver Stérung. Diese durch
die raumliche Instabilitit entstehenden inhomogen-autonomen Uberginge wurden
im Ameisensaure-Experiment bislang nicht gefunden, was an der Kleinheit des In-
stabilitatsgebietes bei grofiem Abstand von der Kuspe liegen konnte (s. Abb. 2.41).
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Auflerhalb des Instabilitatsgebietes hdngt die erforderliche Storgrofle aufgrund
der Konkurrenz der beiden Relaxationsprozesse in der Nukleationsphase stark
von der rdumlichen Form der Passivierung wie auch vom Reaktionsstrom ab. Da
der Effekt einfacher auftritt, wenn der zusatzlich passivierte Bereich nur langsam
zuriick relaxiert, wird das negative Fernziinden leichter bei Systemen beobachtet,
bei denen die lokale Dynamik im passiven Bereich tatsadchlich ’passiver’, d. h.
langsamer wird. Fiir die hier betrachtete Standardkinetik bedeutet dies, dafl zum
einen die Fernziindung bei einer rdumlich breiteren, aber entsprechend weniger
passiven Storung bereits bei einem kleinerem Anfangsmittelwert <u>(0) erfolgt.
Zum anderen tritt der analoge Effekt an der oberen sn-Bifurkation einfacher auf,
da der dann zusédtzlich aktivierte Bereich bei kleinem Reaktionsstrom liegt und
folglich erst langsamer ansteigt. Analoges gilt auch fiir eine endliche Stérdauer;
relaxiert der zusdtzlich passivierte Bereich nicht sofort wieder zuriick, sondern
bleibt kurzfristig 'gepinnt’, wird der Konkurrenzmechanismus aufler Kraft gesetzt,

und die Aktivierung erfolgt leichter.

Abb. 2.48: x-t-Darstellungen des raumzeitlichen Verhaltens bei (3 =0, gt = 1.5) :
a): Im Koexistenz-Bereich in Ndhe der Equistabilitit (£, = 300) entstehen durch eine
aktive Storung im Zentrum des metastabil-passiven Zustandes zwei Aktiv-Fronten, die
abbremsen und dann stehenbleiben (% = 0.03, Thsq. = 400).

b): Stért man bei gleichen Parametern wie (a) den stabil-aktiven Zustand durch einen
passiven Keim im Zentrum, so entwickeln sich Passiv-Fronten und asymptotisch ebenfalls
eine stationdre Domaine (Breite der aktiven Phase [, = 0.95, T4, = 400).

c): Negatives Fernziinden in Instabilitdts-Ndhe (Lo = 233.5) durch einen zusétzlich passi-
vierten Keim im Zentrum mit H6he u = 400 und Breite lﬁggsw = 0.125; korrespondierend
zu Abb. 2.45, ¢ (Thax = 80).

d): Negatives Fernziinden bei global/lokaler Kopplung, gleiche Parameter wie c);
(Dy~<0.2 nach Niherungsglg. 2.25, Dy, = 2 % 1075, (D255t = 0.30, Ty, = 150).

e): Autonomer Ubergang im Instabilititsgebiet bei Fy = 233; Anfangsbedingungen
waren der homogen-passive Zustand und ein sehr kleiner passiver Keim im Zentrum
(T'nfaz = 120).

Zwischen dem sD-Bereich (a, b) und den Effekten an der unteren sn-Bifurkation (c , d)
existieren normale Frontlésungen mit abnehmender Geschwindigkeit (s. Abb. 2.32, e).
f): Entstehung einer stationdren Domaine bei (Ey = 210, g4r = 0.5) im reinen Instabi-
litdtsgebiet in Kuspennidhe. Anfangsbedingungen waren der monostabile Zustand und ein

sehr kleiner passiver Keim im Zentrum (7Thz.. = 40).
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2.5 Zusammenfassung und Vergleiche

In den letzten Abschnitten wurde eine systematische Untersuchung der Frontaus-
breitung auf diinnen 3D-Ringen bei streng bistabiler Dynamik dargestellt.
Bei asymptotischer Versuchsfithrung, d. h. bei weit entfernter RE und ausgeschal-
tetem, externem Widerstand (B =0), bewirkt eine lokalisierte Potentialinhomoge-
nitdt aufgrund des nichtlokalen Charakters der Potential-Kopplungsfunktion auch
in groferer Entfernung eine Verdnderung der effektiven Dynamik, was zu einem
frontartigen und beschleunigten Ubergang fithrt. Diese Front-Beschleunigung wur-
de experimentell zuerst wohl von B. Sullivan bei der Eisenauflosung [165], dann
von G. Flatgen bei der Peroxodisulfat-Reaktion [159] und von R. Otterstedt bei
der Kobaltauflosung [177] beobachtet und ist mittlerweile auch in vereinfachten 2D-
Geometrien numerisch simuliert worden ([160], [177]).
Dabei ist der Begriff einer 'beschleunigten Front’ eher gedanklich als mathematisch
richtig, da eine bistabile RD-Front als lokalisierte Struktur verstanden wird, bei der
im hinreichenden Abstand vom Front-Interface die beiden stabilen, unverédnderten
Losungen vorliegen. Im Gegensatz dazu sind die elektrochemischen Fronten eher als
Uberlagerung einer frontartig-raumlichen und einer lokalen Relaxation der Phasen
zu verstehen, bei der somit die gesamte Arbeitselektrode gleichzeitig am Ubergang
teilnimmt. Die raumzeitliche Relaxation auf die stabile Phase wird insbesondere bei
groflem Verhaltnis der Leitfahigkeit zu Ringgrofle, Ringbreite und charakteristischer
Grofle des Reaktionsstroms deutlich, wahrend im entgegengesetzten Grenzfall die
nichtlokalen Effekte nur schwach in Erscheinung treten und die Fronten den RD-
Fronten &hneln. Durch die (nicht exakte) Abbildung der nichtlokalen Potential-KF
auf die global /lokale Kopplung

Ju 0*u

kénnen die diesbeziiglich in Kap. 2.1 abgeleiteten Ergebnisse auch fir die EC-
Fronten verwendet werden, wobei durch die Vernachléssigung des nichtlokalen
Abfalls wie auch des keineswegs beliebig kleinen lokalen Anteils die scharfen Effekte
und deren analytische Berechnung bei der global/lokalen Kopplung nicht exakt
iibernommen werden koénnen; trotzdem erméglicht die gedankliche Einbeziehung
des globalen Kopplungs-Anteils in die lokale Dynamik bzw. das Konzept des
mittelwertsabhangigen effektiven Potentials ein zumindest qualitatives Versténdnis
der auftretenden Effekte.

Neben der positiv-nichtlokalen Potentialkopplung wird die Kopplung in Folge
des Kontrollmodus iiber einen weiteren streng globalen Term erganzt (B # 0),
der sich allerdings nicht auf die Potential-KF, sondern nur auf den globalen und

zeitabhdngigen Parameter des Metall-Potentials @,,(¢) auswirkt; mathematisch
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1aBt sich dieser entstehende Kopplungsbeitrag zusammen mit der Potential-KF
Hy zu einer Gesamt-KF Hp vereinigen, welche die raumzeitliche Entwicklung der

Doppelschichtaufladung w(x,?) in integraler Weise beschreibt

aw%wzzﬁuw+@%3f“ ﬁ/Hau@fD@@q@w@)m'(zw)
. Ey su / B ’ /
= &ifu] + o + & /(HO + m) (u(:li ) <:>u(:1;)) dx

0
1

iawaﬂ::ﬂm+m/Hﬂu@MNMﬁﬂ@M%Mdd

0

Durch die tiblicherweise verwendete 3-Elektroden-Geometrie entsteht ein negati-
ver Beitrag zur Kopplung (B < 0), der bei kleinerem Abstand der RE zur AE
anwichst und bei hinreichend kleiner Distanz den positiven Potentialkopplungs-
anteil iiberkompensiert (B< B. <0); dadurch liegt in Ndherung eine global/lokale
Kopplung mit nun negativem D, vor. Aufgrund des negativen Vorzeichens der
Kopplung invertieren sich die Effekte der Global-Lokal-Gleichung; so nehmen die
Frontgeschwindigkeiten wihrend eines Ubergangs ab, und anstelle der instabilen
Nullstelle in Equistabilitdts-Nahe entsteht eine stabile Nullstelle, bei der die
Fronten stehenbleiben und somit eine koexistierende stationdre und inhomogene
DL-Aufladung vorliegt (’stationédre Domaine’, sD).

In Néahe der sn-Bifurkation fithrt die negative Kopplung zu einer rdumlichen
("Turing-ahnlichen’) Instabilitdt des metastabilen Zustands; d. h. hier wird im
Gegensatz zur positiven Kopplung das effektive Bistabilitédtsgebiet nicht erst
withrend des Ubergangs verlassen ("unendliche’ Frontgeschwindigkeit), sondern die
metastabile Phase liegt bereits bei beliebig kleiner rdumlicher Stérung auflerhalb
des raumlichen Bistabilitatsgebietes und ein ’autonomer’ Ubergang tritt auf. Bei
groferem Abstand zur sn-Bifurkation wird die erforderliche kritische Storstarke
endlich, und ein inhomogener Ubergang erfolgt demnach nur durch eine externe
raumliche Stérung (die entweder aus einem Keim mit der stabilen Phase oder einem
Keim mit der verstdrkt metastabilen Phase besteht, 'negatives Fernziinden’). In
den diesbeziiglich vom Autor angeregten Experimenten sind mittlerweile sowohl
die stationdren Domainen [179] wie auch die Geschwindigkeitsabnahme [183]
und die Frontinduzierungen [181] beobachtet worden; eine systematische und

vereinheitlichende experimentelle Untersuchung steht noch aus.

Die Verwendung eines externen Widerstandes fiihrt zu einer FErhéhung des
globalen Anteils der Kopplungsfunktion Hp; das Vorzeichen der Riickkopplung

kann neben der direkten mathematischen Berechnung auch am Verhalten des
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Metall-Potentials @, () bei einer Verbreiterung der aktiven Phase

_ Byt <u>(t) h B

<I>m(t) _ Y : QRE(ﬁ)

h

B=ko, & (2.36)

abgelesen werden. Im Fall einer nahen RE und p, = 0 fithrt ein Aktivierungsiiber-

gang (bei dem <u>(t) sinkt) zu einem héheren Potential an der RE
Pre = gre <Po> = grp (Ppo<u>), @,.(1) = Eo+ Orp(t),

so daf} das Metall-Potential nach Glg. 2.36 mit B < 0 ansteigt und in der Dynamik-
Glg. 2.35 die Ausbreitung der aktiven Phase abbremst (s. Abb. 2.49).
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Abb. 2.49: Zur Veranschaulichung der durch den Potentiostaten entstehenden, globalen
Kopplung in der EC: bei asymptotischer VI (B = 0) ist das Potential der AE konstant
(®,,, = L), bei positiv-globaler Kopplung (B > 0) fiithrt die Verbreiterung einer aktiven
Phase zu einem kleinerem ®,, (¢) (welches dann unter Umstdnden auBlerhalb des bistabilen
Gebietes liegt) und bei negativ-globaler Kopplung (B < 0) zu einem grofieren ®,, (¢), wel-
ches die Ausbreitung der Phase abbremst bzw. die Equistabilidtslinie iiberqueren kann; zu
beachten ist allerdings, daff durch die Potential-KF bereits eine Verschiebung zu kleinerem
®,, entsteht.

Im Falle eines externen Widerstandes und weit entfernter RE (grg ~ 0) ist das
Metall-Potential durch

Eo+ <u>(t) hro
®,.(t) = Fo &R, 1,(t) = Y g
g

gegeben und fillt bei einer Vergroferung der aktiven Phase; deshalb verschiebt
sich die effektive Dynamik zugunsten der aktiven Phase, und die Ausbreitung wird

(zusétzlich) beschleunigt. Analoges gilt fiir den galvanostatischen Kontrollmodus,
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der sich im Grenzfall eines unendlich groflen externen Widerstandes ergibt und bei

dem wegen
(1) = Octe tm+ <u>(t)

ebenfalls eine positive Riickkopplung vorliegt. Werden sowohl eine nahe RE wie auch
ein externer Widerstand verwendet, entscheidet deren Superposition im Faktor B
(Glg. 2.36) {iber das Vorzeichen und Groéfie des global-potentiostatischen Offsets in
der KF. So kann beispielsweise durch eine nahe RE die Musterbildung bei negativ-
globaler Kopplung untersucht werden und durch stetige Vergréflerung eines externen
Widerstandes bequem der Ubergang zu positiv-globaler Kopplung studiert werden,
wobei zu beachten ist, dafl erstens negativ-globale Kopplung erst bei sehr naher RE
vorliegt (s. Glg. 2.26)

BB,
B<Bc<:>6<6c(gg)7 Dg% )
gA Otot

B.= B.(A) <0, (2.37)

da erst die positive Potentialkopplung {iberwunden werden mufl und dafiir die bei ei-
ner grolen Entfernung der RE kleine negative Riickkopplung (gre(f) < 1, Ba~<0)
nicht ausreicht. Zweitens verschiebt sich bei Variation von g, und 3 iiber den Faktor

B auch der Gesamtwiderstand und somit die lokale Dynamik

K

fa+ B

Qtot = = K = DOtot (fA + B) ) (238)

welches sich durch die gleichzeitige Verdnderung von x nach Glg. 2.38 verhindern
1aBt. Die positive Verschiebung durch einen externen Widerstand konnte auch
experimentell beobachtet werden; bei hinreichend grolem Wert von x g, verschwan-
den die stationdren Domainen [179], und die Dampfung und Beschleunigung der
Frontiibergédnge nahm zu [183].

Das untere Tableau fafit die unterschiedlichen Frontmodifikationen zusammen,
die Abb. 2.50 stellt die Ergebnisse der global/lokalen Kopplung bei positiv- und
negativ-globaler Kopplung D, und kleiner lokaler Kopplung (D, <« 1) dar, wahrend
Abb. 2.51 die korrespondierenden Ergebnisse der EC-KF mit potentiostatischen
Modifikationen illustriert.

D, <0,B < B. D,>0,B> B, insh. B=0
Form des Ubergangs abgebremst beschleunigt
In Equistabilitdts-Nédhe stabile Nullstelle instabile Nullstelle
= stationare Domaine Nukleationsproblematik
Groflerer Abstand zur sn Fernziinden ‘unendliche’ Frontgeschw.
Kleiner Abstand zur sn | autonome Uberginge K
In Kuspen-Néahe rdumliche Instabilitdt | dynamische Monostabilitat
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Abb. 2.50: Bistabil-inhomogene Gebiete bei global/lokaler Kopplung. Die lokale Dyna-
mik liegt bei Metastabilitéit der passiven Phase u$ in Kuspen- und sn-Nihe (Fy = 215,
0tot = 0.59, s. Abb. 2.40); bei {1, = 0 (l,ur = 1) befindet sich das System im homoge-
nen passiven (aktiven) Zustand. Analog zu Abb. 2.23 ¢, d findet man bei grofier positiv-
globaler Kopplung das dynamisch-monostabile Gebiet wie auch die Nukleationsproble-
matik an der gestrichelten Equistabilititslinie und den anschlieBenden Ubergang in das
dynamisch-monostabile Gebiet bei kleinerem Mittelwert bzw. fortgeschrittendem Uber-
gang (‘unendliche Frontgeschwindigkeit’). Bei negativ-globaler Kopplung (D, < 0) kann
der passive Zustand durch eine zusitzliche Passivierung kurzfristig ebenfalls in den mono-
stabilen Bereich verschoben werden (Fernziinden, 'F7Z’), welches eine Aktivierungsfront zur
Folge hat, die bei kleinerem |D,| auf die aktiv-homogene Phase fiihrt; bei etwas grofierem
|D,| endet der Ubergang bei dieser lokalen Dynamik an der stabilen Nullstelle <u> = u.,,
und eine stationdre Domaine liegt als asymptotische Struktur vor. Nach der Beriihrung
der oberen sn-Linie mit der Lage des homogen-metastabilen Fixpunktes u§ wird dieser
riumlich instabil, und der Ubergang auf die stationiren Domainen erfolgt bei beliebig

kleiner inhomogener Stérung (autonomer Ubergang).
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Abb. 2.51: Asymptotische Lésungen beim 3D-Ring mit potentiostatischen Modifikationen;
lokale Dynamik wie in Abb. 2.50, die durch die Vorschrift in Glg. 2.38 konstant gehalten
wird. Variiert wurde der Faktor B; zum besseren Vergleich mit Abb. 2.50ist D, aufgetragen
(durch Glg. 2.37 berechnet). Bei Verwendung eines externen Widerstandes wichst die fiir
einen Aktivierungsiibergang erforderliche aktive Storbreite. Bei negativ-globaler Kopplung
(B < B;, d. h. D, < 0) kann auch hier das negative Fernziinden bei der metastabilen
Phase beobachtet werden (verwendeter Passivkeim u = 400), korrespondierend zu Abb.
2.50 tritt bei gleicher Parameterlage die rdumliche Instabilitdt auf, so daf§ nunmehr die
aktiv-homogene Phase und die sD-Lésung koexistieren, wobei die aktive Lsung durch
eine {iberkritische passive Stérung in die station&dren Domainen {ibergeht. Wird B weiter
reduziert, verschwindet das Attraktionsgebiet der aktiven Phase, wenn in Abb. 2.50 die
untere sn-Linie u{ beriihrt. Bei 3 = p, = 0 liegt somit ausschliefilich die inhomogene
Lésung vor (s. auch Abb. 2.40).

Vergleich mit anderen Kontroll-Eingriffen

Die durch eine nahe RE bedingten koexistierenden stationaren Domainen &hneln
deutlich anderen inhomogenen Strukturen in der physikalischen Chemie, die eben-
falls durch Kontroll-Eingriffe entstehen; am bekanntesten ist das von V. Barelko und
Mitarbeitern beobachtete Auftreten von einer inhomogenenen, stationéren Tempera-
turverteilung bei einem durch einen Heizstrom erhitzten Eisendraht in Wasserstoff-
Atmosphére [90], die aus Hoch-Temperatur-Bereichen und Niedrig-Temperatur-

Bereichen besteht und mathematisch durch

oT 0*r

mit monoton ansteigendem Widerstand R(T) beschrieben wird. Da eine sich

ausbreitende Hoch-Temperatur-Phase zu einem grofleren gemittelten Widerstand
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<R(T(x))> fihrt, sinkt bei konstantem Potentialabfall Uy der Heizstrom ()

Uo
I(t) = W . 1(t) — I,

und die Ausbreitung wird abgebremst, bis die Fronten beim Equistabilitatswert des
Heizstroms I, stehenbleiben. Somit bewirkt die Zwangsbedingung eines konstan-
ten Potentialabfalls eine negativ-globale (und beliebig schnelle) Riickkopplung, und
die hier auftretenden stationdren Domainen sind mechanistisch mit denen bei glo-
bal /lokaler Kopplung verwandt, wobei hier der freie und sich einstellende Parameter
durch den Heizstrom gegeben ist ('Baretter-Effekt’), wahrend bei den elektrochemi-
schen Domainen sich ®,,(¢) bzw. F.s(t) auf ihre Equistabilitdtswerte einstellen und
demnach kein fixierter Gesamtstrom flieit (s. Glg. 2.30).

Der einzige Unterschied zwischen den sD bei globaler und beliebig kleiner lokaler
Kopplung bzw. denen bei Barelkos Fxperiment und den elektrochemischen Domai-
nen liegt in der Beliebigkeit von Anordnung und Anzahl von Domainen, da die
Bedingung <u> = wu., naturgeméf auch von vielen kleinen aktiven und passiven
Keimen erfiillt werden kann. Durch die Nichtlokalitdt und die grofie lokale Kopplung
verschmelzen im EC-Fall alle aktiven Phasen asymptotisch zu einem einzigen grofien
Bereich, wobei die Transientenzeit von der Kopplungsstarke x abhangt.

Auch andere Kontroll-Eingriffe lassen sich anfithren, die zu &hnlichen Resultaten
fiihren. Neben der expliziten Kontrolle, die nach Kap. 2.3 mathematisch equiva-
lent zu den potentiostatischen Modifikationen ist, wurden von L. Lobban et al. [91]
ebenfalls stehende Temperaturfronten durch die Vorgabe eines konstanten mittleren
Heiz-Widerstandes (und damit einer konstanten mittleren Temperatur) beobachtet.
Kiirzlich sind auch stationdre Domainen in theoretischen Modellen der Halbleiter-
physik gefunden worden, die durch Kontroll-Fingriffe entstehen, die recht dhnlich
zu den elektrochemischen Modifikationen sind [98]. Da hier ebenfalls die als diffu-
siv angesehene Kopplung durch einen kontroll-bedingten globalen Kopplungsterm
ergianzt wird, besteht bei allen oben angefithrten Beispielen die starke Vermutung,
daf} in den entsprechenden Modellen neben den koexistierenden stationdren Domai-
nen auch die raumliche Instabilitdt, das negative Fernziinden und die Abnahme der

Frontgeschwindigkeiten bei entsprechenden Untersuchungen anzufinden sein sollten.

Vergleich mit RD-Systemen

Deutliche Parallelen ergeben sich auch zu Reaktions-Diffusions-Systemen, welches

am Beispiel des einfachen und formalen RD-Modells mit zwe: Variablen

ou 0*u

E:f(uav) +DL@7 flu,v) = Fu)+ Dy (v eu)

v 0%v

2= g(u,v)+ D, FER g(u,v) =u v (2.39)
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illustriert werden soll, wobei F'(u) als bistabil angenommen wird, u positiv auf
v einwirkt, wihrend das Vorzeichen der Riickkopplung in der u-Gleichung vom
Vorzeichen des (lokalen) Parameters D, abhéangt. Ist die Diffusionskonstante der
zweiten Variable deutlich grofler als die der ersten Variable, kann zumindest im
u-Interface-Bereich die Variable v als rdumlich konstant angenommen werden,

wobei die Dynamik des Mittelwertes v,,(t) = <v(x,t)> dann durch

U = € (<u> Sv,,,) ,  flu,v,) = F(u) + Dy (v, ©u) (2.40)

gegeben ist. Wird des weiteren die Dynamik der zweiten Variable als hinreichend

schnell angesehen, ergibt sich nach einer Adiabatisierung

€00 = U, =0 = v,(t) = <u>(t)
Ju 0%u

die global/lokale Kopplung, die demnach als raumzeitliche adiabatisierte Appro-
ximation auch in RD-Systemen auftritt, wenn Diffusions-Kopplung und lokale

Dynamik im Vergleich zur ersten Variable deutlich grofler bzw. schneller sind.

Die erste Bedingung (D, > Dy) wird haufig bei Musterbildungsproblemen in
der Oberflichenchemie erfiillt, da hier die Gasphase als durchmischt und demnach
als globale Grofle angesehen wird (d. h. formal gilt D, = o). Die Auswirkungen
der Gasphase auf die Fronten der durch u bezeichneten Absorbat-Oberflachenkon-
zentrationen héngen vom Vorzeichen der nun globalen Kopplungskonstante D, ab;
so fithrt beispielsweise die Beriicksichtigung der (pco, po,)-Gasphase bei einem
Modell fiir die CO+0-Reaktion auf Platin-Einkristallflachen zu einer positiven
Riickkopplung und somit ebenfalls zu beschleunigten CO- oder O-Fronten (ex-
perimentell noch nicht beobachtet), gleiches tritt bei der NO+CO-Reaktion [70]
unter Einbeziehung der (pco, pno)-Gasphase auf [72]. Das positive Vorzeichen kann
am Beispiel der CO+0-Reaktion wiederum mechanistisch bei der Verbreiterung
der (reaktiven) O-Phase abgelesen werden; da dadurch der priméar wesentliche
pco-Partialdruck in der Gasphase fillt (s. auch [60]), wird die Sauerstoff-Phase
noch starker favorisiert und die O-Frontgeschwindigkeit nimmt zu.

Als weiteres Beispiel einer positiven Riickkopplung lassen sich die bei hoéheren
Partialdriicken auftretenden thermischen Effekte anfiihren; hier spielt v die Rolle
der lokalen Temperatur, deren thermische Leitfdhigkeit deutlich grofler ist als
die Adsorbat-Diffusionskonstante von CO. Durch die Verbreiterung der reaktiven
O-Phase steigt im Interface-Bereich die hier als rdumlich konstant anzusehende
Temperatur, welches wiederum aufgrund erhéhter CO-Desorption eine schnel-
lere O-Front bewirkt und demnach auch hier beschleunigte Fronten vorliegen

konnen [69].
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Der primére mechanistische Unterschied zwischen diesen Front-Beschleunigungen
und denen bei nichtlokaler oder global/lokaler Kopplung liegt in der keineswegs
unendlich schnellen Geschwindigkeit der Gasphasen- oder Temperatur-Dynamik
(e, # o0); somit gilt in qualitativer Approximation eher Glg. 2.40 als Glg. 2.41,
und die globale Variable tritt als zusdtzlicher Freiheitsgrad auf. Dadurch verzogern
sich die Riickkopplungseffekte oder bleiben ganzlich aus; reagiert beispielsweise die
Temperatur des Kristalls aufgrund grofler Wéarmekapazitdt deutlich langsamer als
die O-Front, die die gesamte Oberfliche in den reaktiven Zustand iiberfiihrt, so
bleibt die isotherme Frontgeschwindigkeit naturgeméafl erhalten und die Temperatur
steigt erst merklich bei homogener Oberfliche an. Anders ausgedriickt, erfolgt
die die Frontmodifikation bestimmende Verschiebung des globalen Parameters
(Eefs(<u>)) im Gegensatz zur global/lokalen Kopplung nicht instantan, sondern
auf einer eigenen Zeitskala; dadurch hingen die Uberginge zusitzlich von ¢, und der
System-Lange ab, wiahrend bei global/lokaler Kopplung (Glg. 2.41) das inhomogen-
dynamische Bistabilitdtsgebiet (Abb. 2.50) und die damit zusammenhéngenden
Effekte nicht von der Systemgrofie abhdngen.

Im Fall D, < 0 des Gleichungssystems 2.39 kann eine weitere Analogie zwischen
Strukturen in RD-Systemen und der raumlichen Instabiltét in der EC bei naher RE
entwickelt werden. Untersucht man die lineare Stabilitdt des monostabil-homogenen

Fixpunktes (ug, vo)

dF
Vo = Ug , f(uO7U0) = F(uo) = 0 , mlt Fu = d— < 0
U

durch den Standard-Ansatz

o g

Y

so erhélt man nach kurzer Rechnung fiir den gréferen, die Stabilitédt bestimmenden

Eigenwert A(k) der Jakobi-Matrix J

J— fu <Dy, k2 fv _ F, <:>Dg <Dy, k2 Dg
9u go & Dy € Se, & D, k?
= 2Xk) = &d} k*(Dp+ D,) +
+/(al)? @4l + k2 (Dy < Dp) (2(fu + €) + #2 (D, & D1))
mit  af = <tr[J(k=0)] = F, + D, + ¢,
und  al = det[J(k =0)] = &F, ¢, > 0.
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Abb. 2.52: Turing-Instabilitdt der Glgn. 2.39. Links ist die Entstehung eines instabilen
k-Intervalls A(k) > 0 im groferen Eigenwert A bei Erhdhung von D, dargestellt, im glo-
balen Limes D, — oo liegt der monotone Abfall bei endlicher Wellenzahl vor (Glg. 2.42).
Als F(u) wird die kubische EC-Kinetik mit Parameterm vor der Kuspe verwendet
(Fo = 208, 010t = 0.5) zusammen mit D, = <0.5, ¢, = 10, D, = 2+ 107*. Rechts sind
die Turing-Strukturen bei D, = 0.1 (a, Offset +150), korrespondierend zur Maximums-

-0.3

o
N

lage von A bei n = 3 und die stationdre Domaine (n = 1) bei D, = 10 (b) dargestellt.

Wie in Abb. 2.52 zu erkennen, wird bei iiberkritischer Grofle von D, und hinreichend
groflem ¢, der homogene Zustand instabil bzgl. rAumlicher Stérungen in einem end-
lichen k-Intervall (d. h. A(k) > 0); somit liegt hier eine klassische Turing-Instabilitat
[45] vor. Den Ubergang zur globalen Kopplung (D, — oo) und damit zu Glg. 2.39
bzw. Glg. 2.40 erkennt man an der Verschiebung des Maximums zu kleineren Werten

von k

2\(k) z@a?@kz(DL—l—Dv)—l—w€4D3—|—k2DU(4eU ©2(al+ DL k) k#0,

und im direkten Limes liegt ein von & = 40 an monoton abnehmender Verlauf vor

de, &2 (at + Dy k2)

2Mk) =~ &d} &k (Dy+ D,)+ K Dvw +

k2 D,

2e, &al <Dy, K

~ «d <k*(Dp+ D,) + kD, (1+ < @;1;) L )
= &2(al e, + D k?) =2F, 2(D, + Dy k?), (2.42)

der mit dem Resultat einer analogen Untersuchung der Global-Lokal-Glg. 2.41 tiber-
einstimmt; aufgrund des monotonen Abfalls wird grundséatzlich die erste Mode bei
minimalem k (k = 27 n) maximal verstarkt, und die stationdren Domainen im In-
stabilitdtsgebiet ergeben sich mathematisch als Grenzfall einer Turing-Instabilitat

mit unendlicher Inhibitor-Diffusion.
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Als Dampfungsdifferenz zwischen homogener und erster Mode folgt somit

B&B.
gA Otot

d=D,+ Dy, 472 (GL-KF) im Vergleich zu d = (EC-KF)

mit gleicher Instabilitdtsbedingung
AMO)=F, <0, An=1)=F,ed>0 = d<F,<0.

Da im obigen Limes die raumliche Stabilitét nicht von der Zeitkonstante €, abhangt,
tritt die Instabilitdt auch in Glg. 2.40 bei beliebigen ¢, auf; allerdings bestimmt die
Zeitkonstante €, die homogene Stabilitat des Fixpunktes bei k& = 0, welches sich

unterhalb eines kritischen Wertes
ar<0 & S, +D,+e6,<0 & < =F D,

in einer (homogenen) Hopf-Bifurkation manifestiert; dadurch entsteht ein Uberlap-

pungsbereich von rdumlicher und zeitlich-homogener Instabilitét
d < F, (Turing-Bif.), d< F,+ Dp4r* &¢, (Hopf-Bif.), (2.43)

dessen gemischte Musterbildung in den letzten Jahren detailliert am Beispiel
des raumlichen Briisselators mit endlichem D, untersucht worden ist [73]. Ein
derartiger auch als Turing-Hopf-Kodimension-2 bezeichneter Schnittpunkt [19]
beider Instabilititslinien (hier bei d = F,, ¢, = Dy, 47?) tritt bei bistabiler Dynamik
im EC-Fall bzw. bei der Global-Lokal-Gleichung aufgrund des unendlich schnell
angesehenen Wertes von ¢, nicht auf, kann aber bei langsamer und globaler zweiter
Variable (Glg. 2.40), wie bei einer negativ riickkoppelnden Gasphase, eine Rolle
spielen [89].

Der Ubergang von klassischen Turing-Strukuren bei endlichem D, zu denen
bei globaler Kopplung kann auch im Kopplungsformalismus betrachtet werden;
gleichzeitig zeigt sich hier eine weitere Ahnlichkeit zwischen RD-Systemen und der
nichtlokalen KF in EC-Systemen. Wird in Glg. 2.39 sowohl ¢, wie auch D, bei

fixiertem Verhéltnis als unendlich grofl angesehen, 18t sich die Gleichung

827) . D’U DU

0=u(x,t) Sv(x,t)

—I_’@’ T GU:LQGU
aufgrund der Linearitat analytisch 16sen

(e l) = u(:z;,t)—l—/Hp(|:1: o)) (u(2, 1) Su(z, b)) do’
HF(|$ <:>$/|) = 1+ i_o: 1++

w2n?,

cos[2mn (z &a')] . (2.44)
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Die Abhéngigkeit der adiabatischen Kopplungsfunktion Hr vom Verhéltnisparame-
ter , ist in Abb. 2.53, li dargestellt; im globalen Limes gilt wiederum

, b0 = v=<u> & Hp(leeld])=1,
wahrend im entgegengesetzten Limes die lokale Adiabatisierung auftritt
, >0 = wv=u & Hp(lz&d|)=dze)

und die Riickkopplung aufgrund der Differenzbildung verschwindet. Die Musterbil-

dung in v wird dann von der Summe beider Kopplungsterme bestimmt

1
62
dvu = Flu)+ D, [ Hille ') (u(a', ) Sule,) da’ + Dy 5

0
1

— F(u) —|—/Htot(|:1; so'l) (u(@',t) Sule, 1) da’

die zu einer Gesamt-Kopplungsfunktion H,, vereinigt werden kénnen, die von den

Parametern , , D, und Dy, abhéngt.

—— =0.01, Q<0
———- T=1, D<0
o 1'=0.01, Q>0

0 ‘ ‘ ‘
-0.5 0.0 0.5 -0.5 0.0 0.5
X=X’ X—X

Abb. 2.53: Adiabatische KF. Links ist die KFF Hp dargestellt, welche im Limes , — oo
global wird und sich im Limes , — 0 zu einer Diracschen Delta-Funktion entwickelt. Die
rechte Abb. zeigt die durch Uberlagerung entstehende Gesamt-Kopplungsfunktion My,
(wiederum |D,| = 0.5, Df, = 2 x 10™%); neben der monoton abfallenden KF bei D, > 0
sind die zu Abb. 2.52, re korrespondierenden Kopplungsfunktionen bei D, < 0 dargestellt.

Bei negativer Ankopplung (D, < 0) manifestiert sich die Turing-Instabilitidt in
einem deutlichen Minimum in der KF bzw. in einem endlichen rdumlichen Abstand,
bei dem die Kopplung maximal negativ ist (s. Abb. 2.53, re); dieser Abstand
entspricht aber nicht exakt der rdumlichen Distanz zwischen Maximum und Mini-

mum der entstehenden Turing-Struktur, da diese von der Fourier-Transformierten
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der KF abhéngt. Bei groflen Werten von , und somit in N&he des globalen
Grenzfalls verschwindet die Nichtmonotonie der KF und man gelangt wiederum
zur Global-Lokal-Glg. mit Turing-&hnlichen Loésungen. Im Falle einer positiven
Ankopplung bzw. Uberlagerung der beiden Kopplungsterme entsteht bei kleinem
, eine der Potential-KF recht dhnliche Kopplungsfunktion; somit kann also neben
der global/lokalen Kopplung auch in RD-Systemen eine nichtlokale Kopplung mit
monoton abfallender KF auftreten, wobei allerdings aufgrund obiger (doppelter)
Grenzwertbildung diese KF im Gegensatz zur Potential-Kopplung einen eher
approximativen Charakter besitzt.

Abgesehen von den offensichtlichen physikalischen Unterschieden zwischen dif-
fundierenden Stoffen und den fiir die Ausbildung von elektrostatischen Feldern
verantwortlichen virtuellen Photonen, besteht die Ahnlichkeit in beiden Fallen
durch eine schnell auf verdndernde Randbedingungen reagierende Substanz, die
sich deutlich schneller als die erste Variable im Raum ausbreitet und demnach
die Zustdnde auch weit von einer Inhomogenitdt beeinflult. Dadurch kann die
Verdnderung der Frontdynamik bei nichtlokaler Kopplung auch als Beispiel fiir das
gemeinsame Auftreten zweier raumlicher Kopplungs-Mechanismen mit unterschied-
licher Reichweite interpretiert werden, bei denen die kleinere eine lokalisierte Front
erzeugt (hier Dy) und die grofiere (hier D,) die Zustande auch weit entfernt vom
Interface-Gebiet modifiziert. Durch die Endlichkeit der Frontgeschwindigkeit findet
diese im Laufe des Ubergangs immer stéirker veranderte Zustinde vor, was zu einer

Verénderung von Form und Geschwindigkeit der Front fiithrt.

Die Entstehung einer nichtlokalen KF durch obige raumzeitliche Adiabatisie-
rung in RD-Systemen ist seit lingerem bekannt und fithrte in jiingster Zeit zu
einem verstarkten Interesse an nichtlokalen Kopplungseffekten bei RD-Systemen;
so untersucht beispielsweise zur Zeit Y. Kuramoto ([83], [84]) die Auswirkungen
monoton abfallender Kopplungsfunktionen auf die Turbulenz in der komplexen
Ginzburg-Landau-Glg. [41]. Auch R. Goldstein verwendete die raumzeitliche
Adiabatisierung mit unendlich grofler Systemlénge, bei der sich Glg. 2.44 im

Kontinuums-Limes zu

Hy(|z <a'|) =

|2 mj"] (2.45)

1
exrp | <=
2V, [ a
vereinfacht. Bei einer negativen Ankopplung an die erste Variable traten bei

bistabiler Dynamik insbesondere in zwei Raumdimensionen labyrinth-artige Muster

auf, die durch die Abstoflung der beiden rdumlich stabilen Phasen zu verstehen

sind ([81], [82]).
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Letztlich sollte bei der Diskussion von unterschiedlichen KF’s auf die &ltesten dies-
beziiglichen Untersuchungen von J. D. Murray ([47], [80]) eingegegangen werden,
die den Autor dieser Zeilen zumindestens indirekt bei der Entwicklung des KF-
Konzepts fiir die EC inspirierten. Um den kooperativen Charakter der Kopplung
zwischen benachbarten und feuernden (anregbaren) Nervenzellen zu modellieren, die
sich bei groflerem Abstand inhibieren, iiberlagerte Murray zwei Gauf-Funktionen
mit unterschiedlichen Vorzeichen und rdumlichem Abfall; d. h. mit der in dieser
Arbeit vorgeschlagenen Trennung von lokaler Dynamik und Kopplung beschreibt
dieses 'neuronale’ Modell der Musterbildung die kontinuierlich-r&umliche Dynamik

des Aktivitatszustandes der Nervenzellen durch

Oru(x,t) = flu) + / Hy(|Jz ©a']) (u(2! t) Su(x,t)) da’ (2.46)

Hy(dz) = Agpe exp] Sagp (5:1?)2] & A exp Sainn (5:1?)2]

At > Ainp, >0 g > @i, > 0.

Durch die negative Uberlappung entsteht auch hier eine nichtmonotone KF, die wie-
derum zur Entwicklung von Turing-Strukturen fithrt (s. Abb. 2.54); entsprechende
Kopplungsfunktionen werden in der mathematischen Biologie mittlerweile auch in
Modellen mit zwei Variablen und zwei raumlichen Dimensionen zur Modellierung

von Muschel-Mustern und Halluzinationen eingesetzt [47].

H,,(dx), du(x)

-05 0.0 0.5
OX, X

Abb. 2.54: Murray’s KF Hjys (dick) und entstehende Turing-Struktur bei Glg. 2.46 und
periodischen Randbedingungen. Lokale (monostabile) Dynamik f(u) wie in Abb. 2.52,
KF-Parameter A,p; = 6, Ajupn = 2, agpr = 200, aznp = 20.
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2.6 Asymmetrische Position der Referenz-
Elektrode

In Kap. 2.4 wurden die Auswirkungen einer auf der Symmetrie-Achse positionierten
RE auf die raumzeitliche azimutale Musterbildung eines diinnen Rings diskutiert.
Aufgrund des gleichen Abstandes aller an der Musterbildung teilnehmenden Ober-
flichenelemente zum Ort der Referenz-Elektrode tragen alle Punkte zum Potential
Oprp(t) in identischer Weise bei; so entsteht eine globale und negative Riickkopp-
lungsschleife, bei der der Mittelwert <u> in linearer Weise auf den Parameter ®,,(¢)

einwirkt. Fine derartige globale Riickkopplung

Oru(x,t) = flu,p(t)) + Kopplung , p(t)=F {/u(:z;’,t) d:z;’}

stellt mathematisch in rdumlichen Modellen mit Riickkopplung einen Spezialfall der

allgemeinen Beziehung

Oru(x,t) = flu,p(t)) + Kopplung , p(t)=F {/w(:z;’) u(a’,t) d:z;’} \

dar, bei welcher der zuriickgekoppelte Parameter p(¢) nicht in globaler Weise
(w(x) = 1) vom raumlichen Zustand abhéngt, sondern mit einer explizit vom Ort
abhangigen Gewichtsfunktion w(x) # 1 gewichtet wird; eben dieser allgemeine Fall
tritt auch in der Elektrochemie bei asymmetrischer Positionierung der RE auf,

welches im folgenden erértert wird.

Das Potential im Elektrolyten folgt aus den Randbedingungen
1
O(F 1) = / G(7, ") Bo(', 1) da’
0
und insofern auch das Potential am Ort der RE 7rg
1
Orp(t) = O(Frp,t) = / G(r, ') ®o(a', 1) da’
0

in integraler Weise. Wird nun beim diinnen 3D-Ring die RE aus der symmetrischen
Position 7rg = (0,0, 3) entfernt und z. B. in N&he der azimutalen Ring-Position

rrp = 0.5 plaziert, so wird die Dynamik weiterhin durch

Oru(x,t) = <iul+ kh(P,(1) Su)+ K /H0(|:1: &a'l) (u(2') Su(z)) da’

0
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beschrieben, das Metall-Potential hdangt aber iiber
1
B,(t) = Opp(t) + By, Opp(t) = / G, o) Bo(', ) da’
0

starker vom Zustand der AE um gy ~ 0.5 ab, da das dort herrschende und von der
RE gemessene Potential deutlich vom Potentialverlauf ®q(x,¢) um x=0.5 bestimmt
wird. Insofern entsteht durch die asymmetrische Positionierung eine zwar immer
noch lineare, aber nicht globale Riickkopplung, weil im Gegensatz zur symmetrisch
positionierte RE die Gewichtsfunktion G(7gg, 2’) nicht mehr konstant ist, sondern

den starkeren Einfluf} der sich in der Nahe der RE befindlichen Oberflachenelemente

beschreibt, d. h. die Formulierungen unterscheiden sich mathematisch durch

asym. Pos. ®rgp(t) = [ G(Fre,2') ®o(a',t) d2', G(7rg, ") # const.

sym. Pos.  ®rp(t) = [ G(FrE,z") Po(2,t) da’ = gru(8) <Po>(1).

Ot O

Der asymmetrisch-allgemeine Fall spielt in der Elektrochemie eine relativ grofie
Rolle, da der bislang diskutierte symmetrische Fall grundsétzlich nur bei einer
diinnen Ring-Elektrode auftreten kann. Bei anderen Elektroden-Geometrien wie
einer Scheibe oder einem Streifen bzw. einem Draht existiert aus geometrischen
Griinden keine Position der RE, bei der diese den gleichen Abstand zu allen an der
Musterbildung teilnehmenden Oberflichenelementen besitzt; insofern liegt hier im-
mer der Fall einer asymmetrischen (oder nichtglobalen) Riickkopplung vor, falls die
RE hinreichend nah an der AE plaziert ist; gleiches gilt generell auch fiir theoreti-
sche Untersuchungen bei zweidimensionalen Elektrolyt-Modellen [177].

Deutliche Ahnlichkeiten bestehen zwischen dieser elektrochemischen Problemstel-
lung und einer anschaulicheren Versuchsanordung in der Oberflichen-Katalyse. Ver-
sucht man bei einer exothermen Oberflichenreaktion die auftretende raumliche Tem-
peraturverteilung T'(z,t) durch den globalen Parameter der Heizrate zu kontrollie-
ren, indem man eine Temperatur-Meflsonde z. B. an der Riickseite des Kristalls bei
x=x)s anbringt (z. B. [68]), so tritt auch hier eine nichtglobale Riickkopplung auf,
da die am Ort der Sonde gemessene Temperatur naturgeméf starker von der lokalen
Temperatur T'(xas,t) an der Vorderseite des Kristalls abhéngt. Ist der Kristall sehr
diinn, wird dann analog zur sehr nahen RE die lokale Temperatur T'(xass,1) global
riickgekoppelt. Gedanklich wird bei dieser Analogie® wie in der Elektrochemie von
einer unendlich schnellen Reaktionszeit des Kontrollprozesses ausgegangen, um die

sonst entstehenden Verzogerungs-Instabilitiaten (s. z. B. [47]) auszuschlieflen.

Liegt die MeBsonde innerhalb der Gasphase und wird die Temperaturverteilung hier durch die

Wiirmeleitungsgleichung beschrieben, ist die Analogie bei stationdren Bedingungen exakt.
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Neben der Asymmetrie in der Riickkopplung wird die Musterbildung bei derartigen
Kontroll-Mechanismen ebenfalls vom negativen Vorzeichen der Riickkopplung be-
einflult, d. h. hier iiberlappt sich die durch negativ-globale Kopplung entstehende
Musterbildung (wie bei einer symmetrischen RE) mit einer zusitzlichen Asymme-
trie und der nichtlokalen Potentialkopplung. Dies fithrt zu einem recht komplexen
Verhalten der Doppelschichtaufladung, was im folgenden am Beispiel des diinnen
Rings diskutiert werden soll, da bei dieser einfachsten Elektroden-Geometrie eine
weitere Uberlagerung mit den Randeffekten bei Scheibe und Streifen (s. Kap. 4)
nicht auftritt. Im folgenden wird die RE bei

rrE = (<:>rRE cos(2mapg), ©rpp sin(2magg), z = [3) (2.47)

positioniert und o. B. d. A. die azimutale Position auf zpgp = 0.5 fixiert; d. h. die RE
befindet sich bei "rg = (rrg, 0, 3). Die Asymmetrie verschwindet bei symmetrischer

Plazierung (rgg = 0) und ist maximal, wenn die RE auf der Isolator-Ebene liegt

(d. h. B =0und rgg # [A,1]).

Abb. 2.55: Greensche Funktion des diinnen Rings (A = 0.9) bei drei unterschiedlichen
Werten der radialen Koordinate rrg bei einer azimutalen Position der RE von 2grg = 0.5
auf der dufleren Isolator-Ebene (5=0).

Das am Ort der RE gemessene Potential ist dann in integraler Weise durch
1
Pre(t) = /GRE(:L‘/) ®o(a',t) da' ., Gre(a’) = Gre(ree, 5,7') = G(Fre, ')
0

bestimmt, wobei die hier als "Gewichtsfunktion” auftretende Greensche Funktion von
der Position der RE abhangt. Legt man diese auf den Isolator und bewegt sie auf den
Ring zu (rgg > 1, 8 = 0), so hidngt das Potential aulerhalb des Ringes in grofler

Entfernung nicht essentiell von der genauen Potential-Verteilung ®o(x) auf dem
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Ring ab (sondern nur von <®(x)>); bei kleinerem Abstand wird die Feinstruktur
sichtbar, was sich in der Ausbildung eines Maximums um x = 0.5 duflert (s. Abb.
2.55). Das Maximum wird ausgeprégter, je ndher die RE an der AE liegt, und im

Limes rrg — 1 entwickelt sich Grg zu einer Delta-Funktion ép
1

lim GRE(J}/) = (SD(J? <:>$RE) = Opp = /(SD(Z’ <:>$RE) (I)o(l'/) dz’ = (I)O(J}RE),

rre—1
0

was einer mathematischen Formulierung des trivialen Sachverhaltes entspricht, daf
das bei # =xpg an der Elektrode gemessene Potential tatsachlich durch ®q(zgg, 1)

gegeben ist.

Um das stationire und dynamische Verhalten bei dieser Uberlagerung von
negativer und asymmetrischer Riickkopplung zu verstehen, erweist sich eine formale
Aufspaltung beider Effekte als sinnvoll. Teilt man die Greensche Funktion in einen

homogenen und einen inhomogenen Beitrag auf

Gre(r') = Gre(2') ©gre +9re = 6Gre(2') + grE (2.48)
gre = <Grp(2')> = gre(rre,B), 0Gre(x') = Grp(z') Sgre,

so folgt das Potential der RE zu
pp(t) = [ Grpla!) ®o(a',t) da’
1
= g <®o(x)> + / §Gru(a’) Bo(', 1) do’
0

und das Metall-Potential nach kurzer Rechnung zu

1
Eo ©grp <u> <[ 0Grp(a')u(a’,t) da’
®,,(t) = 2

| <gre
Setzt man diesen Ausdruck in die Dynamik-Gleichung ein, so ergibt sich

v = i ful+ £h(P,(t) Sule)) + & /HO(:I; er') (u(2") Su(z)) da’

0
1

+r /HB(|:1; o)) (u(z') Su(z)) d’

0

Eeps(t) Sulr)
Qtot

= siful+
1

Eoi(t) = Fo @/ §Gre(e) u(e', 1) de'.
0
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Die negativ-globale Riickkopplung manifestiert sich in dieser Formulierung exakt

wie bei symmetrischer Positionierung durch den potentiostatischen Faktor B

+ B
B:@fA gRE(rREvﬁ)‘I'KJQg ) Qtot = fAli )

der nun iiber grg(rre, ) neben [ auch von rrg abhingt. Wie Abb. 2.56, 1i dar-
stellt, ist der potentiostatische Faktor B(3,rrg) am negativsten bei einer sehr nahen
Positionierung am Ring (#=0,rrg — A oder rgg — 1); hier werden B-Werte er-
reicht, die absolut betrachtet deutlich gréfler sind als die bei symmetrischer Position
(ree = 0). Die Modifikation der lokalen Dynamik bzw. des Gesamtwiderstand o,
hangt iiber B in &hnlicher Form von der Positionierung der RE ab; je negativer B
ist, desto kleiner ist g;;. Im Limes eines beliebig kleinen Abstandes der RE ist der
Potentialabfall zwischen AE und RE Null und der Gesamtwiderstand verschwindet

ebenfalls; d. h. mathematisch formuliert, gilt hier ohne externen Widerstand

1
lim GRE(J}/) = (SD(J? <:>$RE) = (gRE = /(SD(J} <:>$RE) de' =1
0

T’RE—>1
fa+B
= B:@fA, Otot = :0
AE M're
0 1 2 3 4
0.00 - : : 0.20
B
_= 0.15]
-0.05 =5
/// BC
____ S 0.10
2
-0.10]
R BZZ
- 8:0-8 0.05+
015 o—o [=0.4
) B=0
0.00 a ‘ :
0 1 2 3 4
AE [

Abb. 2.56: Abhingigkeit des potentiostatischen Faktors B von der radialen (rpg) und
vertikalen () Positionierung der RE (links, A = 0.9); B verschwindet sowohl bei § — oo
wie auch bei rrg — oo, die bei g = 0 zwischen 0.9 < rrr < 1 befindliche AE ist dick ein-
gezeichnet. Die rechte Abb. zeigt die Beeinflussung des Gesamtwiderstandes (bzw. des rein
geometrieabhiingigen Produktes s, ) durch die RE; bei groem Abstand y/r%z + 52 er-
gibt sich der asymptotische Wert gso: K = f4, bei kleinem Abstand zum Ring verschwindet
0t0t- Beide Abbildungen sind bis auf den Offset f4 identisch.
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Die Asymmetrie &uflert sich in der Evolutionsgleichung lediglich im zustands-

abhangigen Term F.;(t)

1
Eeff(t) = Fy <:>/ (SGRE(TRE,ﬁ,J}/) u(:z;',t) dl‘l,
0

wobei die Gewichtsfunktion G rp(rre, 3, ') durch obige Definition (Glg. 2.48) bei
symmetrischer Positionierung verschwindet (d. h. 6Grg(rre = 0,5,2") = 0) und
somit den Grad der Asymmetrie beschreibt (s. Abb. 2.57).

1.0+

0.54

0.0

OG(X', Ire B)

-0.5 \ \ i \
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X!

G (X) ——

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X’

Abb. 2.57: Gewichtsfunktion §Grg(rrg, 8, 2’) fiir drei Positionen der RE mit 2rp = 0.5
und gleichem Abstand y/r%, + 5% = 1.5 zum Koordinaten-Nullpunkt (links); bei rpp=0

verschwindet sie (sym.), bei § = 0 ist sie maximal (asym.), und bei rggy = § (halb

asym.) liegt sie bei intermedidren Werten. Die rechte Abb. zeigt die Gewichtsfunktion
SGrE(rre, $=0,2') fiir drei RE-Positionen auf der Isolator-Ebene.

Des weiteren folgt aus obiger Beschreibung, dafi das effektive Potential F.s(¢) nur

durch eine inhomogene Doppelschichtaufladung beeinflufit wird; bei einer homo-

genen Doppelschicht reduziert sich E.7¢(?) auf den konstanten Potentialwert Eq

auo
Ox

1 1
— =0 & /5GRE(:L") ug dx’ = g /5GRE(:L") dz’ = 0.
0 0

Als Konsequenz existieren somit trotz asymmetrischer Riickkopplung weiterhin

homogen-stationdre Losungen wug

8u0 Eo =Ug

— =0 & 0=«,
ox (o) + Otot

auf dem Ring, und in der Dynamik-Gleichung tritt keine explizite Ortsabhéngigkeit

in der lokalen Dynamik auf 7.

"Anderslautenden Vermutungen in [177] mufl widersprochen werden.
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2.6.1 Stationire Losungen

Die im Kap. 2.4 diskutierten stationdaren Domainen kénnen naturgemifl auch bei
naher und asymmetrischer Position der RE auftreten. Das Instabilitatsgebiet um
die Kuspe, in dem die homogenen Zustédnde instabil sind (und in dem somit aus-
schlieflich nur inhomogene stationare Losungen existieren), kann wiederum analog
durch eine lineare Stabilitdtsanalyse (vgl. Kap 2.4.2) berechnet werden, indem man

die homogene Losung ug durch eine inhomogene Mode stort
u(x,t) = ug + do(t) + 61(1) cos27 (z ug)], 6 <1,

wobei die fehlende azimutale Translations-Invarianz durch die Phase der Stérung z,

beriicksichtigt wird. Wie in der linearisierten Gleichung zu erkennen ist,

i 1 1)
S0 = pdo <:>Q (50 + 51 grE cos[2m (xpE <:>:1;0)])
tot
1 &1
= |p& do + grE cos[ 2T (xpE S x0)]
Qtot 2@7507,‘
. K K 01,
o = phie&—0o = (M @—) o1, p=p(Eo, 010r) = &
ga ga du uo (Fo,0tot)
1
greE1 = 9rpi(ree,B) = 2 /5GRE(:L") cos[2m (2’ ©apg)] da,
0

spielt die Phase der Storung x¢ wie auch die Gewichtsfunktion §Grg(x) bzw. deren
erstes Moment grp 1 bei der Frage der Stabilitdt bzgl. inhomogener Stérungen keine
Rolle. Die Asymmetrie duflert sich lediglich bei raumlicher Instabilitat (6; # 0) in
der Lage der homogenen Mode der stationdren Domaine 4y, die im Gegensatz zur
globalen Kopplung bereits in linearer Ndherung von §; und der Phase ¢ abhangt
und ungleich Null ist. Demnach wird die Existenz und Lage des Instabilitatsgebietes
mit  p(Fo, 0t0t) Sk /ga > 0 ausschlielich in gleicher, bereits diskutierter Form vom
potentiostatischen Faktor B bestimmt, und alle diesbeziiglichen Ergebnisse kénnen
iibertragen werden. Folglich sind die homogenen Lésungen im Kuspen-Bereich dann
instabil, wenn bei hinreichend naher RE wiederum die rein geometrieabhéngige In-
stabilitats-Bedingung B(rgrg, ) < B. erfiillt ist; Abb. 2.58, li zeigt die kritische
Geometrieanordnung (rgg, #), die den symmetrischen Speziallfall rpg =0, 8. ~ 1.1
beinhaltet.
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Abb. 2.58: Numerisch berechnetes Gebiet mit effektiver negativ-globaler Kopplung (links,
A = 0.9). Die kritische Instabilitdtslinie B = B, entspricht einer Equipotentialfliche des
Rings mit konstantem ®g und wird zuerst bei symmetrischer Position erreicht; bei maximal
asymmetrischer Lage wird die Bedingung erst bei rrg < 1.6 und damit nur 0.6 Lingen-
einheiten entfernt vom Ring erfiillt, da die gegeniiberliegende Seite des Rings nur schwach
zum Potential der RIE beitrdgt. Die rechte Abb. stellt das Instabilitdtsgebiet zusammen
mit den homogenen sn-Bifurkationen (dick) und den Equistabilitdtslinien (gestrichelt) im

Parameterraum (Fy, rrg) dar; Parameter: k = 0.1, 3 = 0.

Ein quantitativer Unterschied zur symmetrischen RE-Lage ergibt sich, wenn die RE
nahe am Ring positioniert wird. Dadurch ist die Riickkopplung bzw. der Faktor B
deutlich negativer als das bei g =0,rrg =0 erreichte Minimum bei symmetrischer
Position (s. Abb. 2.56, 1i). Folglich sind die von der Instabilitat betroffenen Gebiete

fa+ B(rrg, )

K

1 + B o + B
Eiy = Eoy(00t) + 4| — (Awp@ff‘ ) {1@9” (zAprr Ja )}
3 by Otot A 3 Otot A

bei naher Position grofler (s. Abb. 2.58, re). Hier wurde bei konstanter Leitfahig-
keit die RE auf den Isolator gelegt und die radiale Koordinate variiert. Links und

E1<E0<E27 Qtot =

rechts von der AE-Position bei rpp € [A, 1] liegen zwei Bistabilitdtsgebiete, da der
Gesamtwiderstand zu beiden Seiten nach Abb. 2.56, re ansteigt. Beide homoge-
nen Kuspen sind vom Instabilitdtsgebiet umschlossen, welches sich (wie in Kap. 2.4
diskutiert) nach den Uberschneidungspunkten nur noch auf die jeweils metastabile

Phase bezieht und sich asymptotisch den homogenen sn-Bifurkationen néhert.

Die streng potentiostatische Versuchsfiihrung

Ist die RE sehr nah an der AE fixiert, so wird damit der sogenannte streng potentio-
statische Limes erreicht, bei dem der Potentialabfall im Elektrolyten vollstandig ver-

nachléssigt werden kann und dadurch die Doppelschichtaufladung gedanklich auf den
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konstanten Wert ug = FEj fixiert ist (z. B. um andere Prozesse zu untersuchen oder
den elektrochemischen Charakter einer beobachteten Oszillation auszuschlieffen).
Diese Hypothese kann aber bei Reaktionsstromen mit negativem Ableitungsbereich
zu einer massiven Fehlinterpretation globaler Daten fithren, da eben durch die Art

der Versuchsfithrung in einem bestimmten Potentialintervall

1 K
oot =0 = Eip=uy,* \l % ()\wp <:>g—A)

der homogene Zustand destabilisiert wird (s. auch Abb. 2.58, re) und somit hier
inhomogene Doppelschichtaufladungen vorliegen miissen. Aus der erzeugten Inho-
mogenitat folgt im Instabilitédtsbereich wiederum das Versagen des Versuchsmodus;
zwar ist der mit der RE iibereinstimmende Punkt der AE tatsdchlich auf das ex-
terne Potential fixiert, aber eben nur dieser Bereich. Mathematisch wird die “streng

potentiostatische’ Versuchsfithrung beschrieben durch

TRE € [A71] = Qtot_>0 ) B_><:>fA
= GRE(J}/) = 5D($ <:>$RE) , 5GRE($/) = 5D($ <:>$RE) 1.

Fiir die Potential-Gréflen folgt

Eeps(t) = Eo <:>/ §Grp(z')u(a' 1) do' = By Su(epp)+ <u>

By ©gpp <u> <u <u> By &
o, (1) = Foogrs <w> cultpp)t <> B culzsg)
1 ©9rE |l <grE

und in der Dynamik-Gleichung gilt somit

1

= O = &iful+rh (9,00 Su(x)) + . /H0(5x) (u(z") Su(z)) da’
Ey <:>u(:1;RE)

Qtot
1

+ K /H0(5x) (u(z") u(z)) da’

= &i,[u] + + Kk h(<u> su) +

1
E
i fu] + Do ouRE) / J(62) (u(e’) Su(z)) de',

tot
Oto o

welches im formalen Limes g4+ — 0 zwingend zu einer Fixierung von u(xpg,t) fithrt

Otot — 0 = U(Q?RE) = EO .
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Stationidre Domainen

Bei obigen Betrachtungen sowohl zur Modifikation der lokalen Dynamik bei homo-
gener Doppelschicht wie auch zur rdumlichen Instabilitat trat der asymmetrische
Charakter der Riickkopplung nicht essentiell zum Vorschein. Dies andert sich deut-
lich bei der Form der inhomogenen Zusténde, bei denen die zustandsabhéngige Grofie
FE.s¢(t) ungleich dem eingestellten Potential Fy ist. Um den dabei auftretenden Me-
chanismus besser zu verstehen, kann in grober und eher gedanklicher Ndherung die
Gewichtsfunktion bei nicht zu nahem Abstand durch

§Gre(2") = grpi(rre,B) cos[27 (v ©arp)] . grex >0, grea(0,8) =0

approximiert werden, wie man an Abb. 2.57, li erkennt. Wird nun die durch die

negativ-globale Kopplung entstehende stationare Domaine ebenfalls sinoidal
usp(x,xg) = ug <oy cos[27 (x o)) (2.49)

beschrieben, wobei sich das Zentrum des aktiven Bereiches bei x¢ befindet (§; > 0),
so liegt bei symmetrischer RE eine Entartung vor: die Phase xg bzw. die stationére
Domaine kann beliebig auf dem Ring hin- und hergeschoben werden, ohne daf} sich
Form oder gar Existenzgebiet verdndern. Diese Entartung wird bei asymmetrischer

Riickkopplung aufgehoben, das effektive Potential
1
Eepp = Eo <:>/ §Grp(z') usp(a', xq) da’
0

1
~ FEo+ grea 0 / cos[27 (v Sapg)] cos[27 (v Sag)] da’
0

9RE 1 o

= Fy+ cos[ 27 (xrE Sao)]

héngt nun von der azimutalen Lage der stationdren Domaine ab. Da die Form und
die relativen Breiten der beiden Phasen vom Potential £y und in diesem Fall von
E.;; bestimmt werden, hangt die Form der stationdren Domainen bei konstantem
FEy empfindlich vom Ort der Fluktuation bzw. von der sich dann entwickelnden Lage
der aktiven xy und passiven Phase ab. So erhélt man fiir eine stationare Domaine,
deren aktiver Schwerpunkt sich auf der der RE gegeniiberliegenden Seite des Rings
befindet, ein kleineres I,

9RE 1 o

< Ey.
5 0

r9o = vprp +0.5 = Eeff = e

Als Konsequenz liegt die Doppelschicht bei aktiveren Werten mit einer kleineren

passiven Phase. Bei einer Nukleation des aktiven Bereichs in der Néhe der RE
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(o = xpp) besitzt die aus dieser Storung entstehende asymptotische Lésung einen
kleineren aktiven Bereich und liegt mit einem effektiven Potential von Fo+grg 1 61/2
generell bei passiveren Werten (s. Abb. 2.59, 1i); bei Nukleationsorten zwischen die-
sen beiden Extrema existieren beliebig viele Losungen, deren E, s -Werte bzw. deren
Form in stetiger Weise zwischen den beiden obigen liegen.

Somit existieren wie auch bei negativ-globaler Kopplung unendlich viele, aber in
diesem Fall nicht identische (translations-invariante) Losungen. Jede sich durch xq
unterscheidende stationdre Losung wird durch die Riickkopplung des dazugehérigen
Wertes von ®rp verschieden bewertet, was zu unterschiedlichem Metall-Potential
bzw. Form der stationdren Domaine fiihrt. Bei sehr kleinen Absténden der RE bricht
die sinoidale Naherung in quantitativer Hinsicht zusammen; sowohl die Gewichts-
funktion, wie auch die zu beobachtende inhomogene Doppelschichtaufladung sind
in diesem ’streng potentiostatischen’ Grenzfall deutlich nichtsinoidaler Natur. Das
bereits diskutierte Fixieren der Doppelschicht am Ort der RE wird deutlicher, hebt
aber nicht die Multiplizitat der Strukturen auf (s. Abb. 2.59, re).

250 300
X,=0.75

X,=0.75

Uy(X) Up(X)

200+
200

150+

1004
1004

50 \ T \ 7 0 \ T i
0.0 0.2 0.4 T 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 | 0.6 0.8 1.0

RE x RE x

Abb. 2.59: Drei unterschiedliche stationdre Domainen im reinen Instabilititsbereich, die
sich ausschliefilich durch die verschiedenen Nukleationsorte der aktiven Phase zgo unter-
scheiden (links, Parameter Ey = 205, k = 0.178, Geometrie rpp = 1.2, 8 = 0). Die rechte
Abb. zeigt drei sD bei sehr kleinem Abstand der RE (zrg = 0.5, rpp = 1.02, § = 0).
Alle Losungen erfiillen fast exakt die Fixierungsbedingung u(zrg) = Fo; Eo ist gestrichelt
eingezeichnet (Ey = 210, k = 0.1).

Koexistierende stationare Domainen

Nach den Ausfithrungen des Kapitels 2.4 wird das Instabilitdtsgebiet von einem
Koexistenz-Band umgeben, welches im bistabilen Gebiet die Equistabilitatslinie

umhiillt. In diesem Bereich (s. Glg. 2.29)

Efm(gtot) < by < Eé””(gtot)
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koexistieren die stationdren Domainen mit dem homogenen monostabilen Fixpunkt
bzw. mit einem oder zwei homogenen Fixpunkten der bistabilen Dynamik, da die
negativ-globale Kopplung bei stationdr-inhomogenen Lésungen das Potential des
Metalls auf den Equistabilitdtswert steuert. Bei asymmetrischer Kopplung héngt das
effektive Potential einer stationdren Domaine von der genauen azimutalen Lage ab;

mit obiger sinoidaler Naherung (Glg. 2.49) existieren inhomogene Losungen, wenn

9RE 1 o

Efoex < By < Eéﬂoex , Eop=FEo+ cos[2m (vrE ©T0)] ;

somit héngt das Existenz-Gebiet der sD im Koexistenz-Gebiet im Gegensatz zum
Instabilitatsgebiet sehr wohl von der azimutalen Position ab (s. Abb. 2.60).

230

2101

190+

RE

170

0.2 04 06 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Ort der aktiven Phase x X

0.0
Abb. 2.60: Existenz-Gebiet der sD im Parameterraum (£, zo) in Abhéngigkeit der azimu-
talen Lage zo der aktiven Phase bei monostabiler Dynamik vor der Kuspe (g4,; = 0.48, s.
Abb. 2.40, links). Die numerisch berechneten Gebiete zeigen eine leicht sinoidale Modifika-
tion der beiden Koexistenz-Linien F%°¢* (gestrichelt), die grob mit der sinoidalen Niherung
(Glg. 2.50) iibereinstimmt; im Instabilitdtsgebiet fithren alle Nukleationskeime auf inho-
mogene Losungen. Die rechte Abb. zeigt zwei, bei Fy=190 im Intervall z¢ € [0.23,0.77]
mit der homogenen Lsung koexistierende, inhomogene Lésungen. Liegt der aktive Keim
zu weit von der RE entfernt, existiert nur der monostabile, homogene Zustand (z¢ = 0).

Sonstige Parameter: xpp=0.5, rrp=1.2, 3=0, k=0.178.

Befindet man sich z. B. am unteren Ende des Koexistenz-Gebietes Fy &~ EF°?. so

existieren nur solche inhomogenen Losungen, welche die Bedingung
Eeff > E{mex = JRE1 51 COS[Q?T (Q?RE <:>$0)] < 2 (Eo @Efoex) (250)

erfiillen. Bei einer Losung mit passivem Keim in Nahe der RE (¢ = 2gg +0.5) wird
obige Bedingung nicht erfiillt, da das sich einstellende effektive Potential aulerhalb
des Koexistenz-Gebietes liegt; befindet sich die aktive Phase in der Ndhe der RE

(xo &~ xRE), so existiert diese inhomogene Losung bis zu Potential-Werten von

0
EO > E{coex <:>>.gRE'2,1 1 :

153



d. h. das Koexistenz-Gebiet ist am unteren Ende bei x¢ = zrp gréfler und bei
rg = xrp + 0.5 kleiner als das translations-invariante Gebiet bei global-negativer

Kopplung; am oberen Ende gilt das umgekehrte.

2.6.2 Uberginge bei bistabiler Dynamik

Die durch die Asymmetrie entstehende Modifikation des effektiven Potentials duflert
sich auch bei Frontiibergdngen im bistabilen Gebiet. Wé&hlt man einen Gesamt-
widerstand, der groBer ist als der Uberschneidungspunkt der beiden Instabilitétsli-
nien, so zerfallt der Bereich zwischen unterer sn-Bifurkation und Equistabilitat bei

global-negativer Kopplung in die drei in Kapitel 2.4 diskutierten Bereiche

Esna = Ey = Efveer = < Ee,.
I 7 1

Im Bereich (I) ist der metastabile, passive Zustand raumlich instabil, und es treten
autonomen Uberginge auf, im Bereich (IT) herrscht normales bistabiles Verhalten
mit Aktiv-Frontiibergéangen, die im Bereich (III) nicht auf den aktiv-homogenen
Zustand, sondern auf die koexistierenden stationdren Domainen fithren; bei Poten-
tialwerten oberhalb der Equistabilitidt gilt das analoge fiir den dann metastabilen
aktiven Zustand.

Eine Asymmetrie fiithrt zu einer ortsabhéngigen Verschiebung bzw. Mischung dieser
Gebiete. Fixiert man das Potential im Bereich (III) unterhalb der Equistabilitats-
linie und stort den passiven Zustand durch einen aktiven Puls (bzw. durch einen
kleinen Bereich mit der aktiv-stabilen Phase), so hangt der asymptotisch erreichte
Zustand vom Ort der Stérung ab, wie Abb. 2.61, li dokumentiert. In einem breiten
Orts-Intervall bleibt die induzierte Front stehen (III, sD); erfolgt die Stérung aber
auf der gegeniiberliegenden Seite der RE (xq = 0), liegt und bleibt das effektive
Potential wihrend des Ubergangs durchgehend unterhalb des Koexistenz-Gebietes
(I, E.f; < EEoe); d. h. die Front bleibt nicht stehen, und asymptotisch liegt der
aktiv-homogene Zustand vor.

Versucht man eine Aktiv-Front in Nihe der RE (29 = 0.5) zu induzieren, beobachtet
man ein Schrumpfen und dann ein Verschwinden der aktiven Phase. Da das zurtick-
gekoppelte Potential E.;; bei einer derartigen Stérung bei Werten oberhalb des ge-
samten Koexistenz-Gebietes ( EEoe® | Foce) liegt, ist die metastabile, passive Phase
stabil, und eine Aktiv-Front kann sich nicht entwickeln. Als Konsequenz dieser Equi-
stabilitdtsverschiebung erhdlt man auch einen Frontiibergang der eigentlich stabilen
aktiven Phase in den passiven Zustand, wenn man den homogen-aktiven Zustand
ebenfalls bei o = 0 passiv stort (dies entspricht einer groflen aktiven Phase bei
xo = 0.5 = xpp). Folglich kann es bei asymmetrischer Kopplung in Equistabilitéats-
Néahe zu irregular-oszillatorischem Verhalten kommen, da Fluktuationen bei ¢ = 0

sowohl einen Ubergang in die aktive wie auch in die passive Phase verursachen.
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Abb. 2.61: Asymptotische Zustdnde bei inhomogenen Anfangsbedingungen. Diese bestehen
aus dem passiv-metastabilen Fixpunkt und einem Bereich des aktiven Fixpunktes, dessen
Breite und Schwerpunkts-Position variiert wurde (d. h. bei einer Breite von Eins bzw. Null
liegt der homogen-aktive bzw. homogen-passive Zustand vor). Die linke Abb. stellt die At-
traktionsgebiete der stationdren Zustdnde (aktiv-homogen (a.), passiv-homogen (p.) und
sD) in Equistabilitdts-Nihe bei Fy=250 dar. Die rechte Abb. stellt die analogen Ergebnis-
se in Ndhe der sn-Bifurkation dar (E£y = 230). Die zusitzliche passive Stérung wurde als
negativ-aktive Stérung interpretiert; die Héhe der Storung ist gleich dem Potentialabstand
zwischen aktivem und passivem Fixpunkt (d. h. die Stérung liegt bei u = u3 + (u§ <ul)
und Position z(). Sonstige Parameter: 2pg =0.5, 5=0, K1=12 = 04 ~ 1.02, globale
GroBen dann Fy, 1 ~ 227, FRo ~ 237, E,, ~ 258.

Bei kleineren Werten von FEy im Bereich (II) (s. Abb. 2.61, re) ist der Abstand
zum passiv-stabilen Gebiet zu grof}, um Passiv-Fronten zu induzieren; kleine akti-
ve Stérungen im Bereich der RE wie auch passive Stérungen bei xy = 0 fithren
hier auf inhomogene Loésungen. Die fiir normale Aktiv-Frontiibergédnge erforderliche
minimale Nukleationsbreite liegt naturgeméafl wegen des kleineren Abstandes zur sn-
Bifurkation bei sehr kleinen Werten, hangt aber kaum von dem Ort der Stérung ab;
inshesondere treten keine durch beliebig kleine Fluktuationen bedingte autonome
Uberginge bei 2o=0 auf, da das Instabilititsgebiet (I) nicht ortsabhangig ist; d. h.
die minimale Nukleationsgrée bleibt endlich.

Stort man den passiven Zustand durch eine noch passivere Storung, so zeigt sich bei
diesem als 'negatives Fernziinden’ bezeichneten Effekt ebenfalls eine Ortsabhangig-
keit. Ein zuséatzlich passiver Bereich in Néhe der RE entspricht einer aktiven Stérung
bei g =0 und fiithrt auf eine Verminderung des effektiven Potentials, welches den
Frontiibergang unterstiitzt; deshalb ist die erforderliche Breite (oder Grofie) der pas-
siven Storung fiir das Fernziinden minimal, wenn dieses in Nahe der RE erfolgt. Bei
groferer Entfernung zur RE steigt das effektive Potential, was zu einer Zunahme
der erforderlichen Storbreite wie auch zu einem Anhalten der ferngeziindeten Aktiv-
Fronten fiihrt.
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Reine Asymmetrie

Das gemeinsame Auftreten von asymmetrischer und negativer Kopplung kann durch
das Einschalten eines externen Widerstandes p, unterbunden werden, da sich dieser
nur auf den Faktor B und damit auf Grofle und Vorzeichen der globalen Kopplung
auswirkt, nicht aber auf die asymmetrie-bedingte Modifikation des effektiven Po-

tentials. Verwendet man bei fixierter Geometrie und Leitféhigkeit einen Widerstand

der Grofie

B. + ,
B=<fagre(rre,B) + k0, > B. & o, > ngIZE(rRE 3) 7

so liegt die effektive globale Kopplung (D,) bei Null oder positiven Werten, wel-
ches zum Verschwinden aller Instabilitdtsgebiete fiithrt; bei symmetrischer Kopplung
existieren auch keine koexistierenden sD mehr. Dies gilt allerdings nicht bei asym-
metrischer Kopplung im Bereich B ~ B,., da in Equistabilitats-Ndhe immer noch
ortsabhéngige Verschiebungen und stationdre Domainen auftreten. Dieser Befund
kann in einer eher gedanklichen als quantitativ zu bezeichnenden Nidherung visua-
lisiert werden, wenn man zum einen die Kopplungsfunktion Hg in diesem Bereich

durch eine Diffusions-Kopplung

0%

Ox?’

1
Oyu =~ &i,.u] + gi (EO Su(r) <:>/ §Grp(z') u(a', 1) dx/) + Dy,
A
0

nahert und zum zweiten eine sich verbreiternde, stabile aktive Phase durch

Ax(t Ax(t

u(z,t) = ul, $E[$o¢> :];(),xo—l— :];( )]
Ax(t Ax(t

= ul, xQ[xO@ :];(),xo—l— Z()]

beschreibt, deren Breite Ax(t) bzw. Interface-Position sich mit
Az = &2 C(Eo) 5 C(Eo) ~ EO <:>Eeq

bei symmetrischer bzw. lokaler Kopplung unabhingig vom Schwerpunkt xq ver-
grofert bzw. verschiebt. Bei asymmetrischer Kopplung erhidlt man fiir obige inho-

mogene Keimstruktur in sinoidaler Naherung

Ei(t) = Eo+ (udeu?) ngT’l (sin 2 (20 + Ax(t) /2 Spp)]
esin 27 (v0 ©Ax(t) /2 Swpp)] ), (251)
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deren Ausbreitungsgeschwindigkeit
Az = &2 C(Eeff) , C(Eeff) ~ Eeff(Al',l'o) <:>Eeq (252)

nun explizit von Lage und Breite des aktiven Bereiches abhéngt (s. Abb. 2.62).

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Breite der aktiven Phag

Abb. 2.62: Analytischer Niherungsausdruck (Glgn. 2.51, 2.52) fiir das effektive Potential
bzw. die Ausbreitungsgeschwindigkeit der aktiven Phase als Funktion der Breite fiir drei
Nukleationsorte zo (Vorfaktor ~ 20, Fy = 250, E., = 258). Die Pfeile deuten den Zeit-
fluBl an, unterhalb der gestrichelten Equistabilitdtslinie breitet sich die aktive Phase aus,
oberhalb der Linie schrumpft sie. Sowohl im homogen-passiven (Az = 0) wie auch im

homogen-aktiven Zustand (Az = 1) verschwindet die Modulation (F.f; = Lp).

Wird ein aktiver Ubergang weit entfernt von der RE geziindet (x0=0, trg=0.5),
so liegt F.;; durchgehend unterhalb des Equistabilitdts-Potentials, und man
beobachtet auch numerisch (s. Abb. 2.64, b) einen gewohnlichen Aktiv-
Frontiibergang.

Wird die aktive Phase ndher an der RE induziert (20=0.3, s. Abb. 2.64, ¢), folgt aus
obiger Abschétzung die Entstehung zweier raumlich-inhomogener Fixpunkte, bei
denen F,;; die Equistabilitat schneidet. Dabei besitzt der stationdre Zustand bei
kleinerer aktiver Phase stabile Eigenschaften und beschreibt somit das Auftreten
einer stationdaren Domaine, die trotz metastabilen Charakters der passiven Phase
einen kleineren aktiven Anteil besitzt. Der zweite, instabile Fixpunkt fungiert als
Grenze zwischen dem Einzugsgebiet des aktiven-homogenen Zustandes (Az = 1)

und dem der inhomogenen Losung.

Bei einer Nukleation der aktiven Phase direkt am Ort der RE (29 = 0.5)
liegt der stabile Fixpunkt bei noch kleinerem Az. Die in obiger Néherung nicht
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auftretende Front-Front-Wechselwirkung verhindert die Ausbildung einer inhomo-
genen Loésung mit zu kleiner aktiver Breite und fithrt auf einen homogen-passiven
Zustand (Axz = 0); d. h. bei einer Breite der aktiven Phase bis zum zweiten,
instabilen Fixpunkt liegt asymptotisch immer die passive Phase vor. Dies entspricht
wiederum den bereits diskutierten Passiv-Ubergingen, wenn der aktive Zustand bei
xo = 0 passiv gestort wird (s. Abb. 2.64, d); somit beschreibt der zweite Fixpunkt
in dieser Ndherung die dafiir erforderliche Nukleationsgréfie des passiven Keims.
Folglich treten auch bei rein asymmetrischer Kopplung stationdre Domainen und

unterschiedliche Frontiibergénge auf.

Wird die Grofle des externen Widerstandes erhoht, so verschwindet aufgrund
der nun positiv-globalen Kopplung das Existenz-Gebiet der inhomogenen Losun-
gen, wie Abb. 2.63 zusammenfassend dokumentiert. Gleichzeitig steigt generell
die fiir Frontiibergange erforderliche Nukleationsgrofie, deren Ortsabhéngigkeit bei

zunehmender positiv-globaler Kopplung abgeschwicht wird.
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Abb. 2.63: Ergebnis einer zu Abb. 2.61 analogen Untersuchung mit unterschiedlichen

externen Widerstinden in Equistabilitits-Nihe; die lokale Dynamik wurde wie in Abb.
2.61, re bei Fy = 250, 010t ~ 1.02 fixiert und die Leitfahigkeit entsprechend einge-
stellt. Bei (a) liegt die effektive globale Kopplung bei einem kleinen positiven Wert
(0y = 0.37, B & B, = 0.01), was die im Text diskutierten Effekte (sD, Passiv-Fronten)
ermoglicht. Bei (b) (0,/0.52, B<B,=0.05) und (c) (¢,~0.61, B<B.=0.08) verschwin-
det der sD-Bereich, und die fiir die Passiv- (und Aktiv-) Fronten erforderliche Stérgrofie
steigt.
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Abb. 2.64: x-t-Darstellung der Fronten bei zu vernachldssigender globaler Kopp-
lung, Parameter wie in Abb. 2.63, (a) (Eo=250, pst~1.02, 0,~0.37,B <B.=0.01).
Die RE befindet sich in der Mitte des x-Intervalls (zrg = 0.5).

b): Aktiv-Ubergang nach Aktiv-Stérung bei 29 = 0 (und somit an beiden Réndern).

c¢): Entstehung einer stationidren Domaine nach Aktiv-Stérung bei 2o = 0.3.

d): Passiv-Ubergang nach Passiv-Stérung des stabilen aktiven Zustandes bei o = 0, was
einer groflen aktiven Phase bei 2y = 0.5 entspricht.

a): Zeitentwicklung F.f¢(t) dieser drei Simulationen (man vergleiche mit Abb. 2.62); das
Ruhepotential Ey und das Equistabilitdts-Potential £, sind gestrichelt eingezeichnet.
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Zusammenfassung

Bei dieser ersten Untersuchung zur Auswirkung von asymmetrischer Riickkopplung
auf bistabile Musterbildung zeigen sich einige wesentliche Unterschiede zur globa-
len Kopplung. So manifestiert sich die Asymmetrie in einer fehlenden Translations-
Invarianz der stationdren Domainen; bei Koexistenz treten diese nur bei bestimmten
rdumlichen Anregungen auf. Interessant ist hier die unterschiedliche Bewertung des
Riickkopplungs-Prozesses, durch den die inhomogenen Lésungen unterschiedliche
Form besitzen. Da dies auch fiir die Zustdnde im Instabilitdtsgebiet gilt, existiert
folglich ein Parameterbereich, bei dem unendlich viele und unterschiedliche Losun-
gen auftreten; je nach Ort der beliebig kleinen Fluktuation entsteht eine stationére
Domaine mit unterschiedlicher Form. Daraus ergibt sich der leicht kuriose Befund,
daf fiir Parameter in dem in Abb. 2.58 dargestellten Gebiet kein konstanter Wert
des stationdren Stroms i,,(Fo, 0rot) angegeben werden kann, da unendlich viele At-
traktoren mit unterschiedlichem 7, existieren; dies ist ungewéhnlich fiir dissipative
Systeme und erinnert an die konservative Theorie [10]. Anders ausgedriickt, ver-
hindert die Asymmetrie der Kopplung eine strikte Reproduzierbarkeit der globalen
Groflen; dies gilt allgemein und somit auch fiir entsprechende Kontrollmechanismen
in der Oberflachenchemie.

Speziell fiir die Elektrochemie bedeutet die Instabilitdt bei sehr naher RE das Ver-
sagen des ’streng potentiostatischen” Kontrollmodus, falls dieser durch eine RE rea-
lisiert wird; dies gilt im {ibrigen auch fiir den oszillatorischen Fall (s. Kap. 3.1.4)
Werden hier Oszillationen im Strom trotz sehr naher RE gemessen, kann daraus
keineswegs auf das Vorliegen eines rein chemischen Oszillators geschlossen werden;
analog zum bistabilen Fall beobachtet man hier beliebig viele unterschiedliche und
nun nichtstationare Zeitverlaufe des Gesamtstroms i, (¢).

Bei dynamischen Prozessen fithrt die Asymmetrie ebenfalls auf ein neuartiges Ver-
halten, da bei konstanten Parametern auf der der RE gegeniiberliegenden Seite des
Rings sowohl Aktivierungs- wie auch Passivierungsfronten induziert werden kénnen;
deshalb lassen sich die homogenen Zustande nicht mehr eindeutig als stabile bzw.
metastabile Phase klassifizieren. Somit kénnten, wie bei komplex-bistabiler Dyna-
mik im doppelt-metastabilen Bereich (s. Kap. 3), auch ohne zweite Variable defekt-
bedingte irreguldre Oszillationen entstehen. Die Verwendung eines externen Wider-
standes vermag den negativ-globalen Offset in der Kopplungsfunktion zu kompen-
sieren, die Asymmetrie der Riickkopplung bleibt indes erhalten; wie auch in einer
analytischen Behandlung gezeigt wurde, verschwindet bei 'reiner’ Asymmetrie die
rdumliche Instabilitét, nicht aber der scheinbar doppelt-metastabile Charakter und

das Existenzgebiet der koexistierenden stationaren Domainen.
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