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KAPITEL 1. EINLEITUNG

Kapitel 1

Einleitung

Wihrend der vergangenen Jahre sind polyharmonische Green- und Neumann-Funk-
tionen durch fortgesetzte Iteration harmonischer Green- und Neumann-Funktionen
eingefithrt worden [Ac18, Ac10a, Ac10b, Begl1,BV08a, BV08h, BV06, Bur09, BVZ06,
Wan10|. Ebenso wurden hybride polyharmonische Green-Funktionen als Faltungen
von Green- und Neumann-Funktionen definiert [Beg06, Bur09]. Jede dieser einem
bestimmten Randverhalten angepassten Fundamentallosungen des zugehorigen po-
lyharmonischen Differentialoperators, einer Potenz des Laplace-Operators, entspre-
chen gewisse Randwertprobleme fiir die Poisson-Gleichung von gleicher Ordnung.
Diese lassen sich damit, gegebenenfalls unter bestimmten Losbarkeitsbedingungen,
explizit 16sen.

Ziel dieser Arbeit ist es, iterierte polyharmonische Randwertprobleme und die zu-
gehorigen hybriden polyharmonischen Green-Funktionen in einem einheitlichen Rah-
men darzustellen. Ausgehend vom harmonischen Robin-Problem mit der Randbe-
dingung

(o + B0, )w =~ auf 0D (1.1)

fiir Parameter o, 8 € R, a? + 3% > 0, erhalten wir durch Iteration eine hybride
polyharmonische Randwertaufgabe
(0,0:)"w = f in D,

1.2
(o + 5kau)(azag)k_1w = aufdD, k=1,...,n. (1.2)

Durch entsprechende Wahl der Parameter oy, 8, kK = 1,...,n lassen sich damit alle
denkbaren iterierten Randbedingungen darstellen. Fiir £, = 0 erhalten wir jeweils
Dirichlet-Randbedingungen, fiir o = 0 Neumann-Randbedingungen.



KAPITEL 1. EINLEITUNG

Im zweiten Kapitel stellen wir zunéchst die Theorie fiir den harmonischen Fall
dar, die in [BH06,BV10,BV13| untersucht wurde. Aufbauend darauf entwickeln wir
im dritten Kapitel das Konzept der hybriden polyharmonischen Robin-Funktionen
Ry.o5 und geben eine Integraldarstellung fiir Funktionen w € C*"(D) N C?"~1(D)
mit polyharmonischen Robin-Funktionen an.

Im vierten Kapitel bestimmen wir die konkreten Robin-Funktionen fiir n = 1, 2, 3 fiir
den Einheitskreis D = {|z| < 1}. Der harmonische Fall n = 1 wurde bereits in [BV13]
gelost. Ausgehend davon erhalten wir die hybriden bi- und triharmonischen Robin-
Funktionen durch das Auswerten des Faltungsintegrals

1 - . .
Rn;a'an,ﬁ'ﬁn (27 C) = _% /D R1§an76n (Z7 Z) Rn—hg,ﬁ(z? C) dxdy (13>

Abschliefsend stellen wir im fiinften Kapitel Losbarkeitsbedingungen auf und leiten
aus den Integraldarstellungen Losungsformeln fiir die polyharmonische Randwert-
aufgabe (1.2) ab. Dies machen wir zunéchst allgemein fiir beliebige Gebiete D und
anschlieffend fiir den Einheitskreis D, fiir den sich die Darstellung erheblich verein-
facht.



KAPITEL 2. HARMONISCHE RANDWERTPROBLEME UND
GREEN-FUNKTIONEN

Kapitel 2

Harmonische Randwertprobleme und
Green-Funktionen

In diesem Kapitel werden wir zunéchst einige Notationen vereinbaren und technische
Hilfsmittel und Grundlagen einfiithren, auf die wir spater zuriickgreifen werden. Im
Anschluss daran werden wir die Theorie der harmonischen Randwertprobleme und
die Methode der Green-Funktionen betrachten. Diese dient als Grundlage fiir den im
darauffolgenden Kapitel betrachteten Fall der polyharmonischen Randwertprobleme
und Green-Funktionen.

2.1 Notation und technische Grundlagen

Sei C die komplexe Ebene, deren Elemente wir mit z = x + iy, =,y € R bezeichnen.
Die Ebene wird um den Punkt co ergénzt und dies mit C := C U {co} bezeichnet.
zZ = x —y ist die zu z = x + 1y konjugiert kompleze Zahl. Mit Re 2z = z und
Im z = y bezeichnen wir den Real- bzw. Imagindrteil von z. Der Betrag von z ist
|z| = Vzz = /22 + 92 Ist fiir z # 0 in der Euler-Darstellung z = 7€, so gilt

r=|z| und ¢ = arg z.



KAPITEL 2. HARMONISCHE RANDWERTPROBLEME UND
GREEN-FUNKTIONEN

2.1.1 Funktionenraume

Wir verwenden die tiblichen Funktionenrdume. Der Bildraum ist dabei C oder, falls
notwendig, C. Sind die Funktionen reellwertig, so ist der Bildraum natiirlich R.

e C*(D) = C*D;C) mit k > 0 ist die Menge der k-mal stetig partiell differen-
zierbaren Funktionen D — C. C'(D) = C°(D) sind die stetigen Funktionen
und C®(D) = (5, C*(D) die beliebig oft partiell stetig differenzierbaren
Funktionen. -

e C}(D) C C*(D) sind die Funktionen mit kompaktem Triger in D, d.h. es gibt
fiir jedes f € C§(D) eine kompakte Menge K = K(f) C D, so dass f|p\x =0
ist. Falls erforderlich, wird f mit f = 0 auf C \ D fortgesetzt.

e L,(D), 1 < p < oo sind die Lebesgue-integrierbaren Funktionen mit be-
1
schriinkter p-Norm || f|l, = ([, |f(z)[Pdzdy)? < occ.

2.1.2 Linear- und Differentialformen

Die Linearformen dx,dy : C — R mit
dr :h— Reh und dy:hw—Imh

bilden eine Basis der R-linearen Linearformen C — R. Mit dx, dy, i dx, i dy erhalten
wir eine Basis der R-linearen Linearformen C — C mit C als R-Vektorraum. Be-
trachten wir C als C-Vektorraum, so gilt 7 - dx = i dz und dx, dy bilden eine Basis
der R-linearen Linearformen C — C.

Eine Linearform L := Adx + pdy mit A\, p € C ist C-linear, falls fiir jedes h € C
L(ih) = iL(h)

gilt. Dabei ist
L(h) = (Adz + pdy)(h) = ARe h + plm h.

Fiir h = u + v, u,v € R, erhalten wir

L(ih) = =Av+ pu  und
iL(h) = iAu + ipv.

Damit ist L genau dann C-linear, wenn die Cauchy-Riemann-Bedingung 1 = i gilt.
Wir definieren die C-lineare Linearform

dz = dx +idy. (2.1)

10



KAPITEL 2. HARMONISCHE RANDWERTPROBLEME UND
GREEN-FUNKTIONEN

Es ist L = Adz, wenn p = i)\ gilt. Fiir die C-antilinearen Linearformen, fiir die die
Beziehung L(ah) = aL(h) gilt, definieren wir die Linearform

dz :==dz =dr —idy. (2.2)

dz und dZ bilden ebenfalls eine Basis der R-linearen Linearformen C — C. Es gilt
1 _
dr = i(dz +dz) und

dy = %(dz —d2).

Sei D C C eine offene Menge. Eine Differentialform 1. Ordnung oder Pfaff’sche
Form in D ist eine Abbildung w von D in die (R-linearen) Linearformen

w= fide+ fody =w;dz 4+ wydz

mit den Funktionen fi, fo bzw. wq,ws : D — C. Gehoren f; bzw. w; mit ¢ = 1,2 zur
Klasse C*, so ist auch w aus C*.

Ist f differenzierbar, so ist df das (vollstindige) Differential von f definiert durch

of of
8a:d T+ ==dy. (2.3)

df = 5

Stellen wir das Differential df in der Basis dz, dz dar, so gilt

of of
df = 5-dz + 5-dz. (2.4)

Fiir die in (2.4) eingefiihrten Differentialoperatoren 0/0z und 0/0z erhalten wir mit
(2.1) und (2.2) aus (2.3) die Darstellung

8 1 o . (9
0 170 .0

Es kann einfach nachgerechnet werden, dass beide Differentialoperatoren formal wie
partielle Ableitungen behandelt werden kénnen, d.h. sie sind linear und geniigen der
Produktregel

Gleiches gilt fiir 0;. Mit den Differentialoperatoren 0, und 0; erhalten wir die in der
komplexen Analysis iibliche Form des Laplace-Operators

0.0: = — (92 + 02) = iA. (2.7)

»&IH
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KAPITEL 2. HARMONISCHE RANDWERTPROBLEME UND
GREEN-FUNKTIONEN

Fiir f € C* ist die Richtungsableitung in Richtung r = cos a +isin a gegeben durch

of _of Of .
5 (df,r) = 9g 05 —l—z—ay sin «v
_of Of _
= 827“+ 557 (2.8)

Eine (reell) partiell differenzierbare Funktion f : D — C ist auch komplex differen-
zierbar, wenn das Differential df C-linear ist, also mit (2.1) df = 0, f dz gilt. Dies
ist gleichbedeutend mit der Cauchy-Riemann-Differentialgleichung

9:f(2) = 0. (CR)

Ein reguldrer Pfad oder eine reguldre Kurve ist ein (offener oder geschlossener) Weg
I''={zeC:z2=2(t),a<t<b}

mit einer stetig differenzierbaren Parametrisierung z = z(t), deren Ableitung nir-
gends verschwindet, also 2/(t) # 0 fiir alle a < t < b ist. Wir definieren den Bogen-
langenparameter s durch

t b
s=s(t) = / |2 (7)|dr, 0 < s < l:= / |2/ (7)| dr,

wobei ¢ die Lange der ganzen Kurve bezeichnet. Der Tangenteneinheitsvektor an T’
ist dann gegeben durch

dz  2'(t)
s |2(t)]
Der dufiere Normalenvektor v ist
dz
v=—i—.
ds

Mit (2.8) erhalten wir fiir die Gufere Normalenableitung (mit w € C*)

ow o dz . dZ
=5, = —@(‘Lw% + zagwg. (2.9)

o,w :

Ist I eine (kreuzungsfreie) geschlossene Kurve, so teilt sie C in zwei Teile, die wir mit
Innerem und Auferem bezeichnen. Dabei zeigt v stets nach auken. Diese Unterschei-
dung hangt offensichtlich vom Durchlaufsinn der Parametrisierung ab. Wir gehen
aber in der Regel umgekehrt vor, geben das Innere D vor und wéhlen entsprechend
die Orientierung der Parametrisierung fiir I' = 9D.

12



KAPITEL 2. HARMONISCHE RANDWERTPROBLEME UND
GREEN-FUNKTIONEN

Eine offene und wegzusammenhéngende Menge D C C heiftt ein Gebiet. Ist D
beschrénkt und der Rand eine regulére Kurve, so nennen wir D ein requldres Gebiet.
Der Umlaufsinn fiir die Parametrisierung von I' = 0D ist dann dadurch vorgegeben,
dass v stets aus D hinaus weist. Das Innere liegt vom Rand aus bei positivem
Umlaufsinn immer linker Hand.

Wir werden im Weiteren mit D immer ein reguléres Gebiet bezeichnen, auch wenn
dies im Text nicht explizit hervorgehoben wird.

2.1.3 Integration

Ist w eine Pfaff’sche Form, so definieren wir das Pfadintegral von w entlang der
reguldren Kurve I' mit der Parametrisierung z = z(t), a <t < b, durch

[e=] (=), 7 ()

bzw. fiir eine stiickweise regulidre Kurve, wenn a = tg < t; < --- < t, = b gilt und
die Stellen t;, 1 < k < n, an denen z nicht differenzierbar ist, durch

[ Z /t:'“l<w<z<t>>,z’<t>>dt.

Ist die Parametrisierung von z durch den Bogenlédngenparameter gewéahlt, so defi-
nieren wir fiir eine Funktion ¢g das Integral

/ gds = / gd|z| = / " et ds (2.10)

Speziell erhalten wir mit (2.9)

/a w / w.(2)dz — %/sz(z)dz. (2.11)

Fiir Flichenintegrale [, w p W(z)drdy verwenden wir das Lebesgue-Integral. Wir werden
diese in der Regel jedoch mcht direkt auswerten, sondern die Integration auf entspre-
chende Randintegrale schieben. Wir benotigen dafiir den Gaufs’schen Integralsatz in
seiner komplexen Form [Beg05a]:

Theorem 2.1 (Gauf’scher Integralsatz): Sei w € C1(D;C) N C(D;C) auf dem
Gebiet D C C der komplezen Ebene. Dann gilt

1
/ wzdrdy = — w(z)dz und (2.12)
D 21
1
/ w,drdy = —— w(z)dz. (2.13)
D 2t Jop

13



KAPITEL 2. HARMONISCHE RANDWERTPROBLEME UND
GREEN-FUNKTIONEN

2.2 Der harmonische Fall

Wir betrachten zunichst den harmonischen Fall. Eine Funktion w € C*(D, C) heifit
harmonisch auf dem Gebiet D, wenn sie eine Losung der Laplace-Gleichung

0,0;w =0 (2.14)
ist. Die Laplace-Gleichung ist die homogene Poisson-Gleichung, die durch

0,0;w = f (2.15)
mit der rechten Seite f gegeben ist.

Eine beliebige Losung w = w, + h der Poisson-Gleichung (2.15) erhalten wir als Su-
perposition aus einer partikularen Losung w, und einer harmonischen Funktion £, die
die Laplace-Gleichung (2.14) 16st. Ist f € C?(D), finden wir eine partikulire Losung
durch Faltung der rechten Seite f mit der Fundamentallssung I'(z) = — In |2|. Die
Funktion w, gegeben durch

= ——/ f(¢ ¢)d&dn (2.16)
16st die inhomogene Gleichung (2.15) [BH97|.

Gehen wir zu verallgemeinerten Ableitungen im Sobolev’schen Sinne iiber, konnen
wir die rechte Seite aus L;(D) wéhlen. Dafiir definieren wir die verallgemeinerte
Ableitung fiir die Differentialoperatoren 0, und 9; [Sob08| bzw. fiir die hier gewahlte
Darstellung fiir die Differentialoperatoren 0, und 0; [Vek62, Beg94].

Definition 2.2 (Sobolev): Sind f, g € Li(D), so nennen wir f die verallgemeinerte
Ableitung von g beziiglich z bzw. beziiglich z, wenn fiir alle ¢ € C3(D)

/ 9(2)0.0(=) dady + / F(2)o(2) dudy =0 beaw
D

/g( )0z0(2) dxdy—i—/f z)dxdy =0

D

dg

— = 0,9 = g, bzw. mit
0z

gilt. Wir bezeichnen diese Ableitung wie bisher mit f =

f_a_— zd = Jz-

14



KAPITEL 2. HARMONISCHE RANDWERTPROBLEME UND
GREEN-FUNKTIONEN

Wir sehen, dass aus der herkémmlichen Differenzierbarkeit die verallgemeinerte
folgt. Ist ¢ € CY(D) N C(D) und f = d.g, so gilt wegen 0.(gp) = fo + gd.¢
und des Gaufs’schen Integralsatzes (2.13)

/D 9(2)0.0(2) daxdy + /D £(2)p(z) dady = /D 0.(g(2)(2)) dady
1

= — — d_ =
i | aez)z =0,

da ¢ € C}(D) auf dem Rand 9D verschwindet. Die Rechnung fiir 9, verlauft analog.

Wir erinnern, dass fiir beschranktes D und p > 1 die Inklusion L,(D) C Li(D) gilt.
Fir ¢ = B gilt 1 € L,(D) und aus der Holder’schen Ungleichung folgt dann fiir
w e L,(D)

Jwlly = {11 - wlly < flwllp - [T,

also w € Ly(D).

Ist w im verallgemeinerten Sinne differenzierbar und geniigt der Poisson-Gleichung
(2.15), so nennen wir w eine verallgemeinerte oder schwache Lésung von (2.15). In

diesem Fall kénnen wir fiir f € L,(D), 2 < p < oo, eine Holder-stetige Losung w,
durch (2.16) konstruieren, die in oo verschwindet [BHI7, Vek62].

Wir definieren fiir das Faltungsintegral (2.16) einen Integraloperator

Tpw(e)i= =2 [ Tz = Qu(¢)dsdr. (2.17)

s
Der hier definierte Operator T) p entspricht dem Integraloperator 71, p in [BH97].
Wir fassen die beiden partiellen Ableitungen 0, und 0; zu einem Laplace-Operator
zusammen, wahrend in [BH97| diese in einem Doppelindex einzeln gezéahlt werden.

Falls im weiteren Text keine ausdriickliche Einschrankung gemacht wird, beziehen
wir uns bei Aussagen zur Differenzierbarkeit bzw. bei Losungen zu Differentialglei-
chungen immer parallel auf beide (klassische und verallgemeinerte) Konzepte. Fiir
die herkémmliche Differenzierbarkeit sind dann immer die entsprechenden strenge-
ren Voraussetzungen an die Daten erforderlich.

15



KAPITEL 2. HARMONISCHE RANDWERTPROBLEME UND
GREEN-FUNKTIONEN

2.2.1 Harmonische Randwertprobleme

Um die Poisson-Gleichung eindeutig losbar zu machen, werden zusétzlich Randbe-
dingungen auf 0D vorgegeben. Wir interessieren uns fiir folgende Félle:

1. Das harmonische Dirichlet-Problem

w =y auf 0D. (2.18)

2. Das harmonische Neumann-Problem

d,w =y auf 9D. (2.19)

3. Das harmonische Robin-Problem mit den Parametern o, 3 € R, o + 32 > 0

(o + BO,)w =~y auf 9D. (2.20)

Das Robin-Problem geht fiir « = 1, § = 0 in das Dirichlet-Problem iiber, fiir
a =0, =1 in das Neumann-Problem.

2.2.2 Green-Funktionen und Integraldarstellungen

Die Faltung (2.16) bzw. der Integraloperator (2.17) sind fiir die Lésung der Rand-
wertaufgaben ungeeignet, da die durch die Randbedingung vorgegebenen Daten
nicht beriicksichtigt werden. Wir verwenden als Integrationskern statt der Funda-
mentallosung I'(z) Green-Funktionen, die wir durch Superposition der Fundamen-
tallosung mit harmonischen Funktionen erhalten. Die Green-Funktionen erfiillen
zusétzlich Randbedingungen, die den Anforderungen der zugeordneten Randwert-
aufgabe entsprechen. Wir beginnen zunéchst mit einer generischen Definition und
passen diese spater den Anforderungen der jeweiligen Randwertaufgabe an.

Definition 2.3 (generische Green-Funktion): Eine recllwertige Funktion K (z, ()
fiir z,¢ € D heifst (generische) harmonische Green-Funktion zur (generischen) Rand-
bedingung B, wenn sie folgende Figenschaften erfillt:

1. Ki(z,Q) ist fir jedes ¢ € D als Funktion von z harmonisch auf D \ (.
2. Ki(2,¢) +loglz — ¢|> = Ki(2,¢) — (2 — €) ist harmonisch auf D.

3. Ki geniigt der Randbedingung B.

16



KAPITEL 2. HARMONISCHE RANDWERTPROBLEME UND
GREEN-FUNKTIONEN

Fiir die zu einer Green-Funktion zugehorige Integraldarstellung benttigen wir zunéchst
noch ein Hilfsmittel, um den Beweis iibersichtlicher zu gestalten.

Lemma 2.4: Sei D ein Gebiet, w € C'(D) und z € D. Dann gilt

m@:mni-/ (T(C = )0 w(C) — w0, T(C — 2)) dsc.  (221)

e—0 4
|¢—2|=¢

Beweis: Wir betrachten zunéchst

1

T 4r

Li(e): / ['(¢ — 2)0, w(()dsc.

[

Daw € CY(D) und z € D sind, ist {¢ : | — z| < gy} C D fiir ein hinreichend klein
gewihltes g und es gibt ein M > 0, so dass

O, w(Q)] <M fiir | — 2] < e

ist. Damit gilt fiir ¢ < ¢

M
|Mﬂ§%t/HmW:M$M.
¢2l=<
Also ist lim._, [;(¢) = 0.
Fiir den anderen Summanden
1
Le) := yy / w(()0, I'(¢ — z) ds¢
¢—2l=e

gilt mit (2.9)

1 d 1 dc
O L(C = 2) = ~0T(C — Z)d_g — <0 (- z)—c

ds
1 1 d¢ 1 d¢
_Z<§—z%_g—z%>’

ne =g [ w0 (-2

also
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Mit der Substitution J
=2z +ee?, ¢ = idp
(—z

erhalten wir

1 2 )
I(e) = “o ), w(z +ee) dp.
Da w stetig ist, gilt lim. ¢ [o(¢) = —w(z). Beide Grenzwerte fiir I;(¢) und Is(e)
zusammen liefern die Behauptung. m

Wir kénnen das Ergebnis aus Lemma 2.4 problemlos von I'(¢ — z) auf die Green-
Funktionen K;(z, () tibertragen.

Korollar 2.5: Sei D ein Gebiet, Ki(z,() eine generische Green-Funktion auf D,
w € CYD) und z € D. Dann gilt

w(z) = lim — / (Kr(C, 2)0nw(C) — w(C)0 K (C, 2)) dsc. (2.92)

e—0 47
|¢—z]=¢

Beweis: Es ist (zu festem z) K(C, 2) = I'(( — z) + h(¢) mit einer in D harmonischen
Funktion h. Fiir hinreichend klein gewéhltes ¢y > 0 gilt

K:={C:|C—2<e&}CD

und die Funktionen A(¢), w(¢), d,h(¢), d,w(¢) sind in K beschriankt. Die Randinte-
grale mit diesen Integranden kénnen wie [;(¢) im Beweis zu Lemma 2.4 abgeschétzt
werden und streben fiir ¢ — 0 gegen null. Also ist

i = [ (UG A0,w(0) - w(0)d Ki(C.2) ds
|C—z|=¢

—tim [ (D= 20w(0) ~ w0, - 2) ds

e—0 41
|¢—2[=¢

und der Grenzwert rechter Hand ist nach Lemma 2.4 w(z). O
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Theorem 2.6: Sei Ki(z,() eine generische harmonische Green-Funktion auf dem
Gebiet D. Jede Funktion w € C*(D) N CY(D) kann dargestellt werden durch

w2) = = [ @oaw(O)KI (¢, 2
1
A Jop

[w(¢)0,, K1(C, 2) — Ki(C, )0, w(C)]ds¢. (2.23)

Beweis: w erfiille die Voraussetzungen des Satzes. Wir betrachten die Funktionen

©1(¢) = w(¢)I K1 (¢, 2) — Ki(¢, 2)0cw(¢) und
©a(C) = w(C)ag‘Kl(C, z) — Ki(C, C)ﬁzw(é)

und wenden den Gaufs’schen Integralsatz (2.12) auf ¢y bzw. (2.13) auf ¢y an. Als
Gebiet verwenden wir

De = DN\A{C : [ —=2[ <},

so dass K;((, z) als Funktion von ¢ in D, harmonisch ist.
Das Ergebnis addieren wir. Es ergibt sich:

2 [ w080 2) ~ a6, 2)0c0cu(c) dedy
DE N - 7
=0
= o [ w(QOE (G 2) — K (G () dg
0D,
o [ w(QOK(C )~ K 20O d. (2:24)
0D

Verwenden wir (2.11) fiir die dufere Normalenableitung 0, und das Streckenelement
ds der Bogenldngenparametrisierung, so konnen wir die Randintegrale rechter Hand
zusammenfassen zu

% w(()0, K1(¢,2) — K1(C, 2)0,,w(C) ds¢
oD
_% / w((¢)0, K1 (¢, 2) — K1(C, 2)0,,w(C) ds¢. (2.25)
|¢—z|=¢
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Das zweite Randintegral wird mit Korollar 2.5 im Grenziibergang ¢ — 0 zu 2w(z).
Damit erhalten wir

2
- = [ K¢ 2)0delc) dei
1

_27'(' oD

w(()0y, K1 (¢, 2) — K1(C, 2)0,,w(C) ds¢ + 2w(z).
Das Umstellen nach w(z) liefert (2.23). O

Diese Integraldarstellung legt eine Losung der Laplace-Gleichung (2.14) mit entspre-
chenden Randdaten nahe, wenn wir im Gebietsintegral 9;0;w(¢) durch f(¢) ersetzen
und in den Randintegralen entsprechend die vorgegebenen Randwerte einsetzen. Ist
w eine solche Losung, so geniigt sie sicher der Integraldarstellung (2.23) mit den
entsprechenden Randdaten. Die Frage der Existenz dieser Losung ist jedoch noch
offen. Die Aufgabe mit Dirichlet-Randbedingungen (2.18) ist fiir reguldren Rand be-
reits eindeutig 16sbar, d.h. die zusétzlichen Randterme d,w stellen die Existenz der
Losung wieder in Frage. Fiir Neumann-Randbedingungen (2.19) ist eine zusétzliche
Losbarkeitsbedingung gegeben. Die Losung héangt aber nicht von den Randdaten
der Funktion w selbst ab.

Die Integraldarstellung (2.23) ist zwar fiir jede generische Green-Funktion K;(z, ()
unabhéngig von deren Randverhalten giiltig. Da sie mehr Randterme enthélt, als
in den Randwertaufgaben gefordert wird, um diese eindeutig l6sbar zu machen,
ist sie als Losungsformel ungeeignet. Wir definieren nun zu den konkreten Rand-
wertaufgaben Green-Funktionen, deren Randverhalten wir so vorgeben, dass sich
die Randintegrale vereinfachen und nur noch von den Daten abhingen, die in der
Randwertaufgabe vorgegeben werden. Wir definieren dazu die Robin-Funktion.
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Definition 2.7 (harmonische Robin-Funktion [BV13|): Seien «, 5 € R Para-
meter mit o + 32 > 0. Eine reellwertige Funktion Ry 5(z,C) mit 2, € D, z # (,
heifst (harmonische) Robin-Funktion, falls sie fiir jedes ¢ € D die folgenden Figen-
schaften besitzt:

® Riap(,C) ist harmonisch in D\ {C} und stetig differenzierbar in D\ {C}.
o 1(2,¢) = Riap(z,¢) +1og|¢ — z|? ist harmonisch fiir alle z € D.

e Fir Randpunkte z € 0D geniigt Ry.4.3(%,() der Randbedingung

(a4 B0,.) Riap(2,¢) = Bo(z) (2.26)
mit einer reellwertigen, stetigen, stiickweise konstanten Funktion o : 0D — R.

o Ri,p(2,C) genigt der Normalisierungsbedingung

B | o(2)Riap(2()ds, = 0. (2.27)
oD

Die harmonische Robin-Funktion mit homogenen Randbedingungen
(a+ B0y, )Ri05(2,() =0 fir z € 0D

wurde in [BH06, BV10| untersucht. Die direkte Losung des entsprechenden harmo-
nischen Randwertproblems mit Robin-Randbedingungen fiihrt in natiirlicher Weise
auf die Robin-Funktion mit homogenen Randbedingungen (siche dazu z.B. [BHO06]).
Eine Modifikation der harmonischen Robin-Funktion durch die Randbedingung

(a+ B0, )Ri.05(2,C) = po(z) fir z € 0D

wurde in [BV13] eingefiihrt. Dabei ist o eine stetige, stiickweise konstante Funktion,
die auf dem Rand 0D definiert ist. Sie ist also auf jedem zusammenhingenden
Randstiick konstant. Wir erhalten ¢, indem wir bei der nicht modifizierten Robin-
Funktion die konstanten Anteile, die g enthalten, in die Randwerte verschieben.
o tritt entsprechend auch in den Randbedingungen der harmonischen Neumann-
Funktion auf.

Durch die Modifikation der Randbedingungen wird die harmonische Robin-Funktion
eine Interpolation zwischen der harmonischen Neumann- und der harmonischen
Green-Funktion (fiir Dirichlet-Randbedingungen), die wir fiir die Parameterwerte
a =0 bzw. 8 = 0 aus der harmonischen Robin-Funktion erhalten:

Ni(2,¢) = Ri01(2,¢) und (2.28)
Gl(Z,C) = R1;1,0(27<)- (229)
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Die Randbedingung (2.26) fiir z € 9D geht dabei entsprechend tiber in

0. N1(2,¢) = 0(z) und (2.30)
G1(2,¢) = 0. (2.31)

Die Normalisierungsbedingung (2.27) fir G4(z, () entfallt.

Lemma 2.8 ([BV13]): Die harmonische Robin-Funktion ist symmetrisch:

Ria,8(2,C) = Rija8(C, 2)- (2.32)

Beweis: Wir betrachten die Integraldarstellung (2.25) mit w(¢) = Ri,a,5(¢,¢) und
Ki(2,() = Ry.a.8(2, () auf dem Gebiet

D.=D\{C: ¢ —¢|<e (-2 <e}.

In D. wurden die Singularititen ¢ = ¢ bzw. ¢ = z von Rl;aﬂ(f, () bzw. Rl;aﬁ(f, z),
als Funktionen ihres ersten Arguments betrachtet, entfernt. Damit erhalten wir

/aD (Rl;a,ﬁ(gv C)auéRl;a,ﬁ<§7 Z) - Rl;a,,@(ga Z)auéRl;a,,B(g? C)) dSE
= 4/ (Rl;a,ﬁ(5, Q)0:0zR1:0,5(C, 2) = Risap(C, 2)0:0: Rusa,6(C, C)) dédij = 0.

Das Flachenintegral auf der rechten Seite verschwindet, da die Robin-Funktion auf
D, harmonisch ist. Wir erhalten mit Korollar 2.5 fiir ¢ — 0 aus dem Randintegral

A= dnm <R1§aw3(<.7 Z) - Rl;a,ﬂ(z, C))
= /BD (Rl;a,ﬁ(g’ C)ayC-Rl;a,ﬂ(CN, z) — R1;aﬂ(§, 2)8V<~R1;a,ﬁ(§, C)) dsf-

Wir betrachten zunéchst den Fall § = 0. Die Robin-Randbedingung wird dann zu
einer Dirichlet-Randbedingung: Ri.,0(2,() = G1(2,() = 0 fur z € 9D. Damit wird
die rechte Seite null. Daraus konnen wir G1(z, () = G1(, z) folgern.
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Nun verwenden wir, dass 3 # 0 gilt, und setzen auf der rechten Seite die nach
Oy Riap(C, C) bzw. O, Riza 6(C, 2) umgestellte Robin-Randbedingung ein:

64 [ (Runal.0)(B0(59) — asnalC.2)
~Raap(C2) (Bo(sg) — aRuasl(,0)) ) d;
=5 | 0(s)(Riap(C,¢) = Ruap(C. 2))ds; = 0.

oD
Das letzte Integral ist aufgrund der Normalisierungsbedingung (2.27) der harmoni-
schen Robin-Funktion null. Also gilt die Symmetrie auch fiir g # 0. ]

Die Randbedingungen der Robin-Funktion wurden so gewéahlt, dass in der Integ-
raldarstellung (2.23) nur die Randintegrale mit bekannten Randdaten aus der ent-
sprechenden Randwertaufgabe (2.20) erhalten bleiben. Setzen wir das Randverhal-
ten (2.26) in (2.23) ein, erhalten wir geeignete Integraldarstellungen beziiglich der
harmonischen Robin-Funktion.

Korollar 2.9 ([BV13]): Jede Funktion w € C?(D)NCY(D) kann dargestellt werden
durch
1 1
w(2) = =3 [ @OBu(C) Ruale,)dedn ~ o= [ a(Gu(c)ase
D

s A1 Jop
1

75 Jop
w2) = = [ @) Rual, e + - (C)dse

Ao aD

Ri.0,8(C, 2) (o + B0, )w(C)ds¢, falls B # 0, (2.33)

L 01 80,)w(Q)0y Ruap(C. 2)dsc, falls a0, (2.34)

dra Jop

Beweis: Ist 5 # 0, konnen wir (2.26) nach 0,, R1.45(2, () auflosen:
0. Ria () = 0(2) = 5 Riap(50)
Setzen wir dies in (2.23) ein, erhalten wir (2.33).
Ist a # 0, kénnen wir (2.26) nach Ry, 5(2, () auflosen:
Ruas(:0) = 2 (0(2) = 01 Ruas(20)).

Setzen wir dies in (2.23) ein, erhalten wir (2.34). O

Fiir @ = 0 geht (2.33) in die Integraldarstellung fiir die Neumann-Funktion Ny, fiir
B =0 geht (2.34) in die Integraldarstellung fiir die Green-Funktion G iiber.
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Korollar 2.10: Jede Funktion w € C?(D) N CY(D) kann dargestellt werden durch

1 1 d¢
w2) === [ @2 ON(C )i - 1= [ ol0ul0)F
+ i . Ni(¢, 2)0, w(C)dse  und (2.35)
w2) = =3 [ @OwlCNG(¢. el — - [ w00 Galg.2)dse.  (230)
D oD

Fiir (2.36) konnen wir die Forderung nach der Differenzierbarkeit auf dem Rand
entfallen lassen, da die Normalenableitung dort nicht mehr vorkommt. In diesem
Fall ist w € C*(D) N C(D) ausreichend.
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Kapitel 3

Polyharmonische Randwertprobleme
und Green-Funktionen

In diesem Kapitel entwickeln wir die Theorie der iterierten polyharmonischen Rand-
wertprobleme und der zugehorigen Green-Funktionen. Wir verallgemeinern das Vor-
gehen im harmonischen Fall des vorherigen Kapitels und fiihren hybride Robin-Funk-
tionen ein, die dem allgemeinen Fall der iterierten Randbedingungen entsprechen.
Schlieklich geben wir eine Integraldarstellung mittels hybrider Robin-Funktionen
an.

3.1 Polyharmonische Randwertprobleme

Durch Iteration des Laplace-Operators 0,0; erhalten wir die Poly-Poisson-Gleichung

(9.0:)"w = f. (3.1)

Analog zum harmonischen Fall erhalten wir durch die Faltung der rechten Seite f
mit der Fundamentallésung

ZZ(n 1)
L,(z) = (|| e <1ogy 2 — 22 ) (3.2)

eine Losung. Die Funktion I',,(2) entspricht den Integrationskernen K, ,(z) firn > 1
in [BH97]. Eine einfache Rechnung zeigt, dass

[(2) = 0.0:Th11(2) (3.3)
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ist. I';(2) = I'(2) ist die Fundamentallésung der harmonischen Gleichung (2.15).
Damit erhalten wir die partikuldre Losung

w2) == [ FOPu(: = Q) dedn (3.4)

Auch hier definieren wir fiir n > 0 einen Integraloperator
To.pw = w und T, pw(z) := —%/DFn(z — Qw(¢) dédn (n > 1). (3.5)
Damit ist w, = T,, pf. Fiir n = 1 stimmt die Definition mit 7} p aus (2.17) iiberein.

Der Operator T, p entspricht dem Integraloperator T, ,, p aus [BHI7] fiir n > 1. Wir
haben wieder jeweils die beiden Differentialoperatoren 0, und 0; zu einem Laplace-
Operator zusammengefasst, wiahrend diese in [BH97] einzeln betrachtet werden.

Theorem 3.1: Sei D C C ein beschrinktes Gebiet und w € Ly(D) eine komplex-
wertige Funktion, die wir auferhalb von D durch w = 0 fortsetzen. Dann gilt fiir
die verallgemeinerten Ableitungen im Sobolev’schen Sinne

0,0:T, pw =T,y pw firn > 1. (3.6)

Auferdem besitzt T, pw fiir n > 1 die verallgemeinerten Ableitungen 0.1, pw und
agT»me.

Beweis: Die Aussage folgt unmittelbar aus Theorem 5.3 in [BH97|. O

Eine beliebige Losung von (3.1) erhalten wir wieder als Superposition von w, mit
einer polyharmonischen Funktion h,, die der homogenen Gleichung (0.0;)"h,, = 0
geniigt.

Um die Gleichung eindeutig 16sbar zu machen, werden Randwerte vorgegeben. Fiir
die Auswahl dieser Randwerte gibt es zahlreiche Méglichkeiten. Einen Uberblick da-
zu gibt z.B. [BVZ06,Beg15, Ac10b|. Wir interessieren uns fiir ein iteriertes Vorgehen,
durch das wir ein System von harmonischen Gleichungen

82:02 == y 0 S k< s
Wr = Wg41 n (3'7)

wo = w und w, = f

erhalten. Fiir jede dieser harmonischen Gleichungen kénnen wir eine Randbedin-
gung angeben. Dabei sind noch immer zahlreiche unterschiedliche Kombinationen
moglich.
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Fiir uns sind folgende Félle mit einheitlichen Randbedingungen von besonderem
Interesse:
1. Das polyharmonische Riquier-Problem

(0,0:) w = v, 0 <k <n. (3.8)

2. Das polyharmonische Neumann-Problem

0,(0.0:)"w = v, 0 < k < n. (3.9)

3. Das polyharmonische Robin-Problem
(a4 $0,)(0.0:)  'w =y, 1<k<n (3.10)

mit den Parametern o, 3 € R, o? + 3% > 0.

Analog zum harmonischen Fall geht das Robin-Problem fiir 5 = 0 ins Riquier-, fiir
« = 0 ins Neumann-Problem {iber.

Den allgemeinen Fall beschreiben wir durch das allgemeine oder hybride polyharmo-
nische Robin-Problem

(o + Br0,)(0:0:)* 'w =y, 1<k <n (3.11)

mit den Parametern ay, 8 € R, af + 37 >0, 1 <k < n. Fiir oy, = o, S = 3 geht
dies ins polyharmonische Robin-Problem iiber.

Wir kénnen das iterierte System (3.7) losen, indem wir sukzessive die Funktionen
Wp_1, Wp_2, . . . bestimmen. Allerdings werden diese Funktionen nur fiir die Randwer-
te, also auf 0D, benotigt. Durch geeignete Wahl polyharmonischer Green-Funktionen
werden wir die Losung direkt bestimmen, so dass wir nur ein Gebietsintegral auf D
auswerten mussen.

27



KAPITEL 3. POLYHARMONISCHE RANDWERTPROBLEME UND
GREEN-FUNKTIONEN

3.2 Polyharmonische Green-Funktionen

Wie bereits im harmonischen Fall, ist die Faltung (3.4) nicht geeignet fiir das Losen
von Randwertaufgaben. Wir gehen analog zum harmonischen Fall vor und definieren
zunachst in generischer Form polyharmonische Green-Funktionen. Diese erhalten wir
durch Uberlagerung der Fundamentallésung I',, aus (3.2) mit einer polyharmonischen
Funktion h, die die vorgegebenen Randbedingungen erfiillt. Wir folgen dabei dem
Konzept in [Begll, Begl5|.

Wir bezeichnen die (generischen) Randbedingungen mit B,,. Fiir den polyharmoni-
schen Poisson-Operator der Ordnung m bendétigen wir m solche Bedingungen. Wir
definieren die polyharmonische Green-Funktion K,(z,() der Ordnung m > 0 auf
D x D, z # ¢, durch die folgenden Eigenschaften:

e K, (-, () ist polyharmonisch vom Grad m in D\ {(}.
o K,(z,¢) —TI'(¢ — z) ist polyharmonisch vom Grad m in D fiir jedes ( € D.

o K,,(z,() erfiillt die Randbedingung B,, fir z € 9D, ¢ € D.

Wir interessieren uns dabei speziell fiir iterierte polyharmonische Green-Funktionen.
Die Green-Funktionen K, bilden eine iterierte Folge, wenn gilt

Ko = 0,0:Kom 1. (3.12)

Zusatzlich kénnen wir dies auch fiir die Randbedingung fordern:
By, = 0:0¢Bmy1, (3.13)

wobei wir hier den Laplace-Operator beziiglich der Variablen ( anwenden, die in
D liegt, wihrend z die Variable auf dem Rand 0D ist. Es ist auch moglich, die
Randbedingung auf jeder Iterationsstufe neu festzulegen. Dann erhalten wir hybride
Green-Funktionen. In [Beg06] wurden fiir n = 2 und D = D die sechs Moglich-
keiten berechnet, die sich aus den unterschiedlichen Kombinationen von Dirichlet-,
Neumann- und Robin-Randbedingungen (mit o = 8 = 1) ergeben.

Wahlen wir Robin-Randbedingungen fiir feste Werte der Parameter o und f, so
kénnen wir die iterierten polyharmonischen Robin-Funktionen R, s(z, () bilden,
die fiir n > 1 durch die folgende Faltung definiert werden:

1 5 - .
Rn-l—l;oa,,@(za C) = _; /D Rl;Oéﬁ(Z? Z)RTL%Oé,/B(Z? C)dl‘dy (314)
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Geben wir im allgemeinen polyharmonischen Robin-Problem (3.11) die Parameter
ar und B mit 1 < k < n auf jeder Iterationsstufe einzeln an, so erhalten wir eine
hybride polyharmonische Robin-Funktion. Wir fiihren dafiir zunéchst eine geeignete
Schreibweise fiir die Multiindizes ein.

Wir schreiben

= (ay,...,0p) und B =Ly, 0n)- (3.15)

Der Unterstrich zeigt stets an, dass es sich um einen Multiindex handelt. Mit der
Linge des Index a bezeichnen wir die Anzahl n der Elemente. Diese sei immer
stillschweigend an die Anforderung (d.h. Ordnung n) der Robin-Funktion R, s
angepasst. Auch die Bedingung o7 + 57 > 0 sei stets fiir alle 1 < k < n erfiillt.

Zunéachst definieren wir dafiir vier Operationen auf den Multiindizes:

(1.1, 00) = (ag, ..., ap_1), (3.16)
(g, Q... 0n)" = (g, ..., (), (3.17)
(1, .. ) apyr = (g, ...,y pyy)  bzw. (3.18)
ag - (ag,...,0p) = (a1,a2...,0a,) und (3.19)
(a1, ..y on)t = (am, .. ). (3.20)

Mit dem Hochkomma entfernen wir das letzte Element, mit dem Stern das erste,
mit dem Infizoperator fiigen wir ein Element am Anfang oder am Ende an. Die
Transposition kehrt die Reihenfolge um.

Wir definieren die hybriden polyharmonischen Robin-Funktionen durch die Faltung

1 - - -
Rn+1;g~an+1,§ﬂn+1 (2,¢) == —= / Risani1,nia (25 Z)Rn;g,ﬁ(zv () didy. (3.21)
D

™

Die Parameter a - 41 und - f,41 linker Hand ergeben sich dabei durch das
Aneinanderfiigen der Parameter der Robin-Funktionen im Faltungsintegral.

Gilt o = aund gy = fiir 1 <k < n, so ist

Ry op(z,¢) = Rn,g,ﬁ(za Q).

Die hybriden Robin-Funktionen sind nicht mehr symmetrisch im einfachen Sinn,
dass R,(z,() = R,((,2) gilt. Die Bedeutung der Parameter o und § héngt davon
ab, ob wir z.B. den Laplace-Operator auf z oder auf ¢ anwenden. Beriicksichtigen
wir dies, erhalten wir eine verallgemeinerte Symmetrie.
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Lemma 3.2: Die hybriden polyharmonischen Robin-Funktionen erfillen die Sym-
metrie

Rn;%ﬁ('zv C) = Rn;oaT,,BT (C? Z) (322)

Beweis: Fiir n = 1 wurde die Symmetrie in Lemma 2.8 gezeigt. Fiir n = 2 erhalten
wir unter Verwendung der Symmetrie fiir n = 1

1 N N .
RQ;Q:§<27 C) = _; /D Rl;az,ﬂz (Zv Z)Rl;al,ﬁ1 (Zv C) dzdy
1 N g e
= _; / Rl;az,ﬁz (Z, Z)Rl;al,ﬁl (<7 Z) didy = R2;gT,6T (Cv Z)'
I 2

Fiir n > 2 gilt unter der Annahme, dass die Induktionsbehauptung fiir £ < n erfiillt
ist,

1 - I
Rn+1;g,§(zﬂ C) - — / R1§C¥n+1yﬁn+l (Z7 Z)Rn;(g’)T,(ﬁ’)T (C’ Z) dxdy
D

™

1 _
= __/ Rl;oén+1,5n+1(z7z)
D

T
1 o
( / Ria, 5, (¢, 2)R, (e (8’ )T’(Z Z) dmdy) dxdy

/ Rl e 51

(——/ R1 0nt1,8n41 (Z Z)Rn_l;((g/)T/)T7((5/)T’)T(2,2) di’dﬂ) dj?d:g
D ud

™

1 . ~ A
- _E/ Rijar,6: (G, 2) Rosgary gy (2, 2) didj
; s

= Rn+1;gT,§T<C7 Z)

Damit ist der Induktionsbeweis vollstandig. O]
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Wir zeigen die wichtigsten Eigenschaften der hybriden Robin-Funktionen.

Theorem 3.3: Die hybride polyharmonische Robin-Funktion Ry.q (2, () mit 1 < n,
a=(ai,...,an) und B = (B1,...,B,) hat folgende Eigenschaften:

1. Rnga (-, C) dst polyharmonisch vom Grad n in D\ {(}.
2. Ry.ap(2,C) — I'n(z — Q) ist polyharmonisch vom Grad n in D fiir alle ( € D.

3. Fir z € 0D erfiillt sie die Randbedingung

(an + ﬁnauz>Rn;g,g<Z> C) = 6n0'<z>7—n71(g)7 (323)
wobet die auf D definierte Funktion T, der folgenden Rekursion geniigt:

70 =1 und 7,(¢) = —l/ Tn—1(2)Ri,0q,8, (2, C)dzdy. (3.24)
D

™

Wie zuvor erwdahnt, sind oy bzw. [y die ersten Parameter in a bzw. 3.

4. Rnap(2,C) geniigt der Normalisierungsbedingung

5n/ 0(2)Rp05(2,C)ds, = 0. (3.25)
oD T
Auflerdem gilt

0:0: Rpiap(2,C) = Ry _1,00p(2,C) in D mit 1 <n. (3.26)
Beweis: Fiir n = 1 sind dies die definierenden FEigenschaften der harmonischen

Robin-Funktion und sind deshalb erfillt. Dies bildet die Basis unseres Induktions-
beweises.

Wir beweisen zunédchst die Randbedingung (3.23). Dafiir verwenden wir die Sym-
metrie (3.22), die Faltung (3.21) und die rekursive Definition (3.24) fiir 7,,(¢). Dann
gilt fiir n + 1 unter der Annahme, dass die Induktionsbehauptung fiir n erfillt ist:

(anJrl + ﬁn+1auz>Rn+1;g,ﬁ(Zv C)

1 N - "
— —;(anH + Bn+10..) /D Ry 0,5 (C, Z)Rn;(QT)/,(gT)/(Z, z) dzdy

1 > ~ ~ ~
— —; / Rl,oq,ﬁl (Z, C) (an—l-l + ﬁn—l—layz)Rm((gT)/)T7((/3T)/)T (Z, Z) dl‘dy
D il

- _l/ Rl,a17ﬁ1 (27 C)ﬁn-‘rla(z)Tn—l(g) d“%dg
D

™

= Bn110(2)70(C).
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Damit ist der Induktionsbeweis fiir (3.23) vollstdndig. Zum Beweis der Normalisie-
rungsbedingung verwenden wir die Faltung (3.21). Es ist

1 - - e
ﬁn+1/0-(z)Rn+1;oz,B(Z7 Q)ds.= __/ [BN+JJ<Z)R1§an+175n+1 (2, Z)dSZ]Rn,g’, /(2,¢)dxdy
oD TJD oD

-~

=0

= 0.
Damit ist (3.25) gezeigt.

Um (3.26) zu zeigen, betrachten wir das Faltungsintegral (3.21), mit dem Ry, 5(2, ()
definiert wurde. Es gilt

1 N - " g
Rn;%ﬁ(’Z? ) = _;/DRl;an,ﬂn(Za Z)Rnfl;g/,ﬁ'(zvg) dl’dy

1 - - - .
= / (Rianp,(2,2) = (2 = 2)) Ry (2, C) ddy
D

™

1
1 / [z = 2Ry (3, C) divdy.
i 5

™

Dabei ist Ri.q,.4,(2,2) — (2 — Z) eine auf ganz D in z harmonische Funktion. Also
ist auch das erste Integral der rechten Seite als Funktion von z harmonisch. Das
zweite Integral auf der rechten Seite ist nach (2.16) eine Losung der inhomogenen
Poisson-Gleichung

azaéw(z) = Rn—l;g’,ﬁ'(z7 C)

in D. Damit ist auch die Summe der Integrale, also die linke Seite R, g (z,(), eine
Losung dieser Differentialgleichung. Somit ist (3.26) erfiillt.

Es folgt sofort, dass R, 11.45(+, ¢) polyharmonisch vom Grad n+1in D\ {(} ist, da
nach Induktionsannahme R, g(-,¢) = (8,0:) Rnt1,0,5(2,¢) polyharmonisch vom
Grad n in D\ {(} ist.

Die zweite Aussage folgt dann aus (3.3). O

Lemma 3.4: Seien ( € D und n > 1. Dann gilt fir die Funktion 7,(C)

(0c9¢) T (C) = Ta-1(C). (3.27)

Dies folgt sofort aus der Definition von 7, da Ry, (2, () eine (generische) harmo-
nische Green-Funktion ist.

Bemerkung 3.5: Die Randbedingung (3.23) der polyharmonischen Robin-Funktion
erfillt die Bedingung (3.13).
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Es gilt

(0c0¢) (41 + 6n+lavz)Rn+l;g,§(Za ¢) = (ans1 + 5n+18vz>Rn;g*7ﬁ*(Z7 ¢)
= Bn+10(2)T-1(C)
= (0:9¢) (Brs10(2)ma(C))-
Die erste Gleichheit ergibt sich aus (3.22) und (3.26), die zweite ist die Randbedin-
gung (3.23) und die dritte folgt aus (3.27).
Wir formulieren die Aussagen nochmals fiir die polyharmonische Robin-Funktion

mit einheitlichen Parametern o, 5 € R.

Korollar 3.6: Die polyharmonische Robin-Funktion ist symmetrisch:

Rn;a,B(Z7 C) = Rn;a,ﬂ(ga 2)

Beweis: Gilt a; = a und 3; = B fiir 1 < i < n, so ist o’ = o und QT = (. Damit
folgt die Aussage sofort aus Lemma 3.2. n

Die Aussagen von Theorem 3.3 iibertragen sich direkt. Wir geben sie hier nochmals
an, da die nicht-hybride Robin-Funktion eine eigenstindige Bedeutung hat.

Korollar 3.7: Die polyharmonische Robin-Funktion R,., s(z,() mit 1 < n hat fol-
gende Eigenschaften:

1. Ry.ap(+, C) ist polyharmonisch vom Grad n in D\ {C}.
2. Ru.ap(2,C) — T'n(z — Q) ist polyharmonisch vom Grad n in D fir alle ¢ € D.
3. Fir z € 0D erfiillt sie die Randbedingung

(a+ B0,.) R 5(z, C) = Bo(2)Tn-1(C), (3.28)
wobei die auf D definierte Funktion T, der folgenden Rekursion geniigt:
1
To = 1 und 7,(¢) = ——/ Tn—1(2)R1.0.5(Z, ()dZdy. (3.29)
TJD

4. Rp.ap(2,C) geniigt der Normalisierungsbedingung

B | o(2)Ruap(z,()ds, =0. (3.30)
oD

Auflerdem gilt
0.0:Rn.05(2,C) = Ru—1.05(2,¢) in D mit 1 < n. (3.31)
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3.3 Integraldarstellungen

Analog zum harmonischen Fall erhalten wir zu den polyharmonischen Green-Funk-
tionen Integraldarstellungen.

Theorem 3.8: Seien K,,(z,() fir m < n generische polyharmonische Green-Funk-
tionen fiir das Gebiet D, die eine iterierte Folge bilden, d.h.

azasz+1 (Zu <) = Km(z7 C)

fir 1 < m < n. Dann gilt: Jede Funktion w € C?*"(D) N C*~Y(D) kann dargestellt
werden durch

w(2) = == [ (620000 w(C)dein

- ] % /<9D ((aCadkw(C)auch—l—l(C,Z) - Kk+1(€, 2)8u<(3<a§)kw(é°)) dSC' (332)

—_

B
Il

Beweis: Wir schreiben w,,(2) := (9,05)™w(z) und definieren

o1(2,¢) == 3 (Wk(2)0:Kir () — Kipa (2 s (2)) und
o2(5,0) = 3 (0020 K (2:€) — Ko (2, )0 (2)
k=0

Eine einfache Rechnung zeigt, dass
0201(2, Q) + Ozp2(2, ¢) = 2(w(2)0:0:K1(2, ¢) — Kn(2,()(9:0:)"w(2))
ist. Wir wahlen nun zu ¢ ein hinreichend kleines ¢y > 0, so dass
K:={z:|z—(|<e}CD (3.33)

gilt. Wenden wir den Gaufs’schen Integralsatz (2.13) auf ¢, und (2.12) auf 9 an, so
erhalten wir fiir D, := D\ {2z : |z = (| <e} mit 0 <e < ¢gg

1

2 Jp.

(O:01(2:€) + Osa(. ) ddy = 1= | (a2 Oz = 1 (2. ))

bzw.

—/ (w(2)0,0:K1(z,() — K, (2,0)(0.0:)"w(z)) dxdy

. /8 | 00(2) (9K (2, O = 02K (2, O))

—Kii1(2,C) (O,wi(2)dz — Oswi(2)dz)] .
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Im Fléchenintegral linker Hand wird der erste Summand null, da K;(z,¢) in D.
harmonisch ist. Das Randintegral auf der rechten Seite schreiben wir mit (2.9) um
und teilen das Integral fiir die Randstiicke 0D und {|z — (| = ¢}. Damit erhalten
wir

1 / (Ku(2,¢)(0.0:)"w(2)) dady

™

€

n—1
— 2 i /8D(wk(z>aszk+l(Z, C) — Ki1(2,0)0,.wy(2)) ds.,
n—1 1
_ 2 Ar / (we(2)0,, Ki1(2,¢) — Kiy1(2, )0, wi(2)) ds...

lz—(l=¢

Wir betrachten nun die Randintegrale fiir |z —(| = €. Fiir £ > 0 sind die Integranden
in dem — in (3.33) definierten — Kompaktum K C D beschrénkt, da sie zumindest
stetig sind. Also streben die Integrale fiir ¢ — 0 gegen null. Im Fall £ = 0 wenden
wir Korollar 2.5 an und erhalten

lim L / (wW(2)0y. Kr (2. C) — Ka(2, )Bp0(2)) dss = —w(0).

lo=Cl=e

Damit folgt nach der Grenzwertbildung ¢ — 0 insgesamt

_% /D Ko(2,0)(0.0:)"w(z) dady

[y

3

i /aD(wk<Z>a”ZK’““(Z’ () = Kis1(2,0)0p. wi(2)) ds + w(C).

i

0
Nach einem Variablentausch zwischen z und ¢ ist dies (3.32). O

Bemerkung 3.9: Die Integraldarstellung (3.32) wurde in [BV06], Theorem 4.5, fir
die polyharmonische Neumann-Funktion N,(z,() = Ru.01(2,() und D = D herge-
leitet. Da weder das Randverhalten des Integrationskerns K, (z,() noch besondere
Figenschaften des Gebiets D in den Beweis eingehen, konnten wir die Darstellung
auf beliebige Green-Funktionen verallgemeinern.

Wie schon bei der Integraldarstellung (2.23) fiir harmonische Green-Funktionen, ist
diese allgemeine Form fiir das Losen iterierter Randwertprobleme nicht geeignet, da
mehr Randdaten erforderlich sind, als fiir die Randwertaufgaben verlangt werden.
Ist das Randverhalten der Green-Funktion bekannt, so ist es eventuell moglich, einen
Teil der Randintegrale in (3.32) zu eliminieren.
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Ist Ry.qp(2,C) eine hybride polyharmonische Robin-Funktion mit den Parametern
a=(ay,...,an) und B = (B1,...,B,), so geniigt fir 1 <k <n

Rk<za C) = (azaé)n_kRn;g,é(za Q)
der Randbedingung
(Oék + ﬁk&,z)Rk(z, g) = ﬁkO'(Z)kal(C) flir z € aD,C eD. (334)

Dies folgt, weil Ry eine polyharmonische hybride Robin-Funktion der Ordnung &
mit den Parametern («q, -, ax) und (5, -, Bx) ist, die der Randbedingung (3.23) ge-
niigt. Die Randbedingungen (3.34) kénnen wir in gleicher Weise nutzen, wie wir dies
bereits im harmonischen Fall getan haben, um die Integraldarstellungen (2.33) und
(2.34) herzuleiten.

Falls ), # 0 ist, so erhalten wir aus (3.34)

8, Ri(2,¢) = o(2)7-1(C) — %Rm, 0. (3.35)
Ist ay # 0, so erhalten wir
Re:0) = 2 o e)ma(€) — 0, (2. 0). (3.36)

Betrachten wir die Integraldarstellung (3.32) mit K, (z,() = Rpq s, 50 kénnen wir
das Randintegral im k-ten Summanden umformen. Es gilt

1

4m Jop

((aCaC_)kw<C)aung+l(Ca Z) - RkJrl (C? Z)al/< (8(85)’%[}(()) ds(
=25 [ @00t e ds
1
- 47 B 11

falls By1 # 0 ist, und

/aD Ris1 (€ 2) (@1 + Bri10y ) (0c0¢) w(C) ds¢,  (3.37)

1

4m Jop

((9c0) w(€)Dve Ri1(C, 2) = Ri1 (€, 2)0y (0c0¢)"w(Q)) dsc

=2 [ oo, @000t u) ds

Qg1 4
1

_|_
AT a1

| BB (€ 2)omn + Bt @0 (O dse, (339)

falls ag41 # 0 ist. Damit konnen wir fiir jedes k£ mit 0 < k < n eine der Darstellungen
(3.37), (3.38) auswihlen, sofern jeweils die Voraussetzung i1 # 0 bzw. g1 # 0
erfiillt ist. Wir fassen dies zusammen.
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Korollar 3.10: Seien R, 5(2,() eine hybride polyharmonische Robin-Funktion fiir
das Gebiet D C C, Ri(2,¢) = (0.0:)" *Rp.ap(2,¢) und M C {0,...,n — 1}, so
dass a1 # 0, falls i € M, und Biy1 # 0, falls i ¢ M. Dann gilt: Jede Funktion
w € C*(D) N C*"~ YD) kann dargestellt werden durch

0(2) =~ [ Runsl¢.2)000) " w(C)dcl

n—1

1
+ kz:; 47 B /(w Ry41(¢, 2) (g1 + ﬁk+1ayg)(@<8§)kw<ods<
k¢ M
n—1
Tr(2) N
B % 47 /8D o (C)(0:07) w(C)ds¢
k¢M
n—1 1
- kz:% ATy /8D(ak+1 + 5k+13u<)(aca§)kw(® Oy Riy1(C, 2)ds¢
keEM
n—1
7(2) Brs1 N
+ kZ:O I opg /a ; 0(¢)(0c0z)" By w(C)dsc. (3.39)
keM

Beweis: Wir setzen in die Integraldarstellung (3.32) aus Theorem 3.8 fiir die Rand-
integrale mit k& € M die Darstellung (3.38) ein. Die Voraussetzung oy # 0 fiir
die Giiltigkeit der Darstellung ist fiir alle & € M erfiillt. Fir k£ ¢ M setzen wir die
Darstellung (3.37) ein. Auch hier ist die Voraussetzung .1 # 0 fir die Giiltigkeit
der Darstellung fiir alle k ¢ M erfiillt. O

Verwenden wir die polyharmonischen Robin-Funktionen Ry, g mit & < n und setzen
deren Randverhalten (3.28) ein, erhalten wir die spezifischen Integraldarstellungen
fiir das polyharmonische Robin-Problem.
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Korollar 3.11: Jede Funktion w € C*(D) N C*~Y(D) kann dargestellt werden

durch
w(z) == /D R (6, 2)(00)"w(C)décly
#3040 L Fesnas(€o2) o+ 50,0 0000wl
Z = / ) (0c0¢)*w(C)dse, falls B # 0, (3.40)
k=
und

1
= =2 [ RuaslC 200w

Z / (@ + B0 )P0 () Do R 1103 (G, )

2 47r o O(ag(ag)kaycw(odsc, falls o #£0.  (3.41)

Beweis: Wir setzen a = a, B, = S fir k=1,...,n. Ist 8 # 0, so konnen wir M = ()
wéhlen und erhalten dann aus (3.39) die Darstellung (3.40). Ist o # 0, so kénnen wir
M ={0,...,n— 1} wihlen und erhalten dann aus (3.39) die Darstellung (3.41). O

Fiir a = 0 geht die erste Integraldarstellung in die spezifische Integraldarstellung
des n-Neumann-Problems iiber, fiir § = 0 die zweite in die des n-Riquier-Problems.

Korollar 3.12: Jede Funktion w € C*"(D; C)NC*"~Y(D;C) kann dargestellt werden

durch
w2) == [ Nalé )02, wlC)dedn
+ Z [ Nier(6. 90,000 w6 s,
- Z % | atc@atucs (3.42)
und 7
w(2) = == [ Gulc.2)@:00 (e
- ni ﬁ 8D(3<3§)’“w(C)8u<Gk+1<C  2)ds¢. (3.43)
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Die Integraldarstellung (3.43) wurde zuerst in [BV08b| angegeben. Fiir die Neumann-
Randbedingungen wurde die Integraldarstellung (3.32) fiir die polyharmonische Neu-
mann-Funktion in [BV06] hergeleitet (siche dazu auch Bemerkung 3.9). Fiir iterierte
Robin-Funktionen mit homogenen Randbedingungen wurde eine der Integraldarstel-
lung (3.41) entsprechende Formel in [Ac14| dadurch abgeleitet, dass die entsprechen-
de harmonische Integraldarstellung aus [BV10] iteriert wurde.
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Kapitel 4

Die Robin-Funktionen fur den
Einheitskreis

In diesem Kapitel berechnen wir die hybriden polyharmonischen Robin-Funktionen
fiir die Kreisscheibe D = D fiir n = 2 und n = 3. Zunéchst benotigen wir dafiir die
harmonische Robin-Funktion Ry, g fiir D aus [BV13]. Ausgehend davon bestimmen
wir die weiteren Funktionen durch das Auswerten des Faltungsintegrals (3.21).

4.1 Einige Hilfsmittel

In diesem und den folgenden Kapiteln werden wir uns ausschliefslich mit der Einheits-
kreisscheibe befassen. Daher sei im Folgenden, wenn nicht explizit anders angegeben,
das offene Gebiet D immer der Einheitskreis, d.h.

D=D={zeC: |z|] <1} CC.

Auf dem Rand |z| =1 ist

dz dz
- - _ 4.1
.y (4.1)
I .
da z = — fiir |z| = 1 gilt. Also folgt
2

dz 1 z

= _Z 4.2

dz 22 z (42)
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Dadurch erhalten wir fiir die Normalenableitung 0, und das Streckenelement ds der
Bogenlangenparametrisierung die Darstellung

1 1 d
dywds = — (Q,wdz — Dswdz) = = (20, + 20;) w —Z, (4.3)
) i z
von der wir Gebrauch machen werden, um eine asthetisch ansprechendere Darstel-
d dz
lung der Formeln zu erlangen. Insbesondere gelten 0, = 20,4z0; und ds = —Z = —_—f.
iz iz

Theorem 4.1 (Schwarz’sches Randwertproblem): Die Lisung des Schwarz’schen
Randwertproblems

(95w =0 1n D,
Re w =~ auf ID,
Im w(0) = ¢

ist fir c € R, v € C(OD,R) eindeutig gegeben durch

1 C+zd¢ .
w(z) = %/&Dy(g)g e (4.4)

Fiir den Beweis siehe z.B. [Beg05a].

Zunéchst betrachten wir die harmonische Green- und Neumann-Funktion fiir D und
bestimmen o.

Lemma 4.2: Die harmonische Green-Funktion zu den Dirichlet- Randbedingungen
fiir die Einheitskreisscheibe ID ist

1—252

G1(z,¢) = log | (4.5)
Die harmonische Neumann-Funktion fir die Finheitskreisscheibe D ist
2112
Ni(z,¢) = —log|(z = ()(1 - 2Q)|". (4.6)
Fiir die stiickweise konstante Funktion o : 0D — R gilt
o=—-2. (4.7)

G1(z,¢) und Ny(z, () sind bekannte Funktionen, die in der Literatur zu finden sind,
siehe z.B. [Beg05b].
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Beweis: Wir priifen fiir G; und N; die definierenden Eigenschaften aus Definition 2.7
fiir =0 bzw. a = 0 nach.

Zunichst ist klar, dass log |1 — 2(|? fiir z,¢ € D harmonisch ist, da
log |1 — 2(|* = log(1 — 2¢) + log(1 — 2()

und die Summanden auf der rechten Seite nur von z bzw. nur von z abhéngen. Damit

bleibt fiir beide Funktionen nur das Randverhalten zu iiberpriifen. Fiir [z| = 1 ist

log |z — ¢]? = log |1 — z¢|* und somit G1(z,()];j=1 = 0. Weiter ist fiir [z| = 1
8VZN1(Z? C) = (Zaz + Zaz)Nl(Za C)

I i 1o 1oz

wobel wir die ersten beiden Briiche mit z bzw. z erweitert haben. Damit erfillt
Ni(z, () die Randbedingung genau dann, wenn o = —2 ist. Damit ist (4.7) gezeigt.

Fiir die Neumann-Funktion ist noch die Normierungsbedingung |, op N1(2,¢)ds. =0
zu zeigen. Diese folgt aus der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen, da
fiir z € 0D

[z =P = (= (2 = ¢) = 22(1 — 2¢)(1 — 2() = |1 — (]

ist, also die Darstellung N;(z,¢) = —2log |1 — z(|? gilt. Die rechte Seite ist aber
harmonisch in D und wird null fir z = 0. O]

Wenn in der Integraldarstellung (2.36) z € 9D gilt, so wird aufgrund der Randbe-
dingung G1(z,¢) = 0 fiir z € 9D das Gebietsintegral null. Damit erhalten wir auf
dem Rand die Integraldarstellung

1
w(z) = —— [ w(()d, G1(¢, z)ds¢ fiir z € OD. (4.8)
47 oD
—%ayzGl(z, () heit der Poisson-Kern. Die Umnormierung entspricht der Konventi-

on. Speziell erhalten wir fiir den Einheitskreis mit der Green-Funktion (4.5)

1 _
gl(zag) = —§auzG1(Z,C>|\z|=1 = ZiC+5i§_1 (4-9)
und setzen in die Integraldarstellung (2.36) die Werte fiir D = D ein:
_ ! ! S @
w2) =~ [ @dc(@)G . den+ 5 [ WO, 0
1 1- (|
=~ [ @dculoyios| 2| den
1 1 1 d
' mw(<>(1—z<+1—z<_1) ?4 (4.10)
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Ist h eine in D harmonische Funktion, also 0,0;h(z) = 0 in D, so erhalten wir aus
(4.10) die Darstellung (4.8) auch fiir z € D:

1 d¢
= — —. 4.11
Ist p € C(0D;C) eine auf 0D stetige Funktion, so definieren wir durch
1 dz
= — — 4.12
Plg](z) 21 Jon ©(z1)g1(21, 2) 5 (4.12)

eine auf D harmonische Funktion, da ¢g; in D harmonisch ist. Besitzt ¢ auf 0D eine
punktweise konvergente Fourierreihe

o(s) =ag+ Z ap exp(iks) + Z by exp(—ils),

k>1 >1

so ist mit z = exp(is) fiir |z| =1

Ple)(z) = ap+ ) _axz" +) bz, (4.13)

k>1 >1

Diese Darstellung werden wir im Weiteren haufig fiir die Auswertung des Randinte-
grals in (4.10) verwenden.

Aus (4.12) folgern wir sofort, dass die Reproduktionseigenschaft (4.8) fiir alle auf

0D stetigen Funktionen mit konvergenter Fourierreihe gilt. Fiir z = 0 erhalten wir
aus (4.13) eine Auswertung des Integrals
1 d¢

o [ W% =

271 oD C

also die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen.

Plw](0) = ay, (4.14)

4.2 Der harmonische Fall

Bevor wir uns der Berechnung der Robin-Funktionen hoherer Ordnung durch Aus-
wertung der Iteration (3.14) zuwenden, bestimmen wir hier die Robin-Funktion ers-
ter Ordnung fiir den Einheitskreis ). Die Robin-Funktion R, , g ist als Faltungskern
ein wesentlicher Bestandteil der Iteration zur Bestimmung der Robin-Funktionen
hoherer Ordnung. Da diese Funktion nicht durch eine blofe Faltung gewonnen wer-
den kann, sind zusétzliche allgemeine Vorbetrachtungen nétig. Die Robin-Funktion
wurde zunédchst fir « = § = 1 in [BHO6] bestimmt, fiir allgemeines o, 3 € R
in [BV10] fiir die nicht modifizierte Randbedingung. Schliefslich wurde R;., g fur
den Einheitskreis in der hier angegebenen Form in [BV13| bestimmt. Wir geben
hier nochmals eine Herleitung an, da R, (2, () zentral fiir die weitere Arbeit ist.
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KAPITEL 4. DIE ROBIN-FUNKTIONEN FUR DEN EINHEITSKREIS

Theorem 4.3: Die harmonische Robin-Funktion Ry, 5(z,() fir den Einheitskreis
D st gegeben durch

- =f (20" + (20" o
Ris(2,) = log |- —7 +2BZ+—M, falls =2 &N, (4.15)
~ k
Risa(2:C) = log 12 : ‘ + BZ . g
k;ém

+2(20)™ log(2¢) + 2(2¢)™ log(z¢), falls — % =meN. (4.16)

Beweis: Die reellwertige harmonische Funktion

h(Z, C) = Rl;aﬁ(za C) + log ’Z - <|2

ist in D als Realteil einer analytischen Funktion ¢(z, () darstellbar, die bis auf eine
additive Konstante ic eindeutig bestimmt ist und der Cauchy-Riemann-Differential-
gleichung 0;¢(z, () = 0 geniigt:

Loz, 0) + 2 0). (4.17)

h(z,¢) = Re ¢(2,¢) = 3

Wenden wir die Randbedingung (2.26) mit (4.7) auf (4.17) an, erhalten wir fiir
|2 =1

(e + B0, )h(z,¢) = (a + B0,.) log |2 — ¢|* — 2

:alog|z—(|2+6(—g+—<—2>

+ Z&) . (4.18)

:a10g|1—z§|2+ﬁ<2_
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Dies fiihrt mit (4.17) auf das Schwarz’sche Randwertproblem

Re (a + £20.)¢(z,¢) = alog |1 — 2(* + (%C + . E 5) , (4.19)

dessen Losung mit (4.4) fir ¢ =0

(@ 320002, 0) = o [ (adoglt— P (g4 ) ) 22
oD V4

- 21

1—¢ z1—¢ =2z 2
e
— QLM (_az <21<) ‘l: (21C) + BZ ((zlé)k + (Z1C)k)>
oD o1 =
_ 1 le
x<1+2%;@ﬂ)>;;
(20)" N
=20y 7= 26 (20)
k>1 k>1
zC _

= 2alog(1 — 2() + 2

4.20
T (4.20)
ist. Dabei tragen in der zweiten Zeile beim Ausmultiplizieren der Summen nur die-
jenigen Produkte zum Integral bei, die nicht mehr von z; abhédngen. Die Losung
dieser linearen Differentialgleichung fiir ¢ ist gegeben durch

1

o(z,() = Ez_% /zg_l <2a10g(1 —20) + 251 ing) dz. (4.21)
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Die Losung des unbestimmten Integrals ist

ofur——géN

/ (2a log(1 — 2¢) + 261 —CZC) dz

- (2 <)

2 1og<zc>>

k>1
k#m

Somit ist ¢(z, () bis auf eine additive Konstante, die sich fiir h bzw. Ry., 3 aus der
Randbedingung (2.26) ergibt, bestimmt:

(2108(1 — 20) + 48 > e (’f)ﬁk fiir — % ¢ N,
(2™

©(2,¢) = { 2log(1 — 2{) + 2

+48 > k>1

k
. e a(f)ﬁk—l—él(zé)mlog(z&)—l—c fir _gszN,

B
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Damit erhalten wir die in (4.17) definierte Funktion h(z,¢) = 3(¢(z,¢) + ¢(z,())
und setzen dies in

R1§0475(Z7 C) == 1Og |Z - C|2 + h(Z, C) ein:

4

2 ~\k \k
og| -2 4253, B e s g
Rus(2,¢) = 1—2C° (0™ + (2" (2" + (20"
o g —¢ | * T
+2(20)™ log(2¢) + 2(2¢)™ log(z¢) + %C fir —g=meN.

\

Aus der Randbedingung (2.26) mit (4.7) erhalten wir ¢ = 0. Dann liegt fiir —§ =m

der Summand (z@m% im Kern des Operators a + (20, + Z0;), weshalb wir ihn
weglassen. Damit haben wir die angegebene Form der Robin-Funktion hergeleitet.
m

4.3 Der biharmonische Fall

Wir berechnen zunéchst die hybride biharmonische Robin-Funktion mit den Indizes

a=(ar,a) und B = (B, B2).

Danach setzen wir oy = ap und ; = [, um die ,normale biharmonische Robin-
Funktion zu erhalten. Wir beschranken uns auf den Fall, dass —% ¢ N, i=1,2 ist.
Dies sei im Folgenden stets vorausgesetzt.

Wir erhalten die hybride biharmonische Robin-Funktion Ry, (2, (), indem wir das
Faltungsintegral (3.21) auswerten:

1
RQ;Q@(’Z? C) = _; /]D) Rl;azﬁz (27 Zl)Rl;alﬂl (Zla C) dxldyl' (422>
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Wir schreiben

2

oo (5:0 = Gen) b ) =g L= w28 3 EUZER oy
und teilen das Faltungsintegral (4.22) in vier Teilintegrale
Go(z,() := —%/H)Gl(z,zl)Gl(zl,C) dzdyy, (4.24)
19(2,¢) = —%/H)Gl(z,zl)hu(zl,() dzydy, i =1,2, (4.25)
I(2,¢) = 19(¢,2), i =1,2, (4.26)
und
I(2,C) = —% /D hia(2, 20 ) (21, C) dandys. (4.27)
Dann ist
Raap(2,0) = Ga(2,Q) + 1V (2,Q) + I (2,¢) + Is(2, ). (4.28)

Fiir die Bestimmung von (4.24) und (4.25) verwenden wir die Integraldarstellung
(2.36), womit die Berechnung des Faltungsintegrals auf das Auffinden einer geeigne-
ten Stammfunktion w mit 0,0;w = G1(z,() bzw. = hy;(2,() und die Auswertung
des Randintegrals zuriickgefithrt wird. Das Faltungsintegral (4.27) fiihren wir an-
hand des Gauf’schen Integralsatzes (2.12) und (2.13) auf ein Randintegral zurtick.

Die biharmonische Green-Funktion fiir den Einheitskreis ist bereits bekannt, siehe
etwa [Beg06]. Dort findet sich auch Ry, fir D.

Wir setzen in die Integraldarstellung (2.36) die Werte fiir D = ID ein, substituieren
z1 fiir ¢, da wir ¢ bereits als zweite Variable in w nutzen, und stellen nach dem
Gebietsintegral um. Damit erhalten wir mit dem Poisson-Kern g, aus (4.9)

1 1 d
e / 0.,05,w(21)G1(z, z1)dx1dy; = w(z) — —/ w(zl)gl(z,zl)ﬁ. (4.29)
T JD oD z

21 1

Beginnen wir zunéchst mit der Berechnung der Green-Funktion G, aus (4.24).
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Lemma 4.4: Sei I'y(z) die Fundamentallosung aus (3.2) und G1(z,() die Green-
Funktion des Einheitskreises D aus (4.5). Fir

~ Z_ k z k
Galer0) 1= Tals =€) = s 3 EJEIED (4.30)
gilt R
azagGQ(Z,C) = Gl(Z,C) (431)

Beweis: Die Fundamentallosung T',, geniigt der Rekursionsformel (3.3). Der zweite

Teil folgt durch Nutzung der Reihenentwicklung log |1 — 2(|? = — > k1 w
fiir den Logarithmus. O]

Lemma 4.5: Fir das Randintegral gilt

1 A d _ =\ k = \k
i o GQ(ZbC)gl(zl;Z)Zill —2(1— 2 — 2¢) + |¢]? ; M
(20" + (20" (20)F+1 4 (2¢)kH
+(1—[¢?) ; N 2 . . (4.32)

Beweis: Fiir |z;| = 1 entwickeln wir T's(¢ — z1) als Potenzreihe in z; bzw. z; = %:
To(¢ —21) = |21 — (> (2 = log |21 — (]?)

=1+ [P —zC-20 2+ (210" Z ()

k>1

Ca P = - a0+ + 1R 3 B - (210"

>1
(210" + (7 Q)M ax— (21O (2
- — <] :

Das Anwenden der Kiirzungsregel z;z; = 1 sowie der Partialbruchzerlegung

1 1 1

k(k+1) k k+1

fiir den zweiten Summanden liefert die Reihendarstellung des Integranden. Mit
(4.13) folgt die Behauptung. O
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Theorem 4.6: Fiir den Einheitskreis D ist die biharmonische Green-Funktion ge-
geben durch

Ga(e6) = |z - Plog | =2 — (1= )1 - 1) Y B g
E>1

Beweis: Wir verwenden (4.29) mit w(z) = Go(z,¢), die Zwischenergebnisse (4.30)
aus Lemma 4.4 und (4.32) aus Lemma 4.5. Damit haben wir

Ga(2,() = —%/DGH(ZMC)Gl(Za z1)dxdy,

: 1 A
sy _1 / 0402, Ga(1, Q)G (2, 21 )drdy,
D

1 A d
(4 29) G2( C) _ % /aD GQ(Zl, g)gl(Z,Zj)zill
(20)* + (20)*

(2= C) — |22 i (4.34)

Z )
( (1 =20 =20 + ¢ ZA

k>1
(20" + (20" (2O + (2O
+(1—|C|2)k221k—+1—k221 ’ )
Fiihren wir die Partialbruchzerlegung
1 1 1

k(k+1) k k+1

fiir die erste Summe der rechten Seite durch, fassen wir die Terme zusammen und
benutzen wir die Reihenentwicklung

logl—w:—Z%k,

k>1

so erhalten wir die Darstellung (4.33). O
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Lemma 4.7: Fir das Integral Il(i)(z, ¢) gilt

(@) a2 (20" + (2¢)*

Beweis: Fiir die Funktion R4 ;(z, () aus (4.23) und die Funktion

)k
(2,¢) = 2Bi|2 (4.36)
,; +B@ +1)

ist A
0:0:ha(2,¢) = hi(2, Q).
Fiir das Randintegral folgt

1 [ . dz (20)* + (2¢)*
o ) hz(zlaogl(zlaz)z_l = 251; (i + k) (k4 1) (4.37)

da

ha(2,Q)ljzi=1 = 268 Y ( e =)

= (it Bik)(k +1)

gilt und (4.13) anwendbar ist. Das Einsetzen von (4.36) und (4.37) in (4.29) liefert

(@) a2 (20" + (2¢)*
[1 (Z,C) - 252(|Z’ 1); (Oéi—f‘ﬁik)(l{?—i-l)’

also (4.35). O

Korollar 4.8: Fir die Integrale Il(l)(z,C) und 12(2)(2, ¢) aus (4.25) gilt

D@0+ L @0 =280 -1 3 mf?ﬁﬁ)iﬂ )

2 (2Q)* + (20"
Beweis: Wir verwenden (4.35) fiir ]{1) und [2(2)(2, () = [1(2)(C, ). O
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KAPITEL 4. DIE ROBIN-FUNKTIONEN FUR DEN EINHEITSKREIS

Lemma 4.9: Fir das Integral I3(z,() aus (4.27) gilt

(20)F + (0"
ARt ARG (4.39)

Ii(z,0) = =486y (

k>1

Beweis: Es gilt

4/3152 ZlC Z1C 2’2’1 221 l
Is(z6) = / Z ar + Bik IZ: Qg + 52 da1dy,

k>1

4615y (210" (z2)" + (210" (22)' + (210 (221)' + (210" (1)
@ /]D)le;l (a1 + Bik) (a2 + Bal)

_ _4p,p / Chotzl=k dz
- ! 2 8Dkl>1 Oél—i‘/Blk? a2+52l)(l+1) 1

1 ¢hatath L
5152 5 /BD]; (ay + Brik) (g + Bol) (I + k+ 1) 2

Ckzlzll-i-k: dz,
—4 — it
Prbe 2mi /8JD> ,le;l (al + pik )(a2 + 521) 21

1 Chgtzht dz
—4 — -
hibeg /aD k% (ay + Bik)(ag + Bol)(k+ 1) 2z

dxidy,

_ (2Q* + (2¢)*
= 4/3152; (or + Bik) (e + Bok) (h+ 1)

Im vorletzten Schritt haben wir den Gaufs’schen Integralsatz (2.12) angewandt und
das letzte Integral mit der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen bestimmt,
indem wir den Integranden bei z; = 0 ausgewertet haben. Dabei werden im zweiten
und dritten Integral alle Summanden null. Im ersten und vierten Integral sind nur
die Summanden mit [ = £ nicht null. m
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Theorem 4.10: Die hybride biharmonische Robin-Funktion fir den FEinheitskreis
D mit den Parametern a = (ay, ag) und B = (b1, B2), ai, Bi, € R, i = 1,2, fiir die
a?+52>0,i=1,2, und —% ¢ N, 1 = 1,2, gelten, ist gegeben durch

11—
ERs
'%M%“”2_1)§:<afi2 T 2T - >§:< i

= = (o + Bak)(k + 1)

+ (20"
_46152; 1+61 a2+52 T (440

(1= ey — [y Y B O

k
k>1

Ry g,ﬁ(za Q) =z Clz log

Beweis: Aus der Faltung (4.22) und der Zerlegung (4.24), (4.25), (4.26) und (4.27)
folgt

Ry (2.C) = Ga(2,0) + IV (2,¢) + I (2,0) + LI1(2,C).

Bilden wir diese Summe mit den Darstellungen (4.33) fiir G, (4.38) fiir 11(1) + ]éQ)
und (4.39) fiir I3, erhalten wir (4.40). O

Mit der hybriden Robin-Funktion kénnen wir nun flexibel Integraldarstellungen den
unterschiedlichen Randbedingungen anpassen. Wir betrachten die in [Beg06| an-
gegebenen Fille, zundchst die einheitlichen Randbedingungen. Die biharmonische
Green-Funktion G5 fiir Riquier-Randbedingungen haben wir bereits in (4.33) ange-
geben.

Korollar 4.11 ([Eme21]): Die biharmonische Robin-Funktion fiir den Einheitskreis
D mit den Parametern o, 8 € R, fiir die o® + 3% > 0 und —3 ¢ N gilt, ist gegeben
durch

- |
—¢

2 2 (Zé)k + (EOk 9 (Zf)k + (ZC)k
+28(|21 + I¢| —2);(a+5k)(k+1) — 48 ;(a+6k)2(k+1)' (4.41)

Roap(2,C) = |Z—C|210g

27 k—1 z k—1
S Py S E  E)

k
k>1

Beweis: Setzen wir in (4.40) oy = as = a und B; = Py = (3, so erhalten wir
(4.41). O

Fiir o = 0 ergibt sich aus (4.41) die biharmonische Neumann-Funktion N;.
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Korollar 4.12 (|[BV06, Bur09]): Die biharmonische Neumann-Funktion fir den
Einheitskreis D ist gegeben durch

Na(z,¢) = —|z = ([*log|(z = O)(1 = 2Q)|* = 2(=( + 2() log |1 — 2C]?
~\k > \k
+4(|Z|2 + |<|2) _ 42 (ZC) 2’2(2{)

k>1
— @RI Y B EOT ()

k>1

Beweis: Das Einsetzen von o = 0 in (4.41) ergibt

2

1—2C 2P 4 (2¢)F !
No(2,0) = Rags = |2~ C[Plog| =2 | — (1= [eP) o) 3 L O
& k>1
(20)* + (20)* (20" + (20)*
+2()2* + [¢|* - 2)2— — 42 T
= k(k+1) k2(k+1)
Verwenden wir die Partialbruchzerlegungen
1 1 _ 1 d 1 1 _ 1 n 1
kk+1) k& E+1 0 RE+D Rk ktl
fiir die beiden letzten Summen, nutzen wir die Reihenentwicklung
Ak L (50\k
- +(20)
1 — (2= = L
og|l—2(P==>" -
k>1
und fassen wir dann die Terme zusammen, so ergibt sich hieraus (4.42). O

Mit den Bezeichnungen aus [Beg06] haben wir zusétzlich zu G, Ny, Ry o 5 die drei
hybriden biharmonischen Funktionen

1 - - .
Ga(z,() = —;/ Gi1(z,2)N1(2, Q) didy = Ry 0,1),01,0)(%, ), (4.43)
D
1 - - .
Gas(z,¢) == —;/ Gi1(z, 2) Rija,6(Z, () didy = Ro(a1),(5,0)(2,¢) und (4.44)
D
1 - - .
Gas(2, () = —;/ Ni(2, 2)Rija,6(%, C) dZd = Ra;(a,0),(8,1)(% C)- (4.45)
D

Weitere drei Hybride mit umgekehrter Reihenfolge der harmonischen Green-Funk-
tionen erhalten wir aufgrund der Symmetrie (3.22) jeweils durch Tausch der Varia-

blen z und (.
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Korollar 4.13 (|[Beg06,Bur09]): Die hybriden biharmonischen Green-Funktionen
(4.43), (4.44) und (4.45) fir den Einheitskreis D =1 sind gegeben durch

Gzz(% C) = R2;(0,1),(1,0) (Z, C)

2

=2 - ¢Plog[E2 ]~ 201~ ez - log 1 - =)
~\k—1 s \k—1
PR - Y BB (4.46)
k>1
Ga3(2,C) = Ray(a1),(5.0)(%: C)
A2 NE—1 = \k—1
— |2~ ([Plog 1Z D P ZW
k>1
s O+ (50
+25(|2| 1)’;(&+Bk)(k+l) und (4.47)
Gas(2, ) = Ray(a0),8.1)(%: C)
=12
— lo = CPlog| S| —2(1- ()2~ log 1 - ¢

PP+ e Y BB

k>1

2 (2" + (20)* (2Q* + (20)*
+26(1 + |2| ); CETTICESY _4ﬁ§m' (4.48)

Beweis: Wir setzen die konkreten Werte fiir o, 8 in (4.40) ein. Gp3 ergibt sich sofort,
wenn wegen 5 = 0 die entsprechenden Terme gestrichen und dann o; = « sowie
b1 = B gesetzt werden. (Goo kénnen wir noch weiter vereinfachen. Es ist

20)k ek

Conl(z,0) = Golz. Q)+ 2|~ )Y %
>1 R
=Gz(z,c>—2(yz|2—1)(1ogy1_zqz+z%)

~C)k1 e L
:Gz(z,C)—2(|z|2—1)(1ogy1_zq2_2+2(O Z(C) )

k>1
woraus (4.46) folgt. Fiir Gos setzen wir oy = «, f; = [ sowie ay = 0, fo = 1.
Fiir den nur von (3, abhédngigen Summanden erhalten wir dann analog zu Gy die
Vereinfachung

2“'2'2_1);—(22(;{;1(12)0 = —2(|z|2—1)<10g|1—ZC_|2+2+; ]

Fassen wir diese mit den Termen aus Ga(z, () zusammen, so erhalten wir (4.48). [

95
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4.4 Der triharmonische Fall

Den triharmonischen Fall bestimmen wir nur fiir Parameter a = (aq, as, a3) und

é: (61752763) mit _%LZ ¢ N7 L= 17273'

Wir erhalten die triharmonische Robin-Funktion Rz, 5(z,¢) fiir den Einheitskreis
D, indem wir das Faltungsintegral (3.21) mit der biharmonischen Robin-Funktion
Ry 5 (2, () aus (4.40) auswerten:

1
R3;Q7§(z> C) = / Ris05,8 (Za z1>R2;g’,§'(217 C) dxidy; . (4'49>
D

™

Wir schreiben wieder wie in (4.23)

_ I (2Q* + (2"
Rl;as,ﬁs(zv C) - Gl (27 C) + h1<Z, C) - 10g y — g + 253 kZZl as + B3k (45())
und fiir Ry g(2; C)
Roar (2, C) = Ga(2, () + ha(z,C) (4.51)

mit Gy(z, () aus (4.33)
2

e Plog |2 Ly e (sl =2Q) | log(l — 2()
Ga(2,Q) =z = ([Plog|—2| + (1= [2*)(1 - [¢] )( < T = >
und _
_ 2 (ZC)k+ (EC)k
h2(z7(> - 251<|Z| 1); (041 +Blk5)(k5+ 1)
) 20k + (20)*
+265(|¢)* = 1) kZZl (ai 352]{:)((]{2 3 (4.52)

(0% + (20"
A T ARG T BT T

Wir teilen nun das Faltungsintegral (4.49) auf und berechnen zunéchst die trihar-
monische Green-Funktion G3(z,():

Ga(z, ) = —% /D G20, )G (21, =) dr . (4.53)
Die weiteren Teilintegrale sind
Li(z,() = —%/Dhg(zl,g)Gl(zl,z) dz,dyy, (4.54)
Ir(z,Q) ——%/DGg(zl,C)hl(z,zl)dxldyl und (4.55)
I(z,0) = —% /D ho(21, O (1, 2) derdys. (4.56)
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Lemma 4.14: Fir die Funktion @3(2, (), z,¢ € D, definiert durch

Gs(z,¢) == T3(z — ) + hs(z,0) (4.57)
mat
A 4 —
(2, 0) = B 4 22p (et 4 20) — 2l
21t OF 4+ (OMT | 202 = [ + ol (OF + (5O
R~ k41 * 2 ; k41
21§ GO+ (08§ (OM + (20
- (e B R DI
(04 + ()
B D Py o (4.58)

und der Fundamentallosung I's(z) aus (3.2), gilt

9.0:G3(2,¢) = Ga(z,¢). (4.59)

Beweis: Fiir die biharmonische Green-Funktion gilt mit (4.33):

Calz0) = le - C|210g ZCC —(1- |Z|2)(1 — |C|2) Z (ZC)kil Z (ZOk*l
E>1
~ Ty = Q) = [z = (F (sz)
SRR D e

k>1

Fiir T'3(2 — () folgt die Behauptung wegen (3.3). Fiir den Rest von G»(2, () sortieren
wir zunéchst die Summen nach Potenzen von z und Z, um G35 einfach bestimmen zu
konnen. Es ist

Ga(2,¢) = Ta(z = ¢) = 2(|]2* - (ZC_+5C) + <)
> Z k’-i-l z k+1
_<|C|2+|Z|2>Z< C) k +Z C +( C)

k
k>1 k>1

+ ‘2’2 Z (Z<> - —]: (ZC) B _ (1 - ’C’Q) Z (ZC) B —]L_ <§C) B

k>1 k>1
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Wir rechnen termweise nach, dass
G O
3(27 C) - 3(’2 C) 2

(GO + (GO* el = (0 + ()
P Ty k+1 _TZ k(k + 2)

k>1 k>1

+ IZ! (=€ +2¢) — 2|=¢/*

kl k+1 4 T\ k—1 k1
a3 GO GOl (0 ()

= k(k + 2) 2 = k(k+1)
-1 = \k—1
— (- ey 3o B O (4.61)
k>1

die Gleichung (4.59) erfiillt. Mit den Partialbruchzerlegungen und Indexverschie-
bungen

Z(ZC) + (2¢) :Z(ZC) Z(EC) _Z(ZC) + (2¢)

k>1 k(k + 1) E>1 E>1 k1 ,
(20" + (=0)* O+ (2O 1
; k(k+2 _Z 5; Kl T
(2O + (2O O+ EOM 1 (20" + (2
; k(k +2) _kz k _§k21k—+1
%(z( +z¢) und

C S GO o GO S 9 3 (20 + (2O

k(k+1) _@1 k+1 = k+1

+2
k>1

sowie anschliefendem Zusammenfassen erhalten wir aus (4.61) die Form (4.57). O
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Lemma 4.15: Fir den Operator P aus (4.12) gilt

Pls(z = Q))(2) = 2(1 +AICP + ¢ = 21+ [¢) (¢ + 20) + (2€)” + (2¢)*)

1+ 412 + ¢! = (2O)F + (20)*
+ 4 ; i
2 ~\k+1 =z~ \k+1 \k—1 =~\k—1
_1xid (Z COARCI RN D (07 + (20 )
R - T (OF2 4 (F0F2 ¢ (2R 4 (204

wobei wir I's(z — () als Funktion von z betrachten.

Beweis: Es ist fiir |2| = 1:

o 4
Doz - 0 = 2250 (3 10g )z - cp)
LR ACP A IC = 201+ [CP)(EC £ 20) + (20 + (20)°
4
(0" + (20"
(Z )
Fiir
wi(2) = S+ AU + Il = 20+ 1P+ 20) + (07 +(207)
L+ 4I¢7 + [~ (2OF + (20"
wy(2) = 1 Z k;

k>1

gilt Plw](z) = wi(z) und Plws](2) = we(z), da wy und wy harmonisch sind. Fiir
den Vorfaktor

;1(_2(1 + ¢ (2 + 20) + (2€)* + (2¢)%)

und |z| = 1 definieren wir die harmonischen Funktionen

w3(2) == (2 + 20) Z M

k>1

= (20" + (20" S (20" + (20"

und
k>1 k E>1 k
(20)* + (20)*

wa(z) == ((20* + (20)*) ) :
_ ‘<‘2(2€T+2<> +Z (ZC) " —/:(EC) " + K’4Z (ZC> - + (EC) B _

k>1 k>1
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Wieder gilt Plws)(z) = ws(2) und Plwy|(z) = wy(2). Es ist

1 1
Pg(Z — C)||z|:1 = Wy + Wy — 5(1 + |C|2)w3 + 1104.

Wegen der Linearitdt des Poisson-Operators P gilt

1 1
PTy(z = Q)(2) = Plun](2) + Plw](2) = 5 (1 + [() Plws](2) + 3 Plwa](2),
wobei wir I'3(z — () wieder als Funktion von z betrachten. Das Aufsummieren der
Teilergebnisse liefert (4.62). O

Lemma 4.16: Fiir die in (4.58) definierte Funktion hs(z,¢) gilt:

Plis)(z) = = / e Qe 52

- 2mi

= i + Z(Z“ z¢) = 2¢f?

4k21 E+1 = E+1

(i 1) 3 GO Ly GO GO

k 2 k

k>1 k>1

Sy B LR (4.63)

L2
k>1

Beweis: Dies folgt sofort aus der Definition von Bg(z, (), wenn wir die Kiirzungsregel
|2|?> = 1 anwenden. O

Theorem 4.17 (|[Bur09]): Fir die triharmonische Green-Funktion des Einheits-
kreises D gult:

2

Gs(z,¢) = (1—2*)(1 - |C4|2)(ZC +2z¢—4) N E _4<|4 og 12__ZC o
(2 + 1K) = 21 = [¢) = O+ (2O
_ : kZZl k
L (L= =16 §~ GO+ (0!
1 &kl
+ (1= ¢ - |Z|2)Z (20)" 2—2(2() -
k>1
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Beweis: G3(z, () ist durch das Faltungsintegral (4.53) definiert. Die Integraldarstel-
lung (4.29) zusammen mit (4.59) aus Lemma 4.14 liefert

Gi3(2,¢) = Gs(2,¢) = P[Gs)(2) = Ts(z = Q) + ha(2, Q) = (P[Ts(z = O))(2) + Plhs])(2))
G3(2,¢) = Ts(z = ¢) + hs(2,¢)
aus (4.57) und A X
P[Gs](z) = P[['s(z = Q)](2) + Plhs](2)

aus (4.62) und (4.58). Die Addition der vier Funktionsterme und das Zusammenfas-
sen liefern (4.64), wenn wir

— (4 _
wn(z,¢) = Bl rog 1 —

- _i(|z|4 + 4]z + [+ (20)7 + (20)* — 2(|2* + (") (=€ + £¢)) (4.65)
Z_k—‘r- z k
Z( 0 + (20

_ B P G S GO GO0 AP

4 Lk 1
k>1

L (O 4 (302 [l (20 4 (20
E ; K 4 ,; k+1
I |2* +1¢? (zO)FH 4 (20)FH

2 k>1 k

(12 + 162 ¢P g~ (2O + (O

+ . ; ;

beriicksichtigen, wobei wir beim Multiplizieren der Vorfaktoren in die Potenzreihen

(2¢ + ZO)((20)" + (20)*) = (=) + (20" + |2 ((20)" " + (20)*)

beachten. Wir fithren die Berechnung von G3(z, () getrennt nach den verschiedenen
Potenzreihen durch und bestimmen jeweils deren Vorfaktoren. Die rechte Seite von
w1 (z, () ziehen wir dabei ab, da wir diese Terme im Logarithmus zusammenfassen
werden. Dabei nutzen wir zundchst die Indexverschiebung

(0 + (0§ (0M 4 (B0
D D D

k>1 k>1
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um eine einheitliche Darstellung zu erhalten. Zunéchst fassen wir die Terme zusam-
men, die keine Potenzreihe enthalten:

I's

(J2* + 4]z + ¢ 4 (20) + (2¢)% — 2(|2]* + 1<) (=€ + 2())

w2(Z7C) =

| o)

ha

D S 3
+ 2Ja(C + 20) — Lol — Al + 2P

Pl's]
e % 2 Y
S alcr 1+ 07+ (20) + 2L g 1 zg)
P[jzg} w1
“ > 2
(32 m0 — ) + 2R e 20

_ (A=) - P (€ + 26— 4)

n .
Weiter haben wir
hs fﬁ Plhs] /_1;)1\
(T T T 04 ()
w?’(Z’O_(_T_TJF i3 ),; k+ 1
=N =) = GO+ (2O
- 4 k+1 ’
k>1
5 i Plis] w
D02 — 122+ 2[5 eIt A (1212 4 CP) |
UM(Z’C):( E4q |22| + |2] +|C| ;ICI B |C|2_(|z| +|2g| )|2C| )
(2R + (2¢)F
X ; .
(1212 4+ <) (1 = [P (1 = |2]?) Z (2O)F1 + (3¢)k1
E 2 k>1 k
und A
/_E; /—Py& (Zc_)kfl_k(zc)k—l
ws(=,0) = — (L= [P = (1 = [cP)) D =5
k>1
~\k—1 > \k—1
= —(1 - gy - ey Yo BB
k>1

Die weiteren Potenzreihen liefern in der Summe keinen Beitrag. Addieren wir die
Hilfsfunktionen w; bis ws, erhalten wir die Darstellung (4.64) fiir Gs(z, ().

[l
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Lemma 4.18: Fir das Integral I,(z,() aus (4.54) gilt:

(20" + (20)*
ay + fik)(k +1)2

Il(za g) - 2B1(1 - |Z|2) Z (

k>1

, (20" + (20"
+ 602" = 1) ]; (a1 + Bik)(k + 1) (k + 2)

2 2 (25)k+(56)k
+252<|Z| _1)(|C| _1);21 (a2+ﬁgk)(k+1)2

(20" + (2¢)*
(o1 + Bik) (g + Bok)(k +1)%

+4B1B(1 = [2) D

k>1

(4.66)

Beweis: Zur Berechnung von [;(z, () verwenden wir die Integraldarstellung (4.29).
Fiir ho(z, () aus (4.52) und

+(20)"
hs (2, 25|Z|;a+ﬁk‘ k‘—l— +Bl||; 1+51 k+1)(l€+2)
2 (ZC) (ZC)
(2 C) + (20)F
TR Z (a1 + i) 0z + Bak) (kT 12 67
gilt 3
0.0:h3(z, () = ha(z, ().
Damit ist ~ ~
1(2,0) = hs(2,€) — Plis)(2). (4.68)

Zur Berechnung von P[hs](z) wenden wir erneut die Kiirzungsregel |z|2 = 1 an und
erhalten

A _ (2Q)F + (20)* (2Q)F + (2¢)*
Ol = =2 2 R 12 2 T r B D)
(20" + (20)*
(6D) + sz’)(k? + 1)2
(2Q)% + (2Q)*
— 4816,y (a1 + k) (an + Do) (k + 1)2

k>1

+26,(ICP 1) (

k>1

(4.69)

Der Funktionsterm auf der rechten Seite ist eine in z harmonische Funktion, stimmt
also auch fiir |z| < 1 mit P[hs](z) iiberein. Setzen wir (4.67) und (4.69) in (4.68) ein
und fassen wir dann zusammen, so erhalten wir (4.66). O
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Zur Berechnung von I5(z,() nutzen wir die Integraldarstellung (3.43) fir D = D
und n = 2. Wir fiihren dafiir den biharmonischen Poisson-Kern ein.

Definition 4.19 ([BDWO08,DGW10]): Der biharmonische Poisson-Kern g¢s(z, ()
des Einheitskreises D ist definiert durch

0lz.0) = (1 [P (1 Sy BT ) . (4.10)

k>1

Dabei ist z € 0D und ¢ € D.

Dieser liefert erneut einen Operator P, : C(0D) — C(D) durch

Pul(:) =~ [ wlenan(en, )2 ()

Im Gegensatz zu g, ist g, nicht mehr symmetrisch in z und ¢. Wir wahlen das erste
Argument auf dem Rand, das zweite im Inneren.

Lemma 4.20: Fir die biharmonische Green-Funktion des Finheitskreises aus (4.33)
gilt
0. Ga(z, Q) |jz1=1 = =2 92(2, C). (4.72)

Beweis: Wir wenden den Operator 0,, = 20, + Z0; der duferen Normalenableitung
des Einheitskreises auf Ga(z, () an und benutzen dann die Produktregel:

:—291 =0

—_— —_—
0,.Ga(2,C) = |2 — ¢[28,.G1(2,0) + (9. |2 — <|2_) Ge0
— (0. =) -1 (0¥ + (2¢)
———

k
k>1

=—2

S CRERLRTO) PRt

k>1

=0

(O + (20"

= =2lz = Pz Q) +21 - ¢ k

k>1

Mit dem Poisson-Kern ¢;(z, () aus (4.9) erhalten wir unter Beriicksichtigung von
|2 =1

12— (P2, = (= (=) (Ziﬁzi(—_l)

=1—20+1—2C—(1—(2¢+2) + [C])
=1-¢)
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Setzen wir dies in die erste Rechnung ein, erhalten wir

.Gl Q) = ~2(1 - <] (1 Sy W“) — 2p(=0)

k>1

[
Durch Einsetzen von (4.9) und (4.72) in (3.43) und Umstellen erhalten wir

—l /D((‘?Zlﬁzl)Qw(zl)Gg(Zl, z)dxidy; = w(z) — P[0.0sw](z) — Plw|(z). (4.73)

™

Dabei gilt auf dem Einheitskreis z = e fiir den Bogenlingenparameter s, woraus

dz
sich ds = — ergibt.
1z

Bemerkung 4.21: Fir w € C(9D) ist P|w|(z) biharmonisch auf D. Das heifst:
(azag)gw =0.

Beweis: Ist w stetig auf 0D, so ist

0.0.Pofu)(2) = — [ w(2)0.0:g0(21, 2) L = Plu(2),

_% oD 21
also harmonisch. Somit ist P»[w](z) biharmonisch. O

Lemma 4.22: Fir das Integral 15(z, () aus (4.55) gilt:

1i(e.0) = ~26(1 = ) 3 T
B LY LGS
Beweis: Fiir die Funktionen
ha(z,€) = 265|CF ; a3+53 ko+ p
S PP (4.75)

gelten } . .
0cO¢hs(2,C) = ha(z,() und  0¢:O¢ha(2,¢) = hi(z,Q),
wobei hy in (4.50) definiert wurde.
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Das Einsetzen in die Operatoren P und Py, wobei wir hs als Funktion von ¢ auffassen,
liefert

+ (2¢)*
”83; a3+63k D (4.76)

Plin)(Q) = - [ (e 2)ga(an, odz—’?

2T Jop
Z1§)k (510’“
— 26y(1 - [P 2m/mk T

X (1 =S (z2)"™ 4l‘ (21)"” > Cizl

k>1
= —283(1 — |¢|*) ; <a§f)@3$§22 e (4.77)

Fiir Py[hy](¢) haben wir zunichst die Kiirzungsregel |2;/* = 1 angewandt und da-
durch eine in D harmonische Funktion als Integrand erhalten. Das Integral haben
wir dann mit der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen berechnet, indem
wir den Integranden bei z; = 0 ausgewertet haben.

Setzen wir (4.75),(4.76) und (4.77) fiir (4.55) in (4.73) ein, erhalten wir die Behaup-
tung. ]

Lemma 4.23: Fir das Faltungsintegral I3 aus (4.56) gilt:

Tz ¢) = 40P ; T 51(/:)%31(;52’;(/{ 1)
A0 ;Zl (a1 + ﬁlk)(if)j ;gf}i: D(k+2)
~ 4 -0 ) ﬁg(l:)c_(fgi(;ji];(k 1)
PR Ao s AT (07
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Beweis: Wir berechnen

B(:,0) = =3 [ b1, Olu(er, ) deady

mit Hilfe des Gauf’schen Integralsatzes (2.12). Zur Auswertung des Randintegrals
bilden wir Potenzreihen in z; und z;. Diese sind harmonisch, so dass wir das Integral
mit der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen berechnen, indem wir die
Potenzreihen fiir z; = zZ; = 0 auswerten. Wir miissen also nur solche Produkte mit
Faktoren aus h; aus (4.50) und hy aus (4.52) betrachten, in denen z; und z; mit
gleichen Exponenten vorkommen. Wir teilen dafiir hy in vier Summanden auf, die
das Integrieren der Produkte erleichtern:

i} (0" + (30
A0 =202 7, +ﬁlk><k+1>’
Gk

pie = 3 G

(zo A
(g + Bok)(k + 1)

) (-0 + (20
Iz =455 ) o S T AT D)

k>1

f3(2,0) =28(CP - 1)

k>1

Die Summanden der Produkte f;(z1,()hi(21,2), i = 1,2, 3,4, die einen Beitrag zum
Integral liefern, sind dann

= Ak
Al Q) # a1, 2) = =4 Y0 ﬁflg e

k>1
o 2 (2212.0)F + (2z1210)F
fa(z1, C) * ha(z1, 2) := 41 B3] ; (ar + Buk) (s + Bak)(k + 1)
fa(z1,C) x h(z1, 2) := 4B285(|C)* — 1) Z (2212:0)F + (221210)F -

(a2 + Bok)(az + Bsk)(k +1)

(zz21210)" + (Zz 21 Q)F
a1 + k) (g + Bok)(as + Bak)(k + 1)

k>1

fa(21, Q) x hi(21,2) == —85152532

k>1
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Die Integration liefert

B zzlz1C + (zz1210)"
( = —214ﬁ153 ; 041 + 51 043 + BS )( 1)

Fy(21) = 21451 B3] 1| Z

k>1

Fy(z1) = 2146205(|¢)> — 1) Z (

k>1

(2212:0)% + (221210)F
oy + fik) (s + B3k)(k + 1) (k +2)°
(zz1210)F + (22121Q)F
a2 + Bok)(az + B3k)(k + 1)
(zz2121Q)" + (221 21Q)F
(a1 + Bik)(ag + Bok)(ag + Bsk)(k + 1)2

und

Fi(z1) = —Z18B152055 Z

k>1

mit 821}?@'(21) = fi(zlag) *hl(zbz)J 1= 1727374’

Das Einsetzen in I3 und Anwenden des Gaufs’schen Integralsatzes ergibt

B0 =~ [ iRl + 2B + 2Bl + 2 File) S
e /31<Z>C<)ag T
BRI Dyrve mx(jf ; ;/(ofz)w Dk +2)
— 4581 - 1) ; (o + 52(/5)6(53,1(;5/1];@ +1)2
(=0 + (20)"

+ 86318233 Z

k>1

1+ Bik) (o2 + Bok) (s + Bsk) (k + 1)

also (4.78).
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Theorem 4.24: Die hybride triharmonische Robin-Funktion Rz, 5(z,¢) mit den

Parametern a = (ay, as, az) und = (81, B, B3), so dass ai + B} > 0 und _— ¢ N,
i =1,2,3, gelten, ist fiir den Einheitskreis gegeben durch ’

Ryap(2,¢) = Gi(z,() + ha(z, () (4.79)

mit der triharmonischen Green-Funktion

Gafa,¢) = LA KPIC e 2= 4) | —4 . 12__ = 2
GG O s f? oy
+<1—|z|4>4<1—|<|4>g( >k+<2;>
F (- [¢R) - wé %

0
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und der triharmonischen Funktion

ol =201~ 4 32

hx GO 0P

B ED D rrrrvs )
(0" + (20"

(o + Gk + 1P
(0" + (20)"
(ot Buh) (a2 + k) 1 172
(0" + (20"
az + f3k)(k + 1)
4 (0" + (20"
B ED Dl e vy

k>1
(20" + (2"
AR T B gy + BT T

(20" + ()"
R D vy T J(+ Dk +2)

2 (20" + (20"
+43285(1 — [C] ); (s + Bok) (a3 + Bsk)(k + 1)2

(20" + (20"
1+ Bik) (g + Bak)(as + Bsk)(k + 1)

+262(12 = D(CP = 1) )

k>1

+4B1 (1= |2 )

k>1

+2B5(1— ¢ ) (

k>1

+ 86152133 Z

k>1

(4.80)

Beweis: Die triharmonische Green-Funktion haben wir bereits in Theorem 4.17 her-
geleitet. Die Funktion hg ist durch hs(z,¢) = I1(2,() + Ix(z,¢) + I3(z, () gegeben,
wobei Iy in (4.66), I3 in (4.74) und I5 in (4.78) angegeben wurden. Das Aufsummie-
ren dieser drei Faltungsintegrale liefert die angegebene Form. ]

Setzen wir o; = o, 3; = 3, % = 1,2, 3, so erhalten wir Rs., 3, wobei wir in hs noch
einige Summanden zusammenfassen konnen.
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Korollar 4.25 ([Eme21]|): Die triharmonische Robin-Funktion Rs., 5(2,() des Ein-
heitskreises D =D mit o + 5% > 0 und —% ¢ N ist gegeben durch

R3:o¢,5(27 C) = G3(Za C) + h3(27 C) (481)

mit der triharmonischen Green-Funktion G3(z,() aus (4.64) und der triharmoni-
schen Funktion

(20" + (20"
(a + Bk)(k + 1)2

ha(2,¢) = 28(3 = 2|21* = 2¢1° + [2¢) )

k>1

4 4 (2" + (20)*
Bl + 1" =2 ) e DT D

+46°3 = [ = 1<) ) (a(j%k;gi) 2

2 (Zé)k (ZC) 3 ZC)
_46;(a+6k)2(k:+1 F+2) 5,; +ﬁk e (482

Setzen wir in (4.81) 8 = 0, erhalten wir wieder G3(z, ¢), fiir @ = 0 die triharmonische
Neumann-Funktion.

Korollar 4.26 (|[Bur09,Wan10]): Die triharmonische Neumann-Funktion N3(z, ()
des Einheitskreises D =D ist

Ng(Z,C:) = R3;075(Z,<). (483)

Gegentiber [Bur09] haben wir eine Darstellung erreicht, in der sdmtliche Integrale
ausgewertet wurden. Fiir die in [Wanl0| angegebene Darstellung der triharmoni-
schen Neumann-Funktion sind nach dem Einsetzen des Parameters o = 0 noch
Terme zusammenzufassen.

Auch die beiden weiteren hybriden Green-Neumann-Funktionen, die in [Bur09], De-
finition 3.4.4 bzw. 3.4.6, untersucht wurden, kénnen wir fiir den Einheitskreis explizit
angeben:

1
Hj(z,¢) == —;/DGQ(%ZONl(Zl,C) dridyr = R3,1,10),001)(2,¢) und  (4.84)
~ 1
Hj(z,¢) = — / Na(2,21)G1(21,C) dzidyr = Ry,10,0),(0,1,1) (25 €)- (4.85)
D
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Kapitel 5

Losung des Robin-Randwertproblems

In diesem Kapitel bestimmen wir die Losung mit den zugehorigen Losbarkeitsbe-
dingungen fiir das hybride Robin-Randwertproblem in allgemeiner Form und spe-
zialisieren diese anschlieffend fiir den Einheitskreis. Fiir n = 2 und n = 3 betrachten
wir spezielle Werte fiir die Parameter a und 8 des Robin-Problems, die bisher schon

einzeln untersucht wurden ( [Bur09, Beg06]|). Ausgangspunkt der Untersuchung ist
auch hier wieder der harmonische Fall, der in [BV13,BBS17] untersucht wurde.

5.1 Problemstellung

Die Integraldarstellung (3.39) legt nahe, als Losungsformel fiir die hybride polyhar-
monische Robin-Randwertaufgabe genutzt zu werden.

Sei w eine (klassische) Losung der Randwertaufgabe

(8.0.)"w = f in D,

5.1
(o + Br0,)(0.0:)" w =, auf 0D fir k=1,... n, (5:1)

M cC {1,...,n}, so dass a; # 0, falls i € M, und g; # 0, falls i ¢ M, und sei
Rnap (z, () die zugehorige hybride polyharmonische Robin-Funktion fiir das Gebiet
D. Dann koénnen wir die Daten f und v fiir 1 < k£ < n in die Integraldarstellung
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(3.39) von w einsetzen. Es gilt mit Ry(z,() := (0.0:)" "R (2, C):

02) == [ Ruas(C.2) FOdedn
"1
+32 gy [, GO
k¢ M
— 71(2) N
> [ o000 tuicyis
kg M
|
B Ov Ri(C, 2)d
15621&147T04k /8[)%(() L (C, 2)ds¢
- Ti-1(2) By N
+ifz:z\:l4 4m Cv_k/aDg(C)(acaC)k L9, w(C)ds.

Allerdings treten in den Randintegralen der zweiten und vierten Summe noch immer
die Funktion w selbst und ihre Ableitungen auf. Um eine Funktion w durch (5.2) zu

definieren, ersetzen wir in (5.2) diese Terme durch die Konstanten ¢, k = 1,...,n:
1 - ..
. U(C)(acagf)k Yw()dse, fiir k ¢ M,
o= ¢ g (5.2)
— [ o(O)(0:9:) Dy w({)dse, fiir k € M.
A7 Jop

Damit definieren wir

0(2) = =1 [ Runsl€,2) 1O

_ Z (cma) - g5 [ (@ Rt 2y

g (5.3)
kg M
+ kz:; (a_ZCka‘—l(Z) - 47T04k /BD ’yk(C) 8V4Rk(C7 Z) ds() ]
keM
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Lemma 5.1: Seien f € L,(D) mit 2 < p und v, € C(0OD) firk =1,...,n, dann
gilt fiir die in (5.3) definierte Funktion w

(0,0:)"w(z) = f(2) in D (5.4)

im Sinne der verallgemeinerten Ableitung.

Beweis: Die Terme 74_;(2) sind polyharmonisch vom Grad k nach Lemma 3.4, liefern
also keinen Beitrag zu (0,0;)"w(z). Gleiches gilt fiir die Integranden der Randinte-
grale

/ Rul(C,2) 3(¢) ds;  und
oD

/ 71(0) By Ri(C, =) ds.
oD

Dies folgt, weil Ry(z,() fiir z € D und ¢ € 9D als Funktion von z polyharmonisch
vom Grad k ist und die Integration in ¢ sowie die Differentiation in z fiir in ( stetiges
~, und stetig (in beiden Variablen) nach z partiell differenzierbares Rj, vertauschbar
sind. Es bleibt also nur der Term

o Runal€.2) £
D

7

zu untersuchen. Es ist

Rn?@a@(gv Z) = h(Z, g) + Fn(z - C)
mit einer Funktion h, die in D polyharmonisch vom Grad n ist. Nach Theorem 3.1
gilt

(8,0:) (—— / f(¢ dgdn> (0.0:)"Tupf(2) = f(2)

im Sinne der verallgemeinerten Ableitung. Es bleibt also nur

(0,05) <——/f z(dfdn)

zu zeigen. Wir benotigen dafiir die Vertauschbarkeit von Integration in ¢ und Dif-
ferentiation in z. Wir nutzen dafiir, dass C*°(D) dicht in L,(D) mit 1 < p ist. Sei
on € C°(D) fiir n > 0 eine Folge glatter Funktionen mit lim,, ., ¢, = f in Li(D).
Dann gilt

(0.0.)" /D on(OVh(z,C) dedn = / u(O)(0:0:)"h (2, C) dédn = 0

D
und somit

(0.0:) / F(Q)h(=.C) dedn = lim (9.95)" / on(Oh(z,C) dédn = 0.
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Damit haben wir eine Losung der Differentialgleichung gefunden. Ob es gelingt, die
Konstanten ¢, so zu bestimmen, dass w auch eine Losung der Randwertaufgabe
wird, ist noch zu untersuchen. Fiir das Riquier-Problem (3.8) gibt es keine weite-
ren Losbarkeitsbedingungen. Da M = {1,...,n} und alle 5, = 0 sind, gehen die
Konstanten ¢ nicht in w ein. Die Losung ist dann durch (5.3) gegeben, sofern eine
Green-Funktion fiir D bekannt ist. Betrachten wir dagegen das Neumann-Problem
(3.9), so ist bereits fiir n = 1 die Losbarkeitsbedingung

1
— ()d ¢)déd
= sc= 1 [ 1 dsan
gegeben, die sich direkt aus dem Gauf’schen Integralsatz ergibt, da fiir das Neumann-
Problem 0,w = v und 0,0;w = f ist.

Die Loésbarkeitsbedingung des harmonischen Robin-Problems wurde fir D = D
in [BV13] untersucht. Dieses Ergebnis wurde in [BBS17] fiir beliebige Gebiete D C C
verallgemeinert. Fiir polyharmonische Randwertaufgaben wurde zunéchst das Neu-
mann-Problem in [BV06] untersucht. Fiir verschiedene hybride biharmonische Pro-
bleme der Einheitskreisscheibe D wurden die Losbarkeitsbedingungen in [Beg06] un-
tersucht. Hybride triharmonische Aufgaben wurden in [Bur09| betrachtet. Schliefs-
lich wurden die Losbarkeitsbedingungen fiir das polyharmonische Robin-Problem
in [Ac14] fiir eine Robin-Funktion mit homogenen Randbedingungen, also fiir 7, = 0
und «, 8 # 0 untersucht. Wir geben zunéchst die Resultate fiir die harmonische
Robin-Randwertaufgabe wieder und verallgemeinern diese Ergebnisse fiir die poly-
harmonische Randwertaufgabe (5.1) mit hybriden Robin-Randbedingungen.
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5.2 Der harmonische Fall

Im harmonischen Fall n = 1 vereinfacht sich die Integraldarstellung (3.39) zu (2.33)
bzw. (2.34). Die Randwertaufgabe wird zu

0,0;w=f inD, feL,(D), 2<np,

9.5
(a+ B0, )w=~ aufdD, ve C(OD), a, € R. (5:5)

Theorem 5.2 ([ BBS17]):

(a) Fir 8 # 0 ist die Robin-Randwertaufgabe (5.5) genau dann lésbar, falls fiir
z € 0D die Losbarkeitsbedingung

= / OBres(C2)dse = 1 | o(Oul) dse

b [ 300 O Rual. ) + 0, Gz, ) dse = 2 [ ¢y
(5.6)
erfullt ist. Die Losung ist dann gegeben durch
W) = 1z [ WO RraplzQdse — 1 [ olQu(Q)dse
471-5 oD 4m oD (57)

1
o [ O R0 (e.) dein

(b) Fir o # 0 ist die Robin-Randwertaufgabe (5.5) genau dann ldsbar, falls fir
z € 0D die Liosbarkeitsbedingung

1
i [ 00 { Rial€:2) = 610 + D0 Runalc. )}
g _a(z)p
-5 | oo =22 [ pdsan 53
erfillt ist. Die Losung ist dann gegeben durch
1
w(z) = “Ira by V)0 Riza5(z, Q) ds¢ + — o Jop a(¢)0,w(C) ds¢

(5.9)
o [ FO R0l dein
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Beweis: Aus Lemma 5.1 folgt, dass die durch (5.7) bzw. (5.9) definierten Funktionen
die Differentialgleichung 0,0;w = f fir f € L,(D), 1 < p, in D l6sen. Ist umgekehrt
w eine Losung der Robin-Randwertaufgabe, so geniigt w sicher der Integraldarstel-
lung (5.7) oder (5.9), sofern 8 bzw. « nicht verschwinden. Wir miissen also in beiden
Fillen nur das Randverhalten untersuchen.

Sei zunéchst § # 0 vorausgesetzt. Wenden wir den Operator o + $0, auf w an, so
erhalten wir unter Verwendung der Randbedingung (2.26) der Robin-Funktion zur
Vereinfachung des Gebietsintegrals

1 o
(a4 B0,)w(2)lzcop = 7— [ YO+ B0, ) Riap(C, 2) ds¢ — 7— [ a(Quw(C) ds
4B Jop 4m Jop
o(z
- 288 [y agan.
T D
Benutzen wir die Reproduktionseigenschaft des Poisson-Kerns (4.8) fiir z € 0D
1
v(z) = I ()0, G1(2,¢) dse,
T JoD

so sehen wir, dass w genau dann die Randbedingung («+ £09,)w(z) =  erfiillt, also
Losung der Randwertaufgabe ist, wenn die Losbarkeitsbedingung (5.6) erfiillt ist.

Die Rechnung fiir o # 0 ist analog und liefert die zweite Aussage des Satzes. n

5.2.1 Der harmonische Fall fiir D =D

Ist nun D = D, so gilt mit (4.7) 0 = —2. Fiir den Bogenlédngenparameter s gilt dann
. d
¢ =e", also ds = —i?C. Damit vereinfachen sich (2.33) und (2.34) zu

w2) == [ FORaslc. g+ 5 [ w0

+ 473@5 - Rl;aﬁ(C,z)v(C)%, falls 8 # 0, und (5.10)
w2) == [ FORnsl¢. g~ 51 [ 0,0(0F

- /8 Dwg)a,,c}zm,ﬂ(g,z)%g, falls  # 0. (5.11)

Zur Auswertung der Randintegrale in den Losbarkeitsbedingungen nutzen wir die
Kenntnis der Robin-Funktion.
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Lemma 5.3 (|[BV13]): Fir |z| = |¢| =1 gilt

(Oé + Bal/z)Rhaﬁ(Z? C) = 2ﬁ<g1<zv C) - 1)

Ist zusdtzlich noch o # 0, so gilt auch

(Oé + 631/2)8%}{1;0&5(27 C) = —2ag (Zv C)

Beweis: Wir beginnen mit (5.12). Zunéchst ist fiir [(| =1

Fir D =D ist 0,, = 20, + 20; und fiir -5 ¢ N gilt

(a+50,.) [(20)" + (2Q)*] = (a+ Bk) [(0)"

also mit dem Poisson-Kern ¢; aus (4.9)

(a+50,) Y BT ET S~ 4 (20

k>1 a+ Bk k>1
1 n 1
1—2( 1-2¢

Fﬁr—%:mENist

+ (20)*],

2= gl(za C) — 1.

(o + B9,.) [(2€)™ log(2C) + (2¢)™ log(2¢)| = B [(2Q)™ + (20)"] ,

da a + fm = 0 ist. Damit erhalten wir auch in diesem Fall die angegebene Form.

Dann ist (5.12) erfiillt.

(5.12)

(5.13)

Betrachten wir nun (5.13). Fiir § = 0 ist Ry.,0 = G; und wir erhalten in (5.13)
genau die Definition (4.9) des Poisson-Kerns. Nehmen wir also an, dass § # 0 sei.
Dann erhalten wir fiir 0 = —2 aus der Randbedingung (2.26), dass die Gleichung
Oy Ria,8(2,C) = —=2— G Ri(, () erfiillt ist. Also ist unter Verwendung des vorherigen

Ergebnisses

(@1 50,)0, Rrag(5:C) = (a+ B0, (—2 e c))

p

= —2a—2a(g1(z,¢() — 1) = —2ag:(z, ().

Damit ist auch (5.13) erfillt.
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Korollar 5.4 ([BV13|): Sei f € L,(D), 2 < p,v € C(ID). Die harmonische Robin-

Randwertaufgabe

83(9511] = f m ]D,
(a+ B0, )w =~ auf OD
151
(a) fiir B # 0 genau dann losbar, wenn

! i _ o d 28
WO)G =5 [ we)F+ 2 [ ) dean

2 oD

gilt. Die Losung ist dann gegeben durch

_ 1 a1 dc
0) = 15 [ A Ras=0F + 50 [ w0

1
[ HORns(z. 0 dgin

(b) fiir o # 0 genau dann losbar, wenn

A a _28
| 0% == [ o acan

2mi
gilt. Die Losung ist dann gegeben durch
1

dmicy

o N o
w(z) = /8 A Rra(:) /aDay ©%

? " 27ia

1 / F(O) R s (2, €) déd,
T JD

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

Beweis: Wir setzen in die Losbarkeitsbedingungen (5.6) und (5.8) sowie die Losungen

d
(5.7) und (5.9) aus Theorem 5.2 ¢ = —2 und ds = —i?c ein, die fiir den Einheits-

kreis gelten. Weiter verwenden wir die eben hergeleiteten Eigenschaften (5.12) bzw.
(5.13), um die Terme weiter zu vereinfachen. Damit erhalten wir die Losbarkeitsbe-

dingungen (5.16) und (5.18) und die Losungen (5.17) und (5.19).
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5.3 Der polyharmonische Fall

Ist » > 1 und w eine Losung der Randwertaufgabe (5.1), so ist w’ = 0,0;w eine
Losung der Randwertaufgabe

(0:0:)" ' = f in D,
(o + Br0,)(0,0:) 2w’ =,  auf dD fir k=2,...,n.

Wir nutzen dies, um die Losbarkeitsbedingungen induktiv anzugeben.

(5.20)

Lemma 5.5: Sein > 1. Fine notwendige Bedingung dafiir, dass w die Randwertauf-
gabe (5.1) ldst, ist, dass w' = 0,0;w die Losbarkeitsbedingungen der Randwertaufgabe
(5.20) erfullt.

Beweis: Ist w eine Losung der Randwertaufgabe (5.1), so ist w’ = 9,0;w eine Losung
der Randwertaufgabe (5.20) und erfiillt somit deren Losbarkeitsbedingungen. O

Lemma 5.6: Sei w durch (5.3) definiert und w' = 0,0sw Losung der Randwertauf-
gabe (5.20). Dann ist w genau dann eine Losung der Randwertaufgabe (5.1), wenn
fiir z € 0D die Lisbarkeitsbedingung

> (ﬁck(al + 810, )Tk-1(2) — ! /8 (¢) (a1 + £10,.)0, Ry (¢, 2) dSc)

— \ak 4oy,
keM
- Z (Ck(Oq + 513yz)7k—1(2) - 47rlﬁk /8D %(C) (041 + Blauz)Rk(Ca Z) ds<>
b
=)+ 22 [ o 0n(¢) dean 52

mit den in (5.2) definierten Konstanten cy erfillt ist.

Beweis: Die durch (5.3) definierte Funktion w ist in D eine Losung der polyharmo-
nischen Gleichung (0,0;)"w = f. Wegen der Voraussetzung, dass w’ die Randwert-
aufgabe (5.20) 16st, sind auch die Randbedingungen (ay + $¢3,)(9.0:) 1w = v
auf 0D fiir k = 2,...,n erfiillt. Es bleibt also nur die Randbedingung fiir £k = 1 zu
untersuchen. Wir wenden den Operator a; + (510, auf w, d.h. auf (5.3) an:

(1 4 B10,. )w(2)|zeop = St / To-1(C) f(¢)dEdn
n D
- 1
_ ; (Ck(oﬂ + 510y, )Th-1(2) — prey /8D Ye(€) (a1 + 10, Ry, (C, 2) dSc)
kM
~ (B 1
+ <a_k6k(a1 + 510y ) k-1 (2) — pE— /aD w(C) (a1 + £10,.)0, Ri(¢, 2) ng) _
k=1
keM
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Dabei haben wir im Fléchenintegral fiir (aq + $10,.)R;0,5(C, 2) zur Vereinfachung
die Identitdt (3.23) und die Symmetrieeigenschaft (3.22) verwendet. Die Funktion
w ist genau dann eine Losung, wenn (oy + (10, )w(2)|.cop unter den gegebenen
Voraussetzungen auf 0D mit v; iibereinstimmt, also wenn (5.21) erfiillt ist. O

Um nun die allgemeine Losbarkeitsbedingung anzugeben, vereinbaren wir eine wei-
tere Notation: Fur 1 <m <k <n sei

Rem) (€, 2) = (0c0¢)"(0:0:)" ™" Ruia 5(C. 2). (5.22)

Dabei beziehen sich die Indizes k und m selbstverstandlich immer auf die Position,
nicht auf den Namen der Variable. k£ wirkt auf die erste, m auf die zweite Variable.
Die Wirkung von 0,0; ist durch (3.26) beschrieben. Der Grad von R,, wird um eins
verringert, die Polyindizes a = (a1, ...,a,) und 8 = (B4, .., B,) werden verkiirzt,
wobei der letzte Eintrag entfernt wird. Die Wirkung von 0¢0¢ ergibt sich ebenso,
wenn wir vor und nach dem Differenzieren die Symmetrie (3.22) benutzen, um die
Reihenfolge der Variablen z und ¢ zu tauschen. Die Verkiirzung der Polyindizes
ergibt sich dann durch das Entfernen des ersten Eintrags. [terieren wir diese Schritte,
so erhalten wir fiir

(-, ) und

(Bma cee 7/Bk’)

o |20
Il

die Darstellung
R(k,m)(Cv Z) = kam%»l;g,@(ga Z)

Theorem 5.7: Die Robin-Randwertaufgabe
(0,0:)"w = f in D,
(o + Br0,)(0,0:)" 'w =, aufdD firk=1,... n,

fiir f € L,(D), 2 < p, undy;, € C(0D) sowie ay, By € R,ai+p7 >0 firk=1,...,n
und M C {1,...,n}, so dass a; # 0, fallsi € M, und 5; # 0, fallsi ¢ M, ist genau
dann losbar, wenn fir z € 0D und m = 1,...,n die Losbarkeitsbedingungen

Z (&Ck(am + ﬁmavz)Tk—m(Z) ! /aD(O‘m + 5m8vz)anR(k,m)(Ca Z)'Wf(C) ds¢>

=\ B 4oy,

keM

- Z <Ck(am + Bmauz)Tk—m(Z) - 47T/6k /8D(am + ﬂm@Vz)R(kﬂn) (C’ Z)’Yk(C) d8C>
k=m
k¢ M

Pmo(2)

:'Ym(z) + -

/D Tl O)F(C) dédn (5.23)
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erfullt sind, wobei die Konstanten ¢, 1 < k < n, durch

! U(C)(Gcag)k_lﬁygw(f)dsc fiir k € M,

_Jar Jop
*“=31 k—1 .
j o (€)(0:9¢)" w(¢)ds¢ fir k ¢ M

47 oD

bestimmt sind. Die Losung ist dann gegeben durch

02 i= =~ [ Runal.2) £t
N "\ By
; Aoy, /aD W(C) O B (G, 2) ds¢ + ; akaTk—l(Z) (5.24)
kEM ke
+ i ! / Rk(C7Z) /Yk(g) dSC_ iCka_l(z),
= A B Jop Py
kgM kg¢M

Beweis: Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion iiber n. Zunéchst er-
halten wir fiir n = 1 die Behauptung aus Theorem 5.2, wenn wir fiir 7; (4.8) benut-
zen. Nehmen wir also an, dass die Aussage fiir v < n wahr sei. Ist w eine Losung
der Randwertaufgabe, so geniigt w sicher der Darstellung (5.24), da diese aus der
Integraldarstellung (3.39) durch Einsetzen der Daten fiir die Randwertaufgabe ge-
wonnen wurde. Wir miissen nun zeigen, dass w auch die Losbarkeitsbedingungen
erfiillt. Ist umgekehrt die Funktion w durch (5.24) gegeben, so ist sie sicher eine
Losung der Differentialgleichung (0,0;)"w = f in D. In diesem Fall ist zu zeigen,
dass aus den Losbarkeitsbedingungen folgt, dass w auch die Randwertaufgabe 16st.
In beiden Féllen erfiillt w’ = 0,0;w die Induktionsvoraussetzung fiir die Randwert-
aufgabe (5.20), d.h. w' ist genau dann eine Losung der Randwertaufgabe (5.20),
wenn die Losbarkeitsbedingungen (5.23) fiir m = 2,..., n erfiillt sind. Damit sind
die Voraussetzungen von Lemma 5.6 erfiillt und die Losbarkeitsbedingung (5.21) aus
Lemma 5.6 ist genau die noch fehlende Bedingung aus (5.23) fiir m = 1. Damit ist
der Induktionsbeweis vollstandig. O
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5.4 Der polyharmonische Fall fir D =D

Fiir die Einheitskreisscheibe kénnen wir die Integraldarstellung (3.39) und somit
auch die Darstellung der Losung (5.24) vereinfachen. Auch die Losbarkeitsbedingung
(5.23) kann vereinfacht werden.

Zunéchst ist auf einige Hilfsmittel zu verweisen. Wir haben bereits (5.12) und (5.13).
Lemma 5.8: Fir den Finheitskreis D ist der Randterm 1,(C) gegeben durch

n(¢) = [¢fP - 1. (5.25)

Beweis: Die Definition von 7, in (3.29) liefert

Q) == [(G1(2.0) + (=€) dady

mit der harmonischen Robin-Funktion aus (4.15) bzw. (4.16), fiir die wir an die-
ser Stelle Ry.,5(2,¢) = G1(z,¢) + hi(z,() setzen, wobei G1(z,() die harmonische
Green-Funktion aus (4.5) und hi(z,() eine in der Variablen z fiir ganz D harmo-
nische Funktion mit h;(0,() = 0 ist. Damit verschwindet das Integral des zweiten
Terms aufgrund der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen.

Den ersten Term berechnen wir mit der Integraldarstellung (4.29) fiir ein w mit
w,z(z) =1 in D:

1 2

Q) = —= /D w.s(2) log

™

dady = w(Q) = 5 | wln(c.) %

271 z

1—2C

z —

Fiir w(¢) = |¢|* erhalten wir 71(¢) = [¢|* — 1. Da wlj;=1 = 1 ist, wird das Ran-
dintegral aufgrund der Reproduktionseigenschaft (4.11) des Poisson-Kerns konstant

1. [
Lemma 5.9: Firn >1 und |z| =1 ist
T.(2) = 0. (5.26)
Damit ist insbesondere fir n > 2 und |z| = || = 1 auch
(o + B0y, ) Rria,5(2, ¢) = =26n7n-1(C) = 0. (5.27)

Beweis: Da fur |z| = 1 aus (5.25) 71(z) = 0 folgt, ergibt sich die erste Behauptung
durch Induktion nach n, wenn wir die Definition (3.24) von 7, fiir den Induktions-
schritt verwenden.

Die erste Gleichung der zweiten Behauptung ist die Eigenschaft (3.23) der Robin-

Funktion, die zweite Gleichung eine unmittelbare Konsequenz aus der ersten Be-
hauptung. O]
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Lemma 5.10: Se:

"L A
Ag=1 wund firl<n A,=-— (n—k)
(K!)?
k=1
Dann ist 7,(z) in D gegeben durch
n o (aa\k
2Z
Tn(z) = ( ) A(n,k). (5.28)

(K1)?

k=0

Beweis: Durch (3.27) und (5.26) ist 7,(z), n > 0, als Losung der harmonischen
Dirichlet-Randwertaufgabe in D eindeutig bestimmt. Damit geniigt es fiir (5.28)
7o = 1 und fiir n > 0 die Beziehungen 0.0:7,(z) = 7,—1(2) und 7,(2) = 0 auf D zu
priifen. Beides kann nachgerechnet werden. O]

Damit erhalten wir fiir die Normalenableitung 09, = 20, 4+ z0; des Einheitskreises
mit den Bezeichnungen aus Lemma 5.10

2A0m—k)

2 k- 1) (5:29)

B, = 81/7—n||z|:1 =

wobei fiir n = 0 die Summe null gesetzt wird, also By := 0. Daraus folgt mit (3.23)
und der Symmetrieeigenschaft (3.22) fur |z| = |(] = 1

(al + BlaVz)angn;g,ﬁ(Ca Z) - _261371—1- (530)

Wir definieren wie iiblich die charakteristische Funktion xj, einer Menge M durch

1, fallsx e M,
xu(z) = { (5.31)
0, sonst.
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Korollar 5.11: Die Robin-Randwertaufgabe

(0.0:)"w = f inD,
(o + Br0,)(0.0:)" " w =y auf OD fiirk=1,...,n,
fiir f € Ly(D), 2 < p, und yx € C(ID) sowie ay, B, € R,z 482 > 0 firk=1,...,n

und M C {1,...,n}, so dass a; # 0, fallsi € M, und 5; # 0, fallsi ¢ M, ist genau
dann lésbar, wenn fir z € 0D und m = 1,...,n die Lisbarkeitsbedingungen

1 d¢

Xm (M) Bmcm — (1 — Xmr(m)) <% /m 7m<€)? + @mcm)

n B o d n
+ B Z ( (k )/8D’yk(<)?€+§—zCkB(k—m)> — P Z Ck Bo—m)

e 27Ti()ék “
keM k¢M

2 [ o OFQ dey (53

erfillt sind, wobei die Konstanten ¢, 1 < k <mn, durch

1 d
—5 /(9@(6@5)’“18,,(11}(@% fur k € M,
Ck = 1 d
5/ D(@gﬁg)k_lw(og fiir ks ¢ M

bestimmt sind. Die Losung ist dann gegeben durch

M”:—ié&MM¢w@@m
~ (B | ]
+ ; (—kaTk1<Z> ~ Iria, /(m Y(C) Ov Ri(C, 2) : ) )
keM
_ ; (cm_1(z) T Inig, /m Ri(¢, 2) %(C)?)
k¢ M
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Beweis: Wir setzen in die Losbarkeitsbedingungen (5.23) und die Losung (5.24) aus

Theorem 5.7 die speziellen Werte fiir D = DD ein. In den Randintegralen gilt fiir den
dg

Bogenldngenparameter ( = e’¢, also ds; = —.

i
Beginnen wir mit den Losbarkeitsbedingungen (5.23). Im Fldchenintegral auf der

rechten Seite ist 0 = —2.

Betrachten wir zunéchst die Summanden ohne Integrale auf der linken Seite. Aus
(5.26) folgt 74— (z) = 0 fiir £ > m und wegen (3.24) ist 79 = 1. Fiir die Normalen-
ableitung von 7 erhalten wir 9,79 = 0 fiir £ = m wegen 79 = 1 und fiir £ > m ist
Oy, Them = B(r—m) Wegen (5.29).

Betrachten wir jetzt die Randintegrale. Fiir & = m verwenden wir (5.12) bzw. (5.13)
und erhalten fiir m € M

1
I /a]])(am + Bm0u. ) O Bim,m) (¢ 2)¥m (C)ds¢
_ 1 ¢
= 9 8D91(2,C)7m(<)?
= Ym(2)
und fir m ¢ M
1
4B /8D(O‘m + B0y ) Rim,m) (¢, 2)vm(C)ds¢
1 d
— 5 | @00 =107
— - dc
=)= [ (O
Fir k > m, k € M verwenden wir (5.30) und erhalten
1 _ DB 1 d¢
_47rak /8D<Oém + 5maz/z)au<R(k,m) (C, Z)’)/k(C) dsg~ — o 5 . 7]9(() g .

Fir k > m, k ¢ M verwenden wir (3.23) und (5.26) und sehen, dass das Randinte-
gral verschwindet.
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Bringen wir nun alles zusammen, so erhalten wir fiir die linke Seite von (5.23)

- 1
3 (Sheston + 80 = g [ 500 R € b 5
keM
— i (Ck(Oém + 5m&,2)7'k_m(z) — L / (Oém + Bmayz)R(k,m) <<7 Z)Vk(C) dSC)
,ggﬂ 4Bk Jap
1 d
=) 4 ) — (1= s ) (51 [ 300 +
n B . d n
+Bm, Z (2(:704;: /8]]) %(O?C + g_ZCkB(km)) — Bm Z Ck Bt—m)-
k=m-+1 k=m+1
keM k¢ M

Fiir die rechte Seite von (5.23) erhalten wir

@)+ 222 [ )10 dedn = () = 22 [ (@)1

Ziehen wir auf beiden Seiten ~,,(z) ab, so erhalten wir (5.32). Ersetzen wir in (5.24)

den Bogenlangenparameter ds¢ durch T, so erhalten wir (5.33). O]
l
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5.4.1 Der biharmonische Fall

Wir formulieren zunédchst explizit die Losbarkeitsbedingungen fiir n = 2 und D = D.
Korollar 5.12: Die Robin-Randwertaufgabe

(8282)210 = f mn Dv

5.34
(al + ﬁlau)w =M und (a2 + B2au)azaéw =72 auf OD, ( )

fir f € L,(D), 2 < p, und v € C(ID) sowie ay, B € R,ai + B2 >0 firk = 1,2
und M C {1,2}, so dass a; # 0, falls i € M, und 3; # 0, falls i ¢ M, ist genau
dann losbar, wenn fir z € 0D die Losbarkeitsbedingungen

(1) By (c1+2—52c2+ ! / 72(6)%)
oD

Q9 7Ti042 C
d
- =) (wier 4 280+ % [ 0OF)
2
=2 [ ns dein 635

und

@ s - (=@ (5 [ w(OF +aser) ==22 [ f0pacay (5:30)

271 ¢
erfillt sind, wober die Konstanten cy fir k = 1,2 durch
1 d
——./ (6@5)’“‘18”4@0(0—( fir k e M,
cp = 271” aD ¢

e dC
—%/(m(@c@c)k 1w(§)? firk ¢ M

bestimmt sind. Die Losung ist dann gegeben durch

w2)i= =7 [ Rens(6,2) F(Odedn

1 d
N e AR CL N EREy
1 d
) (Zens) - e [ w00 Rans¢)T) G0

47TZ61

1

- =) (o oy [ 90 Rran (6%
— (T —xwm(2)) (CQTl(Z) I /8]]]) 72(Q) Rg;aﬁ((,z)d_g) .
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Beweis: Wir setzen in Korollar 5.11 n = 2 und schreiben die Summen explizit aus.
m

Betrachten wir nun noch zwei spezielle biharmonische Green-Funktionen, die wir im
vorherigen Kapitel bestimmt haben. Die biharmonische Green-Funktion G(z, ¢) fiir
Riquier-Randbedingungen wurde in (4.33) angegeben. Wir wihlen dafiir o = (1,1)
und § = (0,0), also M = {1,2}. Dann gibt es keine Losbarkeitsbedingung. Die
Lésung erhalten wir aus (5.37) durch das Einsetzen der Parameter.

Korollar 5.13: Fiir a = (1,1) und 8 = (0,0) ist die Randwertaufgabe (5.34) stets
losbar. Die Liosung ist gegeben durch

w(z) =~ [ Gale.2) Q)
If) % (5.38)
+ 5= [ (1(€) 91(¢; 2) +72(C) g2(C, 2))—-

21 Jop ¢

Fiir die in (4.42) definierte biharmonische Neumann-Funktion Ns(z, () setzen wir
a = (0,0) und fiir die Neumann-Randwertaufgabe 3 = (1,1). Die Losbarkeitsbedin-
gungen und die Losung ergeben sich wieder aus Korollar 5.12.

Korollar 5.14 ([BV06, Beg06]): Fiir o = (0,0) und 8 = (1,1) ist die Randwert-
aufgabe (5.34) genau dann lésbar, wenn

1 d 1 d 1
o /8 02O+ 7 /a nOF =1 [n@f@dm (539
" o | 0T =2 [ sy aca (5.40)
211 Jop I ¢ R D K '

erfillt sind. Die Losung ist dann gegeben durch

w(z) == [ Nalc.2) Q)
1 a1 d¢
o [ 00T+ [ nOMET (5.41)
71(2) ) d¢ 1 d¢
+ s /am) 8484111(()? - m/@@%(o Nz(Cﬂ)?-
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5.4.2 Der triharmonische Fall

Wir formulieren zunéchst wieder explizit die Losbarkeitsbedingungen fiir n = 3 und

D =D.
Korollar 5.15: Die Robin-Randwertaufgabe
((9285)310 = f mn ID),
(ay + 510,)(0.0:) " w =y, k=1,2,3, auf ID,

fir f € L,(D), 2 < p, und y € C(ID) sowie ay, By € R,ai + 57 >0 firk=1,2,3
und M C {1,2,3}, so dass a; # 0, falls i € M, und B; # 0, falls i ¢ M, ist genau

dann losbar, wenn fir z € 0D die Lésbarkeitsbedingungen

xm(1) B (C1+2—ﬁ202—&03+ 1 /(9@72(()%— 1 /au)%(@%>

Qo o3 T ¢ 2wt

— (1= xu(1)) <a161 +2B1c2 = fres + 2ﬁ_12 /m 71(0%)

—- 2 [ @) dean, (5.42)

Xm(2) Po (02 + —03 p—— / )

(1= xn(2 (OZQCz + 28¢5 + 26—7; - ’72(0%)
(

__% /D n(O)F(C) dedy (5.43)

(e

und

) faca = (1= ) (51 [ 00F +asea) =22 [ Qs .0

erfullt sind, wobei die Konstanten c;, fir k= 1,2,3 durch

1 d
L /B ID)(aCa@klaygw(g)?C fiir k€ M,
Ck = 1 d
5 [ @000 firkg M
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bestimmt sind. Die Losung ist dann gegeben durch

w2)i= =1 [ Ranp(C2) £(Q)ds
) (Lo - o [ 300 Runalc 9% )
Fxar2) (Zean() = o [ 00O (€. )
) (Bt - o [ O 0Rnsc)T) 619
~ =) (o= s [ 00 Ruae.F)
~ (=@ (an) = o [ (O Rawr (€. )

- (= xw®) (n) - o [ (0 Ransl6 9% )

Beweis: Wir setzen in Korollar 5.11 n = 3 und schreiben die Summen explizit aus.
O

Wir betrachten das Randwertproblem zur hybriden Green-Neumann-Funktion Hj
aus [Bur09|, die wir in (4.84) definiert haben. H3 hat die Parameter a = (1,1,0)
und 3 = (0,0,1). Die zugehorige Randwertaufgabe ist

(8385)311) = f n ]D,
(0,0:)w =, k=1,2, (5.46)
(azaZ)Qal/w =73, auf 8]1])7

wobei erneut f € L,(D), 1 < p, und v, € C(ID) mit k = 1,2,3 sei. Das Einsetzen
der Randdaten in Korollar 5.15 liefert die Losbarkeitsbedingungen und die Lésung.
Fiir £ = 1,2 haben wir Dirichlet- bzw. Riquier-Randbedingungen und es gibt keine
weiteren Bedingungen. Fiir £ = 3 erhalten wir die Neumann-Bedingung.
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Korollar 5.16 ([Bur09]): Die Randwertaufgabe (5.46) ist genau dann lésbar, wenn

3 [ (@ =2 [ 0 ded (5.47)

211 )

gilt. Die Losung ist dann gegeben durch

w(2) =~ [ H(¢2) f(Q)a
1

d 1 d
to [ 000 T o [ wOnE0T G4y
1 d
o [ (@ e

mit dem harmonischen Poisson-Kern g1 aus (4.9) und dem biharmonischen Poisson-
Kern go aus (4.70).
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Kapitel 6

Fazit

Die iterierten polyharmonischen Green-Funktionen entstehen durch fortgesetzte Ite-
ration von harmonischen Green-Funktionen, wobei unterschiedliche Randverhalten
vorgegeben werden konnen. Diese wurden bereits intensiv erforscht [Acl8, Acl0a,
Ac10b, Begl1,BV08a, BV08b, BV06, Bur09, BVZ06, Wan10]|. Green-Funktionen fiih-
ren auf Integraldarstellungen und auf Losungsformeln fiir die entsprechenden Rand-
wertaufgaben. Dieses Vorgehen lésst sich auf die iterierten Randwertaufgaben tiber-
tragen.

Robin-Randbedingungen und Robin-Funktionen stellen eine parametrisierte Inter-
polation zwischen Green- und Neumann-Randbedingungen bzw. -Funktionen dar,
welche dann als Spezialfiille zu festen Parameterwerten auftreten [BV13|. In die-
ser Arbeit wurden Robin-Randbedingungen iteriert und dadurch eine einheitliche
Darstellung der bereits bekannten Spezialfélle erreicht.

Im Kapitel 3 wurde eine systematische Darstellung der iterierten Robin-Randbe-
dingungen und -Funktionen angegeben und mit diesen die zugehorigen Integraldar-
stellungen hergeleitet. Frithere Ergebnisse zu festen Randbedingungen ergeben sich
aus Korollar 3.10 als Spezialfalle.

Im Kapitel 4 wurden die iterierten Robin-Funktionen fiir den Einheitskreis D und
den biharmonischen (Theorem 4.10) bzw. den triharmonischen (Theorem 4.24) Fall
konkret berechnet. Bereits frither bekannte bi- und triharmonische hybride iterier-
te Green-Funktionen konnten als Spezialfille zu entsprechenden Parameterwerten
reproduziert werden.

93



KAPITEL 6. FAZIT

Schlieflich wurden in Kapitel 5 Losungsformeln und Losbarkeitsbedingungen fiir das
polyharmonische Randwertproblem hergeleitet (Theorem 5.7). Fiir den Einheitskreis
D konnte diese Darstellung nochmal deutlich vereinfacht werden (Korollar 5.11). Die
Losungsformeln erfordern allerdings die Kenntnis der konkreten Robin-Funktion.
Fiir den bi- und triharmonischen Fall haben wir diese bereits angegeben.

Bereits bekannte Ergebnisse zu hybriden iterierten Randbedingungen konnten auch
bei den Losungsformeln als Spezialfille zu konkreten Parameterwerten reproduziert
werden.

In allen drei Bereichen, die untersucht wurden — Integraldarstellung, Berechnung
der Robin-Funktionen, Losungsformeln und Losbarkeitsbedingungen fiir die poly-
harmonische Robin-Randwertaufgabe — konnten bereits bekannte Ergebnisse verall-
gemeinert und in einer einheitlichen Form dargestellt werden. Eine Vielzahl &lterer
Ergebnisse konnte dadurch allein durch die Wahl geeigneter Parameter ohne weite-
ren Aufwand reproduziert werden.
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