III. Anmerkungen zu einem Bootstrap - Grenzwertsatz

1. Einfiihrung

Betrachtet wird ein sehr allgemein gehaltener Bootstrap-Grenzwertsatz von F.Strobl (1995) fiir
eine Schatzfunktion, die mit einem statistischen Funktional T gebildet wird. Im III.Kapitel

wird die Frage untersucht, unter welchen Voraussetzungen eine (in gewissem Sinne) erweiterte
Form des Fréchet-Differentials von T die im Satz angegebene Integral-Darstellung besitzt, und
wie diese aussieht.

Zunichst wird der Grenzwertsatz vorgestellt, wozu die Einfiihrung eines relativ umfangreichen
theoretischen Rahmens unumgénglich ist.

Sei (F eine beliebige Verteilung in IR mit der Verteilungsfunktion F,F:R — IR .

Mit M (R) wird der IR-Vektorraum der signierten finiten Malle in IR bezeichnet.

W < M (RR) seieine Menge von WahrscheinlichkeitsmaBien, zu der neben (7 zumindest noch
alle Verteilungen in IR mit endlichem Triger gehoren.

Ein statistisches Funktional T ist eine reellwertige Abbildung auf W, T: W - R.

Unter relativ wenig einschrinkenden Annahmen sollen Informationen {iber einen gewissen Para-
meter 0 = T ((F) gewonnen werden.

Vom Funktional T wird keine MeB3barkeit vorausgesetzt, aber eine erweiterte Form der Fréchet-
Differenzierbarkeit beziiglich einer geeigneten Halb-Norm, beziiglich welcher zugleich der Empi-
rische ' —ProzeB (B, (f)) e Stochastisch beschrankt ist in R e

Esist B (f) := V- { f d((7 —(F) mitdem Empirischen MaB (7., f € ¥ < Li(R,B,7)
und n € IN.

Es kann fiir Anwendungen sehr vorteilhaft sein, wenn ein manchmal relativ aufwendiger Mef3bar-
keitsnachweis fiir ein auf einem Mafraum definiertes Funktional nicht erbracht werden muf3.
Durch die Flexibilitit des verwendeten Konzepts kann die bendtigte Form der Fréchet-Differen-
zierbarkeit eines T in vielen Féllen durch entsprechende Anpassung erreicht werden. Die Flexibi-
litdt ergibt sich einerseits aus der Verwendung eines von R.M.Dudley (1990, S.65) vorgeschlage-
nen Typs von Halb-Normen, verbunden mit einem wahlbaren Funktionenraum ¥ < £, (R, B, (7)
andererseits aus dem von F.Strobl konstruierten Definitionsbereich der Fréchet-Ableitung T 'z ,

welcher uber einen Parameter r variiert werden kann.
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Die Schitzfunktion T, fiir 6 = T ((7/) wird mittels plug in - Prinzip gebildet. Das Empirische
Mal (F , wird anstelle von (F als Argument des Funktionals eingesetzt: T, := T ((Fn) .
Zu untersuchen ist die Qualitdt dieser Schitzfunktion. Auskunft dariiber gibt die Verteilung der

ZufallsgroBe R = Vn - [T - 6]

n

Die R,-Verteilung H, ist zwar selbst unbekannt, aber mit einer qualifizierten H ,-Schétzung
konnen qualifizierte Aussagen iiber H, und letztlich iiber 6 gewonnen werden. Die verwendete
H,-Schéatzfunktion soll zumindest in irgendeiner wohl definierten Form gegen ein Grenzelement H
konvergieren. Hintergrund dieser Forderung ist, dass die punktweise Konvergenz der H, -Schitz-
funktion gegen ein H in jedem Stetigkeits-Argument von H bedeutet, dass R, zumindest in
Verteilung gegen eine ZufallsgrofBe R strebt. Daraus folgt die wichtige Beziehung (J.Shao / D.Tu
1996, S. 449): T, = 0 + Op(n™?), n->+oo.

Als H,-Schitzfunktion wird hier die Bootstrap-Verteilungsfunktion H, not Verwendet.

H 1 voot 15t die Verteilungsfunktion der Bootstrap-Version R,* von R,,

R; = \/H[T: — T, ] mit T,*= T (F*), (F* istdie Bootstrap-Version von (7, .

Ahnlich wie die Empirische Verteilungsfunktion ist H . not(t) zu jedem festen t € IR eine
ZufallsgroBle - sie hingt von den Stichproben-Variablen der Original-Stichprobe ab. Daher macht
es Sinn, eine bestimmte Form der Konvergenz von H . v gegen ein H zu definieren, die nur
fast sicher gegeben ist. Anders formuliert:

Es ist eine Form der fast sicheren Verteilungskonvergenz von R,* gegen ein R zu definieren,

R besitzt die Verteilungsfunktion H .

Wegen der fiir T nicht vorausgesetzten MeBbarkeit muf3 die gewohnliche Verteilungskonvergenz
verallgemeinert werden. F.Strobl erweitert zu diesem Zweck die Verteilungskonvergenz von
Hoftmann-Jgrgensen.

Der Bootstrap-Grenzwertsatz gibt die Voraussetzungen an, unter denen R,* in dem von F.Strobl
definierten Sinne fast sicher in Verteilung gegen eine Zufallsgrole R konvergiert, die normalver-
teilt 1st mit dem Erwartungswert Null und einer Varianz, die von einer gewissen Funktion f 7 ab-
hingt.

Eine der Voraussetzungen des Grenzwertsatzes ist die Darstellbarkeit (einer erweiterten Form) des

Fréchet-Differentials von T an (7 als Integral der o.g. Abbildung f+ fiir geeignete ¢ € W :
' 2 __ — (]
T' (G~ F) Iﬁfqd(a F)

T 'z ist beziiglich einer Halb-Norm || || (mit einer Funktionenmenge I ) auf einem speziellen,
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iber einen Parameter r variierbaren Vektorraum M, definiert.

Sei t* die Menge aller auf IR definierten, reellwertigen, stetigen und beschréinkten Funktionen.
Fiir den Fall JF' = ¢* und r = +oo hat R.J.Serfling (1980, S. 222) mit T, ((#, -) eine Funktion
angegeben, so dass mit jedem in IR definierten Wahrscheinlichkeitsmall ¢; die Integral-

Darstellung T'q(éj—(}z) = le(CF, )d(G—(F) giltigist.
! R

Hier wird fiir ¥ = ¢° und beliebiges r >0 untersucht, welche Wahrscheinlichkeitsmafe
G € W die Integral-Darstellung unter gewissen Bedingungen erfiillen, und welche Form f+ be-

sitzt. Dazu wird eine Zerlegung des Maflraumes W vorgenommen. Basis der Zerlegung von W

ist die Menge A:(f*), A.(f"):= [ tER : sup
fet

[£d(E~F) | = N 6-F llp < }

A.(t) ist die Menge aller t€ R, fiir die (6.-(F) € M, gilt, wenn man ' = ¢° setzt.

Es wird gezeigt, dass A, (") fiir jedes r >0 eine Borelmenge ist, und somit als Integrations-
bereich fiir f+ beziiglich jedes Malles aus W verwendet werden darf.

Fiir die einzelnen Komponenten der W-Zerlegung werden (falls moglich) jeweils Bedingungen
angegeben, unter denen die Integral-Darstellung von T' q((j —(#) mit einem entsprechenden
{ existiert.

Speziell fir ¢ mit endlichem Tréger, welcher nicht in A.(£*) liegt, befindet sich das Argument
(G - (F) nicht notwendig im Definitionsbereich M; von T ' , so dass T'CF(@_@Z ) i.a. gar

nicht definiert ist.
Fiir den globalen Sonderfall A;(f*) = R (d.h. r=+00) stimmt f+ mit der bei R.J.Serfling
angegebenen Funktion T, (7, ) iberein.
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2. Bootstrap-Variablen und Bootstrap-Verteilung

Zugrundegelegt wird ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q , A, D).
Seien X;,...,X, (n€IN) A, - melbare, unabhdngige und identisch verteilte Zufalls-
groflen, X :Q2->R ; die Verteilung jedes X ; wird mit (F bezeichnet,i€ {1,..., n}.

Xy*, ..., Xy* erhdlt man durch Ziehen mit Zuriicklegen aus M, = { X;, ..., Xa } .
Xi*, ..., Xy* sind die bedingt unabhéngigen Bootstrap-Variablen, gegeben M, .

1
Esist P ( Xi*= X | My )—— fir ke{l,...,n} und i€ {l,...,n}.

Anders als M, ist My* .= { X;*,..., X,* } keine Menge, sondern eine ,,ungeordnete Kollek-
tion“ ( P.Hall 1992, S.2 ). Die Mengen-Schreibweise wird wie {iblich trotzdem verwendet, und
die Bezeichnung ,, A € My* “ ist unmittelbar einsichtig.

Sei X = (X die Folge der oben definierten unabhingigen und identisch gemall (7

k)kEIN

verteilten ZufallsgroBen. Mit @ZE wird das auf M, basierende Empirische Mal} bezeichnet.

Wenn die Folge X nicht hervorzuheben ist, wird kurz (F b= ffﬁ gesetzt.

Betrachtet wird die von rechts stetige Version der Empirischen Verteilungsfunktion IF, zum

Stichprobenumfang n€ N,

X 1 -
IF_(t) := (}n( (—o0 5 t]) := . El 1(_w;t](xi) . teR . (1)
Eine Realisation F. von IF entsteht, wenn man in CFE die Folge X = (X,)._, ersetzt
durch eine Zahlenfolge x := (x,). eN erRN :
1 n
F (t) := 75 (-0 t]) = - i; o (x) . teR 2)
(fz wird bezeichnet als das zu x;, ..., x, gehorige Empirische MaB.
*X

Entsprechend wird mit den Bootstrap-Variablen das auf My* basierende Empirische Mall (77

sowie die zugehorige Verteilungsfunktion IF; gebildet:

IF (1) == F [~ ; t]):= ; (X)) tER 3)

Wird fir X = (X, ), . eine Realisierung x = (Xj)jelN e RN eingesetzt, erhélt man
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*

F (t) = rll : él(_m;t}(xf) . teR . (4)
Nach Definition ist

Ro=n - [T, — 0] =vn-[T(F,) - T(F)] . (5)
Die Verteilungsfunktion H,(t) von R, wird definiert als von rechts stetig:

Ha(t):= P(& : [T(@Zn) - T(c,t)]gt) ,teR.

*

R*:= Vn - [T(F, ) — T(F,)] (6)

n

ist die mit dem plug in - Prinzip gewonnene Bootstrap-Version von R,.
R,* besitzt die Verteilungsfunktion

Hobo (1) =P ( V0 - [T(7F) = T(F)] <t | M), teR . )

H. boot Wird als Bootstrap-Verteilung von R,* bezeichnet [P.Hall 1992, S. 83].
H. voot 1St eine ,,Zufall-bedingte* Verteilung, gegeben M, . Zu jedem festen t € R ist Hy poot( t)
eine Zufallsgrofle. Daher macht es Sinn, eine Verteilungskonvergenz fiir R,* zu definieren, die

nur fast sicher giiltig ist.

3. Vorbereitungen fiir den Grenzwertsatz

3.1 Eine verallgemeinerte Verteilungs-Konvergenz

Als néchstes wird die Hoffmann-Jergensen-Verteilungskonvergenz definiert.

Diese Konvergenz wurde eingefiihrt fiir eine Folge von Zufallselementen, welche selbst nicht
mefBbar zu sein brauchen, fiir die nur ein noch zu definierendes Grenzelement als mef3bar voraus-
gesetzt wird ( J. Hoffmann-Jergensen 1991). Sie wird im Grenzwertsatz fiir die Konvergenz von
R.* bendtigt. Fiir Anwendungen kann es sehr vorteilhaft sein, wenn ein manchmal etwas aufwen-
diger MeBbarkeits-Nachweis fiir Funktionale auf einem Mafiraum nicht erbracht zu werden
braucht.

Die hier angegebene Definition ist ein Spezialfall jener von F.Strobl (1995, S. 6), indem man dort

E=IR setzt.
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Die Situation H

Zugrunde liegen der oben angegebene Wahrscheinlichkeitsraum ( 2, A, 7/ ) und der mef3bare
Raum (IR, ).

Sei Sc R und B(S) die o-Algebra der Borelmengenin S.

Definiert werden Zufallselemente folgender Art:

W.: Q— R fir n>1; jedessolche W, istein Zufallselement, das nicht als A , 75 - me3bar
vorausgesetzt ist.

Wo: Q-S| Wyist A, B(S) - meBbar.

Um die verallgemeinerte Verteilungskonvergenz zu formulieren, wird noch eine Definition

bendtigt.

DEF : ,Das duflere Integral eines Zufallselements*

Sei (02, A, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Sei 3 die o-Algebra der Borelmengen in R := R U{—o } U {+wo } (sieche H.Bauer
1968, S. 43).

Das #uBere Integral fiir ein nicht als meBbar vorausgesetztes Zufallselement Y, Y:Q — R ,

wird folgendermallen definiert:

E(Y) =inf{ E(Z) | Z: Q> R, Z ist A, B - meBbar
und quasiintegrierbar, Z >Y }. (8)

DEF : ,Verteilungskonvergenz in der Situation H “( kurz: H-Verteilungskonvergenz )
Mit den GréBen in Situation H wird definiert:

Die Folge (Wn) heifit H-verteilungskonvergent gegen W, , falls gilt:

ne€N

lim E(foW_)=E(foW,) firalle f,f: R— R, f auf R beschrinkt und auf S

n—+oo

auch stetig.
d(H)

Symbolisiert wird diese Konvergenz durch: W, —- W, .

Bemerkung::
Ist S= Rundsinddie W, A, - meBbar (n € IN), dann stimmt die H-Verteilungskonvergenz

iiberein mit der Verteilungskonvergenz fiir eine Folge reellwertiger, mef3barer Zufallsgro3en

(R.J.Serfling 1980, S. 8).
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3.2 Die erweiterte Fréchet-Ableitung eines Funktionals

Es wird eine erweiterte Form der Fréchet-Ableitung einer Abbildung angegeben. Die gewo6hnliche
Definition ( z.B. H.Heuser 2000, II S. 331) basiert auf Abbildungen zwischen Banachraumen - hier
wird aber eine Abbildung auf einer Menge von Wahrscheinlichkeitsmaf3en betrachtet, die Teilmen-

ge eines 1.a. nicht vollstdndigen und nur halb-normierten Vektorraumes ist.

DEF ,(Erweiterte) Fréchet-Ableitung einer Abbildung® (F.Strobl 1995, S. 112))

Sei V ein Vektorraum tiber R, U < V ein linearer Unterraum und || - || eine endliche
Halb-Norm auf U . Sei weiter M < V eine beliebige Teilmenge von V.

Die Abbildung T : M — IR heif3t beziiglich || - || Fréchet-differenzierbar an b € M innerhalb
U, falls eine auf U definierte lineare Abbildung T ', : U — IR existiert, so dass gilt:

Esist T(x) — T(b) = T'(x — b) + o x — b|l) firalle x&M mit

(x-b)eU und ||x — b -0

T 'y heilit Fréchet-Ableitung von T an b innerhalb U beziiglich || - || .

Erginzungen:

(a) Diese Definition kann man auch alternativ formulieren ( F.Strobl 1995, S. 113 ):

| T(x) = T(b) = Ty(x = b) | < [[x =b[-elfx-b]) ©
firalle x€M mit (x-b)€U und |[x — b = 0

sowie einer Abbildung € : R, — ﬁ+ , fir die gilt: lime(t) = 0 = €(0)

t10
(b) T wird als Fréchet-differenzierbar an b beziiglich || - || bezeichnet, sofern T an b
beziiglich || - || innerhalb ganz V Fréchet-differenzierbar ist.

Diese ,,globale* Definition der Fréchet-Ableitung T ', kann man alternativ formulieren ( F.Strobl

1995, S. 114). Es gilt fiir alle beschriankten, offenen Mengen S < M :
sup HT(X + t:(x=b)) = T(x) — t - T' (x—b) H = oft) fir t—0

x €S

Im folgenden wird der Fall betrachtet, dass V=M (R), M =W und T ein statistisches
Funktional ist, d.h. T : W — IR . Durch die Wahl einer geeigneten Halb-Norm (d.h. einer
solchen, die eine hinreichend feine Topologie erzeugt, die also geniigend grofle Werte fiir einen

Abstand liefert) ist in vielen Féllen die Fréchet-Differenzierbarkeit von T anein ¢ € W

71



erreichbar. Beziiglich der in Anwendungen viel genutzten Supremumsnorm || “ ||, ist die

Fréchet-Differenzierbarkeit aber oft schon bei einfachen nicht-linearen T nicht mehr gegeben.

R.M.Dudley ( 1990, S. 64 ) zeigt, dass T((F)= [f Xdrf]z an (7 nicht beziiglich der

Supremumsnorm, aber beziiglich einer anderen Norm an (# Fréchet-differenzierbar ist, sofern

fiir die Verteilung (# ein Erwartungswert definiert ist.

Dagegen ist T((F) =

I X*dF

- [ fxar;]z an (7 beziglich || - |l Fréchet-

differenzierbar, sofern flir (# die Varianz definiert ist (R.J.Serfling 1980, S. 220 ).

R.M.Dudley (1990, S. 65) betrachtet Halb-Normen eines bestimmten Typs auf einer Menge von

Verteilungen.

DEF : Eine Halb-Norm auf Uc W .

Sei ¥ < () £ (R,B,u) eineFunktionenmenge.
u€u

Fiir ¢ € U wird beziiglich ' folgende Halb-Norm definiert: || ¢ || ¢ = Sup |[fda]|
feF R

F.Strobl (1995, S.118 ) zeigt, dass flir || - ||+ insbesondere die Dreiecksungleichung giiltig ist.
Durch diese Halb-Norm wird fiir MaBle ¢/, € U beziiglich I folgende Pseudo-Metrik

induziert:

a(a.») = la-ml, = sw
felr

ffd((i—f/))‘ : (10)
R

Dabei gilt (H.Bauer 1968, S.56) :
fe L,(R,B,G) A fe £ (R,B,D)

=> fe Li(R,B,g =) definiertdurch [fd(gG+D):= [fdg + [fdD .
R R R

Ein Beispiel fiir eine Metrik:

Sei ' = [ 1( ] teR ] , Uc W, G Verteilungsfunktion des MaBies ¢ € U und

H Verteilungsfunktion des MaBles 4 € U . Dann gilt:
lG=2|- = sulgl G(t)-H(t) | = [[g-2],, -
te
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3.3 Die stochastische Beschriinktheit des Empirischen [ - Prozesses

Es wird definiert:

DEF : ,,Stochastische Beschranktheit des Empirischen K'-Prozesses* (F.Strobl 1995, S. 119)

Sei H'c £,(R,B,(F) eine beliebige Teilmenge. R st die Menge aller Abbildungen von
I nach R, Xy (k€ IN) sind die im Abschnitt 3.2 definierten ZufallsgroBBen der Folge X .
Fiir jedes f€ I ,n€ N wird definiert:

By = ([EdF,=F) ) = - ([raF, - [raF

R R R
(11)
V|1 T X, - [rdF |
n = R
B, = (B, (f)) - wird als der Empirische ¥'- Prozell zum Stichprobenumfang n
bezeichnet. Wegen (10) und (11) gilt also:
sup [ B (f) | = Vn-ll 7= Fll . (12)
fe
(Bn (f) )f ¢ heiBit stochastisch beschrénkt in R, falls gilt:
lim limsup 7 ( sup ‘ Bn(f)| >t)=0. (13)

t—+o0 n—+oo fer

Dabei ist ) das duBere MaB, definiert durch:
D (M) =inf {PN): McNcQ} fir Mc Q.

Bemerkungen:

(a) (Bn (f)) fe T kann man zu festem n € IN auffassen als Element von R , oder als sig-
niertes finites Maf3 aus M (R) .

(b) Hinreichende Bedingungen fiir die stochastische Beschranktheit von (5n (f)) fer R ¥

findet man bei K.S.Alexander (1984) und M.Talagrand (1994).

(¢) Verwendet man z.B. als Funktionenmenge I = [ 1 (—wit]? teR } , dann ist

sup |8 (f)| = Vn|| 7.~ Fll, =Vn- D,
fe ¥

D, ist dabei die Kolmogorov / Smirnov - Distance. In diesem speziellen Fall folgt die stochasti-
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sche Beschrinktheit von (Bn (f)) e aus der Ungleichung von Dvoretzki / Kiefer / Wolfowitz

(R.J.Serfling 1980 S. 59).

(d) Verwendet manin R" die Supremumsnorm |||« ,und konvergiert (8 (f) I

n->+ oo in Verteilung gegen ein fo € R , dann folgt die stochastische Beschrénktheit von

(B, (f)); 4 aus der Bemerkung 1.6 bei F.Strobl (1995, S. 11).

In der Literatur ist ebenfalls die ,,kompakte* oder Hadamard-Differenzierbarkeit eines Funktionals
gebriuchlich. Diese erhélt man, wenn in (b) der Ergédnzungen zur Definition der (erweiterten)
Fréchet-Ableitung das Supremum nicht iiber die beschrinkten, sondern iiber die kompakten Teil-
mengen von M =W erstreckt wird ( R.M.Dudley 1990, S. 65).

Bei der hier erweiterten Form der Fréchet- Ableitung sind Ausdriicke der Form

[fdag mit einer wiahlbaren Funktionenmenge ' zu betrachten, bei der

R

Il G|, = sup
3 fe I

[fdg
R

Hadamard-Ableitung liegen kompakte Mengen des Typs sup

gelk

< +oo mit stetigem,

reellem f auf kompaktem Trager IK zugrunde (zu kompakten Mengen in MaBrdumen siche
H.Bauer 1968, S.192 ).
Die (erweiterte) Fréchet-Differenzierbarkeit auf Basis des flexiblen (Halb-)Normen-Typs || . || ¥

mit passendem ' 146t sich mathematisch bequemer handhaben und in vielen wichtigen Fillen
auch nachweisen.

Im unten stehenden Bootstrap-Grenzwertsatz wird die stochastische Beschrianktheit des Empiri-

schen - Prozesses (B, (f))._

vorausgesetzt, nicht dessen Konvergenz. Als weitere Voraus-
setzung wird die (erweiterte) Fréchet-Differenzierbarkeit von T an ( benétigt. F.Strobl (1995,
S. 152) zeigt, dass die Hadamard-Differenzierbarkeit von T nicht ausreicht, um die Satzaussage

zu erhalten, wenn man von (/3'Il (f)) nur* die stochastische Beschrinktheit fordert.

felr »
Es kann aber problematisch sein, eine Norm in einem Mafiraum zu finden, die sowohl die (erwei-

terte) Fréchet-Differenzierbarkeit von T an (F als auch die stochastische Beschrinktheit von
(Bn (f)) e 2uldBt. Zu dieser Problematik hat R.M.Dudley (1992) Ergebnisse erhalten.

Als letzte Vorbereitung fiir den Grenzwertsatz wird zu (7 und r> 0 ein halbnormierter linearer
Unterraum M, = M ,((F) des R-Vektorraums M (IR) konzipiert, um die (erweiterte)
Fréchet-Ableitung eines Funktionals T an (# innerhalb M .( (7 ) zu erkldren.
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DEF Der Definitionsbereich von T %

Essei I c /(R,%B,(F) ; W istein Mallraum, der neben (F zumindest noch alle Wahr-
scheinlichkeitsmafle in IR mit endlichem Tréger enthlt.

M; = M, ((F) istdie Menge aller /0 mit folgenden Eigenschaften:

Es gibt ein ¢ € W und ein ¢ € R, so dass gilt:

) AO=c(G-7F),

(i) Esist I < £(R,B,4),

(i) | G-Fl < 1 -

F.Strobl (1995, S. 117 f) zeigt, dass M, fiir jedes r >0 zusammen mit || . || - ein halb-

normierter (i.a. nicht vollstandiger) linearer Unterraum von M (IR) ist.

Mit der Wahl von r wird reguliert, welche MaBie ¢ € W fiir ein Element (¢ - (F) der Basis
des Vektorraums M; infrage kommen.

Jedes ¢ € W findet Eingang in ein Basis-Element (¢ - (/) von M,, wenn es nur ,,nahe ge-

nug® bei (F liegt. Je groBBer r, um so mehr Malle aus W definieren Basis-Elemente von M, .

Je kleiner r, um so kleiner ist die Méachtigkeit der M, - Basis.

4. Ein Bootstrap-Grenzwertsatz

Es gelten die obigen Bezeichnungen, insbesondere ist also X = (Xk)keN ; (Q,A,7) ist
ein Wahrscheinlichkeits-Raum, X sind A, 5 - me3bare ZufallsgroBen, k € IN .

Sei IP = ® ) das MaB auf der unendlichen Produkt - o - Algebra /A := X A
N N

( H.Bauer 1968, §33 ; hier mit der speziellen Indexmenge I =IN) .

Dann ist IPX™" ein Wahrscheinlichkeitsmal3 auf der o-Algebra der Borelmengen des RN .

Es gilt der folgende Satz.

Satz 111.1
Sei T: W — R ein statistisches Funktional, das an (7 Fréchet-differenzierbar innerhalb M,

ist im Sinne obiger Definition, und zwar beziiglich der Halb-Norm || .|| .. mit einem r>0 und

*
< 0(R,B,(F).
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W enthilt neben (7 zumindest noch alle Wahrscheinlichkeitsmaf3e in IR mit endlichem Trager.
Die Abbildung € aus (9) besitze die folgende Konvergenzordnung:
e(t) =o(In(max {|Int|,e}) fir t\NO. (14)

Der Empirische IF'- ProzeB ( B, (f) )f cw sei stochastisch beschrinkt in R .

Es gelte fiir das duBere Integral E (sup |f|* ) < +oo0 .
fe

Die (erweiterte) Fréchet-Ableitung T '# besitze fiir geeignete /4 € M; die Darstellung

T' (%) = I{f@d% (15)
mit einer Funktion f+ , flir die gilt: (16)

fre LL,(R,B, F)und f>€ L (R,B,G) firalle G €W mit (G-F)EM,.

Dann gilt fiir IPX"'- fast alle Realisationen x= (X,), cpy € R™ der Folge X = (X,)

keN -
. ¢ 1 dm
U T(FX) = T(FX)] - R (17)
mit R~N(0; $*(f7)) , S*(f) := [ dF — (j f dc;)z . (18)
R R

Beweis: F.Strobl (1995, S. 147 ff)

4.1 Ergéanzung zu Satz I11.1

Mit T "+ wird die Fréchet-Ableitung 2.0rdnung bezeichnet; man erhidlt T "z folgendermal3en:

Es wird T '+ anstelle von T in der Definition der (erweiterten) Fréchet- Ableitung eingesetzt

mit U=M=M; und | k| =] «||w fir k € M.

Existiert zusitzlich zu den Voraussetzungen des Satzes auch T "7 und ist T "7 sogar beschrinkt,
dann ist die fiir € (t) geforderte Konvergenzordnung einfach nachweisbar (F.Strobl 1995, S.147).

Ohne eine solche zusitzliche Eigenschaft von T kann dieser Nachweis problematisch sein.
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5. Anmerkungen zum Grenzwertsatz

Fiir die Funktionenmenge IF' = ® wird jetzt untersucht, welche WahrscheinlichkeitsmaBe

G €W die Integral-Darstellung T GZ((/j—(}) =[f 7 d(G—(F) unter bestimmten Voraus-
R

setzungen erfiillen, und welche Form die Funktion f+ dann besitzt. Zu diesem Zweck wird W

zerlegt. Basis dieser Zerlegung ist die im folgenden betrachtete Menge A (£°) .

5.1 Die Menge A,((")

Sei C eine Menge, dann wird definiert: ¢* (C) = {f | f: C > R stetig und beschrinkt }.
Im Falle C= R wird zur Abkiirzung ¢® := £°(IR) geschrieben.
Fiir r> 0 wird die Menge A,( €°) definiert, die bei der Zerlegung des MaBraumes W eine

wesentliche Rolle spielen wird.

Mit 6. wird das Dirac'sche oder auch ,,Einpunkt-“ Mal} bezeichnet, t€ R .

DEF :

A = A(t?) = | tER : sup
' ' fet®

[1d(5=F) | = | 6-F Il <r} . (19)

Das folgende Lemma zeigt, dass A, zu jedem r > 0 eine Borelmenge in R ist. Diese Eigen-

schaft wird bendtigt, um f~ iiber A; und iiber R\ A; i.f. Integrieren zu koénnen.

Lemma III.1
Fiir jedes r>0 ist A: offenin R.

Beweis:

Es wird definiert: N (t) = || 6§, —(F ||fb ,tER.

Sei to € R beliebig und (tn)n en  ¢ine reelle Zahlenfolge mit Grenzwert t, .

Eine Anwendung der Vierecksungleichung ( H.Heuser 2000, I S. 85 ) ergibt:
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N = NG| = [ [, = F = , - 7,
< | 5tn — 6t0 ||fb = fs.l:fb g{fd(atn_éto) = fssz ‘ ft,) — f(t0)|

Weil ¢* abgeschlossen in der Menge der beschrinkten Abbildungen von IR nach R ist (H.Heu-
ser 2000, IT S. 703 f.), und weil jedes fe £® beschrinkt ist, gibt es ein g€ ° , so dass gilt:

sup
fer®

Bt — £(t) | = | elty) — glty)|

Wegen der Stetigkeit von g folgt daraus:

lim \ N(t,) — N(to)] = 0 ,alsoist N(t) stetig firalle t€ R .

n—+oo

Mithilfe der Funktion N (t) ldB8tsich A(£) so schreiben: A.(€°) = N~! ((0,r)).
Aus der Stetigkeit von N (t) inR folgt, dass A, (") fiir jedes r>0 eine offene Menge

in IR ist. Insbesondere ist A ,(f") also eine Borelmenge in IR .

5.2 Wahrscheinlichkeitsmafle mit endlichem Trager

Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmall w wird mit supp(w) der Trager von w bezeichnet.

Gemal Voraussetzung enthilt der Definitionsbereich W von T neben (7 zumindest noch alle
Wahrscheinlichkeitsmal3e in IR, die einen endlichen Trager besitzen.

Die Menge der Wahrscheinlichkeitsmalle mit endlichem Trager wird mit II bezeichnet.

Der Rand einer Menge M wird durch oM , der Abschlu8 von M durch M = MU M
bezeichnet.

IT liegt dicht in der Menge WM(IR) aller Wahrscheinlichkeitsmaf3e auf R beziiglich der
schwachen Topologie ( H.Bauer 1968, S. 186 ff.) ,d.h. WM(R) = ITU oIl = I .

5.3 Die Zerlegung von W

Fiir jedes ¢ € [ W NI ] gibtes wegen W < IT eine der folgenden Darstellungen:
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() Gell :

g = z/\k - 8, miteinem mEMN, tc€R und Av€(0;1] (k=1..m),
k=1 k

m
Z)\k =1 ,i?fS = tinFtsan .

(ige | W naom|:

Es gibt eine Folge (e ) _ <II , als deren Grenzwert (beziiglich der schwachen Konvergenz)

sich ¢ erweist ( H.Heuser 2000, II S. 62 ):
[fde, - [Jfdg , n—o+wo flrjedes fe .
R R

Daraus folgt: sup Jtd(e —a)| = H - 0 , no+o
fet R
Weil (e ) S ist, gilt fir jedes €, (n € IN) mit einem m, € N : )
. :: e mit t. € R und A€ (0;1] (ke {1,..,ma.}), (20)
m
k:nl/\k,n =1,1#s = tinFtia (1,8 €{1,...,m}).

Weil es Wahrscheinlichkeitsmaf3e in IR gibt, deren Tréager nicht endlich ist, ist IT nicht

abgeschlossen in der Menge aller Wahrscheinlichkeitsmalle in R .

Im folgenden werden die moglichen Fille fiir die Darstellbarkeit

T'- = f f— d(Gg—(F) separat betrachtet, wenn man &' = ¢* als Funktionen-

/ /

menge zugrundelegt.

Dazu wird mit dem Trager supp (w) des Wahrscheinlichkeitsmafes w definiert:

I = [ w e IT : supp(w) CAr(fb) . (21)

T liegt dicht in 7 beziiglich der schwachen Topologie.
T

Es wird von folgender Zerlegung von W ausgegangen:

W = [\vv \Hr] U [Wml‘[r] U {Wmanr : (22)
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5.4 Darstellungen des Fréchet-Differentials T'CYZ((Z—GZ)

Sei im folgenden r> 0 eine beliebige, fest gewihlte reelle Zahl.

Es werden gemil Zerlegung (22) die nachfolgenden Félle unterschieden.

5.4.1 Der Fall ¢ e [ VAN ﬁr }

Aus ¢ € [ VAN f[r } folgt nicht (¢ -(F) € M,,sodass T 'z (€ -(F) i.a. gar nicht
definiert ist. Das wird im folgenden begriindet.

Da II nicht abgeschlossen ist, ist IT # I . ses gilt insbesondere IT \ IT L g .

Sei ¢ € [ o\ . ] und K die Menge aller tx aus der Darstellung (20) mit tc € A ..

Dann gilt wegen (21) die Darstellung:

k=1 k t, €K k t, 2K k

Falls K= g ist, gilt 0=S, € M, .

Wenn K # @ ist, liegt jeder Summand von S; in M., und weil M, ein Vektorraum ist, gilt
Si € M.

Wegen ¢ & I1 . nach Voraussetzung, ist R\ K # & .

Da kein Summand von S, in M; liegt, ist S, nur in Sonderfallen ein Element des Vektor-
raums M; .

Daher folgt aus ¢ € [ W\ ﬁr } nicht, dass ((J -(F) € M, ist.

Beispiele:

) x €A F#08, =0 0=>(d-F) &M,

(i) X1 €A, X2€EA, (F #5_
1

mit 2\1+/\2 =1 A, ,A,>0

P p— . .
Q'_A15x1+/\26x 1772

2

= (A= F) = 2,-(8, = F) + 0[5, —F) & M,
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5.4.2 Der Fall g < [ W NI

Dieser Fall wird umfassend vom folgenden Lemma behandelt.

Lemma II1.2

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen von Satz III.1 , insbesondere ist

also T'z: M, — R eine lineare Funktion ( mit M, wie im Satz angegeben ), r >0 beliebig
vorgegeben.

Es wird definiert: hpp(x) = T'o(6,—F), XEA.

s

Sei har € Li(A,BPNA:,(F).
Dann gilt die folgende Aquivalenz mit jedem ¢ € [ W n I, ] :

f(x) = fo1(x) = 1, (x) - [Tv?(ax—@t) + ffqdff} + la (X) - g (%)
R

firalle x€R miteinem g € £, (R\A_ ,B N {R\A}, 7))

Beweis:

GemidB Lemma III.1 ist A, eine offene Menge fiir jedes r > 0, so dass alle auftretenden Integrale
iiber A, undiiber IR\ A, erstreckt werden diirfen.

Sei r > 0 beliebig aber fest gewihlt.

Wegen ( € [ W NI ] gilt mit einem m € IN :

m
. =2Ak-5t mit ty € A, und Ac€[0;1] (ke {l,...,m} ),
k=1 k

Q

A, =1, i#s =t #t (i,s€{l,.,m})
1

Mz

k

Es werden beide Aquivalenz-Richtungen einzeln bewiesen.

oo 66 .
.

Es gelte T' (G—(F) = [f,d(G~7F)

81



Mit m=1ist (G—(F) = (6, —(F) € M_ und t , €A .

Es folgt:

T2 (d=GF) = T'2(6,~F) = g{f? d(s, —F) = f(t) - I{{fqdf%

= f(x) = T'2(6,~F) + [f,dF firalle x €A,
Il IR Il

= fo(x) = 1,(x) - {T'r;(fgx_@z) + [ fdF |+ lga (%) - g5 1 (x)
' R '

firalle x €R  miteinem g . . € L,(R\A ,B N {R\A }, 7 )

@ ¢ .
.

Jetzt wird ausgegangen von

T

fo(x) = 1, (x) - [T;;((sx—c;) + I{{f(}df%} + 1ga (x) - g5(x)

firalle x €R  miteinem g, | € L (R\A_ ,Bn {R\A }, F)

Es folgt:

Iifq d(G—-F) = ffqd( (ki A 5tk) _@z)

_ kz=:1 A, ( Lo (t) - [T'(}(étk_(;) + Iﬁfqdff} ol () - g (t)
— [fod7F
R
= > A, (T'F(étk—ff) + ff(;d(}) - Jf,dF
k=1 R R
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Esist t, € A, also (6, —(F)€M_ firalle ke{1,.. m}| .
K

M, ist Vektorraum, alsofolgt: kZ::l Ay (5tk_F) €M, .

Damit gilt:

m
A, - T
k:Ik 7

.)
(=2]
W‘ﬁl
Q
Il
g
W
—_
Mz
>
o~
(=7)
W‘ﬁl
Q
~———

Il
&
=
—_
Ms
>
o
g
|
ég
~— —
Il
—
Q
Q
|
@

Bemerkung zu Lemma II1.2
Wegen [ cd(G—(F) =0 fiirjedes c € R und fiir jedes ¢ € W ist f+ durch
R

T (G—F) = [f 7 d(G—F) nur bis auf eine additive Konstante festgelegt.

f 7 ist also unter den Voraussetzungen von Lemma I11.2 zu jedem r> 0 auf A bis auf eine
additive (von r abhéngige) Konstante eindeutig bestimmt, auf IR\ A ; hingegen lediglich an

eine Integrierbarkeitsbedingung gebunden.

5.4.3 Der Fall ge | W n oI

Unter zusétzlichen Voraussetzungen zu denen von Satz III.1 erhélt man die Identitét

T'2(G—F) = [f-d(G—F) mitdem f7 aus Lemmalll.2 fiir weitere G €W .
R

Zur niheren Untersuchung wird vom nachfolgenden allgemeinen Fall ausgegangen.

Mit dem f7 aus LemmaIll.2 und einer wie in (20) definierten Folge (e_) cII | die

neN

gegen ein (J € I W NI ] schwach konvergiert, gilt fiir jedes n€ IN :
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R R k=1
mn
= A ff(;dé — [t dF
kzl IR k,n IR
mn mn
— ) 2\k,n lA (tk n) T‘Cf(étk_(f) + kZZ:I Ak a IIR\Ar(tk n) gGF(tk n)
mn mn
+ A Ly (e ) - [ fodF = 2 A [t dF
o ken o A ket L S 2 e
mn mn T
=Tz Z A, Iy () (8 =F) |+ kZIAkn.llR\Ar(tkn) gty )
(23)
mn
+ A -(1(‘[ >_1)'ff dF .
k=1 k.n Ar k,n R F |

Im Falle t., € A, fiiralle k € {1 ,..., m,} stimmt dieser Ausdruck iiberein mit T' 7 (e, —(F)
Ansonsten ist die Identitdt von (23) mit T' 7 (en—(} ) nur in Sonderféllen gegeben,

zB.wenn Ay, =0 firalleke {1,..,m,} mit t,, € A:.

DerFall G€ | W n oIl ] wird aufbauend auf der Darstellung (23) durch das folgende

Lemma behandelt.

Lemma IIL.3

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen von Lemma I11.2 ; dariiber hinaus wird von
folgenden Bedingungen ausgegangen:

hgzr € t°(A)),g7r €°(R/A)).

AuBerdem wird vorausgesetzt, dass ¢/ ( 0A ;) =0 ist.

Dann gilt die Integral-Darstellung T'-. (G—(F) = "£ f-d (G—(F)

firjedes G e | W n Gﬂr} .
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Beweis:
Wegen der Voraussetzungen ist das in Lemma III.2 angegebene f+ beschrinkt in IR, stetig in

IR\ 0A ; und damit auch B, B - mel3bar.

Weil II dicht in 1_7r liegt beziiglich der schwachen Topologie, darf von €, € T . ausgegangen

werden (fir alle n € IN). Fiir jedes €, (n € IN) giltalso: tx, € A, firalle ke {I,..,m,}.

Wegen (23) folgt daher: ff(} dle —(F) = T'@z(€n—7) fiiralle n€ IN.
R

1 —_
Es ist H €~ 4d

‘fb — 0 fiir n— 4o , f ist {-fast liberall stetig und beschriankt in IR

sowie B, B -melbar.

Daraus folgt ( H.Bauer 1968, S. 190): nl_i}rfoO ( |{{ fq dle, —F) | = “{ fryz d(G—F)
Man erhalt:
I{{ frdld—F) = nlirfw T2 (e,—F) . (24)

AbschlieBend wird gezeigt, dass T 'z (¢ - () der Grenzwert der rechten Seite von (24) ist.
Zunichst ist nachzuweisen, dass (7 - () € M, ist.

Weil ty,€ A, firalle ke {1,..., m,} ist, gilt:

m m
n n
& = F ||p = ANy 0 —F = A 5, — (F
H n fb k=1 k,n tk,n fb kzzll k,n tk 0 fb
m m
n n
< A H 10} - (F H p < A r = r
k=1 k,n tyon A k=1 k,n
Nach Voraussetzung ist lim H e — g H . = 0.
n—+oo n t

Daher gibt es zu jedem 6 >0 ein ns€ IN, so dass gilt:

16 -7 lo = (60 = @7 o == 0 o + &= 7

< 6 + r firalle n>n; .
Weil 6 > 0 beliebigist, folgt: | G — (7 ||fb <r ,also (G—F)eM, .

Die Definition der Stetigkeit einer Abbildung zwischen metrischen Rdumen ( H.Heuser 2000 II,

S. 231 ) 14Bt sich auf den Fall erweitern, dass der Definitionsbereich ,,nur mit einer Pseudo-
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Metrik ausgestattet ist.
Wegen T 'z € (°(M,) gibtes firjedes € >0 ein 6> 0, so dass gilt:

o= 6 o= e 7) - (0= 71 o<

n

= | T'5(en-(F) ~T'5(G-F) | < €.

Daraus folgt lim T'(}(en—@z) =T

n—-+o

G- (F) ,und damit

[f-dG-F) =T (d~F)
R

5.4.4 Bemerkungen zu den behandelten Fillen

(a) Damit das im Lemma II1.2 angegebene f im obigen Grenzwertsatz verwendbar ist, muf3
natiirlich zusitzlich S*(f) := { f2dF - (]{ fod7 )2 existieren.
Daher mul} vorausgesetzt werden:
hgr € L(A, BNA,,(F), g8+1 € L,(R\NA_, B n {R\A_}, (7)
(b) Angenommen, es gibt ein r> 0, so dass gilt:
hzr € L(A.,BNA,,(F), T"s existiert auf M, und ist dort beschrénkt.
Dann erfiillt T die Voraussetzungen von Satz II1.1 (F.Strobl 1995, S. 147);
insbesondere ist die Integral-Darstellung T'- (G —(F) = [f 7 d(G—F) fur jedes
’ R
ge [ W N ] giiltig ( setze zB. g71=0).
(¢) Im Sonderfall A, = R (also r=+00) stimmt fz aus Lemma III.2 mit der bei R.J.Serf-
ling (1980, S. 222 ) angegebenen Funktion T, ((#, ~ ) {berein.

Im Falle r =+o0 gilt fiir jedes x € R:

fr(x) = T((F.,x) = T2 (6,~F) + [f-d7F -
R
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