II. Die Abschatzung der maximalen relativen Haufigkeit

einer Hiufigkeitsverteilung

1. Einfiihrung
Die Ungleichung (17) vom I.Kapitel wirft die Frage auf, wie man unter gewissen Annahmen
die maximale relative Haufigkeit EN einer Haufigkeitsverteilung nach oben abschétzen kann

A
Mit der Abschétzung von EN beschéftigt sich das vorliegende Kapitel, die Notationen des

[.Kapitels werden weitestgehend beibehalten.

Es wird vorausgesetzt, dass es eine unendlich groB3e ,,superpopulation” (2 gibt, auf welcher
eine Zufallsvariable Z definiert ist, die eine Verteilung (7 und eine Verteilungsfunktion F
besitzt.

Betrachtet werden N Werte von Z und deren relative Haufigkeitsverteilung. Die N Werte
Zi, ... , zn werden aufgefalit als Realisationen der ersten N Glieder einer Folge von unabhén-
gigen, identisch gemilBy (F verteilten ZufallsgroBen, X := ( Zy Jken mit Zx: Q — R (k € N).
Damit sind auch die unter den z;, ..., zv paarweise verschiedenen Werte a , ..., a,, deren
absolute bzw. relative Haufigkeiten (insbesondere An , die maximale absolute Héufigkeit)

sowie die Anzahl m Realisationen von Zufallsgroen (1 < m < N).

Mit Y., ..., Yan werden die zufilligen Haufigkeits-Variablen bezeichnet, die die Anzahlen
angeben, mit denen die paarweise verschiedenen unter den ZufallsgroBen Z,, ..., Zy auftreten.
Ymi,..,Ymm sinddie der GroBe nach geordneten Haufigkeits-Variablen (sogenannte ,,order

statistics*). Dann ist Ay eine Realisation der maximalen ,,order statistic Y mm . Das (1- ) -

Quantil yi.« der Verteilung der Grof3e - Y_ . istmiteinem Vertrauen von mindestens

(1- @) ' 100% eine obere Schranke von . Nach den Recherchen des Autors gibt es bisher

keine Verdffentlichungen iiber die Verteilung von % SY, - Die klassische Methode

bestiinde darin, ersatzweise eine Beziehung mit einem (1- «) - Quantil der Grenzverteilung

von % Y herzustellen - falls eine solche Grenzverteilung existiert und bekannt ist.

s

In der Literatur ist die Verteilung sogenannter ,,extreme statistics* eingehend untersucht

worden.
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Entweder wird vorausgesetzt, dass die ZufallsgroBen Y, ..., Yn unabhingig sind (M.L.Jun-
cosa 1949), oder dass sie identisch verteilt sind (,,exchangeable variates* bei S.M. Berman
1962, J.Galambos 1982), oder dass sogar beide Voraussetzungen gelten (C.W.Anderson 1970
und 1980 u.a.).

Bekanntermal3en ist jede der Zufallsgroen Y, ...,Yn binomialverteilt - aber jede ist
binomialverteilt zu einem speziellen Parameter p; (1€ {1, ..., m} ). AuBerdem sind die

GroBen Y, ...,Yn nicht unabhingig, da fiir jede ihrer Realisationen N, ..., N, stets
m

2> N, = N gilt

k=1

Die Yi, ..., Yn formen weder einen stationdren Prozef3, noch eine ,,nonstationary normal
sequence® (M.R.Leadbetter / G.Lindgren / H.Rootzen 1983), schlielich besitzen sie auch
nicht die von T.L.Lai / H.Robbins (1978) angegebene ,,maximally dependence* - Eigenschatft.

Die dem Autor zugingliche Theorie der ,,extreme statistics* konnte auf die Abschédtzung von
A

N .
N nicht angewendet werden.

In der vorliegenden Arbeit wird eine Methode vorgestellt, die verschiedene Schitz-Versionen

zuldfBt und stets eine Aussage iiber die Schitz-Genauigkeit liefert.
A
Zunichst wird ﬁN als Supremum einer gewissen Treppenfunktion fy mit der Schrittweite

A
2'hy dargestellt. Die anschlieBende Abschédtzung von ﬁN richtet sich danach, welch Vor-

aussetzungen iiber F, hy sowie die Hohe von N € IN jeweils zugrundeliegen.

A
Bei der Abschétzung von FN spielt die Kolmogorov / Smirnov - Distance Dy eine entschei-

dende Rolle, fiir die wiederum zwei Hauptversionen der Abschédtzung zur Verfiigung stehen:
(1) Die fast sichere Abschitzung fiir groBe N nach dem Gesetz vom ,,Iterierten Logarithmus®
von Smirnov (1944).
(i1) Die Abschdtzung mit einer gewissen Mindest-Wahrscheinlichkeit fiir jedes N nach der
Ungleichung von Dvoretzki / Kiefer / Wolfowitz (1956).
Je nach Anwendung von (i) oder (ii) erhélt man die entsprechend giiltige Version der Ab-

A

schitzung von X
N

A
Insbesondere fiir die EN - Abschitzung nach unten ist von Bedeutung, ob die Schrittweite
2 hy unterhalb der Grofle bN = min[ ‘ z, — zj ’ ] liegt. Kann man davon nicht

Z.77.
]
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ausgehen, bleibt noch die stets giiltige Untergrenze % (im Falle m <N sogar % ).

Fiir die angegebenen K\EN - Abschitzungen nach oben ist 2 hy < by keine notwendige
Bedingung; das Nicht-Bestehen dieser Ungleichung hat aber eventuell Auswirkungen auf die
Schétzqualitdt. In diesem Sinne gilt auch die Anwendung einer ﬁN - Schétzversion auf die
Ungleichung (17) des [.Kapitels.

Es stellt sich die Frage, wie sich AﬁN verhilt, wenn N wichst.

Die Sidtze 1.2 / 3 stellen einen Zusammenhang her zwischen der maximalen Sprunghdhe der

A
Empirischen Verteilungsfunktion Fy (= EN ) und der maximalen Sprunghdhe der Grenz-

A

verteilungsfunktion F (=: j(F)). Es wird gezeigt, dass EN unter gewissen Bedingungen

gegen j (F) strebt.
A
Im letzten Abschnitt des II.Kapitels wird eine Daten-gestiitze Abschidtzung von FN vorgestellt,

die fiir den Fall anwendbar ist, dass iiber F nichts bekannt ist.
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A
2. Die Darstellung der maximalen relativen Hiufigkeit EN

Essind z,,...,zv € IR die N Werte einer Zufallsgrofle, von denen ai, . . ., a, paarweise
verschieden sind (I<m <N mit m, N € IN),

Man hat die folgende Héufigkeitstabelle:

Paarweise
Verschiedene Werte
al e Am

Absolute

Haufigkeiten Ny ce Nm
Es gilt:

Ni+...+Nu=N,

Av:=max { Ni,...,Nn}.

Bei der Entwicklung der Abschitzung (17) vom I[.Kapitel war selbst nominale Mefbarkeit fiir das

betrachtete Merkmal zugelassen. Unter derartig allgemein gehaltenen Voraussetzungen kann man
A
nicht erwarten, dass fir die Unbestimmte EN eine besonders ,,scharfe® Abschitzung mdglich ist.

A A
Setzt manin B(n , N, ﬁN ) aus (16) vom I.Kapitel fiir EN die , triviale* obere Schranke

N= ein, erhdlt man wegen Satz [.1 eine nur noch von n und N abhdngende obere Schranke

fir D(n,N;N,f). Unter bestimmten Voraussetzungen kann eine Verbesserung der Abschét-

A
zung von EN erreicht werden.

A
Fiir zwei Sonderfille eriibrigt sich eine Abschitzung von ﬁN :

(1) Im Falle m=1 sind alle N Werte identisch, d.h. z =...=2z\.
A
Es folgt X =1.
N
(i) Im Falle m=N sind alle N Werte paarweise verschieden, d.h. z; # z; fiiralle i #j.

A
Es folgt v _ 1 .
N N
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2.1 Die Verteilung (F

Die GroBBen X, N, Oy und z, ..., zv aus dem I[.Kapitel werden jetzt in ein erweitertes
Konzept eingebettet.

Mit der Potenzmenge (({2x) und der relativen Héufigkeit Hy ist (2n , 9 (2n), Hy) ein
diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

Sei 2 eine Menge mit Qny < Q und (2, A, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Mit Z wird eine ZufallsgroBe bezeichnet, Z : Q — R mit der Verteilung PZ* =: (F.

Die GroBe X wird aufgefaB3t als Einschrankung der zufdlligen Abbildung Z, Z | a, = X.

Gegeben ist eine Folge X := (Z,)._,, von unabhéngigen, identisch gemiB (7 verteilten

reellwertigen ZufallsgroBen, Z: Q — R, D(Zy) ' =(F firjedes ke N.

Sei IP = ® (F das unendliche Produktmal, definiert auf der o-Algebra der Borelmengen
N

des RN ( H.Bauer 1968, §33; hier mit der speziellen Indexmenge 1=IN) .

Dann ist IPX™' ein Wahrscheinlichkeitsmal} auf der o-Algebra der Borelmengen des RN

Nullmengen beziiglich dieses Mal3es spielen noch eine wichtige Rolle.

Basiert die Unabhingigkeit der Z, . .., Zx auf dem Ziehen mit Zuriicklegen aus (2, dann

mufl R-mal gezogen werden mit N < R, um N paarweise verschiedene Objekte zu erhalten,
welche die Menge (2x bilden. In diesem Fall ist N eine ZufallsgroB3e.

Der Fall eines zufallsabhéngigen N wird in der vorliegenden Arbeit nicht untersucht.

Zieht man genau N-mal mit Zuriicklegen aus (2, erhédlt man S paarweise verschiedene Objekte,
und damit eine Menge (2s, die wegen S < N im allgemeinen zu klein ist.

Daher kommt fiir die Stichprobenvariablen in den hier betrachteten Féllen ein Ziehen mit Zuriick-

legen nicht in Betracht, es wird ein {2 mit unendlich-vielen Objekten vorausgesetzt.

Sei ffﬁ dasauf Z,,...,Z, basierende Empirische Mall zum Stichprobenumfang v € IN
(F.Strobl 1995, S.78).

Betrachtet wird die von rechts stetige Version der Empirischen Verteilungsfunktion IF, zum
Stichprobenumfang v € IN mit unabhingigen und identisch geméfl (7 verteilten Zufallsgréfen
Zi,...,Z,:

IF (t) := F((~o0; t]):= ;1 : _ 1(_w;t](zi) . teR . (1)

i=1
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Eine Realisation von IF . entsteht, wenn man in (’f}é die Folge X = (Z ersetzt durch

i)iEIN

N .

eine Zahlenfolge z := (z eR

i)ieN

v 1(—Oo;t}(zi) , teR . (2)

F )= Flleit]) =] X

v

V4
(”Tv wird bezeichnet als das zu z,, ..., z, gehdrige Empirische MaB.
Mit den gegebenen Werten z , ..., zv ist Fy also genau die Verteilungsfunktion

der X-Verteilung (7 (N) im [.Kapitel. Diese Werte spielen jetzt praktisch die Rolle der
Realisation einer Stichprobe vom Umfang N € IN .

Mit F wird die Verteilungsfunktion von (# bezeichnet, genauer: (#((-oo;t])=:F(t), teR.
Nach dem Satz von Glivenko / Cantelli (R.J.Serfling 1980, S. 61) konvergiert IFy IPX™'- fast
sicher gleichméBig gegen F .

2.2 Die relativen Hiufigkeiten

Mit den Realisationen z, . .., zv der ZufallsgroBen Z:, ..., Zx wird eine reellwertige Treppen-
funktion konstruiert, die Realisation einer Kern-Dichte-Schétzfunktion ist.

Durch die Formulierung einer milden Zusatz-Bedingung fiir den minimalen Abstand der paar-
weise verschiedenen Werte a; , ..., an wird erreicht, dass in jedem Teilintervall, in dem die

Treppenfunktion constant ist, hdchstens ein a (1€ {1, ..., m} ) liegt.

A

Dann ist das Maximum dieser Treppenfunktion genau die maximale relative Haufigkeit EN .

Konstruiert wird eine Abbildung ¢, ¢ : R x |R|N SR, (t;Zi,...,Zn) = I ().

Ify ist zu jedem festen t € R eine Zufallsgrofle.

Setzt man die Werte z,,..,zy fiirdie Z,, ..., Zx ein, entsteht eine Realisation fy von Ify,
tn(t) =@ (t;z,..,2zn).Der Graph von fy liefert ein spezielles Histogramm.

Es werden Teilintervalle der Schrittweite 2hy definiert:

Ji(hh) = [ai- hy 5 a thy ) , 1€ {1,...,m}.
SeibN:Zrkni?Hak—arH:ngﬁi?[‘zi—zj‘]. 3)
im7
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Da nach Voraussetzung mindestens zwei der Werte z;, ..., zv verschiedensind (2 <m),
folgt 0 < by .

Die Schrittweite 2'hy wird so gewihlt, dass zu jedem i€ { 1,..., m} indas Teilintervall
Ji(hy) genau einer der Werte a, , . . ., an féllt. Hinreichend dafiir ist, dass 0 <hy <by gilt.
Im Satz II.1 wird sogar 0 <hy < 2" by vorausgesetzt.

Auf jedem Intervall Ji(hy) (1€ {1,...,m}) wird fx = cix definiert derart, dass der
Flacheninhalt des Rechtecks mit der Grundseite J; (hy) und der Hohe cin genau der relativen
Haufigkeit des in Ji (hy) liegenden Wertes a; € {a;, ..., an} entspricht. Ist t & J;(hy) fiir
alle ie {1,...,m}, wird fx(t) = 0 definiert.

Es gilt also konstruktionsgemaf:

A
L 2-hy - sup £ (t) )
N teR

Satz I11.1

Voraussetzung: 0 <2hy< by, 1<m<N, NeN.

Es wird definiert: Ji(hy) := [ai- hy;aithy) , 1€ {1,...,m}.

(i) Fiir beliebiges x € Ji(hy) ist die Differenz [FN( x+hy ) — Fy( x—hy )] genau die
relative Haufigkeit Nﬁl von a; in der Haufigkeits-Verteilung (#(N), i€ {1,...,m}.

(i) Falls x ¢ Ji(hy) furalle i€ {1,...,m}, dannist

[FN( x+hy ) = Fy( x=hy )] =0.

Bewels:

(i) N; ist die absolute Haufigkeit von a; in der Ausgangsverteilung (F (N) , d.h.

| (5)

Il
5]
z
ik
|
5|
z
P
|
=
=k
Mm
()
=

Sei a;<...<an 0.B.dA.

Fallunterscheidung:

(a) Es wird gezeigt, dass F ( x+hN) = Fy (a,) furallex € Ji(hy) und jedes i€ {1, .., m}.

40



Seialso aj-hy < x<a;+hy .
Es folgt: ai < x+ hy <a;+ 2 hy.
Gemdl Voraussetzung ist 2’hy < ajy - a; fiiralle ie {I,..., m-1},

alsogilt: a; < x+hy <a+2hy<ay = (xth)E[ai;a).

Wegen der Stetigkeit von Fy vonrechts gilt: F\(t) = Fy(a;) fiiralle t € [a;an).

Es folgt: Fy(x+hy) = Fy(a,) firalle x€ Ji(hy), i€ {l,..., m-1}.

1
1=m:

Aus an - hy <x folgt: an <x+hy => 1 = F(a_) = F(x+h)

(b) Es wird gezeigt, dass Fy (x—hy) = F(a,_,) firalle x € Ji(hy) und

jedes i€ {2, ..., m}.

Sei 1 <i <m, dann gilt fiir ai- hy <x <aj+hy zusammen mit 2hy < ai - ai; :

a-2hy < x-hy<a = (x-lw)€[a;a).

Wegen der Stetigkeit von F von rechts gilt: Fy (t) = Fyla_,) furallet€ [au;a).

Esfolgt F (x—hy) = Fg(a,_,) -

Aus (a) und (b) folgt also zusammen mit (5) fiir jedes i€ {2,..., m} undallex € Ji(hx) :
Ni

N - F(a) — Fyla,_,) = Fy(x+hy) — Fy(x—hg) . (6)
i=1:

Fir x € Ji(hy) gilt: x-hv<a; = Fx(x-h)=0.

Daraus erhélt man zusammen mit (a) :

N

ﬁl = Fv(a1) = Fxn(x+h)-F(x-h) firallex € J;(hy) .
(ii) Sei x € Ji(hy) furalle i€ {1,...,m}.
Fallunterscheidung

1. x<a;-hy.

Dann gilt:

X-hN<X+hN <a = FN(X—hn) = FN(X+hn) =0 .
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2. Sel ap, +hy <x.

Dann gilt:

am < X-hy<x+hy => F(x—h ) = F(x+h ) =1
3. Set ai; thy <x<a -hy fiireini1€ {2,...,m}.

Dann gilt:

A, +2hy <x+hy <a = (X+hN)E [ai.l;ai) ,
a1 <x-hy<a-2hy = (X-hN)E [ai_l;ai) )
Wegen der Stetigkeit von F von rechts gilt:

F (t) = Fyla,_,) firallet € [a.;a).

Daraus erhdlt man: Fy (x—h ) = Fy(x+h ) = F(a,_,)

N(

Damit ist alles gezeigt.

Unter der Voraussetzung 0 <2 hy <by gilt also mit Ji(hy) =[ ai - hy; ai + hy )  konstruktions-

gemal flir jedes i€ {1,..., m}:

Ni

T = Lmy(t) [ F(t+h ) — Fy(t=h ) } (7
= 1Ji(hN)<t) 2:hy - (1)

Fiir jedes t € R gilt:

1 N

FN(t+hn) N FN(t_hn) - N ' 1; 1( t—hN;t+hN](Zi)
= J1 u) dF(u

|{< (t—hN;t+hN]< ) dFy(u) . (8)
AuBlerdem gilt:
[ I
N E] l(t—hN;t+hN](Zi) - N E} l[z—hN;z+hN)(t)

_ Loy N (1) ©)
N et j [ aj—hN ; aj+hN ) ’
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Mit (7) erhidlt man unter der Voraussetzung 0 < 2hy < by definitionsgemal fiir die Abbil-

dung fy:
1 N.

(1) - f(t) = TN : ﬁ‘ , ie{l,...,m}.

1
f(t) = — - [1 (u) dF_(u) (10)
N 2h, g (thystrhy] N
- YN (1)
2 hN'N =1 j [a,—hN ;a +hN )
Zur Veranschaulichung wird ein moglicher f - Graph skizziert:
N
)
o)
—
)
Oy 0 o ) o >t
aj ) a3 &
Mit 0 <2hy < by folgt wegen (2) und (10):
& f ut
— = 2h_ - supf _(t) = su 1 u—t) dF_(u) 11
N N tellsa N teg{lR (=hys byl N (I
= sup { F (t+h ) — F (t=h) ] (12)

telR
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A
3. Die Abschitzung von EN

Die Eigenschaften der Verteilungsfunktion F bestimmen in hohem Maf3e, welche Abschétzung
fir N erreicht werden kann. Denn wegen des Satzes von Glivenko / Cantelli (R.J.Serfling
1980, S. 61) konvergiert die in (2) definierte Verteilungsfunktion Fy mit fast jeder Folge

A

. " N . . . .
(ZN)NelN gleichmaBig gegen F , und N ist gerade die maximale Sprunghohe von Fy .

Im Abschnitt 3.1 werden zunichst obere und untere Schranken des Ausdrucks

>

sup [ F (t+h )—F (t=hy) } untersucht. Die weitere Abschitzung von EN
teR

ab, welche Voraussetzungen fiir F und die Schrittweite 2 hy zugrundeliegen.

A
Fiir die Félle m=1 und m=N sind die Werte von EN bekannt. Im folgenden wird

hingt davon

>

I <m< N vorausgesetzt (N € IN), so dass stets die Beziehung 2 < < N=1 giiltig
N N

_N
N

ist. Auflerdem folgt aus 1 <m, dass 0 <by gilt.

In Ji(hy) =[ a - hy; ai + hy ) liegt genau einer der Werte a;, ..., an , sofern 0 < hy <by
erfulltist, i€ {1,...,m}.
Gilt sogar 0 <2 hy <bn , folgt aus Satz II.1 mit (7) bis (9):

1 m
)(x) N j; Nj : l[aj—hN;aj+hN)(t) .

Wenn hy > by ist, kann der Fall eintreten, dass mehr als einer der Werte a;, ..., an in einem
Intervall Ji(hy) liegt, und es zu Mehrfachzéhlungen kommt.

Im Falle hy > by gilt daher fiir jedes i€ {1,..., m}:
- - N. -1 t
)(X) jgl i [aj_hN : aj+hN )( ) . (13)

Wenn hy eine beliebige positive Zahl ist, erhédlt man speziell:

Z

.3 N. - l[aj—hN;aj+hN)<t) (14)

= sup | Fy(t+hy)=F(t=hy) | . (15)
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3.1 Schranken der Grofie sup[ F (t+hy) — F (t—hy) }
teR

Aus (15) folgt:

/\—I\? < ?EFR[ Fy (t+hy) — Fy(t=hy) |
= sup HFN(t+hN)—F(t+hN)]+[F(t+hN)—F(t—hN)]—i-{F(t—hN)—FN(t—hN)} }
< sup F (t+h ) —F(t+h) | + sup FN(t—hN)—F(t—hN)‘
+ sup [F(t+hN)—F(t—hN) }
< 2 sup F(x) - F(x)‘ + sup [F(t—i—hN)—F(t—hN)} , (16)

Mit der in (1) definierten Empirischen Verteilungsfunktion IFx zum Stichprobenumfang N € IN

wird die Kolmogorov / Smirnov - Distance Dy gebildet, Dy := sup IFN(X) — F(x) |
x€R

Mit der Realisation Fy der Empirischen Verteilungsfunktion IFx erhélt man eine Realisation
Dy von Dy,

D := Su|IF)< FN(X) — F(X)‘ ) (17)

Mit (16) gilt also:

N < 2. D_ + sup [F(t+hN)—F(t—hN)} : (18)

N N ter

Andererseits erhélt man:

F,(t+h,) — F (t=hy)

= [FN(t+hN)—F(t+hN)}+{F(t+hN)—F(t—hN)]+[F(t—hN)—FN(t—hN)]

> — 2Dy + F(t+h)—F(t—h ). (19)

3.1.1 Die Abschétzung der Kolmogorov / Smirnov - Distance Dy

Man unterscheidet gundsétzlich zwei Versionen der Abschédtzung von Dy :

Die fast-sichere Abschdtzung fiir groBe N € IN, und die Abschéitzung mit einer gewissen Min-
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dest-Wahrscheinlichkeit fiir jedes N € IN .

A
Wihrend daraus in den Abschnitten 3.3.1 und 3.3.2 jeweils eine andere Abschétzung fiir FN

entwickelt wird, erfolgt in Abschnitt 3.3.3 eine simultane Anwendung beider Versionen.

Die fast-sichere Abschitzung von Dy fiir grofie N

Aus dem zuerst von N.V.Smirnov (1944) bewiesenen ,,Gesetz vom Iterierten Logarithmus

(R.J.Serfling 1980, S. 62) folgt, dass fiir alle hinreichend groBen N € IN IPX™ - fast sicher gilt:

InlnN
IDst-y/ N (20)

Die Dy - Abschiitzung mit einer Mindest-Wahrscheinlichkeit fiir jedes N

Die Ungleichung von A.Dvoretzki / J. Kiefer / J. Wolfowitz (kurz: DKW-Ungleichung, siche
R.J.Serfling 1980, S. 59) besagt:

Es existiert eine reelle Zahl C > 0, so dass fiir alle reellen d >0 und alle N€ IN gilt:

C
2-N-d?
e

sP(ID sd). ey

Dies kann man per Landau-Symbol auch so formulieren:

P( I]Z)N > d ) = O(efz'Nd2 ) fir alle reellen d >0 und alle N€ IN . (22)

3.2 Die Schrittweite 2 hy

A
Die Wahl der Schrittweite beeinfluBBt die Qualitit der Abschitzung von EN .

Wegen (12) gilt unter der Voraussetzung 0 < 2hy < by die Identitét

A

ﬁN = sulg [ F_( t+hy ) — FN( t—hN) } . Hieraus lassen sich obere und untere Schran-
te

ken fiir FN formulieren, sowie ein Grenzwertsatz bei stiickweise stetigem F . Bei Verwendung

eines beliebigen hy >0 (N € IN) gilt wegen (14) und (15) anstelle des obigen Gleichheitszei-

. ) ) ) .2 .
chens i.a. nur noch ein ,, < . Eine untere Schranke flr EN steht mit N imPFalle 1<m<N

stets zur Verfligung.
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Die Nicht-Erfiilltheit der Bedingung 2hx < by fiihrt neben einer Verschlechterung der Abschit-

zung von —~ auch dazu, dass der Beweis des 0.g. Grenzwertsatzes nicht mehr funktioniert.

Es wird eine relativ milde Bedingung fiir die Daten angegeben, unter der die Voraussetzung

0 < 2 hy <by mit einem speziellen hy erfiillt ist.

Die Realisationen z , . .., zv der ZufallsgroBBen Z, , . .., Zx werden aufgefalit als N Glieder
ciner Folge (z)._ €R" . GemiB (3) istfiralle i,j€ {1,...,N}
by = ff?_”zi_zj‘} = B(zi,...,2x). (23)
i 7]
Dannist B(z,...,zn) eine Realisation von
By = B(Zi,...,7Zx) = min[ ‘ zZ. - Z. H mit i,je {1,...,N}.
Z#Z, ! J

Aus 1 <m folgt 0 <by, weil es im Falle 1 <m mindestens zwei paarweise verschiedene Werte
unter den z;,...,2zy gibt.
Da hier nur der Fall 1 <m betrachtet wird, gibt es zu endlichem N stets ein passendes hy >0,

so dass 0 <2 hy <by erfiillt ist. Um dies zu konkretisieren, wird das folgende Lemma angegeben.

Lemma II.1

bn=B(z,...,2zv) istwiein (23) definiert. Es wird 1 <m vorausgesetzt.

Mit einem r>0 und beliebigem N € IN gelte

2 . by - (24)
NI‘
Setze mit einem beliebig gewihlten, festen q >r zu jedem N € IN

1

hN = ﬁ . (25)

Dann folgt: 0<2hy< by fiiralle N€IN.

Bewels:

(i) Wenn die Folge nicht den Haufungspunkt 0 besitzt, ist 2-hy <bx fiir jedes N € IN

(bN)NeIN

auch ohne die Bedingung (24) erfiillt:
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Wegen 1 <m ist 0 <by, also gibt es ein se€R" ,sodass 0<s<by fiiralle NeN.
Daraus folgt: 2 < N9 s<N% by fliralle NeIN => 2hy<by fiiralle NeIN.

(ii) Die Folge (b besitze den Haufungspunkt O, dann existiert nicht notwendig eine

N)NEIN

fiir alle N € IN giiltige untere Schranke s & R" wie in (1).

Es gilt aber fiiralle N>1: h, = L_ 1 I < I mit r:=q-6 >0.

D N NG SE IS NT il

Wegen der Voraussetzung folgt daraus fiir alle N € IN mit | <m < N :

2
2-hN < =

- 2 -
N9 N'

N -

Zu den beiden im Beweis von Lemma II.1 unterschiedenen Situationen wird je ein Beispiel
angegeben.

(i) Sei (F die Verteilung einer diskreten Zufallsgroe, deren Wertemenge W keinen endlichen
Haufungspunkt besitzt (z.B. Negative Binomialverteilung mit W= {s,s+1,...} und s€IN,
Poisson-Verteilung mit W = INy ).

Dann existiert ein n >0 derart, sodass |x-y| > n firalle x,ye W mitx #y,

d.h. besitzt nicht den Haufungspunkt Null.

(bv)velN
Daraus folgt:

2-hy = 2 < n < b, fiiralle hinreichend groen N € IN .
Nd N

(ii) Im folgenden Beispiel konvergiert fast jede Teilfolge von (b ) _, gegen Null.

1 N—-1 N
= . Z‘zi—zj|

N i=1 j=i+1
2

Tx heiBt ,,Gini's mean difference* zum Stichprobenumfang N &€ IN ( R.J.Serfling 1980, S. 174).

Es wird definiert: T = T(Z,,..., Zy)

tn :=T(z,...,2zn) isteine Realisationvon Tn = T(Zi,...,7Zn).
Wegen der Definitionen gilt stets
B(zi,...,zx«) <T(zi,...,2x) , NEN. (26)
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Setze a := Ey (|2, — Z,|) = M'Zl — 7,|dF(z,)dF(z,) ,

dannist a der mittlere Abstand zweier ZufallsgroBBen der Folge X = ( Z )ien .
Es gilt die folgende Implikation (R.J.Serfling 1980, S. 190 ):

a<+oo => T — a IPX'- fastsicher. (27)

V> 40
Das bedeutet im Falle a <+o00 :

t,= T (zi,...,z) strebt mit v -+ oo gegen a.Es sei denn, die Folge (z_) gehért zu

v’veEIN

einer Ausnahmemenge % = RN mit IPX (/()=0. (28)

Ist a=0, dann folgt wegen (26) und (27),dass (b ) _, gegen Null konvergiert.

Es sei denn, (z.)

vyenN 1st eine Ausnahmefolge im Sinne von (28).

A
3.3 Formen der Verteilungsfunktion F und die EN - Abschitzung

A
Die Fortsetzung der auf (18) und (19) aufbauenden ﬁN - Abschitzung héngt insbesondere

von den Eigenschaften der Verteilungsfunktion F sowie von der Schrittweite hy ab.

3.3.1 Die Verteilungsfunktion F ist stiickweise stetig

Mit S (F) wird die Menge der Sprungstellen von F bezeichnet. Da F eine auf ganz IR definierte
monoton wachsende Funktion ist, ist S (F) eine abzdhlbare Menge, und es ist F stetig auf

R\'S (F) (H.Heuser 2000, I S. 240). Es wird vorausgesetzt, dass S (F) keinen endlichen
Héaufungspunkt besitzt.

Als néchstes wird die Differenz F( t+ hy )—F(t—h_) nach oben und unten abgeschitzt.

N
Dazu werden einseitige Funktionen-Grenzwerte sowie die maximale Sprunghdhe einer Funktion

definiert:  F(x,) := lim F(x) , F(x0+) = lim F(x) .

xTx, xlx,
Sei ty die Stelle der maximalen Sprunghdhe von F, und j(F) die maximale Sprunghéhe.

Damit gilt: j(F) = F(t0+) — F(t,)
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Fiir die Folge der Schrittweiten wird vorausgesetzt, dass sie gegen Null strebt,

(2h)nen
und dass 0 <hy+ < hy fiiralle N € IN gilt.
Desweiteren wird zur Abkiirzung zu jedem N € IN und jedem t € R gesetzt:
")

F(t+hN)—F(t =} eN(t), F(t7)—F(t—hy ) =: 6,(t), (29)

2 - max[eN(t) , 6N(t)} = A(t) . (30)

Fiir die Abschiatzung von F( t+hy ) — F( t—h ) sind die Eigenschaften von Ay (t) von grund-
legender Bedeutung.

Es gilt:

(1) 0<AN(t) <2 flralleN€IN undalle te R.

(i) Ay(t) L 0 und Ay(t) | 0 zujedemfesten NeIN 31

t—+o t——o

Daher existiert zu jedem N € IN ein ty € IR mit

sup[ AN(t)] = A (ty) =1 Ay . (32)
teR

Wegen der wachsenden Monotonie von F (x) in x € IR und der fallenden Monotonie von hy

strebt Ax (t) zu jedem festen t € IR mit wachsendem N € IN monoton fallend gegen Null.

Wie das folgende Lemma zeigt, strebt auch die Folge der Suprema ( Ay )NelN gegen Null.
Lemma I1.2

Fiir das in (30) definierte Ax (t) gilt:

Ax (t) konvergiert gleichmdfBig in R gegen Null, d.h. AN N

Beweis:

Wie oben gezeigt, existiert Sup {AN( t) I = Ayl tN) = A~N zujedem N €N,

teR

und es gilt Ay (t) = Ay (t) fiir jedes N € IN und fiir jedes t€ R .

Da die Menge S (F) nach Voraussetzung keinen endlichen Haufungspunkt besitzt, existiert
ein p >0 derart, so dass firalle t,,t, € S(F) gilt: | ti-t,|>2p.

Miteinem 6 € (0;p) ist Us(a):={t: |t-a|<¢ },dann enthilt jede Menge U; (a)
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auller a keine weitere Sprungstelle von F .

Definiert wird die folgende offene Menge:

M:= U U a)
aeS(F) 9 :

Dann ist nach Voraussetzung F stetig auf { R\ M },

und damit ist fiir jedes N € IN auch Ay stetigauf {IR\M }.

Zu jedem Kompaktum K:=[-k ; k ] mit ke R" gilt:

IK:=Kn {R\M} istkompakt.

Mit dem Satz {iber die monotone Konvergenz von U.Dini (H.Heuser 2000, I S. 578) folgt:

sup[AN(t)} - 0 .

telK N=+o
Wegen (31) 14Bt sich diese Beziehung ausweiten zu

sup A_(t) - 0 .
te[R\M] [ N } N=eo

Weil 6 € (0; p) beliebig klein gewéhlt werden darf, bleibt nur noch das Konvergenzverhalten
von Ax(t) fir t € S (F) zu betrachten.

Es gilt fiir alle t € IR (also insbesondere fiir alle t€ S (F) ) :

Ax (t) strebt mit wachsendem N € IN monoton fallend gegen Null.

Ax (t) ist beschrinkt fiir alle N€ IN .

Damit folgt:
S A (t - 0 .
tlélllg [ N( ) } N-o+ow

Fiir jedes N € IN und jedes t € R gilt mit den Definitionen in (29) :

F(t+hy)—F(t—h ) = ( F(t+hN)—F(t+)) (R ) —F(t))

Daraus ergibt sich fiir jedes N € IN und jedes t€ R :

F(t")—F(t) < F(t+h )= F(t=h ) N
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N N
Es folgt:
() j(F) = F(to*)—F(tO') < F(t+h )~ F(t—h ) < stlé};[F(t+hN)—F(t—hN) } (33)
(i) F(t+h )—F(t=h ) < ig};[F(t—i—hN)—F(t—hN) ] < &N + j(F) . (34)

Zusammen mit (15) bis (18) ergibt sich daraus fiir jedes N € IN die folgende
Ungleichungskette:

—2D + j(F) < —-2D + F(t+hN)—F(t—hN) < FN(t+hN)—FN(t—hN)

< su%[FN(HhN)—FN(t—hN)] < 2D, + j(F) + A .
te

Also gilt fiir jedes N € IN mit beliebiger, monoton fallender Nullfolge (h )velN (‘h, >0 fir

A%

alle v € N ) mit jedem reellen Datensatz z, ..., zy die Abschitzung:
—2.Dy + j(F) < sup| Fy(t+h )—F(t—h )| < 2D  + j(F) + A . (35)
teR

Als néchstes werden zwei Nullmengen definiert.
Seien J(,,7(; = R" Mengen vom MaBe IPX™'(7¢)=0 und IPX" (7,)=0.

Mit der in (2) definierten Realisation Fy der Empirischen Verteilungsfunktion IFy gelte mit

jeder Folge (Zv)veIN € [ RN\ i, } zu jedem festen t € R :
F (1) = F(1) .

Fiir die in (17) definierte Realisation Dy der Kolmogorov / Smirnov - Distance Dy gelte mit
jeder Folge (z ) _. € { RN\ i, } das ,,Gesetz vom Iterierten Logarithmus* von

N.V.Smirnov (R.J.Serfling 1980, S. 62).

Es wird gesetzt: ) = )(, U i, . (36)

A
Versionen der —Y - Abschitzung

Aus (35) ergeben sich verschiedene Mdglichkeiten fiir die Abschitzung von FN , je nach dem,
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ob 2 hy <by vorausgesetzt ist, und welche Methode der Dy - Abschétzung gewihlt wird.

(A) Die Schrittweite ist eine beliebige, monoton fallende, echt positive Nullfolge.

Wegen der Voraussetzung m <N und wegen (15) gilt:
2 A

N
NSNS ?61%[ Fy(t+hy) = Fy(t=hy) | -

Aus (35) folgt also fiir jedes N € IN die Abschitzung:

>

% < ﬁN < 2Dy + j(F) + A, . (37)
(A.1) Aus (37) und (20) erhilt man mit beliebigen Werten z, ..., zvw € R, die nicht zu einer

Ausnahmefolge (z ) _. € @ gehdren, fiir alle hinreichend groBen N € IN:

IN

2 Ay InlnN ~ )
<o ooy + A+ i(F) .
N N N v+ J(F) (38)

(A.2) Die Anwendung von (21) mit d = i@ , 0<0 <" und einer nicht von F abhén-
N

gigen reellen Konstanten C> 0 liefert fiir jedes N € IN :

C 1
. - 2. -
= P(2-IDN+ i(F) + A, < N—9+J(F)+AN (40)

Wegen (37) folgt daraus mit einer nicht von F abhédngigen reellen Konstanten C> 0
und beliebig gewéhltem 6 € (0 ;') fiirjedes N € IN:
Zur Abschitzung

A -
2 0N o 2 iR+ A (41)
N N NG N

: : C
darf man ein Vertrauen von mindestens 1 — N haben.
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(B) Die Schrittweite ist eine monoton fallende, echt positive Nullfolge und erfiillt zusétzlich die

Bedingung 2 hx <bx.

Wegen 0 <2 hy<by folgt dann aus (35) und (12) fiir alle N € IN die Abschdtzung:

A -
—-2-D, + j(F) < ﬁN < 2D, + j(F) + A - (42)
AN Ay

Fiir groBe N € IN ist diese N Untergrenze nédher bei N als die ,,natiirliche* untere
Grenze 2 .

N
(B.1) Aus (42) und (20) erhélt man mit beliebigen Werten z , . . ., zv € R, die nicht zu einer
Ausnahmefolge (Zv)velN € (J)( gehoren, fiir alle hinreichend grolen N € IN :

InInN . Ay InInN ~ .
—4- + j(F) = = < 4 + A, + j(F) . 4

o TR = 2 N « *+ J(F) (43)
1

(B.2) Die Anwendung von (21) mit d = — 0 <60 <’ und einer nicht von F abhingi-
N

gen reellen Konstanten C > 0 liefert fiir jedes N € IN :
C

] - —— <P —les—lD
eZ-N N N

= P(—é + j(F) = —2:D_ + j(F))

Daraus folgt wegen (40):
C

2:N
€

1 —

1-2:0

P

[2-|1)N+J'(F)+/£N < N%+j(F)+AZN}A [—N% +j(F) < —2-[DN+j(F)])

Zusammen mit (41) erhdlt man daraus mit einer nicht von F abhéngigen reellen Konstanten
C>0 fiirjedes N € IN die folgende Aussage:
Zur Abschitzung

A -
—% +i(F) =< =2 +i(F)+A (44)
N N N

2
< =
= NG
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: . C
darf man ein Vertrauen von mindestens 1 — v haben.

A
Bemerkungen zu den Versionen der EN - Abschatzung

(a) Ist die Verteilung (F diskret, dann ist die Verteilungsfunktion F eine Treppenfunktion.

Bei monoton fallender Nullfolge (h_ )

v/vel

Ny (h,>0 fiiralle v € IN) gilt mit den Definitionen
(29) und (30) fiir Ax(t):

sup [ Ay (t) ] = Ay = 0 fiir jedes hinreichend groBe N € IN .
teR

(b) Ist die Verteilungsfunktion F in {IR\' S (F) } sogar Lipschitz-stetig zur Konstanten L >0,

dann erhélt man eine Aussage liber die Mindest-Konvergenzgeschwindigkeit von

sup[ F(t+h,) — F(t—hy) } gegen j (F) .
teR

Mit den Definitionen (29) und (30) gilt:
Ax(t) < 2 L hy firalle t€ R undalle N € IN, also folgt

sup | Ay(t) | = A, < 2'L-hy firalle NeN.
teR

Mit (33) und (34) erhélt man daraus fiir alle N € IN :

j(F) < sup | F(t+hy) — F(t=hy)| < Ay +j(F) < 2'L-hy + j(F),also
teR

0 < sup| F(t+hy) — F(t=hy)| = j(F) < 2-L-hy .
teR

Die Vorgabe hy ermoglicht die Angabe der 0.g. Mindest-Konvergenzgeschwindigkeit.

A
(¢) Die angegebenen Obergrenzen fiir EN sind unter relativ milden Bedingungen fiir F besser

als die ,,triviale® Obergrenze

Gemil (35) und (15) gilt mit beliebiger, monoton fallender, echt positiver Nullfolge (hv)velN
und fiir jedes N € IN :

Ay . -
N < 2D, + j(F) + A

N

55



(c.1) Unter der Voraussetzung

1_+4_ lnlnN+A~
N N N

A
gilt fiir die EN - Obergrenze aus (38) bzw. (43):

InInN ) ~ N-1
44 N +J(F)+AN<T.

Die rechte Seite von (45) kommt mit wachsendem N der 1 zwar relativ langsam, aber doch

beliebig nahe. AuBlerdem gilt stets 0 < j (F) < 1. Daher stellt (45) fiir nicht zu kleine N € IN

j(F) < 1 — (45)

eine relativ milde Bedingung dar.

(c.2) Unter der Voraussetzung

. 1 2 ~

j(F) < 1 — N + NC + AN] (46)
A

gilt fiir die EN - Obergrenze aus (41) bzw. (44) :

2 . ~ N-1

F +J<F)+AN < ? .

Auch (46) stellt eine relativ milde Bedingung fiir F dar.

Als nichstes wird ein Satz formuliert, der eine Beziehung herstellt zwischen der maximalen

A
Sprunghoéhe von Fy (= EN ) und der maximalen Sprunghéhe der Grenzfunktion F (=j (F)).

Satz 11.2
Es wird definiert:
A:N wiein (32), Dy wiein (17) , @ wiein (36) ,bx=B (z,...,zv) wiein (23).

Mit /I, € R wird die Menge aller Folgen bezeichnet, fiir die gilt:

<ZV)V€|N

@ (z,), _p € [ IRIN\/)Z}

1

(b) Es gibtein p>0, so dass - < bN fiir alle hinreichend groen N € IN .
N

Die Werte z;, ..., zv mogen zu einer Folge aus _//, gehoren.

Die Sprungstellenmenge S(F) besitze keinen endlichen Haufungspunkt.
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Dann gilt mit der maximalen Sprunghohe j (F) von F:

A
EN—J(F) ‘ =o0o(l) , N=>+o0. (47)
Beweis:
1 .
Setze hN = — miteinem q>p, NEN.
Nq

Wegen Lemma II.1 istdann 0 <2 hy <by erfillt.
Mit (43) folgt daher fiir alle hinreichend grolen N € IN :

InInN . Ay InInN ~ .
—4. 4+ J(F) = — < 4. + A, + j(F) .
VN j(F) N \ N x T i(F) (48)

Gemafl Lemma I1.2  ist (z&v)

eine Nullfolge.

veN

Damit ist alles gezeigt.

Bemerkung zu Satz I1.2

Die Satzaussage (47) gilt auch, wenn die Voraussetzung (b) ersetzt wird durch die Voraus-

setzung S (F) = M. Darauf wird im nichsten Abschnitt eingegangen.

3.3.2 Die Verteilungsfunktion F ist stetig in IR

Satz I1.3 (Modifikation von Satz 11.2)
Es gelten die Definitionen und Voraussetzungen von Satz I1.2 ;
die Schrittweiten-Bedingung (b) wird aber ersetzt durch die Voraussetzung,

dass F inganz R stetig ist.

Dann gilt:
A
FN =o0(l), N>+oo. (49)
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Beweis:

Bei stetiger Verteilungsfunktion F ist j(F) =0 . Dann folgt aus (38) fiir alle hinreichend

groflen N € IN:
2 o Mooy [N g (50)
N N N N
Wegen Lemma I1.2 ist ( A~v )VelN eine Nullfolge, und damit folgt (49).

a
Bei stetiger Verteilungsfunktion F und nicht-constantem Merkmal sind die Werte z , . .., zx

in der Regel paarweise verschieden, d.h. es ist Ay =1 der Regelfall und somit eine Abschétzung
A

von EN nur fur Ausnahmefille erforderlich.

Es sollen aber trotzdem zwei spezielle Fille erwdhnt werden,

(1.) Ist F Lipschitz-stetig mit einer globalen Lipschitz-Konstanten L > 0, 148t sich (50) kon-
kretisieren. Es gilt fiir jedes N€IN (1 <m<N):

sup[F(t+hN)—F(t—hN)] < L2hg .

telR

. 1 . .
Mit hy = N (q>0) erhélt man daraus zusammen mit (16) fiir jedes N€ IN :
N

2:D, + 2-L-—lq : (1)
N

Z |
A
z|z
A

Je nachdem, ob die ZufallsgroBe Dy fast sicher oder mit einer Mindest-Wahrscheinlichkeit
abgeschétzt wird, erhilt man aus (51) mit der Realisation Dy eine entsprechend giiltige

A
Abschitzung von EN (1<m<N).

Aus (20) und (51) folgt, dass fiir alle hinreichend groen N € IN gilt:

A
2 ooy N L (52)
NN N N

i

Es sei denn, die Werte z, ..., zv gehdren zu einer Ausnahmefolge (Zi)i en €

mit J/C wiein (36) definiert.
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Die Anwendung von (21) mit d = i@ , 0<60 <" und einer nicht von F abhéngigen
N

reellen Konstanten C >0 liefert zusammen mit (51) fiir jedes N€ IN :

Zur Abschitzung 2 < Ay < 2 + 2-L- 1 (53)
darf man ein Vertrauen von mindestens 1 — i —- haben.

(2.) Ist (F absolut stetig (beziiglich des Lebesgue-MaBes im IR") und besitzt eine gleichméBig

A
stetige Dichte f , ist die FN - Abschétzung auf ein Theorem von E.A.Nadaraya (1965, S. 186)

zuriickfiihrbar.
Es gilt gemdfl (15) mit beliebigem hy >0 fiir jedes N € IN :

A
N
— < F (t+h_)—F (t—h
N f;g[ a(t+hy)=F(t=h ) |
= 1 F
WL s oy (4R |
= 2-h_ - sup L 1 U=t | 4F (u)
NCler | 2hy g (S D) N N
= 2'h sup { —— - 1
N ter | 2h 3 (ZBALIL hy
Mit einem beliebig gewéhlten, festen q € (0; %) in h = iq folgt aus dem Nadaraya-
A%
Theorem:
ter | 2-h 5 (=+1] h voto  teR

Dann gibt es eine positiv-reelle Nullfolge (cv) N und eine Konstante K € R™ | so dass fiir
v

jedes Ne€IN gilt (1 <m<N):

2<)\N<2h [ £(t) | <
NS W S hyc s [0 4| <

(54)

59



A
3.3.3 Die EN - Abschitzung durch einen weiteren Datensatz

bei beliebigem F

Wie bisher sind Z,, . .., Zy unabhdngige und identisch gemall (F verteilte ZufallsgroBen,

Zi, ..., 2zn sind deren Realisationen mit den darunter paarweise verschiedenen Werten

A
ai,...,a, und der maximalen relativen Haufigkeit EN (1<m<N,N€IN).

1 N
N . iz:l 1(_w;t}(zi) , teR .

Wiein (2) definiert, ist Fy(t) =

An die Verteilungsfunktion F sind im folgenden keine Bedingungen gekniipft (insbesondere wird
A

j (F) nicht benétigt) , so dass also die Methoden der EN - Abschitzung aus den Abschnitten

3.3.1 und 3.3.2 nicht anwendbar sind.
A

Es wird eine Abschitzung von N vorgestellt, die auf einem weiteren Datensatz basiert.

Seien U, ..., U, ebenfalls unabhingige und identisch gemil3 (7 verteilte Zufallsgrofen,
und u,, ..., u, deren Realisationen mit den darunter paarweise verschiedenen Werten

Ci,...,c undder maximalen relativen Hiufigkeit ¥ (1 <p< v,ve&IN ) . Firdie
2\ %4

Realisation der zugehdrigen Empirischen Verteilungsfunktion gilt entsprechend

G,() = 2 X1 () . teR .
V=1

v —OO;t]

In Analogie zu Fy giltmit X := (U)._ :

Es gibt eine Menge 70 < RN mit IP(X )_1 (70) = 0 , so dass nach dem Satz von
Glivenko / Cantelli G, mit v—+c und allen Folgen (ui)ielN € { RN\ 70 ] gleichmaBig

gegen F konvergiert.

Mit den Realisationen Dy und D, der Kolmogorov / Smirnov - Distance folgt:

sup [ FN(X) - Gv(x) } = sup[ FN(X)—F(X) + F(x)—GV(x)}

x€R x€R

v

< sup[ FN(X)—F(X)] + sup[ G

x€R x€R

(X)—F(X)}

:DN+DV'
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Daraus ergeben sich mit beliebigen x , y € R die beiden Beziehungen:

G (x) — Dy — D, < Fyl ,

x) = G (x)+ Dy + D,

; (35)

-G (y) =Dy - D, = —-Fyly) = -G (y)+ Dy + D, . (56)

Setze x=t+hy und y= t-hy, es wird zur Abkiirzung definiert:

WN(hN s t) = FN(t+hN) - FN(t—hN)

VV(hN;t) = Gv(t+hN)_Gv(t_hN)

Damit folgt aus (55) und (56) :

V (hy t) = 2Dy — 2D, < W (hy t)

N(N

;t) + 2Dy + 2D . (57)

Wegen 0 < Wy(hy;t)<1 und 0<V,(hy;t) <1 existieren t;,t, € R, so dass gilt:
sup| W (h_;t)! =1 W _(h ;t ),

telR[ NN } NUIN

Stlé]i?a{ Vv(hN i t) } =: Vv(hN ; t2) .
Damit folgt aus (57) :

Vo (hyity) = 2Dy — 2D, < W(hg t)) < Wilhgt)) ,

Wilhy ty) <= V (hgit) + 2Dy + 2D, <V (hg t,) + 2Dy + 2D,
und es gilt daher:

stlellg){Vv(hN;t)}—ZDN—ZDv < Slgg[WN(hN;t)} < Sthp[V (hN;t)}+2-DN+2-DV
Wie in (23) wird definiert fiir i,j€ {1,..., v}:
= min] | u. — u.
B, = minf v = vy |
77

Dann gilt wie in (12) :

Sofern 0 <2-hn < B ist, folgt die Identitat

g ( )

— = sup! V (h_;t

% te};[ v N }

Da man die Daten u,, ..., u, kennt, ist auch B, bekannt. Daher kann die Schrittweite hy so

gewdhlt werden, dass 0<2-hn < g = erfulltist.
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[ 1

Y _ 92D -2 < : < <+ 2D, + 2D, .

, " 3Dy - 2D, = sp{Wylhyit)] = 5+ 2Dy + 2D, 69
Ay

Fiir die N Abschitzung nach unten wird wieder danach unterschieden, ob 2-hy < by

erfullt ist, oder nicht.
Unter der Voraussetzung, dass 2-hx < by giiltig ist, folgt aus (58) zusammen

mit (12) fiir beliebige N € IN :

[ A [
v N v
) oy e 1 . 2

Ist unbekannt, ob 2 h y < by erfiillt ist, wird die linke Seite von (59) durch N ersetzt,
und es folgt fiir beliebige N€ IN (1 < m <N ) die Abschitzung:

2 AN /v

= < — < —+2Dy +2D . (60)
N N % v

Die Abschitzung von Dy und D, kann getrennt erfolgen, jeweils durch Anwendung von

(20) oder (21) wie im Abschnitt 3.3.1 , und man erhélt aus (59) und (60) entsprechende
A

Versionen der EN - Abschétzung.

Die Abschitzung von Dy und D, kann aber auch simultan durch Kombination von (20) und

A
(21) erfolgen. Daraus ergibt sich zusammen mit (60) die fogende ﬁN - Abschitzung.

Seien r,s € {N, v} mit r#s.
Wegen (20) und (39) gilt mit einer nicht von F abhingigen reellen Konstanten C >0 und

einem beliebig gewiéhlten 6 € (0; ') fiirjedes s und alle hinreichend gro3en r :

- & SP(ID s—l) - P(2-ID + 2D < 2 2-ID)
2-r r 0 r s 0 s
e T T
< P|l2D + 2D < —§+4 lnlns)
T S T S
{ {
= Pl X +2D + 2D <—V+—2+4-\/lnlns).
v r s v ° s
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Das heiBt, es existiert ein C > 0, so dass man fiir jedes s und fiir alle hinreichend grofen r

zur Abschitzung

A [ /
2 < N < Y + _2 + 4. Inlns (61)
N N % P S
ein Mindest-Vertrauen von 1 — Cl_” haben darf, 6 € (0 ;') beliebig wéhlbar.
2-r

€

Bemerkungen

(a) Ein Vorteil der durch Kombination von (20) und (39) konstruierten Abschédtzung von Dy
und D, liegt darin, dass die Beziehung (61) durch Wahl von s und r danach ausgerichtet
werden kann, ob man sie fiir jedes N € IN und alle hinreichend groBen v € IN bendtigt, oder

umgekehrt.

Wiéhltman r=N und s=v,dann gilt (61) fiir jedes N € IN und alle hinreichend grofen

v € IN; wihlt man r= v und s=N, dann gilt (61) fiir jedes v € IN und alle hinreichend

groflen N € IN.

(b) Die Werte u,, ..., u, des zusitzlichen Datensatzes diirfen teilweise oder ganz mit den
Unbestimmten z , ..., zv zusammenfallen.

(¢) Ein besonderer Fall liegt vor, wenn v =N ist und fiir jedes i€ {1, ..., N} ein

j€ {1, ..., N } existiert, so dass U =7; gilt.
In diesem besonderen Fall sind die U, , ..., Uy Bootstrap-Variablen.

A
Mit —§ wird die Zufallsgrofe bezeichnet, deren Realisation EN ist. Unter der Voraussetzung

2 hn<B(Z,...,Zn) gilt wegen (12) die Darstellung:
L
N = sup | IF(t+hy)=TF (t=hy) |, IFy wiein (1) definiert. (62)
N teR
[ L IL

Dann ist EN die Realisation der mit EN symbolisierten Bootstrap-Version von — .

z|Z

Da die Ungleichungskette (59) unter den Voraussetzungen 2-hy < by und 0<2-hy < B
fiir alle moglichen Datensdtze z;,...,zv und u,...,u, gilt, kann man sie im vorliegenden

Sonderfall fiir jedes N € IN mittels der oben definierten Zufallsgrof3en unter der Voraussetzung

2 hn< B(Zi,...,Zn) sodarstellen:
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IJ'N IJ-N IJ'N

— — 4D < — =< — + 4D
N NS N = N N - (63)
Aus (63) ergibt sich fiir jedes N € IN unter der Voraussetzung 2 - hxn < B(Zi,...,Zx):
L, L,
N N
— - — < 4D, . 64
=~ - = . (64)

Zusammen mit (20) erhélt man daraus IPX™'- fast sicher fiir alle hinreichend groBen N € IN:

sk

1L I
N TN < 3. InInN ‘ (65)
N N N
Ly .
Wegen (43) und (50) ist N unter der Voraussetzung 2 hy < B(Z;, ..., Zy) miteiner

monoton fallenden, echt positiven Nullfolge hy eine stark konsistente Schétzfunktion fiir die

*

IL
maximale Sprunghdhe j (F), und wegen (64) gilt das auch fiir die Bootstrap-Version ﬁN .
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