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Zusammenfassung

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird der Atlas der Schulmathematik fiir die
Sekundarstufe | entwickelt — eine Lernhilfe zur besseren Vernetzung der Inhalte des
Mathematikunterrichts. Sie liefert damit einen Beitrag mathematikdidaktischer

Forschung zur theoriebasierten Entwicklung und Erforschung von Lernmaterial.

Den theoretischen Rahmen bilden zum einen Theorien und Erkenntnisse aus den
Neurowissenschaften. Aus ihnen werden Grundannahmen zur Struktur und Funk-
tionsweise des menschlichen Gedachtnisses sowie darauf aufbauend zur Organisation
von Wissen herausgearbeitet. Zum anderen werden aus Theorien zum Lernen
Konsequenzen fur die Struktur von Lernhilfen abgeleitet und diese mit Ergebnissen aus
der Forschung zu Gedachtnistechniken Uber Moglichkeiten fir die Steigerung der
Gedachtnisleistung verknlpft. Aus der Gesamtschau entstehen Kriterien fir eine
Lernhilfe, die in ihrem Aufbau und in ihrer Struktur dem Gehirn entsprechend gestaltet
ist und das Lernen der mathematischen Inhalte der Sekundarstufe | optimal unterstitzt.

Basierend auf diesen Kriterien, wird der Atlas der Schulmathematik der Sekundar-
stufe | in drei Schritten entwickelt: Zu Beginn werden die mathematischen Inhalte der
Sekundarstufe | analysiert und in Schlisselbegriffen formuliert. Im zweiten Schritt
werden diese SchlUsselbegriffe miteinander in Beziehung gesetzt und zu Netzen
verbunden. Diese Netze werden dann im dritten Schritt visualisiert, indem sie in Welt-,
Kontinental-, Lander- und weitere Karten eingebettet werden.

Zudem wird ein Ausblick gegeben auf den Einsatz der entwickelten Lernhilfe im
Unterricht. Dabei werden die Adressat*innen vorgestellt, die beiden Optionen der
analogen und der digitalen Realisierung abgewogen sowie der Einsatz basierend auf
einem Phasenmodell des Unterrichts skizziert.

AbschlieRend werden Forschungsfragen formuliert, mit deren Hilfe der Atlas der
Schulmathematik der Sekundarstufe | und sein Einsatz im Unterricht weiter erforscht
werden konnen.
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Vorwort

Bricht man in ein Gebiet auf, das noch unbekannt oder unvertraut ist, beispielsweise zu
einer Stadtetour oder einer Wanderung, zu Ful, mit dem Fahrrad oder mit dem Auto,
dann nutzt man ein Instrument, das bei der Orientierung hilft: Mittels einer Landkarte
verschafft man sich einen Uberblick Uber die Struktur und einen Einblick in die
Charakteristik dieser ,neuen Welt". Interessante Orte und Sehenswirdigkeiten, die es
zu besuchen lohnt, werden recherchiert. Es werden Wege und Verbindungen zwischen
einzelnen Punkten betrachtet und abgewogen, vor dem Hintergrund der Art, wie man
unterwegs ist, sowie der eigenen Fahigkeiten, Interessen und Ziele. So entsteht ein
Plan fir die Reise. Dieser kann detailliert und eng gekntipft sein oder auch nur eine
grobe Richtung vorgeben und noch viele Freiheitsgrade lassen, abhangig von dem
oder der jeweiligen Reisenden. Eine*r bezieht Empfehlungen von Expert*innen mit in
seine oder ihre Plane ein und lasst sich gerne lenken, ein*e andere*r setzt starker auf
das Entdecken wahrend des Reisens selbst.

Ein*e Schiler*in bricht zu Beginn seiner oder ihrer Schulzeit ebenfalls auf zu einer
Reise in eine ,neue Welt* — in diesem Fall in die ,Welt der Schulmathematik“'. Auch
hier lassen sich Orte und Sehenswurdigkeiten ausmachen, ,Must-sees", wenn man so
will, die miteinander in Beziehung stehen, die miteinander in einer gleichsam
Ubergeordneten Struktur verwoben sind. Auch hier gibt es unterschiedliche
Verbindungen und Wege, auf denen man reisen kann. Auch hier gibt es verschiedene
Arten, unterwegs zu sein, je nach den eigenen Fahigkeiten, Interessen und Zielen.
Auch hier kann sich der oder die Reisende Expert*innen suchen, die bei den
Planungen helfen oder bei der Reise selbst begleiten oder lenken. Eines jedoch fehlt
dem Schuler oder der Schilerin: eine dingliche Orientierungshilfe im Sinne einer
Landkarte — eine Landkarte der Schulmathematik, die hilft, diese ,neue Welt"

kennenzulernen und zu verstehen.

In dieser Arbeit wird der Mathematikunterricht in den Blick genommen, als der Kontext,
in dem die ,Welt der Schulmathematik® hauptsachlich bereist wird. Je nach Grad an
Individualisierung gleicht die Reise entweder mehr einer geplanten und gefiihrten
Gruppenreise oder aber einer Reise auf eigene Faust und im eigenen Tempo. Je nach
Grad an Differenzierung kénnen einzelne Reisende an einem Ort langer oder kirzer
verweilen, ihn mehr oder weniger intensiv erkunden. Entscheidend ist: Bislang haben
die wenigsten Reisenden eine wirkliche Vorstellung davon, wie genau die ,Welt der
Schulmathematik® aussieht und welche Orte zu Zielen der eigenen Reise werden

1 In der vorliegenden Arbeit wird mit ,Welt der (Schul-)Mathematik“ ein metaphorischer Begriff genutzt. Er
will bei den Lesenden in dem entsprechenden Kontext bildhafte Assoziationen erzeugen. An dieser Stelle
sei darauf hingewiesen, dass es sich dabei nicht um einen stehenden Begriff oder einen Fachbegriff
handelt.
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kénnen. Die Reiseziele werden von Expert*innen definiert, und auch die Reihenfolge,
in der sie besucht werden, ist in den meisten Fallen festgelegt. Doch vor, wahrend und
nach der Reise fehlen oftmals die Zeit und eine anschauliche Moéglichkeit, das aktuelle
Reiseziel in der groRen ,Welt der Schulmathematik® zu verorten und mit bereits
bereisten Orten zu verknupfen.

Das ist misslich, denn: Die Kenntnis der zugrundeliegenden Struktur einer Welt als
Ganzes kann in hohem Male dazu beitragen, das Lernen einzelner Fakten zu
erleichtern und so ein tieferes Verstandnis dieser Welt zu férdern. Genau darin liegt
das Potenzial einer Visualisierung der ,Welt der Schulmathematik®.

Aus diesem Grund besteht das Ziel dieser Arbeit in der Verknipfung aller Orte, die im
Rahmen des Mathematikunterrichts der Sekundarstufe | besucht werden, also in der
theoretischen und der praktischen Entwicklung und Diskussion einer Landkarte, oder
besser: eines Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe |.
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1. Einleitung

Lehrplane, in Berlin und Brandenburg als Rahmenlehrplan bezeichnet, sind ,ein
grundlegender Wegweiser fir das Lernen in der Schule® (Senatsverwaltung fir
Bildung, Jugend und Familie Berlin [SenBJF] & Ministerium fir Bildung, Jugend und
Sport Land Brandenburg [MBJS] 2020). So ist es auf der Startseite im Portal
Rahmenlehrplan-Online Berlin-Brandenburg formuliert. Weiter heif3t es dort: ,In ihnen
wird festgehalten, was Kinder und Jugendliche mit auf den Weg bekommen sollen, um
wahrend ihrer Schulzeit und im Anschluss daran handlungsfahig und verantwortungs-
voll das eigene Leben gestalten zu kénnen* (SenBJF & MBJS 2020). Dieser Impuls sei
an den Anfang der vorliegenden Arbeit gestellt: Der oder die Lernende soll zum
Gestalter oder zur Gestalterin des eigenen Lebens und damit auch des eigenen
Lernens werden. Dazu liefern ihm oder ihr die Lehrplane die wichtigen oder auch
entscheidenden Bausteine, die diesen Weg pflastern.

In der Praxis sind es hauptsachlich die Lehrenden, die die Lehrplane verwenden. Sie
planen damit ihren Unterricht, was nach den Ausflihrungen des Instituts fur Didaktik der
Mathematik — Osterreichisches Kompetenzzentrum fiir Mathematikdidaktik — Fakultat
fur interdisziplinare Forschung und Fortbildung an der Alpen-Adria-Universitat
Klagenfurt [IDM-AECC-M] (2007) genau die Idee ist: Die Lehrplane steuern, ,was im
Unterricht behandelt werden soll“ (IDM-AECC-M 2007, S. 3), und geben den
Lehrenden eine Orientierung dariber, welche Inhalte wann und in welcher Reihenfolge
zu behandeln sind (vgl. IDM-AECC-M 2007, S. 3). Lehrplane dienen als Grundlage, auf
der die Fachbereiche das schulinterne Curriculum errichten. Die Lehrenden fir das
Fach Mathematik in der Sekundarstufe |, stellvertretend fiir alle Facher, blicken auf ein
intensives Fachstudium zurlick. Sie haben ihr eigenes Wissensnetz zu den Themen
und Inhalten der Schulmathematik bzw. analog fiir ihr jeweiliges Fach weiterentwickelt
und sich auf hoéheren Stufen der Wissensbildung bewegt (vgl. Bauer & Hefendehl-
Hebeker 2019, S. 1). Sie sind durch ihr fachmathematisches Wissen in der Lage,
Inhalte fiir ihren Unterricht sinnvoll auszuwahlen, zu bewerten, zu strukturieren und zu
gewichten (vgl. Klein 1908, zitiert nach Bauer & Hefendehl-Hebeker 2019, S. 2).

Wenngleich oft nicht so wahrgenommen, richten sich die Lehrplane als ,grundlegender
Wegweiser fur das Lernen® (SenBJF & MBJS 2020) aber auch und vielleicht sogar
gerade an die Lernenden. Sie sind es doch, die Handlungsfahigkeit und Verantwortung
fir die Gestaltung des eigenen Lebens und damit insbesondere auch fir die
Gestaltung des eigenen Lernens erwerben sollen (vgl. SenBJF & MBJS 2020). Die
vorliegende Arbeit will einen Beitrag dazu leisten, dass Kinder und Jugendliche im
Rahmen des Schulunterrichts mehr Freiheit und damit auch Verantwortung fur das
eigene Lernen Ubernehmen kdnnen.
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1.1. Hinfuhrung

Diese Arbeit entsteht im Rahmen mathematikdidaktischer Forschung. Daher wird das
oben genannte individuelle Lernen im Mathematikunterricht in den Blick genommen. In
den Lehrplanen fir Mathematik finden sich in den einleitenden Passagen die folgenden
Ziele fur Unterricht. Sie bilden die Grundlage fir die Entwicklung der Forschungsfrage
und des Forschungszieles der Arbeit.

Auf Basis der Bildungsstandards im Fach Mathematik fur den Mittleren Schulabschluss
— einem Beschluss der Kultusministerkonferenz vom 04.12.2003 — hat jedes
Bundesland seinen eigenen Lehrplan fiur Mathematik entwickelt.? In ihrem Beschluss
hat sich die Kultusministerkonferenz zudem auf einige gemeinsame Punkte als
Grundlage fur alle Bundeslander geeinigt: ,Die Bildungsstandards fiur den Mittleren
Schulabschluss werden als abschlussbezogene Regelstandards definiert. Sie [...]
beschreiben die fachbezogenen Kompetenzen einschliellich zugrunde liegender
Wissensbestande, die Schilerinnen und Schiller bis zu einem bestimmten Zeitpunkt
ihres Bildungsganges erreicht haben sollen, zielen auf systematisches und vernetztes
Lernen und folgen so dem Prinzip des kumulativen Kompetenzerwerbs [...]* (KMK
2004, S. 3). Alle Bundeslander haben zugestimmt, die Standards in den jeweiligen
Lehrplan einzuarbeiten und sie umzusetzen (vgl. KMK 2004, S. 4).

In Teil C fur Mathematik des Rahmenlehrplans Berlin und Brandenburg flr die
Jahrgangsstufen 1 bis 10 werden unter 1.1 die Ziele des Unterrichts formuliert. Auch
hier taucht der eben genannte Punkt des systematischen und vernetzten Lernens auf.
So soll der Mathematikunterricht ,die Schulerinnen und Schiler, ausgehend von ihren
mathematischen Vorerfahrungen, [befahigen] Zusammenhange zu erkunden, Struk-
turen zu untersuchen, Beziehungen zwischen Begriffen aufzudecken, Vorgehenswei-
sen und Darstellungsformen zu finden und begriindet auszuwahlen® (SenBJF & MBJS
2020, S.3). Erfolgreiches mathematisches Lernen wird beschrieben als ,Ausbildung
eines Netzes, das sich durch Erweiterung von bewahrten und durch Zugewinn von
neuen Vorstellungen zu einem immer leistungsfahigeren System subjektiver
Erfahrungsbereiche, Handlungsvorstellungen und Erkldrungsmodelle entwi-
ckelt” (SenBJF & MBJS 2020, S. 3).

Die Kultusministerkonferenz formuliert das etwas allgemeiner und benennt in ihren
Bildungsstandards fiir den Mittleren Schulabschluss noch konkreter als eingangs zitiert

2 Aufgrund der foderalen Struktur Deutschlands existieren fiir diese Plane unterschiedliche Namen:
,Bildungsplan® in Baden-Wirttemberg, Hamburg, Saarland; ,Rahmenplan® in Mecklenburg-Vorpommern;
,Rahmenlehrplan® in Berlin, Brandenburg; ,Lehrplan® in Bayern, Bremen, Hessen, Nordrhein-Westfalen,
Rheinland-Pfalz, Sachsen, Sachsen-Anhalt, Schleswig-Holstein, Thiringen; sowie ,,Curriculare Vorgaben*
in Niedersachsen.
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das Ziel, dass ,bei der Auseinandersetzung mit mathematischen Inhalten sach-
gebietsubergreifendes, vernetzendes Denken und Verstdndnis grundlegender
mathematischer Begriffe erreicht werden sollen” (KMK 2004, S. 6).

Weiterhin geht es um Folgendes: Schilerinnen und Schiler sollen ,Mathematik mit
ihrer fachspezifischen Sprache, ihren Symbolen, Bildern, Darstellungen und Formeln
als ein eigenes, geordnetes Konzept [erkennen]* (SenBJF & MBJS 2020, S. 3). Dieser
Gedanke findet sich auch im bayerischen LehrplanPlus fir Mathematik an Gymnasien.
Hier wird Winter (1995) mit der Formulierung dreier Grunderfahrungen zitiert, die im
Rahmen des Mathematikunterrichts erméglicht werden sollen (vgl. Winter 1995, S. 37).
Die zweite dieser Grunderfahrungen ist, ,mathematische Gegenstiande und
Sachverhalte, reprasentiert in Sprache, Symbolen, Bildern und Formeln, als geistige
Schoépfungen, als eine deduktiv geordnete Welt eigener Art kennen zu lernen und zu
begreifen“ (Winter 1995, S. 37).

In diesen einleitenden Worten werden zwei Aspekte deutlich: Zum einen sollen die
Lernenden die mathematischen Themen und Inhalte zu einem Wissensnetz
zusammenfligen, indem sie Neues mit bereits Bekanntem verknipfen und inhaltliche
Verbindungen erkennen und aufbauen. Zum anderen sollen die Lernenden einen
Einblick in die oder einen Eindruck von der ,Welt der Mathematik“ bekommen, um die
es im Rahmen der Sekundarstufe | geht.

Vollrath und Roth (2012) betrachten zu Beginn ihres Buches Uber die Grundlagen des
Mathematikunterrichts in der Sekundarstufe die Mathematik als Unterrichtsfach. Bei
ihnen finden sich ebenfalls die beiden gerade genannten Aspekte: Vollrath und Roth
(2012) betrachten zum einen die Rolle des Gedachtnisses fiir die Verflugbarkeit des
gelernten Wissens (vgl. Vollrath & Roth 2012, S 55). Sie unterstreichen, dass neue
Inhalte besser behalten werden, wenn sie ,sinnstiftende Verbindungen mit bereits
erworbenem Wissen® (Vollrath & Roth 2012, S. 56) eingehen. Fir ein besseres
Verstehen geht es darum, Beziehungen zwischen den Elementen des Wissens zu
erkennen (vgl. Vollrath & Roth 2012, S. 57). Neue Sachverhalte sollen in erworbenes
Wissen eingeordnet werden (vgl. Vollrath & Roth 2012, S. 57). Sie fordern zum
anderen, dass die Lernenden im Unterricht eine adaquate Vorstellung von Mathematik
bekommen sollen (vgl. Vollrath & Roth 2012, S. 24). Dabei geht es bei mathema-
tischem Wissen um ,Begriffe, ihre Eigenschaften, Beziehungen zwischen Eigen-
schaften und um Beziehungen zwischen Begriffen“ (Vollrath & Roth 2012, S. 25). Hier
wird der Aspekt der Mathematik als ,Beziehungsgefiige® (Vollrath & Roth 2012, S. 26)
betont.
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1.2. Forschungsfragen und Forschungsziel

Die vorliegende Arbeit setzt an dieser Stelle an. Sie geht von der praktischen Erfahrung
aus, dass im Unterricht zumeist der Fokus auf dem aktuell zu behandelnden Thema,
d.h. den momentan zu erlernenden Inhalten und zu entwickelnden Kompetenzen liegt.
Die verflgbare Zeit lasst dabei kaum Spielraum, den einzelnen Inhalt in der
Gesamtheit der ,Welt der Schulmathematik zu verorten. Zwar findet ein gewisses Mal}
an Vernetzung statt, wenn zur Erarbeitung von Neuem bei bereits Bekanntem
angeknupft wird. In der Regel jedoch fehlt der Blick auf das groRe Ganze, das
Wissensnetz der mathematischen Inhalte der Sekundarstufe I.

Diese Erfahrungen aus der Praxis fiihren zu den folgenden Uberlegungen: Ware es
angesichts dieses Mangels nicht ndtzlich, ein Instrument, ein Unterrichtsmaterial, eine
Lernhilfe zur Verflgung zu haben, mit dem bzw. der die Lernenden selbststandig ein
Bild von der gerade genannten ,Welt der Schulmathematik® entwickeln kénnen? Ein
Bild, das, wie Vollrath und Roth (2012) fordern, die Mathematik als ,Beziehungsgefiige*
deutlich werden lasst (Vollrath & Roth 2012, S. 26)? Ein Bild, in dem sich der oder die
Lernende mit dem jeweils aktuellen Inhalt verorten, bereits erkundete Inhalte erkennt
und neugierig werden kann auf weitere Themen, die es noch zu erschlielen gilt — ein
Bild, das die Lernenden beim Aufbau des Wissensnetzes, bestehend aus allen
mathematischen Inhalten der Sekundarstufe |, inspiriert und begleitet?

Ein Forschungsfeld innerhalb der Mathematikdidaktik ist die theoriebasierte
Entwicklung und Erforschung von Lernmaterial. Dazu leistet diese Arbeit einen Beitrag.
Das Ziel ist es, ein Instrument zu schaffen, das alle Inhalte der Mathematik der
Sekundarstufe | umfasst und sie in einer Struktur visualisiert, die die fachlogischen
Verbindungen zwischen ihnen aufgreift und darstellt. Dieses Ziel speist sich aus der
Motivation, eine Lernhilfe fir Schiler*innen zu entwickeln, die sie im Unterrichtsalltag
auf ihrem gesamten Weg durch die Schulmathematik der Sekundarstufe | begleitet und
ihnen zum einen Orientierung gibt und zum anderen Uber die Vernetzung der Inhalte
ein tieferes Verstandnis ermoglicht und férdert. Ein solches Material fir die Hand der
Lernenden, das alle Inhalte umfasst und diese miteinander in Beziehung setzt, existiert
bislang noch nicht und wird in den kommenden Kapiteln erarbeitet. Dabei sind die
folgenden beiden Forschungsfragen handlungsleitend:

1. Wie lassen sich die Inhalte der Mathematik der Sekundarstufe | so in einem
Netz darstellen, dass
a. die gezogenen Verbindungen mathematisch korrekt sind und
b. durch sie die existierende mathematische Struktur deutlich wird?
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2. Wie kann diese Struktur in einer Lernhilfe visualisiert werden, die auf die
Funktionsweise des Gehirns abgestimmt ist und in ihrem Aufbau das Lernen,
Speichern und Erinnern mathematischer Inhalte moglichst gut unterstutzt?

1.3. Aufbau der Arbeit

Die Didaktik der Mathematik als Wissenschaftsdisziplin, die sich mit dem Lehren und
Lernen von Mathematik beschaftigt, hat eine besondere Charakteristik: Sie ist auf der
einen Seite eng verbunden mit der Mathematik als Fachwissenschaft; auf der anderen
Seite steht sie in fruchtbarer Beziehung zu den Geistes- und Sozialwissenschaften, wie
der psychologischen Forschung, der Padagogik, der Soziologie und der Philosophie
(vgl. Reiss & Hammer 2013, S. V). Vollrath und Roth (2012) charakterisieren die
Didaktik der Mathematik in folgender Weise: ,Fir die Mathematikdidaktik ist das
Lehren und Lernen von Mathematik das zentrale Forschungsanliegen. Dabei liefern
Mathematik, Padagogik und Psychologie Argumente, mit denen sich didaktische
Theorien stitzen lassen. Mathematikdidaktik griindet sich aber auf Unterrichtser-
fahrung, die theoretisch reflektiert wird, und auf Ergebnisse empirisch didaktischer
Forschung® (Vollrath & Roth 2012, S. X). Diese besondere Position der Mathematik-
didaktik wird hier genutzt.

Die weiteren Kapitel dieser Arbeit gliedern sich wie folgt:

In Kapitel 2, der theoretischen Einbettung, wird die zweite Forschungsfrage in den
Fokus genommen. |hre Beantwortung bildet den Rahmen fir die Beantwortung der
ersten Forschungsfrage. Daher werden die beiden Forschungsfragen in umgekehrter
Reihenfolge bearbeitet. Im genannten Kapitel werden Erkenntnisse aus den
Neurowissenschaften und der Lernpsychologie verwendet. Herausgearbeitet wird hier,
worin das Potenzial der Forschungsidee liegt: Aufbauend auf Uberlegungen zum
menschlichen Gehirn als dem zentralen Organ des Lernens, wird die Bedeutung von
der Kenntnis der Struktur des zu Lernenden fir das Lernen herausgearbeitet. Daran
anknupfend, geht es im zweiten Schritt darum, wie eine entsprechende Struktur fur
diese Lerninhalte aufzubauen ist. Aus den Erkenntnissen werden dann in einem dritten
Schritt Kriterien abgeleitet, die eine konkrete Antwort auf die zweite Forschungsfrage
liefern und bei der praktischen Umsetzung zum Einsatz kommen.

In Kapitel 3, der praktischen Umsetzung, wird eine Antwort auf die erste For-
schungsfrage entwickelt. Hierbei kommt die Fachwissenschaft zum Tragen. Es werden
zunachst alle relevanten Inhalte der Schulmathematik der Sekundarstufe | gesammelt
und anschliefend die sachlogischen Beziehungen, die zwischen ihnen bestehen,
analysiert. Darauf aufbauend, werden Verbindungen zwischen den einzelnen Inhalten
hergestellt und diese dann weiter in Netzen zusammengefihrt.
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In Kapitel 4 wird der Einsatz der so erstellten Lernhilfe im Unterricht skizziert. Dabei
werden die verschiedenen Adressat*innen in den Blick genommen. Zudem werden

mogliche Formen der Ausgestaltung vorgeschlagen.
In Kapitel 5 werden zunachst die unternommenen Schritte restmiert. Anschlieend

werden weiterfuhrende Forschungsfragen zur entwickelten Lernhilfe und zu deren
Einsatz im Unterricht formuliert.
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2. Theoretische Einbettung

Die Idee der Arbeit spiegelt sich in einem Zitat von Manfred Spitzer (2014): Er flhrt in
seinem Buch ,Lernen” das Gehirn ein als das ,Organ, das jeder benutzt, wenn er
lernt” (Spitzer 2014, S. 19). Er formuliert weiter: ,[Was] der Magen fiur die Verdauung,
die Beine flr die Bewegung oder die Augen fur das Sehen sind, ist das Gehirn fir das
Lernen® (Spitzer 2014, S. XIIl). Denkt man diese Aussagen weiter, so ergibt sich die
folgende Uberlegung: Wenn Speisen fiir den Magen oder Schuhe fiir die Beine so
aufbereitet werden sollten, dass die Verdauung oder die Bewegung mdglichst optimal
ablaufen kann, dann sollte auch das zu Lernende so aufbereitet werden, dass das
Gehirn optimal lernen kann. Das Ziel fir die zu entwickelnde Lernhilfe ist daher, dass
sie in ihrer inhaltlichen und formalen Struktur so gestaltet wird, dass sie moglichst gut
zur Funktionsweise des Gehirns passt.

Von dieser Grunduiberlegung ausgehend, wird das theoretische Fundament der
vorliegenden Arbeit in drei Schritten zusammengesetzt:

In Schritt eins werden Erkenntnisse aus den Neurowissenschaften zugrundegelegt, um
das Gehirn, seine relevanten Strukturen und seine Funktionsweise bei der Aufnahme
und Speicherung neuer Informationen zu verstehen. Die Grundlage hierfir bilden
Theorien und Modelle aus der psychologischen Forschung zum menschlichen
Gedachtnis. An diese anknlpfend, werden vier Beitrdge aus den Neurowissenschaften
aufgenommen, die Metaphern fur das menschliche Gehirn liefern. Ziel der
Ausfihrungen ist es, eine Vorstellung davon zu entwickeln, wie Wissen im
menschlichen Gehirn organisiert ist, und was beim Lernen neuer Wissensinhalte auf
neuronaler Ebene geschieht.

In Schritt zwei werden die Grundlagen einer Aufbereitung von Lernstoff behandelt, die
bei der in Schritt eins dargestellten Struktur und Funktionsweise des menschlichen
Gehirns ansetzt und moglichst gut auf sie zugeschnitten ist. Dazu werden Erkenntnisse
u.a. aus der Lernpsychologie herangezogen und auf Konsequenzen fur die
Organisation des zu Lernenden untersucht. Im Fokus steht die Entwicklung konkreter
Lernhilfen. Ergadnzend werden Strategien analysiert, die die Gedachtnisleistung
steigern. Hier geht es um die Aufbereitung des zu Lernenden im oben beschriebenen
Sinne.

In Schritt drei schlieBlich werden die in den ersten beiden Schritten erorterten
Perspektiven zusammengefiihrt. Darauf aufbauend, werden die Forschungsideen der
vorliegenden Arbeit formuliert und Kriterien aufgestellt, die bei der Entwicklung des
Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | handlungsleitend sind.
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2.1. Neurowissenschaftlicher Rahmen

Die Arbeit nutzt Erkenntnisse aus der psychologischen Forschung und den
Neurowissenschaften zur Funktionsweise des Gehirns und zum Prozess des Lernens.
Leitend ist dabei zunachst die Frage, wie das menschliche Gehirn die Wissensinhalte,
die im Rahmen des Mathematikunterrichts gelernt werden, verarbeitet und speichert.
Daran anknlpfend wird die Frage untersucht, wie bedeutsam es fiir das Lernen ist,
wenn die Struktur des zu Lernenden bekannt und verfligbar ist.

2.1.1. Grundannahmen zur Struktur und Funktionsweise des
menschlichen Gedachtnisses

Zu Beginn dieses Abschnitts geht es um eine Scharfung der Begrifflichkeit. Es gilt, die
beiden Begriffe ,Gehirn“ und ,Gedachtnis* fir die vorliegende Arbeit zu definieren und
zu differenzieren. Es folgen Modelle zur Struktur und zur Funktionsweise des
menschlichen Gedachtnisses und dazu ein Einblick in den aktuellen Stand der
Forschung.

2.1.1.1. Definitorisches

Hoffmann und Engelkamp (2013) folgend, ist ,das Organ des Gedachtnisses [...] das
Gehirn. Im Gehirn kann nur das gespeichert werden, was im Gehirn stattfindet. Das
bedeutet, es wird nicht das, was aullerhalb von uns geschieht, im Gehirn gespeichert,
sondern das, was die auleren Reize in unserem Gehirn anregen® (Hoffmann & Engel-
kamp 2013, S. 5). Die Autoren definieren in ihrem Lehrbuch der Lern- und Gedachtnis-
psychologie das Gedachtnis als ,Fahigkeit, Informationen zu bewahren und nach einer
Behaltensphase korrekt wiederzugeben® (Hoffmann & Engelkamp 2013, S. 2).

Gerrig und Zimbardo (2008) beschreiben in ihrem Lehrwerk das Gedachtnis in
ahnlicher Weise als ,die Fahigkeit, Informationen zu speichern und abzurufen* (Gerrig
& Zimbardo 2008, S. 232). Sie blicken auf das Gedachtnis als eine ,Form der
Informationsverarbeitung® (Gerrig & Zimbardo 2008, S. 232). Die Autoren betonen
damit den dynamischen und prozesshaften Charakter des Gedachtnisses.

Gruber (2018) verknlpft in seinem Lehrwerk Uber das Gedachtnis die bereits
genannten Definitionen, wenn er schreibt, dass man unter Gedachtnis ,Prozesse und
Systeme [versteht], die fir die Einspeicherung, die Aufbewahrung, den Abruf und die
Anwendung von Informationen zustandig sind, sobald die urspriingliche Quelle der
Information nicht mehr verflugbar ist* (Gruber 2018, S. 2).
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Ziel ist es in den beiden folgenden Unterabschnitten, die wichtigsten Aspekte zur
Funktionsweise des Gehirns bei der Aufnahme, der Speicherung und dem Abruf all
jener Informationen zusammenzustellen, die im Rahmen des Mathematikunterrichts
bedeutsam sind. Um das menschliche Gedéachtnis moglichst differenziert und
umfassend zu begreifen, werden die Gedachtnisprozesse und die Gedachtnissysteme
getrennt dargestellt.

Im Folgenden werden zunachst die Gedachtnisprozesse naher beleuchtet. Untersucht
werden die Phasen, in denen eine Information verarbeitet wird. Je nach Phase ergeben
sich verschiedene Moglichkeiten, durch die Strukturierung einer neuen Information
deren Verarbeitung zu férdern, was in den Unterkapiteln 2.2. und 2.3. weiter ausgeflihrt
wird.

2.1.1.2. Gedachtnisprozesse

Wenn Inhalte zu einem spateren Zeitpunkt verfigbar sein sollen, sind die folgenden
drei Prozesse entscheidend: Enkodierung, Speicherung und Abruf (vgl. Gerrig &
Zimbardo 2008, S. 235). Sie laufen nicht unabhangig voneinander ab, sondern greifen
in komplexer Weise ineinander (vgl. Gerrig & Zimbardo 2008, S. 236).

Der erste Prozess ist die Enkodierung. Er umfasst die Aufnahme einer Information aus
der Umwelt Gber die Sinnesorgane. Gleich einem Codierungs- oder Verschlisselungs-
vorgang, wird diese Information dann in eine ,mentale Reprasentation“ im Sinne eines
geistigen Vorstellungsbildes Uberfuhrt (Gerrig & Zimbardo 2008, S. 235). Dabei bleiben
die wichtigsten Merkmale bzw. Bestandteile der urspriinglichen Information erhalten
(vgl. Gerrig & Zimbardo 2008, S. 235). Wie Gruber formuliert, beschreibt die
Enkodierung ,den initialen Schritt beim Aufbau einer neuen Gedachtnisspur® (Gruber
2018, S. 69). Der zweite Teil der Enkodierung besteht darin, dass die mentale
Reprasentation in eine Uberdauernde Gedachtnisspur Ubersetzt und mit bereits
vorhandenen Eintrdgen im Langzeitgedachtnis verknupft wird (vgl. Gruber 2018, S.
70).

Wahrend des zweiten Prozesses, der Speicherung, werden die Informationen Uber
einen gewissen Zeitraum hinweg in bestimmten Gehirnstrukturen aufbewahrt (vgl.
Gerrig & Zimbardo 2008, S. 235). Auf neuronaler Ebene spricht man hier von der
Retention, d.h. dass die Gedachtniseintrdge aufrechterhalten werden, und von der
Konsolidierung, d.h. dass die Gedachtnisspur gefestigt wird (vgl. Gruber 2018, S. 70).

Der dritte Prozess, der Abruf, stellt schliellich den Zugriff auf die gespeicherten
Informationen dar (vgl. Gerrig & Zimbardo 2008, S. 235). Metzig und Schuster (2016)
betonen, dass es beim Lernen gleichermafien darauf ankommt, eine Information im
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Gedachtnis abzulegen, wie sie bei Bedarf wiederzufinden (vgl. Metzig & Schuster
2016, S. 13).

Gruber (2018) bezeichnet seinen Ansatz als prozeduralistisch, da er sich auf die
Prozesse konzentriert, die innerhalb des Gedachtnisses ablaufen (vgl. Gruber 2018, S.
5). Jeder der dargestellten Prozesse hat seine Funktion bei der Verarbeitung neuer
Informationen und bietet damit Mdglichkeiten, um anzusetzen, wenn man diese
Informationsverarbeitung optimieren méchte.

Im folgenden Unterabschnitt geht es nun um eine strukturelle Betrachtungsweise des
Gedachtnisses (vgl. Gruber 2018, S. 4). Aus diesem Blickwinkel werden die Strukturen
im Gedachtnis, die Gedachtnissysteme, beschrieben. Die zugrundeliegende
Uberlegung ist hierbei: Wenn man die Strukturen des Gedéchtnisses kennt und das zu
Lernende in entsprechender Weise strukturiert, dann gelingt das Lernen dadurch
leichter und besser.

2.1.1.3. Gedéachtnissysteme

Der Informationsfluss zum und vom Langzeitgedachtnis wird im Rahmen der soge-
nannten Mehrspeichermodelle beschrieben (vgl. Gerrig & Zimbardo 2008, S. 236). In
diesen Modellen wird das Gedachtnis in drei Bereiche unterteilt und damit eine Struktur
geliefert, in der die gerade beschriebenen Prozesse ablaufen: das sensorische
Gedachtnis, das Arbeitsgedachtnis mit dem Kurzzeitgedachtnis sowie das
Langzeitgedachtnis (vgl. Gerrig & Zimbardo 2008, S. 236).

Den Ausgangspunkt daflr lieferten vor tGber 50 Jahren Atkinson und Shiffrin (1968). Sie
haben als erste die Aufteilung des Gedachtnisses in mehrere getrennte Systeme in
einem Modell, ihrem Mehrspeichermodell, formuliert und damit unterschiedliche
theoretische Ansadtze sowie das Wissen damaliger Autoren zusammengefasst (vgl.
Gruber 2018, S. 4). Mit ihrem Modell haben die Autoren einen Grundstein gelegt fur die
Gedachtnisforschung bis heute. Gleichwohl sind die Theorien zu den Gedachtnis-
systemen mittlerweile weiter ausdifferenziert und komplexer geworden (vgl. Gruber
2018, S. 5). Es folgt eine Darstellung der einzelnen Komponenten nach aktuellem
Erkenntnisstand.

Das Enkodieren von Informationen findet im sensorischen Gedachtnis und im
Arbeitsgedachtnis statt. Nach der Wahrnehmung eines Reizes durch die Sinne steht
mit dem sensorischen Gedachtnis ein System bereit, das diese Sinneseindriicke
verarbeitet. Zwar kann dabei eine grofe Menge an Informationen je nach
aufnehmender Sinnesfunktion gespeichert werden, aber nur fir sehr kurze Zeit (vgl.
Neisser 1967, zitiert nach Gerrig & Zimbardo 2008, S. 237). Die meisten Informationen
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bleiben praattentiv, d.h. es werden nicht alle gespeicherten Informationen ins
Bewusstsein gehoben (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 8). Nur die fir den Moment
wichtigen Informationen werden ausgewahlt und an das Kurzzeitgedachtnis
weitergegeben.

Die moderierende Variable hierbei ist die Aufmerksamkeit. Informationen ohne
Aufmerksamkeit gehen verloren (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 8). Metzig und
Schuster (2016) verweisen auf Ergebnisse von Lorayne und Lucas (2000), die zeigen,
dass ein Hauptziel von Gedachtnisstrategien ist, die Aufmerksamkeit auf eine zu
lernende Information zu lenken (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 8). So gelingt ihre
Weitergabe an das Kurzzeitgedachtnis und steigt die Wahrscheinlichkeit fir die
Aufnahme ins Langzeitgedachtnis (vgl. Gruber 2018, S. 18).

Im Unterschied zum sensorischen Speicher hat das Kurzzeitgedachtnis eher eine
geringe Kapazitat mit 7 plus/minus 2 Elementen (vgl. Gruber 2018, S. 28). Dabei
entspricht ein Element einem Sachverhalt, der zusammengefasst werden kann. Diese
Speichereinheit wird als Chunk bezeichnet (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 11). Metzig
und Schuster (2016) weisen darauf hin, dass die Anzahl der fir eine Information
bendtigten Kurzzeitspeicherplatze vom vorhandenen Wissen im Langzeitspeicher
abhangt (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 11). Anders gesagt: Je mehr man schon Uber
ein Thema weil}, umso besser funktioniert das Chunking, d.h. umso kompakter wird die
neue Information im Kurzzeitgedachtnis geblndelt. Insgesamt geht es dabei nur um
sehr Uberschaubare Zeitabschnitte: In idealisierten Situationen kann der Kurzzeitspei-
cher Informationen fir etwa 20 Sekunden speichern (vgl. Gruber 2018, S. 28).

Das Kurzzeitgedachtnis und das Langzeitgedachtnis sind zwei unterschiedliche
Gedachtnissysteme. Anders als in dem urspringlichen Mehrspeichermodell von
Atkinson und Shiffrin (1968) angenommen, deuten einige neuere Forschungs-
ergebnisse darauf hin, dass eine Information aus dem sensorischen Speicher nicht
zwingend durch den Kurzzeitspeicher in den Langzeitspeicher wandern muss, sondern
auch direkt dorthin kommen kann (vgl. Gruber 2018, S. 20). Andere Theorien fassen
das Kurzzeitgedachtnis als ein Arbeitsgedachtnis auf, zu nennen sind hier das
Arbeitsgedachtnismodell von Baddeley und Hitch (1974) und das Arbeitsgedachtnis-
modell von Cowan (1997) (vgl. Gruber 2018, S. 28). Aus ihrer Perspektive wiederum
stellt das Kurzzeitgedachtnis eine ,notwendige Zwischenstation zum Langzeitge-
dachtnis® (Gruber 2018, S. 28) dar, die wie ein Puffer durch Wiederholung eine
Information aufrechterhalt, bis diese ins Langzeitgedachtnis Uberfihrt wurde (vgl.
Gruber 2018, S. 28). Die genannten Autoren differenzieren das Arbeitsgedachtnis noch
weiter in Untereinheiten, die bei der Informationsverarbeitung und Speicherung beteiligt
sind, und denen jeweils spezielle Funktionen in diesem Prozess zukommen (vgl.
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Gruber 2018, S. 29 ff.). Allerdings ist das fur diese Arbeit nicht relevant und wird daher
hier nicht weiter ausgefuhrt.

Gruber (2018) bezeichnet das Langzeitgedachtnis als ,permanenten Wissensspeicher*
(Gruber 2018, S. 39). Mittlerweile deuten die Forschungsergebnisse darauf hin, dass
dieses Gedachtnissystem eine nahezu unbegrenzte Kapazitat hat (vgl. Gruber 2018, S.
39). Auch das Langzeitgedachtnis lasst sich noch weiter in Subsysteme unterteilen, die
fir unterschiedliche Arten von Informationen zustéandig sind, aber miteinander
interagieren kénnen (vgl. Gruber 2018, S. 40). So wird zwischen dem deklarativen und
dem non-deklarativen Gedachtnis unterschieden. Der Begriff lasst sich vom
lateinischen ,declarare" ableiten, was ,erklaren“ und ,verkiinden“ bedeutet. In diesen
beiden Gedachtnissystemen werden die Inhalte danach differenziert, ob sie erklarbar
bzw. bewusstseinsfahig sind oder nicht (vgl. Gruber 2018, S. 40). In der vorliegenden
Arbeit geht es um die Inhalte der Schulmathematik. Sie lassen sich explizit benennen
und sind damit deklarative Inhalte. Daher konzentrieren sich die weiteren
Ausflihrungen auf dieses Subsystem.

Im deklarativen Gedachtnis lassen sich wiederum zwei Subsysteme unterscheiden:
das prozedurale und das semantische Gedachtnis. Diese Unterscheidung geht auf
Tulving (1972) zurlck, der als erster zwischen episodischen und semantischen Formen
des deklarativen Wissens unterschied (vgl. Tulving 1972, zitiert nach Gerrig &
Zimbardo 2008, S. 245). Dabei handelt es sich bei den episodischen Gedachtnis-
inhalten um diejenigen, die personlich erlebt wurden. Sie werden im prozeduralen
Gedachtnis gespeichert. Die semantischen Gedachtnisinhalte sind ,generische
kategoriale Gedachtnisinhalte wie beispielsweise die Bedeutung von Wortern und
Konzepten* (Gerrig & Zimbardo 2008, S. 245) und werden dementsprechend im
semantischen Gedachtnis gespeichert. Gruber (2018) spricht hier von Faktenwissen
oder von Wissen Uber die Welt (vgl. Gruber 2018, S. 39).

Damit sind nun genau jenes Wissen und jene Gedachtnisstruktur beschrieben, die fur
die vorliegende Arbeit relevant sind. Im Folgenden wird der Fokus nun noch enger
innerhalb des deklarativen auf das semantische Gedachtnis gerichtet.

2.1.2. Grundannahmen zur Organisation von Wissen: Der
Netzwerkgedanke

In diesem Abschnitt geht es um die Frage, wie die ,gro3en Bestande organisierten
Wissens® (Gerrig & Zimbardo 2008, S. 258) im Langzeitgedachtnis strukturiert sind.
Dabei liegt, wie eben begrindet, die Aufmerksamkeit auf dem semantischen
Gedachtnis. Betrachtet werden nun das Wissen bzw. die Gedachtnisinhalte und ihre
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Organisation, oder anders ausgedriickt: wie Wissen Uber bestimmte Gegebenheiten
bzw. Objekte kognitiv, also im Gehirn reprasentiert ist (vgl. Gruber 2018, S. 44).

Gruber (2018) schreibt dazu: ,Wissen ist in Kategorien reprasentiert®; und er definiert
Kategorien als ,eine Klasse von Objekten, die aufgrund von Gemeinsamkeiten®
bestimmt sind (Gruber 2018, S. 44). Gerrig und Zimbardo (2008) formulieren das etwas
weiter gefasst: ,Eine Grundfunktion von Gedachtnis ist es, ahnliche Erfahrungen [bzw.
Inhalte oder Informationen] zusammenzufassen, um Muster in der Interaktion mit der
Umwelt aufzudecken® (Gerrig & Zimbardo 2008, S. 258). Die Autoren verweisen auf
Murphy (2002), wenn sie schreiben, dass es eine der grundlegendsten Fahigkeiten
denkender Organismen sei, Einzelerfahrungen — bzw. Inhalte oder Informationen —
Kategorien zuzuordnen (vgl. Murphy 2002, zitiert nach Gerrig & Zimbardo 2008, S.
258).

Nun ist zu fragen, wodurch sich eine bestimmte Kategorie auszeichnet, und wie
Kategorisierung stattfindet. Dazu liefert Gruber die beiden, wie er schreibt,
.prominentesten Ansatze“: die Prototyptheorie und die Exemplartheorie (Gruber 2018,
S. 44).

Die Prototyptheorie geht davon aus, dass zu jeder Kategorie durch ,Mittelungen [sic]
Uber spezifische Lernexemplare [...], die die spezifischen charakteristischen Merkmale
enthalten®, ein Prototyp gebildet wird (Gruber 2018, S. 44). Neue und unbekannte
Objekte werden mit diesem durchschnittlichen Angehdérigen einer Kategorie oder dieser
Standardreprasentation verglichen und entsprechend kategorisiert (vgl. Gruber 2018,
S. 44).

Die Exemplartheorie hingegen geht davon aus, dass im Gedachtnis die Erinnerung an
die verschiedenen Exemplare einer Kategorie gespeichert wird, die bereits bekannt
sind. Ein neues Objekt wird mit denjenigen verglichen, die ihm am ahnlichsten und
demgemal derselben Kategorie zugeordnet sind (vgl. Gruber 2018, S. 45).

Gruber folgend, existieren Belege fiir beide Theorien. Der Erklarungswert scheint mit
der GrolRe der Kategorie zusammenzuhangen: Je kleiner die Kategorie ist, umso
starker greift die Exemplartheorie (vgl. Gruber 2018, S. 49). Wenn man eine
Differenzierung nach der Art des neuen und zu kategorisierenden Inhalts vornehmen
will, deuten Forschungsergebnisse darauf hin, dass die Inhalte des semantischen
Gedachtnisses eher der Prototyptheorie entsprechen, wahrend die Inhalte des
episodischen Gedachtnisses eher der Exemplartheorie folgen (vgl. Gruber 2018, S.

49).
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Deutlich wird hier jedenfalls, dass die Inhalte des semantischen Gedachtnisses, die
inhaltlich miteinander verbunden sind, auch gemeinsam gespeichert werden. Das fuhrt
zu der folgenden Uberlegung: Wenn man Informationen mit bzw. in einer Struktur —
z.B. einer Lernhilfe — prasentiert, in der sie gemeinsam auftauchen, dann unterstitzt
das eine entsprechend verknupfte Speicherung dieser Informationen mit den
zugehorigen anderen Informationen im Langzeitgedachtnis. Gerrig und Zimbardo
(2008) formulieren das so: ,Es gehdrt zur Alltagserfahrung im Umgang mit der Welt,
dass [man] [...] mentale Strukturen erworben [hat] [...], die Strukturen in der Umwelt
reprasentieren” (Gerrig & Zimbardo 2008, S. 258).

Im Folgenden geht es nun darum, die fir diese Arbeit maRgeblichen mentalen
Strukturen oder Reprasentationen im Gehirn noch genauer zu betrachten.

2.1.2.1. Semantische Netzwerke

Daflir wird zunachst der Begriff des ,Konzeptes® eingefiihrt (Gerrig & Zimbardo 2008,
S. 258): Gerrig und Zimbardo (2008) definieren Konzepte als ,die mentalen
Reprasentationen fiir Kategorien (Gerrig & Zimbardo 2008, S. 258). Ein Konzept ist
also eine Art geistiger Vertreter oder geistige Vertretung fir Erfahrungen einer
bestimmten Art. Es werden Konzepte entwickelt aus Erfahrungen mit Objekten, mit
Tatigkeiten, aber auch mit Eigenschaften, mit abstrakten Ideen oder mit Beziehungen
(vgl. Gerrig & Zimbardo 2008, S. 258 f.).

Wie sind diese Konzepte und auch die weiter oben genannten Prototypen in den
kognitiven Systemen reprasentiert? Gruber (2018) fuhrt hier die |Idee der semantischen
Netzwerke ein und beschreibt sie mittels zweier grundlegender Modelle:

Fir das erste Modell bezieht er sich auf Collins und Quillian (1969) und definiert ein
semantisches Netzwerk als eine hierarchische Gedachtnisstruktur (vgl. Collins &
Quillian 1969, zitiert nach Gruber 2018, S. 47). In ihr bildet jedes Konzept einen
Knoten. Mit jedem dieser Knoten sind logische Aussagen oder Informationen
verbunden, die Propositionen sind, d.h. ,kleinstmdgliche selbststandig als wahr bzw.
falsch beurteilbare Wissenseinheit[en]“ (Gruber 2018, S. 47). So wie Kategorien
hierarchisch geordnet und in Subkategorien organisiert werden kdénnen, stehen auch
Konzepte in einer hierarchischen Organisationsstruktur (vgl. Gerrig & Zimbardo 2008,
S. 260).

Fir das zweite Modell bezieht sich Gruber (2018) auf Collins und Loftus (1975) und
beschreibt ein semantisches Netzwerk ebenfalls als die Verbindung zwischen
unterschiedlichen Konzepten. In diesem Fall liegt das Augenmerk auf der Lange der
Verbindungen zwischen den Konzepten. Je kirzer eine Verbindung ist, umso hoher ist

26



der Grad der Verwandtschaft zwischen zwei Konzepten (vgl. Collins & Loftus 1975,
zitiert nach Gruber 2018, S. 48). Hier handelt es sich also weniger um eine
hierarchische, als vielmehr um eine erfahrungsbasierte Struktur (vgl. Gruber 2018, S.
48).

Unabhangig von der Wahl eines jener beiden Modelle muss jedes neue
Wissenselement in die komplexe Struktur des gesamten Wissens eingeordnet werden.
Metzig und Schuster (2016) beschreiben dies mit dem Begriff des ,multiple encoding®,
was bereits sprachlich auf die Einordnung in verschiedene Zusammenhange hinweist
(vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 14). Der im vorigen Abschnitt genannte Gedanke wird
an dieser Stelle noch einmal aufgegriffen: Wenn neue Informationen bereits in einer Art
Netzwerk prasentiert werden, kann diese Struktur beim Aufbau von Konzepten und den
daraus entstehenden semantischen Netzwerken im Gedachtnis hilfreich und férderlich
sein.

2.1.2.2. Neuronale Netzwerke

In diesem Unterabschnitt wird noch ein Schritt weiter in die Tiefe gegangen, auf die
physiologische Ebene des Gehirns. Es wird zunachst betrachtet, was passiert, wenn
ein Reiz wahrgenommen wird. Auch hier taucht wieder der Netzwerkgedanke auf.

Gruber fihrt die Begriffe der ,Gedachtnisspur bzw. des ,Engramms eines Reizes* ein
(Gruber 2018, S. 95) und definiert sie bzw. es als die ,physiologische Spur, die eine
Reizeinwirkung als dauerhafte Veranderung im Gehirn hinterlasst® (Gruber 2018, S.
95). Ein solches Engramm ist ein Netzwerk aus synchronisierten Nervenzellen bzw.
Neuronen, die durch die Wahrnehmung eines Reizes gemeinsam aktiviert werden.
Gruber zitiert den Psychologen Hebb, der diesen Netzwerkgedanken schon 1949 hatte
und von ,Zellverbanden® oder ,Zellensembles® sprach (Hebb 1949, zitiert nach Gruber
2018, S. 96). Diese neuronalen Netzwerke konnen weit Gber den Kortex verteilt sein, je
nachdem, welche Aspekte eines Objekts sie reprasentieren. Farben werden beispiels-
weise in einem anderen kortikalen Areal verarbeitet als Bewegungen (vgl. Gruber
2018, S. 104).

Anders als bei Gruber (2018), der neuronale Netzwerke bezogen auf einen
eingehenden Reiz entwickelt, beschreibt Spitzer (2014) das Gehirn im Ganzen als
neuronales Netzwerk. Er definiert neuronale Netzwerke allgemein als ,informations-
verarbeitende Systeme, die aus einer grolRen Zahl einfacher Schalteinheiten
zusammengesetzt sind. [...] [Dabei lasst sich] ein Neuron als Informationsverarbei-
tungselement verstehen.” (Spitzer 2014, S. 49).
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Bei Spitzer (2014) taucht das, was von Gruber (2018) als Engramm bezeichnet wird, in
der folgenden Definition auf: ,Ein inneres Abbild bestimmter duflerer, durch Reize
vermittelter Charakteristika und Strukturen der Umwelt nennt man ganz allgemein eine
Reprasentation. [...] Eine Reprasentation ist ein Neuron mit ganz bestimmten
Synapsenstarken der eingehenden Verbindungen. Diese sorgen dafiir, dass das
Neuron nur dann aktiv wird, wenn ein ganz bestimmtes Muster als Input vorliegt. [...]
Bei solchen Reprasentationen handelt es sich keineswegs nur um Bilder. Auch unsere
Korperoberflache und unser Korperinneres, Handlungen [...], regelhafte Zusammen-
hange in der Welt sowie Werte, die unser Zusammenleben leiten und regeln,
einschliel3lich unserer Kommunikationssysteme, sind in uns reprasentiert. Die Form all
dieser Reprasentationen sind unterschiedliche Synapsenstarken an Neuronen. [...]
Aktive, feuernde Neuronen reprasentieren [...] diejenigen Inhalte, die gerade aktuell
sind bzw. verarbeitet werden* (Spitzer 2014, S. 79 f.).

Bei beiden Autoren wird damit ein Gedanke weitergefihrt, der schon unter 2.1.1.1. bei
den Definitionen von Gehirn und Gedachtnis nach Hoffmann und Engelkamp (2013)
aufgetaucht ist: Im Gehirn wird nur das gespeichert, was im Gehirn stattfindet, d.h. es
werden die Muster an neuronaler Aktivitdt gespeichert, die ein bestimmter Reiz im
Gehirn ausldst (vgl. Hoffmann & Engelkamp 2013, S. 5).

Die Frage an dieser Stelle ist nun, ob man durch eine spezielle Struktur bei den
eingehenden Reizen die Entwicklung von Reprasentationen fordern und in spezieller
Weise beeinflussen kann.

Dazu findet sich bei Spitzer (2014) die Erkenntnis, dass die Reprasentationen im
Kortex als landkartenférmig gesehen werden (vgl. Spitzer 2014, S. 102). Gemeint ist
hier, dass sie ,in ganz bestimmter Weise geordnet sind: (1) Ahnliche Signale liegen
nahe beieinander. (2) Haufige Eingangssignale nehmen einen groReren Raum ein als
seltene“ (Spitzer 2014, S. 102). Es existieren demnach mit Ahnlichkeit und Haufigkeit
zwei allgemeine Ordnungsprinzipien dieser kortikalen Reprasentationen (vgl. Spitzer
2014, S. 102).

Spitzer (2014) nennt zudem drei Funktionsprinzipien, nach denen das neuronale
Netzwerk im menschlichen Gehirn aufgebaut ist: ,(1) Synapsen sind plastisch, (2) im
Gehirn herrscht hohe Konnektivitat und (3) Neuronen sind mit ihren Nachbarn auf ganz
bestimmte Weise verbunden, die dafur sorgt, dass bei Erregung an einer Stelle die
nahe gelegenen Zellen mit erregt werden, weiter entfernt liegende Zellen hingegen
aktiv gehemmt werden® (Spitzer 2014, S. 102).

Das erganzt Spitzer (2014) noch um die folgende Erkenntnis, die allgemein flr
neuronale Netzwerke gilt, und damit insbesondere fur das menschliche Gehirn:
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»S0bald man diese drei Prinzipien, von denen man weil}, dass sie in der Gehirnrinde
implementiert sind, in ein Modell hineinsteckt und dieses Netzwerk dann mit
irgendwelchem strukturierten Input futtert, entstehen Karten des Input, d.h. aus
flichtigen Aktivitatsmustern (Input) werden neuronale Reprasentationen dieser Muster
(in Form unterschiedlich starker Synapsen an Neuronen der Outputschicht des
Netzwerks). Die entstehenden Reprasentationen sind zudem kartenférmig auf der
Outputschicht des Netzwerks angeordnet, d.h. nach den [oben genannten] Prinzipien
der Haufigkeit und Ahnlichkeit* (Spitzer 2014, S. 103).

Fir diese Arbeit festzuhalten ist also, dass der Netzwerkgedanke auch auf neuronaler
Ebene zu finden ist. Eine eingehende Information aktiviert ein Netzwerk aus allen
beteiligten Neuronen, und genau dieses Aktivierungsmuster wird gespeichert. Dabei ist
die neuronale Reprasentation, wie oben definiert, kartenférmig. Diese Uberlegungen
weitergedacht, misste ein Input, der bereits nach den Prinzipien der Ahnlichkeit und
der Haufigkeit geordnet ist, die entsprechende kartenférmige Reprasentation noch
fordern.

Einen letzten Aspekt beim Blick auf die physiologische Ebene liefert der aktuelle Stand
der Hirnforschung, der davon ausgeht, dass bereits bei der Geburt alle Neuronen
vorhanden sind: ,[Die] Entwicklung des Gehirns [...] besteht vor allem in
Veranderungen der sogenannten Verdrahtung der Neuronen“ (Spitzer 2014, S. 52),
also im Ausbau der Vernetzung bereits vorhandener Neuronen. Spitzer (2014) bringt
das in Zusammenhang mit Lernen, wenn er schreibt: ,Immer dann, wenn Lernen
stattfindet, andern sich die Starken einiger Synapsen ein klein wenig“ (Spitzer 2014, S.
75). Im Kern des Lernens geht es also um Vernetzung auf neuronaler Ebene, was eng

mit der Vernetzung der eintreffenden Informationen verbunden ist.
2.1.2.3. Netzwerkmetaphern

Im nun Folgenden werden einige Bilder entwickelt, um die Gedanken aus den beiden
zurtickliegenden Unterabschnitten noch greifbarer und verstandlicher zu machen. Mit
diesen Bildern wird dann in den Unterkapiteln 2.2. und 2.3. weitergearbeitet, wenn aus
der Struktur und der Funktionsweise des Gehirns Impulse dafur abgeleitet werden, wie
dementsprechendes Lernen stattfinden sollte.

Auch Buzan und Buzan (2013), die Urvater des ,Mind-Mapping®, nutzen die |dee der
geistigen Landkarte (vgl. Buzan & Buzan 2013, S. 31). Sie beschreiben eine geistige
Landkarte oder auch Erinnerungsspur als neuronale Bahn, die errichtet wird, ,wahrend
eine Botschaft, ein Gedanke oder eine neu durchlebte Erinnerung von Gehirnzelle zu
Gehirnzelle weitergeleitet wird“ (Buzan & Buzan 2013, S. 31). Dabei erhoht sich die
Wahrscheinlichkeit, dass ein geistiges Ereignis wie beispielsweise das Zustande-
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kommen eines Gedankenmusters stattfindet, mit jeder Wiederholung desselben (vgl.
Buzan & Buzan 2013, S. 32). Diese Uberlegungen passen zu dem eben zitierten Ge-
danken Spitzers (2014), dass nicht die Anzahl der Nervenzellen variiert, sondern die

Verbindungen zwischen ihnen mit zunehmender Nutzung starker werden.

Die beiden Autoren zeichnen das Bild einer Art geistiger Landkarte und liefern eine
anschauliche Metapher: ,Jegliche Information, die [...] [das] Gehirn erreicht [...] kann
als eine zentrale Kugel dargestellt werden, von der Hunderte, Tausende, Millionen von
Haken ausgehen. Jeder Haken stellt eine Assoziation dar, jede Assoziation verfugt
Uber ihre eigene unendliche Reihe von Verknipfungen. [...] Das Denkmuster [...] [des]
Gehirns kann man somit als eine riesige, sich verastelnde Assoziationsmaschine
sehen — als einen Super-Biocomputer mit Gedankenpfaden, die von einer praktisch
unendlichen Zahl von Datenknoten ausstrahlen. [...] Diese Struktur spiegelt die
neuronalen Netzwerke wider, die die physische Architektur [...] [des] Gehirns
ausmachen® (Buzan & Buzan 2013, S. 53). Wieder taucht hier der Netzwerkgedanke
auf. Das Besondere bei diesen beiden Autoren ist, dass sie die Verbindungen, aus
denen sich das Netzwerk zusammensetzt, als assoziative Verbindungen charakte-
risieren. Wenn nun Informationen, die ins Gehirn aufgenommen werden sollen, bereits
so aufbereitet sind, dass sie Vorstellungen bewusst miteinander verknipfen bzw.
verknupft darstellen, dann sollte das die Bildung von entsprechenden Assoziationen im
Gehirn férdern.

Die Autoren beschreiben in diesem Kontext auch die enorme Speicherkapazitat des
menschlichen Gehirns. Sie fuhren diese auf die ,Differenziertheit der komplizierten
neurophysiologischen Bahnen® (Buzan & Buzan 2013, S. 55) zurlck. Entscheidend ist,
dass neue Informationen auf ganzheitliche, radiale und systematische Weise
gesammelt werden (vgl. Buzan & Buzan 2013, S. 55). Wobei radiales oder ,von einem
Mittelpunkt ausstrahlendes® Denken von den Autoren definiert wird als ,assoziative
Denkprozesse, die von einem Mittelpunkt ausgehen oder mit einem Mittelpunkt
verbunden sind“ (Buzan & Buzan 2013, S. 55). In den beiden Unterkapiteln 2.2. und
2.3. werden diese Eigenschaften wieder aufgegriffen, wenn es darum geht, Kriterien fur
eine moglichst optimale Lernhilfe aufzustellen.

Auch bei Autoren, die eine praktische Expertise fir Lernen und Gedachtnis entwickelt
haben, findet sich der Netzwerkgedanke. So beschreibt die Leiterin des ,Instituts fir
gehirn-gerechtes Arbeiten Vera F. Birkenbihl (2011) in ihrem Buch ,Stroh im Kopf* das
menschliche Gedachtnis als ein Netz, fir das sie den von ihr rechtlich geschitzten
Begriff des ,Wissens-Netzes“ verwendet (Birkenbihl 2011, S. 43). Analog dazu, wie die
einzelnen Neuronen auf physiologischer Ebene Tausende von Verbindungen eingehen,
entwickelt Birkenbihl die Metapher des Wissens-Netzes, das aus Verbindungen zwi-
schen einzelnen Informationen aufgebaut ist (vgl. Birkenbihl 2011, S. 44 ff.). Nach ihren
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Uberlegungen ist jede Information, reprasentiert durch ein Wort bzw. einen Begriff, ein
Knotenpunkt in dem Wissens-Netz und verbunden mit erst einmal uneingeschrankt
vielen anderen Informationen (vgl. Birkenbihl 2011, S. 45).

Auch Frederic Vester (2016) beschreibt in seinem Buch ,Denken, Lernen, Vergessen*
das Gehirn in einer Weise, die an ein Netzwerk denken lasst. So formuliert er, ,dass
sehr bald [in der Entwicklung eines Sauglings] ein Skelett von verschmolzenen, man
kénnte sagen ,verldteten' Verdrahtungen zwischen den Gehirnzellen entsteht, ein
Grundmuster von Beziehungen und Assoziationen — sozusagen die ,Hardware
unseres biologischen Computers —, an dem sich spater alles andere, was der Mensch
erlebt, aufhangt und einordnet und auch gegebenenfalls willentlich wieder abgerufen
und erinnert wird. Der Mensch versucht, immer mehr Wahrnehmungen, Informationen
irgendwie in dieses Gerlst der ersten Lebensmonate einzugliedern und daran die
subtileren, weicheren Folgegeriste aufzubauen® (Vester 2016, S. 48). Diese
Entwicklung beschreibt Vester so: ,[An] den ersten Verdrahtungen unseres Gehirns
hangen sich alle spateren Eindriicke auf. Die ersten Verknipfungen dienen dabei als
Wegweiser fiur die folgenden Bahnen, Kontakistellen und weiteren Verknipfung-
en“ (Vester 2016, S. 49). An diesen Uberlegungen ist fiir die vorliegende Arbeit
besonders die Idee des Skeletts interessant, von dem aus oder an dem alle weiteren
Informationen verankert werden. In einem solchen Netzwerk scheint es eine Art von
Hauptknoten und -verbindungen zu geben, in die dann neue Verbindungen

eingeflochten werden kénnen.

Das Grundgertst, das sich in den ersten Lebensmonaten entwickelt, ist ein ,Zellgeflige
[...], das sich [...] ganz unter dem Eindruck von duf3eren Wahrnehmungen gebildet hat.
Damit gelang der Natur das Kunststlck, ein erstes kodifiziertes Abbild der auflReren
Umwelt ohne unser Zutun im Gehirn aufzubauen® (Vester 2016, S. 123). Diese
Grundmuster sind bei jedem Menschen individuell und abhangig von der dufieren
Umwelt, die abgebildet wurde. Hier findet sich nochmal der Gedanke von Hoffmann
und Engelkamp (2013), die unterscheiden zwischen dem, was einen Menschen
umgibt, und wie dies dann im Gehirn abgebildet wird.

Vester fasst die Netzwerkmetapher noch weiter. Er spricht von einem ,Netzwerk des
Lernens, das auf der begriffichen Ebene die Verflechtung all der Phanomene zeigt, die
mit unserer Gehirnaktivitat verknlpft sind“ (Vester 2016, S. 122). Auch er betont die
Rolle der Aufmerksamkeit. Sie entscheidet dariber, ob eine Information ins
Kurzzeitgedachtnis aufgenommen wird oder nicht (vgl. Vester 2016, S. 140). Die
Bedeutsamkeit der Aufmerksamkeit tauchte bereits im Unterabschnitt 2.1.1.3. bei der

Beschreibung des Kurzzeitgedachtnisses auf und wird hiermit noch einmal
hervorgehoben.
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2.1.2.4. Neuroplastizitat oder die Verdanderung in Netzwerken

Bislang war der Blick hauptsachlich auf die Entstehung und den Aufbau der neuronalen
Netzwerke gerichtet. In diesem Unterabschnitt geht es um Veranderungen und um die
Umorganisation innerhalb dieser Netzwerke, d.h. um die Neuroplastizitat. Spitzer
(2014) beschreibt neuronale Netzwerke als kognitive Landkarten und formuliert: ,Seit
etwa zwei Jahrzehnten ist bekannt, dass kortikale Landkarten nicht nur erfahrungs-
abhangig entstehen, sondern einer bestandigen erfahrungsabhangigen Umorganisa-
tion unterliegen. Man spricht von Neuroplastizitat (Spitzer 2014, S. 105).

Es existieren bereits einige Studien (Kim et al. 1997, zitiert nach Spitzer 2014, S. 118;
Polk und Farah 1998, zitiert nach Spitzer 2014, S. 115), die nahelegen, ,dass auch
hohere kortikale Reprasentationen erfahrungsabhangig gespeichert sind. [...] Man
schatzt, dass bei jeder bestimmten geistigen Leistung [...] zumindest einige Dutzend
kortikaler Landkarten in spezifischer Weise aktiviert sind“ (Spitzer 2014, S. 118); im
Kortex existieren insgesamt mehrere hundert kortikale Landkarten, die sehr stark
miteinander vernetzt sind (vgl. Spitzer 2014, S. 118). Dann wird Spitzer konkret, wenn
er zum einen schreibt, dass der Hippokampus fahig ist, ,unvollstandige Informationen
zu erganzen, denn er ist unter anderem sehr stark mit sich selbst ver-
knupft* (Nakazawa et al. 2002, zitiert nach Spitzer 2014, S. 37); und wenn er zum
anderen auf eigene Forschungsergebnisse verweist, indem er formuliert: ,[S]olche
Netzwerke vervollstandigen unvollstandigen Input anhand gespeicherter Informationen®
(Spitzer 1996, zitiert nach Spitzer 2014, S. 37).

Es sind also Erfahrungen und geistiges Hantieren, die die Gestalt der neuronalen
Netzwerke verandern und umorganisieren. Daraus kann man ableiten, dass
kontinuierliches Prasentieren einer bestimmten Struktur z.B. in einer Lernhilfe auch das
Abbild dieser Struktur im Gehirn férdert, was fir die vorliegende Arbeit von Bedeutung
ist. Der zweite Aspekt ist ebenfalls interessant: dass Netzwerke bis zu einem gewissen
Grad in der Lage sind, unvollstadndige Informationen zu vervollstandigen.

Analog zu Spitzer nennen auch Buzan und Buzan (2013) unter anderem zwei
Wirkweisen des Gehirns, an denen man die Neuroplastizitdt erkennen kann: Das
Gehirn neigt ,zur Suche nach Mustern und zur Vervollstdndigung von Informatio-
nen“ (Buzan & Buzan 2013, S. 37). Sie heben den Vergleich des Gehirns mit einem
Computer auf und schreiben: Das ,Gehirn denkt nicht linear oder sequentiell wie ein
Computer. Es denkt multilateral: radial“ (Buzan & Buzan 2013, S. 39).

Die Autoren beschreiben das menschliche Gehirn als ,organisch [...] organi-
siert (Buzan & Buzan 2013, S. 59). Mit dieser Wortwahl heben sie den Charakter des
Gehirns als belebtes und gewachsenes bzw. wachsendes System hervor. Wenn nun
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Denkprozesse unterstitzt werden sollen, bedarf es solcher Instrumente, die das
organische FlieRen bzw. das oben definierte radiale Denken imitieren oder abbilden
(vgl. Buzan & Buzan 2013, S. 59). Diesem Gedanken folgend, befasst sich das
nachste Unterkapital mit der Information, die ins Gehirn — oder noch genauer: ins
Gedachtnis — aufgenommen werden soll, oder anders gesagt: mit dem zu Lernenden.

2.2. Lernpsychologischer Rahmen

Bei den bisherigen Betrachtungen hat sich — sowohl bei den Erkenntnissen zur Struktur
des Gehirns als auch bei denen zu den Prozessen, die an der Informationsverar-
beitung beteiligt sind — die Idee des Netzwerkes herausgebildet. Der Blick auf die
neuronale Ebene zeigt ein Netzwerk aus Nervenzellen, das durch die eintreffenden
Reize geformt wird. Auch die Speicherung von Wissen im Langzeitgedachtnis folgt
dieser Struktur: Die Inhalte oder Informationen sind die Knoten, und ihre Beziehungen
sind die Verbindungslinien. Gemeinsam bilden sie ein Wissensnetz.

Im Folgenden werden die bislang formulierten Gedanken unter dem Blickwinkel der
lernpsychologischen Forschung weiterentwickelt. Dabei geht es um drei Fragen:

(1) Wie findet auf Basis des Netzwerkgedankens Lernen statt, oder anders
formuliert: Welche Impulse liefern Erkenntnisse der Lernpsychologie im Hinblick
auf dem Gehirn entsprechendes Lernen?

(2) Welche Erkenntnisse gibt es zu Lernhilfen, die die Struktur bzw. die
Organisation der Inhalte zur Aufgabe haben, d.h. die das Lernen dem Gehirn
entsprechend gestalten sollen?

(3) Wie lasst sich die Gedachtnisleistung durch die Nutzung visueller Gedachtnis-
techniken steigern?

2.2.1. Impulse fiir dem Gehirn entsprechendes Lernen

Wenn in diesem Unterkapitel Gber Lernen gesprochen wird, dann geht es um die
Aufnahme und die Integration der weiter oben definierten deklarativen Wissensinhalte
ins Langzeitgedachtnis bzw. in das bereits bestehende Wissensnetz. Dieses Lernen
kann als dem Gehirn entsprechend bezeichnet werden, wenn es mdglichst optimal
abgestimmt ist auf die Funktionsweisen des Gedachtnisses, wie sie in Kapitel 2.1.
herausgearbeitet wurden.

Die Uberlegungen dieser Arbeit folgen den konstruktivistischen Theorien des Lernens,
die Lernen als konstruktiven Prozess definieren: Neue Inhalte werden aktiv in das
bereits bestehende Wissen eingebaut (vgl. Reiss & Hammer 2013, S. 29). Dabei wird
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kein Abbild der Realitat erschaffen; vielmehr wird mit den neuen Inhalten hantiert und
werden individuelle Bedeutungen konstruiert und entwickelt, die dann gespeichert
werden. Damit entsteht ein individuelles Wissensnetz des oder der Lernenden.

Im Folgenden werden zunachst die oben genannten Netzwerkmetaphern aufgegriffen,
um in diesen Bildern den Prozess des Lernens zu verankern.

Buzan und Buzan (2013) arbeiten mit der Metapher der geistigen Landkarte bzw. einer
weit verastelten Assoziationsmaschine. Sie verweisen auf Erkenntnisse aus der
Lernpsychologie dariber, an was sich das menschliche Gehirn wahrend des
Lernprozesses hauptsachlich erinnert: Es sind die ,Dinge, die mit bereits gespeicherten
Daten oder Mustern assoziiert oder mit anderen Aspekten dessen, was gelernt wird,
verknupft werden“ (Buzan & Buzan 2013, S. 35). Die Autoren unterstreichen die
Bedeutsamkeit der Vernetzung neuer Inhalte mit bereits bekannten bzw. mit bereits
verfugbaren Wissensbausteinen: ,Die zwei Hauptfaktoren des Erinnerns [sind]
Assoziation und Betonung“ (Buzan & Buzan 2013, S. 37). Diese beiden Faktoren
wirken in der folgenden Weise: Wichtige Ideen werden von Schlisselwortern
transportiert, und zwischen diesen will das Gehirn Assoziationen herstellen. Diese
Assoziationen férdern Kreativitdt und Gedachtnisleistung, und visuell anregende
Gestaltungen fordern das Erinnern (vgl. Buzan & Buzan 2013, S. 49).

Vera F. Birkenbihl (2011) knupft an ihre oben beschriebene Netzwerkmetapher fir das
Gehirn die folgenden Uberlegungen zum Lernen an: Beim Lernen werden neue
Informationen in das bereits bestehende Netz eingewoben; das geschieht schneller
und leichter, wenn schon Informationen existieren, an die die neuen Inhalte angeknulpft
werden konnen (vgl. Birkenbihl 2011, S. 51). Dies folgt dem Prinzip: ,Neues muss an
Altem festgebunden werden® (Birkenbihl 2011, S. 52). Fur neue Informationen gilt es,
,Zunachst einige wenige Haupt-Faden zu schaffen und dieses Konstrukt an [...] [das]
vorhandene Wissens-Netz anzubinden [...]* (Birkenbihl 2011, S. 115). Birkenbihl
empfiehlt, zu diesem Zweck ein ,Denk-Modell“ im Sinne dieses Wortes zu bauen, und
meint damit ein Modell bzw. eine Struktur des Lerngegenstandes, an dem bzw. an der
die zu lernenden Informationen angebunden werden kénnen (vgl. Birkenbihl 2011,

S. 111).

Vester (2016) spricht, wie weiter oben beschrieben, vom ,Netzwerk des Lern-
ens® (Vester 2016, S. 122). In seinen Ausfuhrungen betont er die Rolle der
Aufmerksamkeit: Das zu Lernende muss Aufmerksamkeit generieren, um Uberhaupt
die ersten Schritte ins Gedachtnis finden zu konnen (vgl. Vester 2016, S. 140).
Gleiches formulieren Metzig und Schuster (2016), wenn sie schreiben, dass bei allen
Aufgabentypen entscheidend ist, dass sie die Aufmerksamkeit auf die zu lernende
Information lenken (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 124). Ferner schreibt Vester
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(2016): ,Ob man aber fir eine bestimmte Information Aufmerksamkeit empfindet, ist
wiederum von den bereits vorhandenen Assoziationen abhangig, das heifl’t von den mit
dieser Information bereits moglichen Gedankenverbindungen. Je mehr bekannte
Assoziationen also durch eine neue Information angertihrt werden, desto gréRer ist die
Chance, dass die Aufmerksamkeit geweckt wird“ (Vester 2016, S. 140). Ist flr eine
Information ,kein Erkennungssignal fir das Gehirn“ (Vester 2016, S. 141) bzw. keine
mdgliche Assoziation vorhanden, kann sie weder ins Kurzzeit- noch ins Langzeit-
gedachtnis aufgenommen werden.

Spitzer (2014) beschreibt den Weg, den ein neuer Inhalt bis zur Verankerung im Gehirn
geht, wie folgt: ,Je intensiver wir uns mit Inhalten beschaftigen, desto eher hinterlassen
sie Spuren im Gedachtnis. [...] Ein bestimmter Inhalt wird nicht von einem Kasten zum
nachsten weitergereicht [...], sondern im Kopf bearbeitet, von verschiedenen Arealen
des Gehirns zugleich und interaktiv [...], es wird mit ihm geistig hantiert. Je mehr, je
Ofter, je tiefer, desto besser fir das Behalten® (Spitzer 2014, S. 6). Weiter betont er die
Wichtigkeit von Zusammenhangen. Er zieht einen spannenden Vergleich, wenn er
schreibt: ,Geschichten treiben uns um, nicht Fakten. Geschichten enthalten Fakten,
aber diese Fakten verhalten sich zu den Geschichten wie das Skelett zum ganzen
Menschen. Wer glaubt, beim Lernen gehe es darum, Fakten zu buffeln, der liegt vollig
falsch; Einzelheiten machen nur im Zusammenhang Sinn, und es ist dieser
Zusammenhang und dieser Sinn, der die Einzelheiten interessant macht. Und nur
dann, wenn die Fakten in diesem Sinne interessant sind, werden wir sie auch behalten
(Spitzer 2014, S. 35).

Diesen Aspekt greifen auch Buzan und Buzan (2013) auf und beleuchten ihn von einer
anderen Seite, wenn sie den folgenden Satz formulieren: ,Die Vogelschau auf eine oft
als aulerst kompliziert erachtete Materie zeigt die dahinterliegende Struktur und macht
die Materie zuganglicher” (Buzan & Buzan 2013, S. 267).

Aus diesen Ausfihrungen wird deutlich, dass Lernen dann gelingt, wenn die zu
lernenden Informationen nicht einzeln und fir sich, sondern im Zusammenhang
stehen, wenn sie miteinander in Beziehung gesetzt und verbunden prasentiert werden.
Dabei soll die Struktur bzw. das Beziehungsgeflecht erkennbar und verstandlich
gemacht werden.

Auch die Ergebnisse von Helmke und Weinert (1997) zeigen, dass furs Lernen die
Kenntnis der Struktur des Lerngegenstandes bedeutsam ist. Sie stellen eine
Uberlegung zu den Ursachen des Zusammenhangs zwischen intellektuellen
Fahigkeiten und schulischen Leistungen an: ,Intelligentere haben im Vergleich zu
weniger intelligenten Menschen in kumulativen Lernsequenzen unter vergleichbaren
Zeit- und Instruktionsbedingungen mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit in der
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Vergangenheit mehr und intelligenter organisiertes (tiefer verstandenes, vernetztes,
multipel reprasentiertes und flexibel nutzbares) Wissen erworben. Diese bereichs-
spezifischen Vorkenntnisse erleichtern die darauf aufbauenden weiteren Lernprozesse*
(Helmke & Weinert 1997, S. 106). Wenn man diesen Gedanken fortflhrt, dann kann
eine gegebene Struktur bzw. visualisierte Vernetzung der Lerninhalte denselben Effekt
wie eine hdhere Intelligenz erzielen und dadurch den Wissenserwerb erleichtern bzw.
steigern.

Diese Erkenntnisse greift auch Wahl (2011) auf, wenn er schreibt, dass entsprechend
des Experten-Novizen-Paradigmas die Intelligenz und die fachspezifische Expertise
einen hohen Einfluss auf den Lernerfolg haben. Zu Beginn des Lernprozesses
Uberwiegt der Einfluss der Intelligenz, doch im Verlauf gewinnen die bereichsspezi-
fischen Vorkenntnisse und die steigende Expertise an Bedeutung (vgl. Wahl 2011, S.
2). Wahl (2011) bezieht sich dabei auf Wahl, Weinert und Huber (2006), Helmke und
Weinert (1997) sowie Koller und Baumert (2002). Es gilt, ,daflir zu sorgen, dass die
Lernenden mit einem moglichst hohen themenbezogenen Kenntnisstand in einen
Lernprozess eintreten. [...] Man miusste alles vorwegnehmen und auf der Basis
exzellenter Vorkenntnisse in den Lernprozess eintreten® (Wahl 2011, S. 2).

Damit lasst sich zusammenfassen, dass das Lernen der Struktur des Gedachtnisses
und den entscheidenden Prozessen dann gerecht wird, wenn es zum einen die Inhalte
miteinander in Beziehung setzt und sich so immer wieder Anknupfungspunkte fir neue
Erkenntnisse finden; und wenn zum anderen die innere Struktur eines Themenfeldes
transparent gemacht wird, d.h. die Inhalte geordnet und nach ihrer Bedeutsamkeit
betont werden, indem sie in einer passenden Darstellungsstruktur gefasst werden.
Zudem zu nennen und ebenfalls als aulerst bedeutsam fir gelingendes Lernen
anzuerkennen ist die Aufmerksamkeit, die auf den zu lernenden Inhalt gerichtet werden

muss, wenn Lernen Uberhaupt ermdglicht werden soll.

2.2.2. Konsequenzen fiir die Organisation des zu Lernenden —
Entwicklung von Lernhilfen

Bislang ging es darum, wie Lernen gestaltet werden sollte, um es mdglichst gut auf die
Struktur und die Funktionsweise des Gedachtnisses zuzuschneiden. Daraus ergaben
sich bereits einige Impulse fur die Art und Weise, wie das zu Lernende aufbereitet
werden kann, um das Lernen zu begunstigen. In der Praxis kommen entsprechend
konzipierte Lernhilfen zum Einsatz. Bevor in 2.2.2.1. bis 2.2.2.3. drei solcher Lernhilfen
vorgestellt werden, werden nun noch einige zusatzliche, darauf sehr konkret

anwendbare Impulse prasentiert.

36



Metzig und Schuster (2016) gehen den Weg uber die Betrachtung von Lerntechniken
und verstehen die Verbesserung der Gedachtnisleistung als einen geschickteren
Umgang mit den Mdoglichkeiten und Begrenzungen des menschlichen Gehirns.
Spezielle Lerntechniken sollen dem Lernenden helfen, neue Informationen so zu
transformieren und zu gruppieren, dass sie optimal behalten werden kénnen (vgl.
Metzig & Schuster 2016, S. 6). Die Autoren beziehen sich auf eine Studie von Ericsson
et al. (1980), wenn sie zwei Strategien vorstellen, die zu einer Verbesserung der
Lernleistung flihren: Zum einen soll die Menge der neuen Informationen reduziert
werden, indem sie auf bereits gespeichertes Wissen bezogen werden (vgl. Metzig &
Schuster 2016, S. 3). Zum anderen wird empfohlen, den Lernstoff bewusst und in
Untereinheiten zu organisieren (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 3).

Auch Niickles, Gurlitt, Pabst und Renkl (2004) gehen mit ihren Uberlegungen in diese
Richtung: ,Der Erfolg von Arbeits- und Lernprozessen hangt mehr denn je davon ab,
dass es gelingt, umfangreiche Wissensbestande zu strukturieren, anzuwenden und zu
kommunizieren. [...] Den neuen Anforderungen sind die Einzelnen aber nur dann
gewachsen, wenn sie ihren persoénlichen Umgang mit Wissen aktiv und eigenver-
antwortlich gestalten. Hier sind intelligente Lern- und Arbeitstechniken fir den
individuellen Umgang mit Wissen [...] gefragt® (Nlckles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004,

S. 1)

Hattie (2013) zitiert in diesem Kontext Nesbit und Adesope (2006) mit der Erkenntnis,
dass ,moglicherweise [...] eine geringere kognitive Last damit verbunden [ist], dass
Knoten im zweidimensionalen Raum angeordnet werden, um eine Beziehung
auszudrucken, und so alle Hinweise auf ein Konzept in einem einzigen Symbol
zusammengefasst und Verbindungen ausdriicklich gekennzeichnet werden, um die
Beziehungen zu identifizieren® (Nesbit & Adesope 2006, zitiert nach Hattie 2013, S.
201).

David Ausubel (1974) fordert, ,Lernprozesse mit sogenannten ,Organisationshilfen’
transparent und nachhaltig zu gestalten® (Ausubel 1974, zitiert nach Wahl 2011, S. 3).
Ausubel nennt drei Grinde, warum ,die vorausgehende Strukturierung [...]
umfassender, allgemeiner und abstrakter sein [soll] als die folgenden Inhalte. [...]
Erstens sollen die Vorkenntnisse der Lernenden mobilisiert werden; zweitens sollen
sinnvolle VerknUpfungen zwischen schon vorhandenem und neuem Wissen ermdglicht
werden; drittens soll damit Verstehen angebahnt und umgekehrt, mechanisches
Auswendiglernen vermieden werden® (Ausubel 1974, zitiert nach Wahl 2011, S. 3). Hier
lautet das Ziel, dass ,ein tragfahiges Vor-Verstandnis [...] [entsteht], das die subjektive
Auseinandersetzung mit der vermittelten Thematik erleichtert (Wahl 2011, S. 5).
Insgesamt geht es darum, die ,einzigartigen Vorkenntnisstrukturen [jedes einzelnen
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Lerners und jeder einzelnen Lernerin] und [...] [die] fur alle gleichen Expertenstruktu-
ren“ (Wahl 2011, S. 5) miteinander zu verbinden.

Zusatzlich zum Strukturierungsgedanken lassen sich bei Metzig und Schuster (2016)
noch diese weiterfihrenden Anforderungen an Lernhilfen ableiten: Sie sollten
sicherstellen, dass eine Information an der richtigen Stelle im Speichersystem
eingeordnet wird (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 100); dementsprechend sollten sie
die zu lernenden Informationen organisieren und sichere Abrufstrategien bereitstellen
(vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 100).

Dartber hinaus gilt generell, dass Visualisierungen das Verstehen von Inhalten und
das Erkennen von Zusammenhangen unterstiitzen; sie schaffen einen besseren
Uberblick, erleichtern das Fokussieren auf das Wesentliche und férdern somit ein
besseres und nachhaltiges Verstehen (vgl. Lercher 2017, S. 18).

Davon ausgehend, folgen nun drei Beispiele fir Lernhilfen, die Uber die Struktur bzw.
die Organisation der Inhalte funktionieren. Sie finden alle drei vielfaltige Anwendung
und sind in ihrer Wirksamkeit vielfach untersucht und belegt.

2.2.2.1. Mind-Mapping

Die vermutlich am weitesten verbreitete Art, Inhalte zu strukturieren, ist Mind-Mapping.
Den Wert von Mind-Mapping arbeiten Buzan und Buzan (2013) heraus, die, wie weiter
oben bereits geschrieben, als die Urvater dieser Technik bezeichnet werden kénnen.
Sie formulieren die beiden zentralen Gedanken: ,Mind-Maps erlauben eine unendliche
Folge assoziativer ,Sondierungen’, die umfassend jeder Idee oder Fragestellung
nachgehen, mit der [...] [man sich befasst]* (Buzan & Buzan 2013, S. 37); und: ,Weil in
einer Mind-Map die Ideen miteinander verbunden sind, tut sich [...] [das] Gehirn
leichter, Uber Assoziationen ein tieferes Verstandnis zu erlangen und kreative
Gedankenspriinge zu machen® (Buzan & Buzan 2013, S. 39).

Die Autoren beschreiben eine Mind-Map mit den folgenden Merkmalen: Im Zentrum
steht ein Bild, das den Hauptgegenstand der Aufmerksamkeit darstellt; die
Hauptthemen oder Oberbegriffe zu diesem Gegenstand, auch als ,grundlegende
Ordnungsidee“ bezeichnet, bilden die davon ausgehenden Aste (vgl. Buzan & Buzan
2013, S. 85). Alle weiteren Themen, die von untergeordneter Bedeutung sind, werden
als Zweige dargestellt, die von diesen Asten abgehen; jeder Ast oder Zweig wird mit
einem Schllisselwort bezeichnet (vgl. Buzan & Buzan 2013, S. 61 f.). Strukturierungen
finden in einer Mind-Map mittels Hierarchien und Kategorien statt (vgl. Buzan & Buzan
2013, S. 85).
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Generell gelten die beiden folgenden Zusammenhange: Je kreativer und visuell
spannender eine Mind-Map ist, z.B. durch Farbe oder Bilder, umso groRer ist ihre
Wirkung (vgl. Buzan & Buzan 2013, S. 62); und je mehr Verbindungen dargestellt
werden, umso differenzierter und genauer wird das zu Lernende gespeichert (vgl.
Buzan & Buzan 2013, S. 84)

Durch die Darstellung auf einer einzigen Seite sind alle enthaltenen Informationen dem
Gehirn standig prasent; das Gehirn wiederholt sie, starkt die entsprechenden synapti-
schen Verbindungen und verbessert so ihre Zuganglichkeit (vgl. Buzan & Buzan 2013,
S. 133). So finden sich hier dieselben Uberlegungen wie weiter vorne bei Spitzer
(2014). In Mind-Maps sind die Informationen auf das Wesentliche reduziert und durch
Farben, Formen, Assoziationen, Struktur und spezielle rdumliche Anordnungen
ansprechend gestaltet (vgl. Buzan & Buzan 2013, S. 133). Mind-Maps sind zum einen
,Gedachtnishilfen fir das Abspeichern und Wiederfinden von Informationen® (Buzan &
Buzan 2013, S. 134), zum anderen regen sie neue ldeen und Assoziationen an, die
dann wiederum neue Wissensmuster erzeugen (vgl. Buzan & Buzan 2013, S. 134).

Zudem formulieren die Autoren einen Gedanken zu Mind-Maps, der sich schon weiter
vorne in den Uberlegungen von Vester (2016) und Birkenbihl (2011) findet: Eine Mind-
Map bietet ein ,vorstrukturiertes Gerlst flir Assoziationen und stellt sicher, dass alle
relevanten Elemente einbezogen werden® (Buzan & Buzan 2013, S. 145).

In einer Mind-Map werden nur Schlisselbegriffe und Symbole genutzt, so dass auch
groBe Datenmengen ,schnell und leicht verstanden, abgespeichert und erinnert®
werden kénnen (Lercher 2017, S. 13). Formen, Bilder und Symbole werden vom
Gehirn besonders effizient und schnell erkannt und erfasst, das nattrliche, assoziative
Denken durch die Darstellung in Netzen unterstitzt und Zusammenhange einfach
skizziert (vgl. Lercher 2017, S. 14). Lercher (2017) formuliert, warum Mind-Mapping
einen so positiven Effekt auf das Lernen und die Gehirnleistung hat: ,Die Fahigkeit
dieser Methode, den menschlichen schnellen Zugriffspeicher, aktiviert durch Formen
und Bilder, und den intelligenten Arbeitsspeicher, gesteuert durch Sprache, optimal
miteinander zu vernetzen und zu aktivieren, ist Grund genug® (Lercher 2017, S. 15).

Fur diese Arbeit besonders interessant ist, dass Mind-Maps gezielt als Gedachtnis-
stitze entwickelt wurden und damit ihre Anwendung unter dem Aspekt der
Mnemotechnik betrachtet werden kann (vgl. Buzan & Buzan 2013, S. 129). So zeigen
Mind-Maps eine Parallelitdt zur Locimethode, auf die in Abschnitt 2.2.3. genauer
eingegangen wird. Bei einer Mind-Map kann jeder Ast als ein Speicherort gesehen
werden, an dem Informationen wie beispielsweise Begriffe abgelegt werden.
Vorstellungskraft und Assoziation helfen bei der Erinnerung (vgl. Buzan & Buzan 2013,
S. 132).
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Nuckles, Gurlitt, Pabst und Renkl (2004) bauen den Mind-Mapping-Ansatz auf der
Metapher des menschlichen Gedachtnisses als assoziativem Netzwerk auf: In diesem
sind die Begriffe nach thematischer Nahe, z.B. nach Situationen, in denen sie
gemeinsam vorkommen, platziert (vgl. Nuckles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S. 6).
Buzan und Buzan (2013) bezeichnen eine ,Mind-Map als auf3ere Ausdrucksform des
radialen Denkens“ (Buzan & Buzan 2013, S. 55).

2.2.2.2. Concept-Mapping

Mit dem Mind-Mapping eng verwandt ist das Concept-Mapping. Der Unterschied zwi-
schen den beiden Ansatzen lasst sich an den unterschiedlichen Metaphern flir das
menschliche Gehirn erkennen, auf denen sie basieren: Anders als gerade bei den
Mind-Maps beschrieben, bauen Concept-Maps auf der Annahme auf, dass das
menschliche Gedachtnis aus einem hierarchisch geordneten Netzwerk von Begriffen
besteht (vgl. Nickles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S. 6).

Bei einer Concept-Map sind die inhaltlichen und logischen Beziehungen zwischen den
Begriffen entscheidend fir den Aufbau und die Struktur des Netzwerks (vgl. Nuckles,
Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S. 6): ,Versuchen wir uns die genaue Bedeutung eines
Begriffs zu vergegenwartigen, so hangeln wir uns nach dieser Auffassung des
Gedachtnisses vor allem entlang der logisch-semantischen Beziehungen zu anderen
Begriffen (Nuckles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S. 6 f.). Aus diesem Grunde sind
Concept-Maps ,[...] hierarchisch aufgebaut, und die Beziehungen zwischen den
verschiedenen Schlusselbegriffen werden explizit benannt. Oftmals gibt es nicht nur
Verbindungslinien von oben nach unten, also zwischen Ober- und Unterbegriffen,
sondern es kdénnen auch Querverbindungen eingezeichnet werden® (NUckles, Gurlitt,
Pabst & Renkl 2004, S. 4). So entsteht Stlck fur Stuck eine visuelle Darstellung aller
relevanten Konzepte, und jeder Begriff kann zum Ausgangspunkt einer neuen
Concept-Map werden (vgl. Nickles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S. 16).

Anders als beim Mind-Mapping geht es beim Concept-Mapping also darum, die
logischen und inhaltlichen Verbindungen zwischen Begriffen zu analysieren, und nicht
darum, spontan zu assoziieren (vgl. Nuckles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S. 8). Damit
dient ,diese Technik vor allem dazu, das analytische Potenzial des Denkens zu
stimulieren. Concept-Maps unterstitzen die analysierende und reflektierende
Auseinandersetzung mit einem Gegenstandsbereich® (Nuckles, Gurlitt, Pabst & Renkl
2004, S. 8). Allgemein gilt bei einer Concept-Map: ,Einzelne Fakten bleiben nicht fur
sich alleine stehen, sondern werden in Beziehung zueinander gesetzt. Der groRRere
Zusammenhang wird deutlich, und das zu Lernende wird in Beziehung zur eigenen
Erfahrungswelt gesetzt“ (Nuckles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S. 88).
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Niickles, Gurlitt, Pabst & Renkl (2004) geben die folgende Ubersicht Gber mogliche
Darstellungsstrukturen fur eine Concept-Map (vgl. Nuckles, Gurlitt, Pabst & Renkl
2004, S. 27 ff.):

» Hierarchische Darstellungsstrukturen:

o Abstraktions- oder Inklusionshierarchie: Hierbei wird ein ,Ubergeord-
neter allgemeiner Begriff in spezifischere Begriffe ausdifferen-
ziert” (Nuckles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S. 27).

» Komplexionshierarchie: Hier wird ,ein Ubergeordnetes Ganzes in seine
untergeordneten Bestandteile zerlegt® (Nickles, Gurlitt, Pabst & Renkl
2004, S. 27), d.h. es besteht eine Teil-Ganzes-Relation zwischen den
Ebenen (vgl. Nickles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S. 28).

e Maoglichkeit der ,,Vererbung‘ von Merkmalen auf Grund der Inklusions-
beziehung zwischen Ober- und Unterbegriffen (Nickles, Gurlitt, Pabst
& Renkl 2004, S. 28).

» Eigenschaftszuschreibungen

Kausalbeziehungen bzw. Ursache-Wirkungs-Beziehungen:
¢ Deterministische Kausalmodelle
¢ Probabilistische Kausalmodelle

Zeitliche Ablaufe, d.h. Begriffe besitzen eine zeitliche Reihenfolge:
» Ablaufstrukturen

e Flussdiagramme

Institutionalisierte Handlungsstrukturen
* Vergleiche, Unterschiede und Gemeinsamkeiten

Bei der Erstellung einer Concept-Map zu einem bestimmten Themenbereich liefert
diese Zusammenschau mogliche Darstellungsstrukturen, die den inhaltlichen
Zusammenhang spiegeln.

Metzig und Schuster (2016) beziehen sich auf Dansereau et al. (1979), wenn sie die
folgenden unterschiedlichen Strukturen benennen (vgl. Dansereau et al. (1979), zitiert
nach Metzig & Schuster 2016, S. 103) und damit die inhaltlichen und logischen
Beziehungen zwischen Begriffen charakterisieren:

* Hierarchische Strukturen

e Teil-von“-Verbindung

» Beispiel-fur‘-Verbindung
o Kettenstrukturen

e FUhrt-zu“-Verbindung
e Clusterstrukturen

* Analogieverbindungen
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¢ ,Charakteristisches-Merkmal“-Verbindung
» Evidenzverbindung

Hier werden mogliche Verbindungen benannt, die einzelne Begriffe innerhalb einer
Concept-Map miteinander eingehen kdnnen. Die beiden Ubersichten sind Werkzeuge
fur die Erstellung neuer Concept-Maps. Damit finden sie Anwendung in Kapitel 3.

2.2.2.3. Advance Organizer bzw. vorangestellte Organisationshilfen

Ein Konzept fir eine Lernhilfe, das bereits seit den 1970er Jahren existiert, ist das des
Advance Organizer bzw. der vorangestellten Organisationshilfe. Die zentrale Idee
hierbei lautet, ,Expertenwissen auf wenige nachvollziehbare Grundgedanken zu
reduzieren und diese didaktisch so geschickt aufzubereiten, dass Novizen das
Wesentliche daran verstehen kénnen® (Wahl 2011, S. 7). Ein Advance Organizer
beschrankt sich in der Regel auf ein Thema oder eine Unterrichtsreihe.

Ausubel (1960) geht davon aus, dass das Lernen und das Behalten von bedeutsamen
Inhalten durch relevante zusammenfassende Konzepte, die im Voraus prasentiert
werden, erleichtert werden (vgl. Ausubel 1960, S. 267). Die Grundlage bildet die
Uberlegung, dass die kognitive Struktur hierarchisch organisiert ist und dem
Organisationsprinzip der fortschreitenden Differenzierung folgt (vgl. Ausubel 1960, S.
267). Aus seiner Sicht wird neues bedeutsames Material dann in die bestehende
kognitive Struktur aufgenommen, wenn es bei bereits existierenden Konzepten, die
verflgbar, angemessen und stabil sind, angeknipft werden kann (vgl. Ausubel 1960,

S. 267).

Entscheidend ist der Grad der Inklusivitat, d.h. je unbekannter ein Wissensbereich ist,
umso inklusiver bzw. generalisierter mussen die ,fassenden Einheiten® sein (vgl.
Ausubel 1960, S. 270). Die Prasentation der angemessenen und relevanten
umfassenden Konzepte muss im Voraus erfolgen, um schon zu Beginn des neuen
Lernprozesses Teil der kognitiven Struktur des oder der Lernenden zu sein (vgl.
Ausubel 1960, S. 271).

Sowohl fur die Lernenden als auch fir die Lehrenden ergibt sich so eine klarere
Orientierung innerhalb der Thematik (vgl. Wahl 2011, S. 6). Der oder die Lernende
.vernetzt die wesentlichen Grundgedanken auf nachvollziehbare Weise. Dieses
Wissensnetz kdnnen die Lernenden zweifach nutzen. Erstens kdnnen sie ihre eigene
Vorkenntnis-Struktur auf die dargebotenen Zusammenhange beziehen und Punkte
entdecken, an denen Novizenstruktur und Expertenstruktur miteinander verknupft
werden konnen. Zweitens koénnen einzelne Details an den allgemeinen Grund-
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gedanken festgemacht werden. Dies ergibt eine gute Ordnung, die den spateren Abruf
der einzelnen Inhalte erleichtert” (Wahl 2011, S. 7).

Auch Hattie (2013) untersucht das Konzept des Advance Organizer als Beitrag des
Unterrichtens zum Lernen. Er definiert Advance Organizer in Anlehnung an Stone
(1983) ,als Bricken vom bisherigen Wissen (des Lesers) zu dem, was gelernt werden
soll; sie sollten abstrakter und einschlieRender sein als der spezifischere Stoff, der
gelernt werden soll, und sie sollten ein Mittel zur Organisation des neuen Stoffes
darstellen. [...] Sie haben das Ziel, alte und neue Informationen zu verbinden. Da sie
vor dem Lernen prasentiert werden sollen, kénnen Advance Organizer die Lernenden
dabei unterstitzen, bevorstehenden Unterricht zu organisieren und zu interpre-
tieren” (Stone 1983, zitiert nach Hattie 2013, S. 199).

2.2.2.4. Nutzen dieser Mapping-Techniken bzw. Lernhilfen

Im Folgenden werden einige Ergebnisse zusammengestellt, die die Wirksamkeit der
drei vorgestellten Lernhilfen belegen. Hierbei wird Bezug genommen auf Nuckles,
Gurlitt, Pabst & Renkl (2004). Sie haben Erkenntnisse aus der psychologischen und
aus der padagogischen Forschung zusammengestellt, die den Mehrwert von Mapping-
Techniken zeigen:

Zum einen reduzieren diese Techniken die Komplexitat eines Themas, Wesentliches
und Unwesentliches wird leichter unterschieden; damit einher geht das Gefuhl, die
Fille und den Umfang eines Themengebietes bewaltigen zu kdnnen, indem die
Kernpunkte und Schliisselbegriffe erkennbar sind (vgl. Nickles, Gurlitt, Pabst & Renkl
2004, S. 9). Das kniipft an Banduras (1986) Uberlegungen zur Selbstwirksamkeit an:
Es ergibt sich ein ,[erhdhter] Krafteeinsatz im Lernprozess, weil er die Aussicht auf eine
erfolgreiche Bewaltigung steigert (vgl. Wahl 2011, S. 6)

Mapping-Techniken haben eine Visualisierungsfunktion: Es geht darum, abstrakte
Zusammenhange transparent zu machen, um sie so verstehen und abspeichern zu
kénnen; Maps schaffen dafir Metaphern oder Bilder (vgl. Nickles, Gurlitt, Pabst &
Renkl 2004, S. 11).

Zudem kommt den Techniken eine Elaborationsfunktion zu: ,Das Neue ergibt Sinn, weil
man es in Bezug zu dem Wissen setzt, das man bereits hat. [...] Je mehr und je besser
man elaboriert, desto tiefer wird das erzielte Verstandnis sein und umso dauerhafter
wird das neu erworbene Wissen im Gedachtnis verankert® (Nlckles, Gurlitt, Pabst &
Renkl 2004, S. 12). Es werden Ideen untereinander und mit bereits vorhandenem
Wissen anschaulich verknupft (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 113).
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Die Rolle der Aufmerksamkeit fur die Aufnahme neuer Informationen wurde bereits
mehrfach betont. Wahl (2011) stellt im Zusammenhang der Mapping-Techniken
ebenfalls diesen Aspekt heraus: Der oder die Lernende kann seine oder ihre
Aufmerksamkeit besser auf die fur ihn oder sie wesentlichen Bereiche richten und sie
so aktiv fokussieren (vgl. Wahl 2011, S. 5).

2.2.3. Steigerung der Gedachtnisleistung — Nutzung visueller
Gedachtnistechniken

In diesem Unterkapitel wurde eingangs die Frage gestellt, wie sich die Gedachtnis-
leistung durch die Nutzung visueller Gedachtnistechniken steigern lasst. Um darauf
eine Antwort zu geben, werden in diesem Abschnitt zunachst grundlegende
Uberlegungen zur Funktionsweise von Gedachtnistechniken angestellt. AnschlieBend
wird eine Gedachtnistechnik vorgestellt, die gezielt mit visuellen Bildern arbeitet.

Ein grundlegender Mechanismus bei Gedachtnistechniken ist es, neue Informationen,
die gelernt werden sollen, direkt zu verknipfen mit Elementen, die bereits im
Langzeitgedachtnis verankert sind (vgl. Seemdiller & Dresler 2011, S. 88). Dieser
Mechanismus wird in der Skilled Memory Theory noch weiter ausdifferenziert (vgl.
Chase & Ericsson 1982; Ericsson 1985, zitiert nach Seemililler & Dresler 2011, S. 84):
Bei der Enkodierung neuer Informationen wird auf die Wissensstrukturen des
semantischen Langzeitgedachtnisses zurlckgegriffen. Es werden Abrufhinweise im
Langzeitgedachtnis bestimmt, die mit den neu einzuspeichernden Informationen
assoziiert werden und spater den Abruf erleichtern (vgl. Chase & Ericsson 1982;
Ericsson 1985, zitiert nach Seemililler & Dresler 2011, S. 84). Dieser Ablauf kann durch
Training immer weiter beschleunigt werden (vgl. Chase & Ericsson 1982; Ericsson
1985, zitiert nach Seemdiller & Dresler 2011, S. 84). Durch neurologische Befunde sieht
Ericsson (2003) die Theorie weiterhin bestéatigt (vgl. Ericsson 2003, zitiert nach
Seemiiller & Dresler 2011, S. 87).

Einen zweiten Ansatz, um die Funktionsweise von Gedachtnistechniken zu erklaren,
liefert Karsten (2011). Danach kann die Gedachtnisleistung optimiert werden durch die
folgenden mentalen Prozesse: Neue Informationen bekommen durch die Verbindung
mit Bildern, durch semantische Verknipfungen und durch Emotionen Bedeutung und
Struktur (vgl. Karsten 2011, S. 58 f.). Das verursacht in verschiedenen Hirnarealen
Aktivierung und erzeugt AnknUpfungspunkte im Langzeitgedachtnis, was wiederum die
Merkleistung steigert (vgl. Butcher, 2000; Konrad & Dresler, 2007, zitiert nach Karsten
2011, S. 59). Metzig und Schuster (2016) erganzen das, indem sie den Vorteil einer
bildhaften Darstellung generell darin begriinden, dass sie die simultane Verarbeitung
mehrerer Elemente fordert und so die Geschwindigkeit und Genauigkeit beim Abruf
einer bestimmten Information noch steigert (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 58 f.).
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Karsten (2011) liefert in diesem Zusammenhang sieben Faktoren, die er bei der

Anwendung von Mnemotechniken als besonders bedeutsam fur ihre Wirksamkeit
erachtet (vgl. Karsten 2011, S. 71 ff.):

Transformation: Zu lernende abstrakte oder theoretische Inhalte werden in
anschauliche und bedeutsame Inhalte umgewandelt (vgl. Karsten 2011, S. 71).
Assoziation: Das umfasst zwei Arten: Zum einen reduziert die Assoziation
zwischen neuen Lerninhalten die Menge der neu zu speichernden
Informationen. Zum anderen wird das Lernen erleichtert, wenn neue Lerninhalte
mit bereits im Langzeitgedachtnis vorhandenen verknlpft werden (vgl. Karsten
2011, S. 72).

Fantasie: Einer zu lernenden Information werden nach Mdglichkeit alle Sinne
umfassende Informationen hinzugefligt (vgl. Karsten 2011, S. 73).

Emotion: Zu lernende Inhalte werden bewusst mit emotionalisierenden Bildern
angereichert (vgl. Karsten 2011, S. 73).

Logik: Durch Logik und Kombinationsgabe wird neues Lernmaterial noch
intensiver abgespeichert (vgl. Karsten 2011, S. 74).

Lokalisation: Neues Lernmaterial wird beim Lernen gezielt an festen Orten
verankert und kann so wieder lokalisiert und abgerufen werden (vgl. Karsten
2011, S. 74).

Visualisierung: Die grofe visuelle Speicherfahigkeit des Gehirns (vgl. Standing
1973, zitiert nach Karsten 2011, S. 75) wird genutzt durch die Schaffung von
mentalen Bildern zu neuen Inhalten (vgl. Karsten 2011, S. 75). Hierzu liefern
Metzig und Schuster (2016 ) Ergebnisse von Diker und Tausch (1970), die
zeigten, dass Informationen besser gelernt werden, wenn sie mit einem Bild
gekoppelt sind. Dabei ist es nicht entscheidend, dass das Bild und der Inhalt
kongruent sind; das Bild muss auch nicht unbedingt Anschauungsmaterial sein
(vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 56). Unter 2.1.2. wurde bereits gezeigt, dass in
der mentalen Vorstellung auf visuelle Prototypen zuriickgegriffen wird und es
weniger um die fotografische Abbildung der Realitdt geht (vgl. Schumann-
Hengsteller 1995, zitiert nach Metzig & Schuster 2016, S. 57). Entscheidend ist,
dass die Fahigkeit zur Visualisierung aktiviert wird und fir die neuen Inhalte
Bilder entwickelt werden (Karsten 2011, S. 75).

Auf diesen Ausfuhrungen aufbauend, wird nun eine Mnemotechnik vorgestellt, die im

weiteren Verlauf der Arbeit eine wichtige Rolle spielen wird: die Locimethode. Sie findet

seit 2.500 Jahren praktische Anwendung und ist damit eine der altesten
dokumentierten Gedachtnistechniken (vgl. McCabe 2015, S. 169).
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Locimethode

Als Erfinder der Locimethode gilt der griechische Dichter Simonides (557 bis 468 v.
Chr.). Bei dieser Methode wird eine bekannte Umgebung gewahlt, in der bildliche
Vorstellungen an verschiedenen Platzen positioniert werden kénnen (vgl. Metzig &
Schuster 2016, S. 59). Diese bekannte Umgebung fungiert als Erinnerungshilfe: Die
gewahlten Orte kénnen spater in der Vorstellung abgelaufen werden, wobei dann die
Informationen, die an den einzelnen Platzen abgelegt oder positioniert und auf diese

Weise verknUpft wurden, wieder abgerufen werden (vgl. Metzig & Schuster 2016,
S. 59).

Um eine solche Ortsreihenfolge zu konstruieren, ist eine Folge von Orten
auszusuchen, die an einem vertrauten oder gut bekannten Weg liegen (vgl. Metzig &
Schuster 2016, 59). Die Orte werden abhangig von der Anzahl der zu lernenden
Begriffe oder Inhalte ausgewahlt; das Kriterium fir ihre Auswahl ist, dass sie gut
unterscheidbar sind und am besten méglichst gleichmafig tber die Wegstrecke verteilt
liegen (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 60). Um beim imaginierten Ablaufen die Orte
bemerken zu kénnen, sollten sie visuell auffallen (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 60).
Karsten (2011) empfiehlt ,eine prazise Route [...] auf der sich markante Platze oder
auch grofiere Objekte befinden* (Karsten 2011, S. 67). Karsten (2011) formuliert neun
Regeln, die beim Erstellen einer Ortsreihenfolge zu beachten sind und die eben
genannten Punkte von Metzig und Schuster (2016) beinhalten sowie noch erganzen
(vgl. Karsten 2011, S. 69 f.):

» vertraute Umgebung

* eindeutige Reihenfolge

e einpragsame Routenpunkte

* mittlere Ausmal3e des einzelnen Punktes

* maliger Abstand zwischen den Punkten

» dauerhafte Positionierung der einzelnen Orte
* ausreichende Unterschiedlichkeit

» festgelegter Betrachtungswinkel

e durchnummerierbar

Nach der Konstruktion der Ortsreihenfolge werden im zweiten Schritt die zu lernenden
Begriffe oder Inhalte moglichst bildhaft mit den verschiedenen Orten verknipft (vgl.
Metzig & Schuster 2016, S. 61). Dabei empfehlen Metzig und Schuster (2016)
interagierende oder sich durchdringende Bilder, die lebhaft und farbig gestaltet sind,
und deren Vorstellung emotional aktivierend wirkt (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 62).
Entscheidend ist, dass Inhalte, die dauerhaft abgespeichert werden sollen, jeweils ihre
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eigene ,Wissensroute* bendtigen, d.h. dass die Anzahl der Routenpunkte der Anzahl
an zu speichernden Informationen entsprechen muss (vgl. Karsten 2011, S. 68).

Sollen schlieRlich die Begriffe oder Inhalte abgerufen werden, so wird der Weg Ort fur
Ort abgeschritten. Dabei werden die Informationen in den automatisch aufkommenden
Vorstellungsbildern wiedererkannt (vgl. Metzig & Schuster 2016, S. 59).

Die Locimethode rickte in den letzten 40 Jahren immer wieder in den Fokus
wissenschaftlicher Forschung (vgl. McCabe 2015, S. 169). Im Folgenden werden
einige Ergebnisse zu ihrer Wirksamkeit und ihren Auswirkungen auf Lernen und
Gedachtnisleistung dargestellt:

So konnte McCabe (2015) zeigen, dass Lernende durch das gemeinsame
Kennenlernen und Ausprobieren der Locimethode im Unterricht auch in zukinftigen
Lernaufgaben selbststandig diese Technik einsetzten und dadurch ihre
Erinnerungsleistung steigerten (vgl. McCabe 2015, S. 172). Die Lernenden wurden
zusatzlich motiviert, die Technik kreativ und in unterschiedlichen Situationen
anzuwenden (vgl. McCabe 2015, S. 172). Putnam (2015) wies in seiner Untersuchung
Uber den Einsatz von Gedachtnisstrategien in der Bildung auf einen weiteren positiven
Effekt abseits der Steigerung der Gedachtnisleistung hin: die Foérderung der
Lernmotivation (vgl. Putnam 2015, S. 137). In diesem Sinne wiederum findet sich bei
McCabe die Verbesserung der Kenntnisse Uber das eigene Gedachtnis und die
Erfahrung der Selbstwirksamkeit im Umgang mit den eigenen kognitiven Fahigkeiten
(vgl. McCabe 2015, S. 172).

Kondo et al. (2005) wiesen eine Veranderung in der Hirnaktivitdt im Zusammenhang
mit der Anwendung der Locimethode nach (vgl. Kondo et al. 2005, S. 1154). Dazu
untersuchten sie in einer funktionalen MRT-Studie die Hirnregionen, die durch die
Anwendung der Locimethode aktiviert werden, und spiegelten dadurch die Steigerung
der Gedéachtnisleistung beim Erinnern erlernter Inhalte (vgl. Kondo et al. 2005, S.1159).

Kliegl, Smith und Baltes (1989) wiesen in zwei Studien mit 65- bis 83-Jahrigen und 19-
bis 29-Jahrigen erhebliche Leistungssteigerungen durch das Erlernen und Eintuben der
Locimethode nach (vgl. Kliegl, Smith & Baltes 1989, S. 247). Sie konnten zum einen
zeigen, dass mit Hilfe der Locimethode selbst in héherem Alter noch enorme
Steigerungen der Gedachtnisleistung zu erreichen sind; zum anderen belegten sie,

dass dieser Effekt bei jungeren Menschen sogar noch starker ausfiel (vgl. Kliegl, Smith
& Baltes 1989, S. 250).
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2.3. Forschungsrahmen

Die Uberlegungen der beiden vorherigen Unterkapitel haben gezeigt, dass fir
gelingendes Lernen die Strukturierung dessen, was gelernt werden soll, bedeutsam ist.
Im ersten Unterkapitel wurde innerhalb des neurowissenschaftlichen Rahmens der
Blick auf Erkenntnisse zum Aufbau und zur Funktionsweise des menschlichen
Gedachtnisses gerichtet. Dabei lag der Fokus auf der Aufnahme, der Speicherung und
dem Abruf deklarativer Wissensinhalte. Ziel war es, ein Verstandnis dafiir zu
entwickeln, was beim Lernen dieser Wissensinhalte im Gehirn passiert.

Im zweiten Unterkapitel wurde dann aus der Perspektive der Lernpsychologie gezeigt,
wie der Prozess des Lernens dem Gehirn entsprechend gestaltet werden kann: Die
Struktur des zu Lernenden muss von Beginn an transparent und verstandlich sein,
damit fir neue Wissensinhalte Anknipfungsméglichkeiten geschaffen und bereits
bekannte Wissensinhalte mit anderen in Beziehung gesetzt werden konnen. So
werden die Fahigkeiten und Fertigkeiten des Gehirns moglichst effektiv genutzt, um ein
eigenes Wissensnetz aufzubauen.

Im Folgenden wird daraus zunachst das methodische Vorgehen der vorliegenden
Arbeit abgeleitet (2.3.1.). AnschlieBend werden Kriterien fir die Entwicklung der
Lernhilfe im dritten Kapitel aufgestellt (2.3.2.).

2.3.1. Ausformulierung der Forschungsidee

Im Rahmen des Mathematikunterrichts baut jede*r Lernende ihr oder sein eigenes
Wissensnetz zur Mathematik auf. Dabei ist das Ziel, dass alle Inhalte, die durch die
Bildungsstandards definiert und in den gesetzlichen Planungsgrundlagen formuliert
sind, Teil dieses Wissensnetzes werden. So entsteht in Kapitel 3 eine Lernhilfe, die den
Aufbau dieses Wissensnetzes im Gehirn des oder der Lernenden begleiten und
mdglichst dem Gehirn entsprechend gestalten soll, und das auf Grundlage aller Inhalte
der Mathematik der Sekundarstufe I.

2.3.1.1. Strukturierung aller Inhalte der Mathematik der Sekundarstufe |

In Kapitel 3 wird — der Tradition der Stoffdidaktik folgend — der Stoff des Mathema-
tikunterrichts der Sekundarstufe | analysiert. Diese logische Analyse wird im Sinne

Wittmanns (2015) noch erganzt um den Blick auf die ,Genese des Wissens im Verlauf
der Schulzeit* (vgl. Wittmann 2015, S. 250).

Dazu werden zunachst alle Inhalte der Sekundarstufe | gesammelt und auf
Schlisselworter reduziert. AnschlieBRend werden zwischen diesen Schliisselwortern
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mdgliche Verbindungen erarbeitet. Diese missen aus mathematischer Sicht korrekt
und zugleich fur die Lernenden in der Sekundarstufe | verstandlich und nachvollziehbar
sein. Basierend auf den Erkenntnissen aus den Abschnitten 2.2.2. und 2.2.3., werden
die einzelnen Schllsselworter mit ihren Verbindungen zu einem grolen Ganzen
zusammengefiigt, so dass aus der Liste mit mathematischen Inhalten ein Wissensnetz
entsteht.

Hierzu passen einige Gedanken von Spitzer (2014) zum Lernen von Mathematik aus
Sicht der Hirnforschung: ,Mathematik ist abstrakt, genau das ist ihre Starke. [...]
Gerade in der Mathematik ist [...] die so viel zitierte Vernetzung der zu lernenden
Inhalte von groRter Bedeutung. Man sieht Gberhaupt nur, was Mathematik kann und
woflr sie gut ist, wenn man ihre Allgemeinheit [im Sinne ihres Aufbaus und ihrer
Struktur] einmal verstanden hat. Sie ist nicht sinnlos und weltfremd, sondern eher wie
ein Schweizer Taschenmesser: immer und Uberall fir alles Mégliche zu gebrau-
chen® (Spitzer 2014, S. 275).

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die in Kapitel 3 gezogenen
Verbindungen zwischen den Schllsselwdrtern eine mogliche Strukturierung der Inhalte
ergeben. Diese wird sowohl fachwissenschaftlich als auch fachdidaktisch begriindet.
Gleichwohl lie3en sich vermutlich an einigen Stellen auch andere Verbindungen ziehen
oder andere Darstellungsstrukturen wahlen.

2.3.1.2. Visualisierung — Verkniipfung mit Weltkarte

Die Erkenntnisse zur Funktionsweise von Gedachtnistechniken (vgl. 2.2.3.) zeigen,
dass die Verknlpfung neuer Inhalte mit bereits gespeicherten den Abruf der neuen
Inhalte erleichtert und beschleunigt. Des Weiteren geht es darum, fiir neue Inhalte eine
Struktur zu schaffen und sie fur die Lernenden mit Bedeutung zu versehen, um so eine
starkere Aktivierung in verschiedenen Hirnarealen zu erzeugen und daruber mehr
Anknupfungspunkte im Langzeitgedachtnis zu generieren und schlief3lich auf diese
Weise die Merkleistung zu steigern. In dieselbe Richtung zielten die Ausfuhrungen zum
Mind-Mapping (vgl. 2.2.2.1.): Auch hier wurde deutlich, dass eine kreative und visuell
spannende Darstellung das Lernen fordert.

Somit geht es bei der Entwicklung der Lernhilfe darum, eine Visualisierung fur das
Wissensnetz der schulmathematischen Inhalte zu finden, das diese Aspekte
berlcksichtigt und anwendet. In Verbindung mit den Erkenntnissen zur Funktionsweise
und zur Wirksamkeit der Locimethode unter 2.2.3. ergibt sich schliel3lich die konkrete
Idee fir die Visualisierung des Wissensnetzes der schulmathematischen Inhalte: Das
Wissensnetz wird mit einer Weltkarte verknipft. Die Themenbereiche der Schul-
mathematik werden den Kontinenten zugeordnet und bilden so die hdchste
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Gliederungsebene. Fur die nachsten Gliederungsebenen stehen die Einteilung der
Kontinente in Lander und dann jeweils die Karten zu einzelnen Landern zur Verfigung.
Dabei ist es das Ziel, jedem SchlUsselbegriff aus dem Wissensnetz einen Ort auf der
Welt zuzuordnen. Auf diese Weise entsteht der Atlas der Schulmathematik fir die
Sekundarstufe |.

Zwei Einschrankungen sind zu treffen: Erstens handelt es sich dabei nicht um eine
mathematisch definierte Projektion aus der Menge der Schlusselbegriffe auf die Menge
der Orte auf der Weltkarte. Und zweitens werden Distanzen und geografische
Eigenschaften aulier Acht gelassen.

2.3.2. Ableitung von Kriterien aus 2.1. und 2.2.

Im Abschnitt 2.2.2. wurden drei Lernhilfen vorgestellt, die mit der Strukturierung von
Lerninhalten arbeiten: Mind-Maps, Concept-Maps und vorangestellte Organisations-
hilfen. In diesem Abschnitt werden daran anknipfend und auf Basis der Erkenntnisse
aus den Unterkapiteln 2.1. und 2.2. Kriterien formuliert, die bei der Entwicklung des
Wissensnetzes, das im Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | visualisiert
wird, Anwendung finden. Dabei Iasst sich dieser Atlas nicht einer der drei vorgestellten
Lernhilfen allein zuordnen. Es werden einzelne Elemente aus allen dreien aufgegriffen
und zusammengefuhrt.

Die Inhalte, die das Wissensnetz der Schulmathematik der Sekundarstufe | bilden, sind
durch die gesetzlichen Planungsgrundlagen festgelegt. Ihre Verbindungen entstehen
durch inhaltliche Beziehungen, die aus mathematischer Sicht zwischen ihnen
existieren. Allgemein sollen die folgenden vier Punkte, die aus den Ausfuhrungen im
Abschnitt 2.2.2. abgeleitet werden, fur die Struktur des gesamten Wissensnetzes
gelten:

* Die Komplexitdt des Netzes soll mdglichst gering gehalten werden. Die
Konzentration liegt auf dem Wesentlichen, und der Umfang des gesamten
Themas ist transparent. Deshalb werden zusammenhangende Netze auf
einer Seite dargestellt.

* Zusammenhange werden sichtbar.

» Die Vernetzungen der Begriffe untereinander sind sinnstiftend, d.h. sie liefern
einen inhaltlichen Mehrwert zu den verbundenen Begriffen.

* Die Darstellung generiert Aufmerksamkeit und hilft, den Fokus auf einzelne
Aspekte zu richten.

In Anlehnung an eine Mind-Map (siehe 2.2.2.1.) werden die Schlisselbegriffe nach
thematischer Nahe angeordnet und miteinander verbunden. Durch die Verknlpfung
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des Netzes mit der Weltkarte wird der Forderung nach einer kreativen und visuell
anregenden Darstellung entsprochen.

In Anlehnung an eine Concept-Map (siehe 2.2.2.2.) wird die Darstellungsstruktur nach
der inhaltlichen Struktur gewahlt und zwischen Unterthemen bei Bedarf variiert. Die
Netze werden dort hierarchisch aufgebaut, wo dies den Inhalt spiegelt. Neben den
Schlisselbegriffen selbst werden so auch die ,logisch-semantischen Beziehungen zu
anderen Begriffen” (NUckles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S. 6 f.) dargestellt. Die
Verbindungen werden im zugehdrigen Text benannt und charakterisiert. Da das
Wissensnetz aufgrund der Vielzahl der Schlisselbegriffe zu allen Inhalten der
Schulmathematik in der Sekundarstufe | reich bestlickt sein wird, bleiben die einzelnen
Verbindungen innerhalb des Netzes — jeweils eine einfache Linie — unbenannt. Somit
wird in der Visualisierung nur dargestellt, dass eine Verbindung zwischen zwei
Schlisselbegriffen besteht. Von welcher Art eine Verbindung ist, und welche
Informationen hinter ihr liegen, dieses Wissen erwirbt der oder die Lernende wahrend
des Lernprozesses.

In Anlehnung an eine vorangestellte Organisationshilfe bzw. einen Advance Organizer
(siehe 2.2.2.3.) wird das organisatorische Prinzip der fortschreitenden Differenzierung
gewahlt. Das wird deutlich an der Ubertragung auf das Konzept des Atlas: Die
Weltkarte bildet die héchste Gliederungsebene, gefolgt von den einzelnen Kontinenten
und dann Ebene fir Ebene weiter ins Detail gehend. Der Grad der Inklusivitat bleibt
damit variabel.

Nuckles, Gurlitt, Pabst und Renkl (2004) empfehlen eine Reihe von Schritten zur
Erstellung einer Concept-Map (vgl. Nickles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S. 17 f.). In
dieser Arbeit Ubernommen werden die folgenden: Zunachst wird das Inhaltsgebiet
festgelegt und dazu eine Liste aller Schlisselbegriffe erstellt, die zum Thema bekannt
sind; das Thema wird ins Zentrum der Arbeitsflache geschrieben; dann werden die
SchlUsselbegriffe durchgesehen, um den umfassendsten zu wahlen und in einen
neuen Knoten zu schreiben; nun wird eine Verbindung zwischen diesen beiden ersten
Begriffen gezogen; es folgt der nachste Schlisselbegriff, der dem bereits notierten, mit
dem er in Beziehung steht, zugeordnet wird; auch hier wird eine Verbindung gezogen;
bei der Anordnung soll sinnvoll gruppiert werden, d.h. was zusammengehort, wird
raumlich nah beieinander positioniert; nach Mdéglichkeit sollen Uberschneidungen von
Verbindungslinien vermieden werden (vgl. Nuckles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S. 17).

Die Autoren weisen darauf hin, dass, bezogen auf das gesamte Netz, die
Ubersichtlichkeit wichtig ist. Dazu empfehlen sie, den Fokus auf die wesentlichen
Aspekte eines Themas zu legen; die Verbindungslinien sollten sich mdglichst wenig
Uberschneiden; an manchen Stellen kann eine neue Concept-Map beispielsweise zu
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einem Unterthema flr mehr Klarheit sorgen; die Darstellungsstruktur sollte abhangig
von der inhaltlichen Struktur gewahlt werden (vgl. Nuckles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004,
S. 18).

Die hier aus den einzelnen Lernhilfen entnommenen und zusammengefiuhrten Kriterien

dienen nun in Kapitel 3 zur Erstellung einer neuen Lernhilfe, des Atlas der Schulmathe-
matik fiir die Sekundarstufe |.
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3. Praktische Umsetzung — Entwicklung der Atlaskarten

In diesem Kapitel fihrt der Weg in die praktische Umsetzung. Im Fokus steht die
Beantwortung der Forschungsfrage, die in der Einleitung unter 1.2. als erste formuliert
wurde. Sie lautet: Wie lassen sich die Inhalte der Mathematik der Sekundarstufe | so in

einem Netz darstellen, dass die gezogenen Verbindungen mathematisch korrekt sind,
und dass durch sie die existierende mathematische Struktur deutlich wird?

Die Antwort wird, wie unter 2.3.1. beschrieben, in zwei Schritten entwickelt. Im ersten
Unterkapitel werden alle Inhalte, um die es im Rahmen des Mathematikunterrichts der
Sekundarstufe | geht, erfasst und in Schllsselbegriffen festgehalten. Im zweiten
Unterkapitel werden diese Schlusselbegriffe miteinander in Beziehung gesetzt. Die
Verbindungen zwischen ihnen werden in Netzen visualisiert und parallel im Text
beschrieben. Dabei sollen sie sowohl dem fachmathematischen Anspruch gerecht
werden, als auch fachdidaktische Uberlegungen miteinbeziehen.

In einem dritten Schritt werden diese Wissensnetze in eine Weltkarte eingebettet. So
entsteht eine Lernhilfe, die die Kriterien von 2.3.2. erfullt und damit auf die Funktions-
weise des Gehirns abgestimmt ist und in ihrem Aufbau das Lernen, Speichern und
Erinnern mathematischer Inhalte moglichst gut unterstitzt.

3.1. Welche Inhalte miissen auf die Karten?

Zunachst geht es darum, all jene Inhalte zu sammeln, die von den Lernenden im
Mathematikunterricht der Sekundarstufe | erlernt werden sollen. Als verbindliche Quelle
fur diese Inhalte werden die gesetzlichen Planungsgrundlagen, die Lehrplane far
Mathematik, verwendet. Sie legen fest, ,was im Unterricht behandelt werden
soll“ (IDM-AECC-M 2007, S. 3). Wie in der Einleitung unter 1.1. bereits erwahnt, liegt
die Entwicklung der Lehrplane in Deutschland in der Hand der einzelnen
Bundeslander. Gemeinsam grinden alle Lehrplane auf den Vorgaben der KMK, die
diese in ihren allgemeinen Bildungsstandards zum Mittleren Schulabschluss
veroffentlicht hat (vgl. KMK 2004).

An dieser Stelle sei festgehalten, dass diese Quelle genutzt wird in dem Wissen, dass
jeder Lehrplan ein normatives Instrument ist, das auf die reinen fachwissenschaftlichen
Inhalte angewendet wurde. Die genannten Themengebiete und Inhalte und die zu
entwickelnden Kompetenzen sind immer eine Auswahl, die von einer Gruppe von
Autor*innen auf Basis politischer Vorgaben getroffen wurde. Ein Lehrplan erhebt somit
nicht den Anspruch auf Vollstandigkeit aus fachwissenschaftlicher Sicht.
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Es geht nun um die folgende Eingrenzung: Die Frage nach dem, was im Rahmen des
Mathematikunterrichts erlernt werden soll, fuhrt im deutschsprachigen Raum zu einem
dreidimensionalen Modell mathematischer Kompetenzen (vgl. SenBJF & MBJS 2020,
S. 5). Dieses Modell gibt ein Bild davon, was mathematische Bildung umfasst.
Mathematische Kompetenzen setzen sich demnach aus drei Dimensionen zusammen:
einer Handlungsdimension, einer Inhaltsdimension und einer Komplexitdtsdimension
(vgl. IDM-AECC-M 2007, S. 9). Oder anders formuliert: Es geht im Mathematik-
unterricht immer um eine Verknupfung aus ,prozessbezogenen mathematischen
Kompetenzen, inhaltsbezogenen mathematischen Kompetenzen [...] und Anfor-
derungsbereichen, die eine Orientierung fir den kognitiven Anspruch mathematischen
Handelns geben® (SenBJF & MBJS 2020, S. 5). Kompetenzerwerb findet nie isoliert in
einer Dimension statt (vgl. SenBJF & MBJS 2020, S. 6). In der vorliegenden Arbeit wird
jedoch eine Dimension in den Fokus genommen: Es werden die mathematischen
Inhalte analysiert, um die es im Rahmen der Sekundarstufe | geht. Die zu entwickelnde
Lernhilfe bildet genau diesen Bereich, genau diese Dimension mathematischer
Kompetenzen ab.

3.1.1. Begriindung der Auswahl der verwendeten Lehrplane

Die Arbeit wird als Dissertation in Berlin eingereicht und speist sich in ihrer Idee aus
den Erfahrungen in der Berliner Schulpraxis. Daher wird als primare Quelle der Teil C
fir Mathematik des Rahmenlehrplans fur die Jahrgangsstufen 1 bis 10 fir Berlin und
Brandenburg verwendet. Als Erganzung werden die bayerischen Mathematiklehrplane
fir die Grundschule, die Mittelschule, die Realschule und das Gymnasium analysiert.
Dahinter stehen zwei Uberlegungen: Zum einen existieren in Bayern drei schultypspe-
zifische Lehrplane fir die Sekundarstufe |, was eine andere Schwerpunktsetzung als in
Berlin und Brandenburg deutlich macht. Zum anderen liegt Bayern deutschlandweit
regelmaRig in der Spitzengruppe bei Vergleichsarbeiten in Mathematik in der
Sekundarstufe | (vgl. Roppelt, Penk, Péhimann & Pietsch 2013, S.139; vgl. Mahler &
Kolm 2019, S. 209). Mit der Wahl der Lehrplane dieser drei deutschen Bundeslander
wird eine mdglichst umfangreiche Sammlung aller Lerninhalte der Sekundarstufe |
angestrebt.

Um die Inhalte der drei deutschen Bundesléander noch zu erweitern, die wie oben
beschrieben aus denselben Bildungsstandards der KMK (2004) entwickelt wurden,
wird der Blick aulRerdem Uber die Landesgrenzen hinaus in den deutschsprachigen Teil
der Schweiz und nach Osterreich gerichtet. Der Fokus liegt hierbei auf weiteren, in den
verwendeten deutschen Lehrplanen noch nicht genannten Inhalten. Aus der Schweiz
wird der Lehrplan 21 Mathematik (D-EDK 2016) verwendet; er bildet das gemeinsame
Planungsinstrument fir die 21 deutsch- und mehrsprachigen Kantone der Schweiz und
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formuliert die verbindlichen Inhalte der obligatorischen Schulstufen (vgl. D-EDK 2021).
Auf dieser Grundlage entwickeln die einzelnen Kantone ihre individuellen Lehrplane.
Damit gleicht der Lehrplan 21 in seiner Bedeutung den Bildungsstandards der KMK.
Aus Osterreich wird der Lehrplan der allgemeinbildenden héheren Schule (AHS), deren
Ziel die Vermittlung einer umfassenden und vertieften Allgemeinbildung ist, gewahit
und der fir alle Bildungsregionen gleichermafen gilt (vgl. BMBWF 2021).

3.1.2. Darstellung der entstandenen Begriffslisten

Wie in 2.3.2 formuliert, werden in einem ersten Schritt alle mathematischen Inhalte in
SchlUsselbegriffen gefasst und aufgelistet. Daflr wird zunachst, wie im vorherigen
Abschnitt beschrieben, das fur Berlin und Brandenburg gultige Dokument verwendet.
Nach Formulierung aller darin enthaltenen Inhalte werden die drei anderen Lehrplane
sowie die Bildungsstandards fur den Mittleren Schulabschluss (KMK 2004) analysiert
und bislang fehlende Inhalte erganzt.

Die KMK stellt in ihren Bildungsstandards fiir den Mittleren Schulabschluss die Inhalte
nach den folgenden finf Leitideen geordnet dar: Zahl, Messen, Raum und Form,
Funktionaler Zusammenhang und Daten und Zufall (vgl. KMK 2004, S. 9). In den
untersuchten deutschen Lehrplanen werden darauf aufbauend die Inhalte ebenfalls
untergliedert und nach Themenbereichen sortiert. Auch in den Lehrplanen aus der
Schweiz und Osterreich finden sich &hnliche Untergliederungen. Tabelle 1 gibt einen
Uberblick Uber diese Themenbereiche.

Tabelle 1: Uberblick iiber die Themenbereiche

KMK Berlin & Bayern Schweiz Osterreich
Brandenburg
(KMK 2004, S.9)  (SenBJF & MBJS  (ISB 2010, S.30) (D-EDK 2016, S.6) (IDM-AECC-M
2020, S. 5) 2007, S.9)
o Zahl » Zahlen und » Zahlen » Zahl und e Zahlen und
* Messen Operationen * Geometrie Variable MaBe
* Raum und * GroéBen und * Funktionen * Form und » Geometrische
Form Messen » Stochastik Raum Figuren und
* Funktionaler * Raum und * GroBen, Koérper
Zusammen- Form Funktionen, » Variable,
hang * Gleichungen Daten und funktionale
» Daten und und Zufall Abhéngigkeit-
Zufall Funktionen en
* Daten und  Statistische
Zufall Darstellungen
und Kenn-
gréBen
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Um die Formulierung der Inhalte in Form von Schlisselbegriffen Ubersichtlich zu
gestalten, wird die Untergliederung in Themenbereiche auch in dieser Arbeit genutzt.
Es entstehen funf Begriffslisten, entsprechend der fiur Berlin und Brandenburg
formulierten funf Themenbereiche. Die in den anderen Lehrplanen gefundenen Inhalte
werden im Anschluss an den entsprechenden inhaltlich passenden Stellen erganzt und
in der Tabelle durch unterschiedliche Schriftstile kenntlich gemacht.

An dieser Stelle findet noch eine kurze Abgrenzung statt: In Anlehnung an die
Uberlegungen von Niickles, Gurlitt, Pabst und Renkl (2004) werden Schliisselbegriffe
formuliert, die dann in Netzen miteinander verknlpft werden. Dabei ist
»Schlisselbegriff* hier zu verstehen als Wort oder Woérter, die moglichst gut einen Inhalt
fassen bzw. benennen (Nuckles, Gurlitt, Pabst und Renkl 2004, S. 17). Bei Weigand
(2014) taucht im Rahmen des Begriffslernens ebenfalls die Bezeichnung
~ochlisselbegriff* auf; er nutzt diese Bezeichnung jedoch als Impuls zur Strukturierung
der Inhalte der Geometrie und unterscheidet ihn von ,Leitbegriffen® und
»otandardbegriffen”, je nachdem, ob ein Begriff mittel-, lang- oder kurzfristig gelernt
wird (vgl. Weigand 2014a, S.115 ff.). Diese Unterteilung findet in der vorliegenden
Arbeit nicht statt. Hier werden als Schlisselbegriffe die in den angegebenen Quellen
benannten Inhalte in entsprechende Worte gefasst, die kurz und pragnant die
Bedeutung wiedergeben.

Daraus ergeben sich die nun folgenden tabellarisch dargestellten Listen aller Inhalte,
die es im Rahmen des Mathematikunterrichts der Sekundarstufe | zu erkunden und zu
erlernen gilt.

Die unterschiedlichen Schriftstile spiegeln die folgende Zuordnung der entsprechenden
Lehrplane: normal: aus Berlin/Brandenburg, kursiv: aus Bayern, fett: aus Osterreich,
unterstrichen: aus der Schweiz.

Tabelle 2: Begriffsliste zum Themenbereich ,Raum und Form*

R R2- ebene Figuren R3 - geometrische Koérper
Punkt Viereck Warfel

Kreis Quader

Dreieck Kugel

Quadrat Zylinder, Drehzylinder

Rechteck Prisma

Parallelogramm Kegel, Drehkegel

Trapez gerade Pyramide
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R2- ebene Figuren

R3 - geometrische Korper

Drachenviereck

Raute

Teilflachen
Zusammengesetzte Flachen
ebene Figuren
Differenzflachen
Korpernetze

Schréagbilder
(Verzerrungswinkel, -maBstab,
Schréagbildachse)

strukturierte Flachen
Baupléne

Seiten-, Vorder-, Ansicht

Aufsichten

geometrische Muster
Parkettierungen

Flachenornamente

Axialschnitte von

schiefe Pyramide

Tetr r

Teilkdrper
Zusammengesetzte Kbrper
Differenzkorper
Wirfelbauten

(massstabsgetreue) Modelle

Rotationskérpern

Lagepldne

Grundrisszeichnungen
Bestandteile von Objekten  Abbildungen Beziehungen/Sitze
Eckpunkt Symmetrie Dreiecksarten

) ) (Systematisierung nach
Kante Spiegelsymmetrie WinkelgréBen und
Seitenlangen)

Seite Drehsymmetrie Haus der Vierecke

(Einheits-) Strecke
Strahl / Halbgerade

Gerade

Winkel (Schenkel,
Scheitelpunkt)

rechter Winkel

spitzer Winkel

Verschieben

Drehen

Spiegeln

Punktspiegelung

Drehwinkel

Drehzentrum
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Lagebeziehungen (Punkt/
Gerade, Gerade/Gerade,
Punkt/Ebene, Gerade/Ebene,
Ebene/Ebene)

Lagebegriffe (schneidend,
parallel, senkrecht,
windschief)

GroBenbeziehungen

Winkelbeziehungen



Bestandteile von Objekten  Abbildungen Beziehungen/Sitze

stumpfer Winkel Drehung um +/-90° und (Scheitel-, Neben-, Stufen-,
+/-180° Innenwinkel)

gestreckter Winkel VergréBern Dreieck: gleichschenklig,

gleichseitig

Hoéhe Verkleinern

Seitenhalbierende Kongruenzabbildungen Konstruktion von Dreiecken
(Langen- und Winkeltreue,

Winkelhalbierende Geraden-, Parallelen-, Wege

Kreistreue)(Umkehrbarkeit,
Umlaufsinn, Lage von Ur- und
Bildgeraden, Fixelemente)

Mittelsenkrechte Winkelsétze

Kathete Dreiecksungleichung
Hypothenuse/Basis Parallelverschiebung Kongruenzsétze
Senkrechte Ahnlichkeitsabbildung Satz des Thales
Parallele Strahlensétze Satzgruppe des Pythagoras
Diagonale zentrische Streckung Satz des Pythagoras
(Urpunkt, Bildpunkt,
Abstand/Entfernung Streckungsfaktor, Goldener Hoéhensatz
Schnitt)
Kreislinie Kathetensatz
Ortslinie und Ortsbereich trigonometrische
Beziehungen
Tangente Innenwinkelsumme von
Vielecken
Kreisbogen/Bogenmalf3 Peripheriewinkelsatz
Mittelpunktswinkel
Kreisring
Kreissektor/-ausschnitt
Radius
Durchmesser
Schnittpunkt / -gerade
Fundamentalkonstruktionen ProblemlGsestrategien
Spiegelpunkt und Achse Zerlegen in Teilflachen
Mittelsenkrechte Ruckfihrung auf Flachen durch Netze/Schragbilder
Lot Auslegen mit Einheitsquadraten
Winkelhalbierende Annédhern durch AuBen- und Innenquadrate
Spiegelpunkt und Zentrum Zerlegen in Teilflachen oder Sektoren
Umekreis Prinzip von Cavalieri
Inkreis
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Fundamentalkonstruktionen Problemlésestrategien

Schwerpunkt

Dreiecke aus Winkel- und
SeitenmaBen

Tangente an Kreis durch
Punkt auBerhalb des Kreises

Tabelle 3: Begriffsliste zum Themenbereich ,GréRen und Messen”

Messinstrumente (MI) GroBenvorstellungen MaBeinheiten

auswahlen & nutzen entwickeln

selbstgefertigte Ml Repréasentanten und situationsangemessenes
Stltzpunktvorstellung Verwenden der Einheiten

Genormte Ml

Skala Skizzen und Zeichnungen Bruchteile von GréBen
nutzen (gemeine Briiche,

. Dezimalschreibweise)

Lineal BezugsgréBen nutzen

MaBband funktionale Beziehungen Bruchzahlen bei
nutzen GréBenangaben

Uhr MaBeinheiten ineinander Zerlegungsprinzip
umrechnen

Kalender Erganzungsprinzip

MaBzahl MaBstabe erweiterte Stellenwerttafel

Messergebnis Einheitsgedanke

Messgeriét

(standardisierte) MaBeinheit

Winkel Lénge (Ober-)Flacheninhalt Volumen
BogenmanB Umfang als Lange Oberflacheninhalt von HohimaBe
Kérpern (mit Formel
GradmaB Formel Umfang von fir gerades Prisma, Formel beim geraden
Vielecken, geradlinig  Kreiszylinder, Prisma, Kreiszylinder,
und krummlinig zusammengesetzte zusammengesetzte
begrenzten Figuren,  Kérper, gerade Kérper, gerade

Kreisen, Kreisteilen Pyramide, geraden Pyramide, gerader

i Kreiskegel, Kugel
Satz des Pythagoras Kreiskegel, Kugel) g g

Sinus Formel beim Dreieck, Satz von Cavalieri bei
Viereck, Kreis, schiefen Prismen,
Kosinus Parallelogramm, Zylindern, Pyramiden
zusammengesetzte
Tangens

ebene Figuren

Sinussatz

Kosinussatz
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Zeit Geld Masse
Zeitpunkt Stlckelung
Zeitspanne/-dauer Preis

Betrag

Umgang mit Ergebnissen

Prifen auf Plausibilitat

Uberschlagsrechnung

Schétzen

N&herungsrechnungen

kritisches Bewerten

sinnvolles Runden

sinnvolle Genauigkeit

Tabelle 4: Begriffsliste zum Themenbereich ,Zahlen und Operationen®

Natiirliche Ganze Zahlen Rationale Zahlen Reelle Zahlen besondere
Zahlen Zahlen
Mengen Vorzeichen Bruchteil Pi Potenzen
erfassen (Begriffe: Potenz,
) Basis, Exponent)

Mengen Kleiner- Stammbruch Quadratwurzeln
darstellen GroBer-

Relation . , . .
Mengen Briche als Anteile  Naherungswerte  Potenzschreib-
(ent-)blindeln weise

geogr. Héhe Briche als Schranken Quadratzahlen

Verhéltnis finden
Zahldarstellung- Thermometer  Bruch als Quotient  Intervall- Primzahlen
en schachtelung
Schreiben von  Zahlengerade/ Dezimaldarstellung numerische Verf.
Ziffern -strahl
Prozentdarstellung

Stellenwertsys-  Zusténde gemischte Zahlen
temim

Kontostand Dichtheit

Zehnersystem
(auch Dezimal)

Zahlensysteme
(Dual-,
rémisches
System)

Anzahlen
schatzen

Bruch als Operator

Prozent als
Operator

Pfeildarstellung
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Natiirliche Ganze Zahlen Rationale Zahlen Reelle Zahlen besondere
Zahlen Zahlen
Kardinalzahl- grafische
aspekt Darstellung:
Kreissektor,
Rechtecksanteil,
Zahlengerade
Ordinal-
zahlaspekt
Rechenaspekt

MaBzahlaspekt

Hantieren mit Zahlen

Prozentsatz als:
vergleichbarer

Anteil

Zahlbeziehungen beschreiben

Zahl auf Zahlengerade orten
Zahl als Fingerbild zeigen
Zahlreihen aufsagen
Vergleichen

(An-) Ordnen

sachgerechtes Runden

Prozentsatz, -wert, Grundwert*

Zéhlen (in unterschiedlichen Schritten,

vorwarts und rickwarts)

Mengen zerlegen

additives Zahlzerlegen

Unterscheiden nach gegebenen Kriterien

(z.B. gerade/ungerade)

Zahlenfolgen bilden, weiterfihren, verdndern

Vielfache / kgV
Teiler / ggT
Primfaktorzerlegung
Teilbarkeitsregeln
Betrag / Gegenzahl

Zahlbereichserweiterungen

Darstellungs- Addition Subtraktion Multiplikation Division

weisen

Handlung Hinzufligen Wegnehmen wiederholtes Aufteilen
Hinzufligen

Sachverhalt Vereinigen Unterschied gleicher Verteilen
Anzahlen

Notation Zustandsadnde-  Zustandsinde-  Anteilbildung Bruch kirzen

rung rung
Bild Addition d. Bruch erweitern  Mult. mit
Ggzahl Kehrwert

Rechenwege x(-1) als Division mit Rest

darstellen Inversion

beschreiben -

austauschen und zeitlich-

nachvollziehen sukzessives
Vervielfachen
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Darstellungs- Addition Subtraktion Multiplikation Division
weisen
Durchfihrung der rdumlich-
Rechenoperatione simultane
n: schriftlich, Gegebenheit
halbschriftlich, im
Kopf, mit
steigender Anzahl
an Wertziffern

Zahlprinzip

Potenzieren

Radizieren

Logarithmieren

als fortgesetzte Mult.

als Umkehroperation zum

Quadrieren
Rechenstrategie Rechengesetze Ergebnisiiberpriif Aufgabentypen
ung
Strategien beim Kopfrechnen Kommutativ- Kontrollrechnungen = Umkehraufgaben
gesetz
Kleines 1+1 Assoziativgesetz Uberschlagen Tauschaufgaben
Kleines 1x1 Distributivgesetz = Abschatzen analoge Aufgaben
Dreisatz* gleich- und Rickschau halten Nachbaraufgaben
gegensinniges
Verhétnisgleichungen* Verandern Anweisungen zu
Handlungs-
Ruckfihren auf bekannte Potenz-vor- sequenzen/
Strukturen Punkt-vor-Strich Flussdiagramm

arithmetische Muster finden

systematisches Probieren

Klammerregel

Vorwdérts- und
Rlickwdrtsarbeiten

Rechnen in Schritten

Potenzgesetze

Wurzelgesetze

* Verbindung zum Themenbereich ,,Gleichungen und Funktionen®

Tabelle 5: Begriffsliste zum Themenbereich ,Gleichungen und Funktionen®

Bestandteile/Elemente Termbegriff aquivalentes Umformen

Variablen aufBer- und Vorzeichenregeln
innermathematische

Notation algebraischer Sachverhalte und Kommutativgesetz

Terme Zusammenhange

Termwert Assioziativgesetz

Wurzelterme erfassen und beschreiben  Distributivgesetz

Terme mit Potenzen

graphische Darstellung

vergleichen

begriinden
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Bestandteile/Elemente Termbegriff aquivalentes Umformen
symbolische Darstellung quadratische Erganzung
sprachliche Darstellung Additionstheoreme
Potenzgesetze
Wurzelgesetze
Gleichungstypen Lésungsverfahren Lésungskontrolle

einfache Gleichungen
lineare Gleichungen
Verhéltnisgleichungen
Bruchgleichungen
quadratische Gleichungen

Gleichung mit Parameter

Ungleichung
Exponentialgleichungen

Gleichungen mit héheren
Potenzen

Gleichungen mit Wurzeln

Spezialfélle aus der
Trigonometrie: sin?@ + cos?@
=1und

lan@ = sin@/cos @

Aquivalenzumformungen
Loésbarkeit
L&sungsvielfalt
systematisches Probieren
rechnerisch

grafisch
Fallunterscheidung
Néherungsverfahren

Logarithmus + Rechenregeln

Faktorisieren
Substituieren

Polynomdivision

rechnerisch
in Bezug auf Sachkontext

Umkehroperation

Art des Gleichungssystems Lésungsverfahren Lésungsherausforderungen
lineares Gleichungssystem grafisch Losbarkeit

(2 Variablen)

lineares Gleichungssystem systematisches Lésungsvielfalt

(3 Variablen) Probieren

quadratisches Gleichungssystem

Schnittprobleme

Zuordnungsbegriff
anndhern

rechnerisch/algebraisch
Additionsverfahren
Einsetzungsverfahren

Gleichsetzungsverfahren

Zuordnungsbegriff

Ubergang zum
Funktionsbegriff

Ordnen von Objekten nach
Eigenschaften

direkt proportionale
Zuordnung

indirekt proportionale
Zuordnung
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Zuordnungsbegriff
anndhern

Zuordnungen in
Alltagszusammenhangen

geometrische Muster

arithmetische Muster

Zuordnungsbegriff Ubergang zum
Funktionsbegriff

Begriffe: verhéltnis- bzw. Wertetabelle

quotientengleich,

produktgleich,

Proportionalitatsfaktor,
Ursprungshalbgerade

Bildungsregeln von Mustern

multiplikative
Zusammenhange in
Alltagssituationen

direkte und indirekte
Proportionalitat

Funktionsfamilien

Funktionsglei-
chung

Funktionswert
Funktionsgraph

Funktionsgleichung

zu untersuchende Merkmale

lineare Funktionen

quadratische Funktionen

trigonometrische
Funktionen

Exponentialfunktionen

y=ax+b

y=a ((x+d)2+e

y=ax2+bx+cC

y = a sin(x)

y = a sin(bx+c) + d
y = a cos(bx)
y = a bx (b groBer

0, x aus N)

y=abx+c(b
groéBer 0)

Steigung, Steigungsdreieck, m = tan@
Anderungsrate

Nullstelle

y-Achsenabschnitt

Einfluss der Parameter auf den Verlauf des
Graphen

Funktionsgleichung achsenparalleler Geraden
orthogonale bzw. parallele Geraden
Parallelenscharen

Definitionsbereich

Wertebereich

Parabelscharen (Tragergraphen)
Lésungsformel und Diskriminante

Form des Graphen

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

Einfluss der Parameter auf den Verlauf des
Graphen
(Streckung, Stauchung, Verschiebung)

Symmetrie
Offnungsrichtung

Scheitelpunkt
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Funktionsfamilien Funktionsglei- zu untersuchende Merkmale

chung

Potenzfunktionen y=axk+b (kaus Periodizitat

Z und k aus Q.) .
Anderungsverhalten (ausgewahlter ganzrat.

Fktn.)

Angabe markanter Punkte (Hoch-, Tief-,
Wendepunkt)

Verhalten an den Definitionsréndern
Grenzwertbegriff, Gernzwertschreibweise
Gleichung der Asymptote bestimmen

AnderungsmaBe (absolute & relative

Anderung, Differenzenquotient)

Umkehrfunktion zu linearen Fkin, Exponentialfkin und Potenzfktn mit ganzzahligem

Exponenten

Zuordnungs- oder
Funktionstyp

Darstellungsformen

geometrische Muster

arithmetische Muster

Zuordnungen (prop. & ind.

prop.)

alle Funktionsfamilien

Zuordnungs- und
Funktionstyp

nachlegen, nachbauen, ausmalen
herstellen nach Bildungsregel
Ausfullen von Licken in Folgen
Fortsetzen einfacher Folgen
symbolische Darstellung
sprachlich

tabellarisch

grafisch im Koordinatensystem
mittels Pfeilen/symbolisch
sprachlich

tabellarisch

grafisch im Koordinatensystem

Funktionsgleichung

Anwendung

direkte und indirekte
Proportionalitat
vs. nicht proportional!

Vervielfachen von GréBen

Ermitteln und berechnen von GréBen
Verhéltnisgleichungen

Zusammenhang Kreisumfang/-fldche und Radius

Dreisatz
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Zuordnungs- und Anwendung
Funktionstyp
Prozentrechnung
MaBstab
Zinsrechnung

jeweils bekannte
Funktionstypen

ganzrationale Funktionen

Exponential- und
Logarithmusfktn.

Begriffe Prozentrechnung

Modellieren von Problemstellungen

Schnittpunkte von Funktionsgraphen berechnen
mittlere und lokale Anderungsrate

Anfangs- und Endwerte

Wachstumsfaktoren und -raten

Zinseszinsrechnung

Begriffe im Zusammenhang Begriffe Zinsrechnung

Prozentsatz (als Faktor)
Prozentwert

Grundwert

Rabatt

Promillerechnung

Preiserh6hung und -senkung  Zinssatz

Skonto Zinsen

Umsatzsteuer Kapital

Brutto-, Nettogewicht, Tara Verzinsungszeit

Einkaufspreis Jahres-, Monats- und
Tageszinsen

Handlungskosten

Selbstkosten

Gewinn

Verlust

Brutto-, Nettoverkaufspreis

Tabelle 6: Begriffsliste zum Themenbereich ,Daten und Zufall®

Datenerhebung Veranschaulichung Interpretation
Daten sammeln, sortierte Objektmengen KenngréBen
erfassen, ordnen,
strukturieren vorgegebene Tabellen Modalwert
statist. Rohdaten Strichlisten Minimum
Daten ordnen/ einfache Schaubilder Maximum
strukturieren

Wairfeltirme arithmetisches Mittel
Daten Liniendi mm Median
interpretieren
Befragung (vorgegebene) Saulendiagramme  Spannweite
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Datenerhebung Veranschaulichung Interpretation

Recherche Balkendiagramm absolute Haufigkeit
(Zufalls-)Experime  Kreisdiagramm relative Haufigkeit

nt

Merkmal Vierfeldertafel Quartile

Daten Boxplots Manipulation
Stichprobe Flussdiagramm Standardabweichung
Skalierung Streudiagramm

Strecken- und Stabdiagramm

Zufallsgeneratoren Begriffe und Definitionen Wahrscheinlichkeiten
bestimmen
Waiirfel Zufall Regel von Laplace
Gliicksrad Zufallsexperiment Summenregel
Urne Ergebnis (sicher, mdglich, Baumdiagramme
unmdglich)
Ergebnismenge/-raum Pfadregeln
Ereignis Urnenmodell
Wabhrscheinlichkeitsbegriff Satz von Bayes
Gesetz der groen Zahlen Fakultat
Gegenwahrscheinlichkeiten Binomialkoeffizient

bedingte Wahrscheinlichkeit
Kombinatorik
Permutation

Unabhéngigkeitsbegriff

3.2. Wie hidngen diese Inhalte zusammen?

In diesem Unterkapitel werden nun die herausgearbeiteten Inhalte in Beziehung
zueinander gesetzt und die dazu formulierten Schlisselbegriffe zu Netzen zusam-
mengefigt. In Abschnitt 2.3.2. wurden vier allgemeine Kriterien aufgestellt, die dabei
zur Anwendung kommen. Sie sind wie eine Art Rahmen oder Metaebene zu verstehen
und sollen Gber alle Themenbereiche hinweg gelten:

* Die Komplexitdt des Netzes soll mdglichst gering gehalten werden. Die
Konzentration liegt auf dem Wesentlichen, und der Umfang des gesamten
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Themas ist transparent. Deshalb werden zusammenhdngende Netze auf
einer Seite dargestellt.

* Zusammenhange werden sichtbar.

* Die Vernetzungen der Begriffe untereinander sind sinnstiftend, d.h. sie liefern
einen inhaltlichen Mehrwert zu den verbundenen Begriffen.

» Die Darstellung generiert Aufmerksamkeit und hilft, den Fokus auf einzelne
Aspekte zu richten.

Das erste Kriterium gibt eine klare Vorgabe fir die Darstellung auf einer Seite. Es
mahnt zugleich, stets darauf zu achten, die Komplexitdt soweit wie mdglich zu
reduzieren. Im zweiten und dritten Kriterium lasst sich der bereits formulierte Anspruch
verankern, dass die entstehenden Netze jeweils die Struktur, die aus fachmathema-
tischer Sicht zwischen den Inhalten existiert, transparent werden lasst. Die
Verbindungen, die zwischen den Schllsselbegriffen gezogen werden, sollen eine
zusatzliche Erkenntnis Uber den Inhalt und seine Position im Gesamtgefiige aller
Inhalte liefern. Um das zu erreichen, werden innerhalb jedes Themenbereiches
Autor*innen zu Rate gezogen, die sich mit dem Aufbau und der Struktur eben dieses
Themenbereiches eingehend beschaftigen oder beschaftigt haben. Aufbauend auf
ihren Uberlegungen, erfolgen die Wahl von und die Einteilung in die einzelnen Haupt-
und Unterthemen sowie die Zuweisung der einzelnen Inhalte bzw. deren
Verbindungen. Das vierte Kriterium wird in 3.3. speziell in den Fokus genommen, wenn

es, wie in 2.3.1 angekindigt, um die Visualisierung der einzelnen Netze geht.

Nuckles, Gurlitt, Pabst und Renkl (2004) entsprechend, wird jeweils zunachst der
Themenbereich ins Zentrum der Arbeitsflache geschrieben. Aus der Liste aller
Schlisselbegriffe werden dann die umfassendsten Hauptthemen gewahlt, die den
Themenbereich in einem ersten Schritt untergliedern (vgl. Nickles, Gurlitt, Pabst und
Renkl 2004, S. 17). Diese Hauptthemen sollen so formuliert werden, dass ihnen alle
weiteren Schlisselbegriffe eindeutig zugeordnet werden kénnen und es zu keinen
Uberschneidungen kommt. Bei jeder Form der Strukturierung von Inhalten, die gewahit
wird, geht es darum, Verbindungen, die aus mathematischer Sicht zwischen diesen
Inhalten existieren, sichtbar zu machen. So soll die Wahl von Hauptthemen einen
Themenbereich zundchst grob gliedern und einen ersten Uberblick Uber die
unterschiedlichen Aspekte deutlich machen, die den genannten Themenbereich
charakterisieren. Nach dieser ersten Einteilung aller Schlisselbegriffe werden in einem
nachsten Schritt weitere Unterthemen herausgearbeitet, die innerhalb eines
Hauptthemas fur Struktur sorgen. Jeder Schlisselbegriff der Liste braucht einen Ort
bzw. ein Thema, an den bzw. das er angebunden werden kann. So wiederholt sich der
eben genannte Schritt so lange, bis alle SchlUsselbegriffe in das entstandene Netz
eingebaut sind. An den Stellen, an denen es fiir mehr Klarheit und Ubersichtlichkeit

sorgt, werden weitere Netze zu einzelnen Unterthemen entwickelt.
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Somit entstehen zu jedem Themenbereich zunachst ein Netz, das eine Ubersicht tber
die Hauptthemen gibt, und dann weitere Netze zu jedem dieser Hauptthemen. Wie in
2.3.2. erwahnt, lassen sich bei all diesen Netzen die Darstellungsstruktur insgesamt
und die Art der einzelnen Verbindungen charakterisieren. In der vorliegenden Arbeit
werden, in Anlehnung an die in 2.2.2.2. von Nuckles, Gurlitt, Pabst und Renkl (2004)
beschriebenen Mdglichkeiten, kombiniert mit den von Metzig und Schuster (2016)
dargestellten Varianten, hierarchische Darstellungsstrukturen verwendet. Dabei
tauchen drei Arten auf, wie zwei Hierarchieebenen miteinander in Beziehung stehen
bzw. verbunden sein kénnen. Um im Folgenden bei den einzelnen Netzen einfach
Bezug auf diese drei Méglichkeiten nehmen zu kénnen, wird auch ihr Inhalt in einem
Schlisselbegriff gefasst. So ergeben sich die folgenden drei Verbindungstypen:

» Ausdifferenzierung: Hier wird ein allgemeiner Begriff in spezifischere Begriffe
ausdifferenziert bzw. verfeinert; ein Unterbegriff ist als ein Beispiel fur einen
entsprechenden Oberbegriff zu verstehen; hierbei werden Merkmale des
Oberbegriffs an den Unterbegriff vererbt (vgl. Nickles, Gurlitt, Pabst und
Renkl 2004, S. 27; Dansereau et al. (1979), zitiert nach Metzig & Schuster
2016, S. 103).

e Zerlegung: Ein Begriff wird in seine Bestandteile zerlegt; ein Unterbegriff ist
hier ein Teil des zugehoérigen Oberbegriffs (vgl. Nickles, Gurlitt, Pabst und
Renkl 2004, S. 27; Dansereau et al. (1979), zitiert nach Metzig & Schuster
2016, S. 103).

» Eigenschaftszuschreibung: Hier werden bestimmte Eigenschaften oder
charakteristische Merkmale zu einem Oberbegriff gesammelt und als
Unterbegriffe angebunden (vgl. Nickles, Gurlitt, Pabst und Renkl 2004, S.
28; Dansereau et al. (1979), zitiert nach Metzig & Schuster 2016, S. 103).

Es folgen funf Abschnitte (3.2.1. bis 3.2.5.), in denen zu jedem Themenbereich die
gesammelten Schlisselbegriffe zu Netzen verknlpft werden. Die zugrundeliegenden
Uberlegungen und Begriindungen fiir die gezogenen Verbindungen und die
entstehende Struktur werden im Text beschrieben und sollen parallel und in
Kombination mit dem entsprechenden Netz betrachtet werden. An einigen Stellen
fuhren die Uberlegungen der zu Rate gezogenen Autor*innen dazu, dass einzelne
Schlusselbegriffe noch in den entsprechenden Netzen ergénzt werden. Entweder
werden auf diese Weise Kategorien eroffnet, oder die zusatzlichen Schlusselbegriffe
vervollstandigen bereits genannte Aspekte oder differenzieren diese noch weiter aus.
In den zugehdrigen Textabschnitten werden diese Punkte entsprechend benannt.
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3.2.1. Begriffsnetz zum Themenbereich ,,Raum und Form*“

Fir den Geometrieunterricht formuliert Weigand (2014b) drei zentrale inhaltsspezifi-
sche Ziele. Das erste dieser Ziele, das ,Verstandnis geometrischer Begriffe und ihrer
Eigenschaften® (Weigand 2014b, S. 25), wird fur dieses Unterkapitel als Leitmotiv
verwendet: ,Schuilerinnen und Schiiler [sollen] Denkstrukturen oder mentale Strukturen
entwickeln, die das Wissen uUber den Begriff reprasentieren, und die insbesondere die
Beziehungen zu bereits gelernten Begriffen enthalten (Weigand 2014b, S. 25). Im
Sinne der Forderung an den Mathematikunterricht nach Beziehungshaltigkeit und
Vernetzung, in der sich Weigand auf Freudenthal (1973) und Wagenschein (1970)
bezieht, unterstreicht er, dass es darum geht, ,Beziehungen zwischen geometrischen
Begriffen, Eigenschaften und Satzen [aufzuzeigen]® und eine ,Vernetzung zwischen
verschiedenen Gebieten der Mathematik® zu schaffen (Weigand 2014b, S. 26). Diese
Gedanken bilden die Grundlage bei der Entwicklung der Netze zur Leitidee ,Raum und

Form®.

In der Begriffsliste zu diesem Themenbereich (siehe Tabelle 2, S. 54) finden sich alle
geometrischen Begriffe, Eigenschaften und Satze, die sich ein Schuler oder eine
Schulerin im Rahmen der genannten Leitidee erschlielen soll (vgl. Weigand 2014b, S.
26). Beim Vernetzen dieser Inhalte fliel3t ein weiterer Gedanke von Weigand (2014) mit
ein, den er im Zusammenhang mit der Begriffsbildung und der Einordnung in ein
Begriffsnetz formuliert: Es geht ihm darum, ein Verstandnis flir die gegenseitigen
Abhangigkeiten von Begriffen und Satzen zu entwickeln und sich so mit dem Prozess
des Aufbaus der Geometrie auseinanderzusetzen (vgl. Weigand 2014b, S. 27). Wie in
den einleitenden Gedanken zu diesem Unterkapitel beschrieben, sollen alle
aufgelisteten geometrischen Begriffe, Eigenschaften und Satze in Kategorien gefasst
werden, die mdglichst gut nachvollziehbar und trennscharf sind, d.h. die nach
Méglichkeit eine eindeutige Zuordnung der einzelnen Begriffe zu jeweils einer
Kategorie zulassen. Das schlie3t eine Hierarchisierung in Ober- und Unterkategorien
mit ein.

Weigand (2014b) findet flir geometrische Begriffe vier Kategorien: Objekte, Relationen,
Abbildungen und Malde (vgl. Weigand 2014b, S. 25). Franke (2001) verwendet fir die
Geometrie der Grundschule eine zweifache Klassifikation: Sie unterscheidet die
.Begriffe flir ebene und raumliche Objekte oder [unterscheidet sie] nach logischen
Gesichtspunkten in Objektbegriffe, Eigenschaftsbegriffe und Relationsbegriffe” (Franke
2001, S. 78). In der Beschreibung dieser Klassen gliedert sie die von Weigand (2014b)
als Objekte bezeichneten Begriffe noch weiter in Objekte und Eigenschaften (vgl.
Franke 2001, S. 78). Gleichzeitig erganzt Weigand (2014b) mit den Abbildungen und
den Malen zwei fur die Sekundarstufe wichtige Aspekte (vgl. Weigand 2014b, S. 25).
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Holland (2001) geht noch starker ins Detail: Er beginnt mit der Einteilung der
geometrischen Begriffe unter ,inhaltlichen, logischen, axiomatischen und strukturellen
Gesichtspunkten® (Holland 2001, S. 157). Nach dem inhaltlichen Aspekt werden die
Begriffe in drei Gruppen eingeteilt: ,Figurenbegriffe, Abbildungsbegriffe und Mal3-
begriffe“ (Holland 2001, S. 157). Auch er nimmt an dieser Stelle eine zweifache
Klassifikation vor, indem er wie Franke zwischen ebenen und raumlichen Begriffen
unterscheidet (vgl. Holland 2001, S. 157). Nach logischen Gesichtspunkten klassifiziert
er die ,Objektbegriffe (oder Eigenschaftsbegriffe), Relationsbegriffe und Funktions-
begriffe* (Holland 2001, S. 158). Die axiomatischen und strukturellen Gesichtspunkte
werden an dieser Stelle nicht weiter verfolgt.

Inhaltlich inspiriert durch diese Einteilungen, werden in der vorliegenden Arbeit die
folgenden sechs Kategorien bzw. Hauptthemen fiir den Themenbereich ,Raum und
Form* festgelegt und in Abbildung 1 als Netz zur Ubersicht dargestellt:

+ Objekte

» Besondere Darstellungsformen der Objekte
e Konstruktion bestimmter Objekte

e Beziehungen zwischen Objekten

* Affine Abbildungen

» Malbegriffe der Geometrie.

Dabei ahneln Weigands (2014b) ,Objekte, Frankes (2001) ,Objektbegriffe und
Eigenschaftsbegriffe” und Hollands (2001) ,Figurenbegriffe” und ,Objektbegriffe* der
Begriffsmenge, die von den ersten drei Kategorien abgebildet wird. Kategorie 4
sammelt Weigands (2014b) ,Relationen®, Frankes (2001) und Hollands (2001)
.Relationsbegriffe” sowie Teile von Hollands (2001) ,Figurenbegriffen” unter dem
inhaltlichen Gesichtspunkt. Die flinfte Kategorie zielt auf die Begriffe, die Weigand
(2014b) mit ,Male“ und Holland (2001) mit ,MaRbegriffe* und einem Teil der
,<Funktionsbegriffe” beschreibt. Kategorie 6 bundelt Weigands (2014b) ,Abbildungen®,
Hollands (2001) ,Abbildungsbegriffe und einen Teil seiner ,Funktionsbegriffe®. An
dieser Stelle sei noch einmal ausdrucklich darauf hingewiesen, dass es sich hier um
eine grobe Zuordnung handelt. Im Folgenden wird detaillierter auf die Einteilungen der
oben genannten Autoren Bezug genommen. Unterschiede zu ihren Klassifikationen
werden an entsprechender Stelle diskutiert.
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Abbildung 1: Netz zur Ubersicht Giber den Themenbereich ,Raum und Form*

Objekte /—{ MaRbegriffe der Geometrie ]

[ besondere Darstellungsformen der Objekte ]— Raum und Form affine Abbildungen

[ Konstruktion bestimmter Objekte }/ \< Beziehungen zwischen Objekten ]

Ein grof3er Teil der Schlusselbegriffe auf den Begriffslisten lasst sich nach diesen sechs

Kategorien strukturieren. Die Begriffe, die sich der Kategorie ,Objekte“ zuordnen
lassen, schaffen das Fundament des Netzes zur Leitidee ,Raum und Form® In
gewisser Weise dariber gelegt werden dann die Begriffe und Satze zur zweiten und
dritten Kategorie. Diese Idee ful’t auf einem Vorgehen aus der Kartographie: Wenn
dort ein Raumphanomen dargestellt wird, kann daflir entweder eine topographische
Karte oder eine thematische Karte entwickelt werden. Die Frage ist jeweils, welche
Absicht damit verfolgt wird.

Auf diese Weise liefert die Einordnung in die erste Kategorie gleichsam eine
topographische Darstellung des Gelandes zur Leitidee ,Raum und Form®. Hier wird
den Lernenden ersichtlich, mit welchen geometrischen Objekten gearbeitet werden
soll. Die Kategorien 2 und 3 ermdglichen dann thematische Karten, die sich Uber die
topographische Karte legen lassen und Eigenschaften und Satze transparent machen.

Die vierte und finfte Kategorie stehen fur sich. Sie liefern wieder eine topographische
Darstellung eines weiteren Teils des Gelandes zur Leitidee ,Raum und Form®. Die
sechste Kategorie hat eine Doppelfunktion. Sie liefert weitere Aspekte zu den unter 1
bis 4 gefassten Objekten. Zugleich bildet sie den Ubergang zu den Inhalten des
Themenbereiches ,Groflen und Messen®, aus dem sie einige Schlisselbegriffe mit
aufnimmt.

Im Folgenden wird jede der Kategorien bzw. jedes der Hauptthemen weiter entwickelt

und ausdifferenziert. Dabei werden Anknlpfungspunkte bzw. Verbindungen zwischen
den Kategorien sowie zu weiteren Themenbereichen geschaffen.
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3.2.1.1. Objekte

Wenn in diesem Unterabschnitt von Objekten gesprochen wird, handelt es sich um die
von Weigand (2014b) als ,geometrische Begriffe* bezeichneten Inhalte (vgl. Weigand
2014b, S. 25). Zu dieser Kategorie gehoren die Objekte, mit denen im Rahmen des
Mathematikunterrichts hantiert wird. Die Ubersicht in Abbildung 2 zeigt alle Objekte, die
dieser Kategorie zugeordnet sind.

Die Menge aller Objekte wird in einem ersten Schritt in drei Unterkategorien gegliedert
und zwar, je nach ihrer Dimension, in eindimensionale, zweidimensionale oder
dreidimensionale Objekte. Die Zugehorigkeit zu einer dieser drei Unterkategorien trifft
eine Aussage Uber die Eigenschaft der Dimension des entsprechenden Objekts — es
handelt sich hier also um eine Eigenschaftszuschreibung.

Die eindimensionalen Objekte werden in die folgenden sechs Schlisselbegriffe
ausdifferenziert, von denen jeder ein Beispiel fir diese Kategorie liefert: Punkt, Strahl/
Halbgerade, Wege, Gerade, Ortslinie und Ortsbereich sowie (Einheits-)Strecke

Bei den zweidimensionalen Objekten tauchen die Ebene und der Kreis direkt als
Beispiele dieser Kategorie auf. Daneben werden vier weitere Unterkategorien
geschaffen. Dabei fassen Fldchen aus Flachen, strukturierte Flachen und n-Ecke
jeweils einzelne Objekte zusammen, die hierflr Beispiele sind und in den untersuchten
Lehrplanen gefordert werden. Das sind bei den Fldchen aus Fléchen die Teilfldchen,
die Differenzflichen sowie die zusammengesetzten Flachen und bei den strukturierten
Flachen die Flachenornamente, die Parkettierung und die geometrischen Muster. Bei
den n-Ecken werden die beiden spezifischen Falle Dreieck und Viereck genannt, die in
der Schulmathematik eine besondere Rolle spielen. Die Vierecke werden ebenfalls
noch weiter in die sechs unterschiedlichen Vierecksarten ausdifferenziert: Raute,
Drachenviereck, Trapez, Parallelogramm, Rechteck und Quadrat. Flachen aus Fldchen
und n-Ecke tauchen als Begriffe nicht in den Lehrpldanen auf, werden aber als
Bezeichnungen flr diese beiden Unterkategorien zuséatzlich eingeflhrt. Die
Bestandteile zwei- und mehrdimensionaler Objekte — die vierte Unterkategorie —
sammeln charakteristische Merkmale mehrdimensionaler Objekte. Hier wird die Menge
aller Bestandteile zwei- und mehrdimensionaler Objekte als ein ,lUbergeordnetes
Ganzes* in die einzelnen Merkmale Seite, Kante, Eckpunkt und Winkel und damit ,in
seine untergeordneten Bestandteile zerlegt® (Nickles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004,

S. 27).
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Abbildung 2: Netz zu den Objekten
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Bei den dreidimensionalen Objekten werden analog zu den zweidimensionalen die
Kérper aus Kérpern als zusatzlicher Begriff fur diese Unterkategorie eingeflhrt und in
Wiirfelbauten, Differenzkérper, zusammengesetzte Kérper und Teilkérper untergliedert.
Die Rotationskérper werden ebenfalls weiter ausdifferenziert: Auch hier werden als
Beispiele Kugel, zusammengesetzte Rotationskérper, (Dreh-)Kegel und (Dreh-)Zylinder
angeknlpft. Wiirfel und Quader stehen mit dem Prisma als spezielle Objekte dieser
Unterkategorie in einer Inklusionshierarchie (vgl. Nuckles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004,
S. 27). Die Unterkategorie der Pyramide wird noch Uber eine Eigenschaftszuschrei-
bung in schiefe und gerade Pyramiden zerlegt (vgl. Nickles, Gurlitt, Pabst & Renkl
2004, S. 27), wobei den letztgenannten der Tefraeder als Beispiel zugeordnet ist.

Drei Objekten dieses Netzes kommt eine besondere Rolle zu: dem Dreieck, dem Kreis
und dem Winkel. Sie bilden genau genommen eigenstandige (Unter-)Themen, denen
sich jeweils viele Schlisselbegriffe der vorliegenden Begriffsliste zuordnen lassen.
Daher werden zum Zweck der Ubersichtlichkeit drei von diesen Objekten ausgehende
separate Netze entwickelt und im Folgenden dargestellt.

3.2.1.1.1. Winkel

Im Netz in Abbildung 3 steht der Winkel als Thema im Mittelpunkt der Arbeitsflache.

Abbildung 3: Netz zum Winkel
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Der geometrische Begriff des Winkels hat eine vielschichtige Bedeutung. Als Objekt
kann er weiter zerlegt werden in seine definitorischen Bestandteile, was die erste
Unterkategorie bildet. Gleichzeitig ist er selber definitorischer Bestandteil anderer
geometrischer Begriffe wie beispielsweise des Dreiecks oder eines Vierecks. Hierbei ist
die Art des Winkels entscheidend. Daher wird die Art des Winkels als Unterkategorie
im Begriffsnetz gewahlt. Sie liefert eine disjunkte Einteilung aller Winkel nach der
Eigenschaft ihrer Gradzahl. Die dritte Unterkategorie Winkel in Beziehung ergibt sich
aus Begriffen, die die Lage von zwei Winkeln zueinander beschreiben, die innerhalb
eines Vielecks oder an zwei parallelen Geraden, geschnitten von einer dritten Gerade,
liegen. In Erganzung zu den Inhalten der Lehrplane ist jeweils der zugehorige Satz
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zugeordnet, der eine Aussage Uber die GroRe der entsprechenden Winkel trifft. Im
weitesten Sinne sind hier wieder Eigenschaften und zusatzlich entsprechende Satze
leitend bei der Zuordnung zu dieser Kategorie.

Es bleiben noch zwei Begriffe, die in das Begriffsnetz zum Winkel hineingehdren: die
Winkelhalbierende und die Innenwinkelsumme. Die letztgenannte ist bei der Definition
des Innenwinkels angeknupft und aus Grinden der Vollstandigkeit fur die Lernenden
noch ausdifferenziert, je nach mathematischem Objekt, in dem sie betrachtet wird.

Das Begriffsnetz zum Winkel bietet an mehreren Stellen Verknipfungspunkte zu
Knoten anderer Netze. Die Winkelarten spitzer, rechter und stumpfer Winkel bieten
Verbindungen zu den Dreiecksarten im Begriffsnetz zum Dreieck. Im selben
Begriffsnetz wird die (Innen-)Winkelsumme eingebunden. Die Winkelhalbierende wird
bei dem Begriffsnetz zu den Konstruktionen bestimmter Objekte (siehe 3.2.1.3.) und
bei den Lagebeziehungen (siehe 3.2.1.4.) verknlpft, weil ihre Bedeutung im Unterricht
an dieser Stelle hauptsachlich zum Tragen kommt.

3.2.1.1.2. Kreis

Auch der Kreis wird in einer Unterkategorie in seine definitorischen Bestandteile
zerlegt. Im Mathematikunterricht werden Teile von Kreisen und spezielle Kreise weiter
ausdifferenziert, die Verbindungen zu anderen Begriffen darstellen. Daher knupft an
dem Begriff Kreis ein Begriffsnetz an, das zunachst in drei Kategorien eingeteilt ist:
definitorische Bestandteile, Teile von Kreisen und spezielle Kreise.

Abbildung 4: Netz zum Kreis
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Kreisring

Die Kategorie der Teile von Kreisen lasst sich noch weiter spezifizieren: Der

Mittelpunkt

Radius

Durchmesser

Mittelpunktswinkel erfillt in diesem Kontext seinen inhaltlichen Zweck genauso wie der
Kreissektor/-ausschnitt. Das Bogenmal3 taucht in diesem Netz als Begriff auf wegen
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seiner engen VerknUpfung mit der Definition des Kreisbogens. Es stellt eine inhaltliche
Bricke zu den Begriffen der Kategorie dar, die unter 3.2.1.6. bei den Grofen
gesammelt werden. An dieser Stelle erscheint auch die Kreiszahl, die hier vielleicht

vermisst wird.

Die Kategorie der speziellen Kreise wird ebenfalls noch weiter ausdifferenziert. Der
Feuerbachkreis, der Umkreis und der In(nen)kreis stehen im Zusammenhang mit den
besonderen Linien im Dreieck, der Winkelhalbierenden, der Seitenhalbierenden, der
Mittelsenkrechten und der Hoéhe. Da hier jeweils die Aufmerksamkeit auf der
Konstruktion liegt, wird an dieser Stelle die Verbindung zum Begriffsnetz zur
Konstruktion bestimmter Objekte unter 3.2.1.3. gezogen. Der Fasskreis und der
Thaleskreis knupfen inhaltlich ebenfalls am Dreieck bzw. am Spezialfall des
rechtwinkligen Dreiecks an und werden an entsprechender Stelle verbunden. Als
Kreise sind sie alle in dem vorliegenden Begriffsnetz verankert.

In diesem Netz wurden der Vollstandigkeit halber die folgenden Schlisselbegriffe zu
den Inhalten der Begriffsliste erganzt: Kreissegment und Kreisring, Thaleskreis,
Feuerbachkreis und Fasskreis.

3.2.1.1.3. Dreieck

Dem Dreieck kommt im Rahmen des Geometrieunterrichts eine besondere Bedeutung
zu. Roth und Wittmann (2014) beschreiben Dreiecke als ,Basiselemente der
Geometrie® (Roth & Wittmann 2014, S. 128). Viele weitere Flachen lassen sich in
Dreiecke zerlegen oder aus diesen zusammensetzen; dadurch kdnnen ihre
Eigenschaften durch die Eigenschaften von Dreiecken hergeleitet bzw. begrindet
werden (vgl. Roth & Wittmann 2014, S. 126 ff.).

Dieser Bedeutung wird Rechnung getragen, indem das Dreieck zum Thema eines
eigenen Begriffsnetzes gemacht wird, das in Abbildung 5 dargestellt ist. Eine erste
Kategorisierung lasst sich vornehmen in Dreiecksarten und Sétze am allgemeinen
Dreieck, was zu einer ahnlichen Gliederung fuhrt, wie sie in der Fachwissenschaft
auftaucht.
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Abbildung 5: Netz zum Dreieck
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Bei naherer Betrachtung lassen sich die Begriffe noch weiter unterteilen. Die einen
tauchen speziell und einmalig im Begriffsnetz zum Dreieck auf. Eine zweite Gruppe
bilden, wie auch schon beim Winkel und beim Kreis, Verbindungspunkte zu anderen
Begriffsnetzen. Tabelle 7 zeigt eine Ubersicht Uber Begriffe, die in Verbindung zu
Dreiecken stehen und in diesem Kontext im Unterricht erarbeitet werden, sich aber aus
Grunden der inhaltlichen Nahe in Begriffsnetzen zu anderen Begriffen oder einem der
anderen eingangs formulierten Hauptthemen wiederfinden.

Tabelle 7: Begriffe zum Dreieck aus anderen Begriffsnetzen

Begriff Unterbegriffe zugeordnetes Verbindung zu
Begriffsnetz Dreiecken
Konstruktionen siehe 3.2.1.3. Kon- Dreiecksungleichung
von Dreiecken struktion bestimmter
Objekte
Konstruktionen Winkelhalbierende, siehe 3.2.1.3. Kon-
am Dreieck In(nen)kreis struktion bestimmter
Seitenhalbierende, Objekte
Schwerpunkt
Mittelsenkrechte, Umkreis
Hbéhe
Kongruenzsatze | SsW siehe 3.2.1.5. Affine
am Dreieck WSW oder SWW Abbildungen
SSS
SWS

An dieser Stelle riicken die Definitionen und Satze in den Fokus, die innerhalb der
Schulmathematik speziell im Kontext Dreiecke auftauchen. Zunachst einmal lassen
sich Dreiecke nach den GrofRen der Innenwinkel in drei disjunkte Gruppen aufteilen
(vgl. Roth & Wittmann 2014, S. 128 f.). Dazu ergibt sich in der Kategorie Dreiecksarten
die Unterkategorie nach WinkelgroRen mit den drei Knoten spitzwinklig, rechtwinklig
und stumpfwinklig. Neben dieser Aufteilung aller Dreiecke, kann auch eine
Kategorisierung nach Seitenldngen erfolgen: Es lasst sich eine weitere disjunkte
Unterteilung aller Dreiecke nach den drei Kriterien verschiedenseitig, gleichschenklig
und gleichseitig formulieren. Ublicherweise werden im Unterricht nur die beiden

letzteren Kriterien angewendet.

Den rechtwinkligen Dreiecken kommt eine besondere Bedeutung zu. Daher ist dieser
Knoten noch Ausgangspunkt fir zwei weitere Unterkategorien. Zum einen werden die
beiden Begriffe Kathete und Hypothenuse bzw. Basis definiert und verwendet. Zum
anderen bildet die Satzgruppe des Pythagoras mit dem Kathetensatz, dem Hbhensatz
und dem Satz des Pythagoras ein weites Themenfeld zur Untersuchung von und
Berechnung an rechtwinkligen Dreiecken. Die hierbei thematisierten Inhalte lassen sich
dann dbertragen und verallgemeinern auf alle Dreiecke in den trigonometrischen

Beziehungen, was unter den Sétzen am allgemeinen Dreieck angeflhrt ist.
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Ahnlich wie bei den rechtwinkligen Dreiecken finden sich mit dem Basiswinkelsatz und
dem Satz vom gleichschenkligen Dreieck zwei Satze, die sowohl beim gleich-
schenkligen Dreieck als auch beim Spezialfall, dem gleichseitigen Dreieck, gelten.
Daher wurden diese beiden Begriffe noch erganzt und gekoppelt.

Es lasst sich noch eine Unterkategorie von Satzen formulieren als Sétze zu
Winkelgré3en. Sie dienen der Berechnung einzelner Winkelgréfien am Dreieck. Die
Trias aus dem Satz des Thales, dem Peripheriewinkelsatz und dem Zentri-
Peripheriewinkelsatz stellt die Verbindung zum Begriffsnetz zum Kreis dar. Auch bei
den Sétzen zu Winkelgré3en wurden fir die Vollstandigkeit dieser Unterkategorie der
AuBenwinkelsatz und der Zentri-Peripheriewinkelsatz erganzt.

3.2.1.2. Besondere Darstellungsformen der Objekte
Die in den Rahmenlehrplanen geforderten besonderen Darstellungsformen (siehe
Abbildung 6) sind fir diejenigen Objekte formuliert, die unter 3.2.1.1. in die

Unterkategorie der dreidimensionalen Objekte einsortiert wurden.

Abbildung 6: Netz zu den besonderen Darstellungsformen der Objekte
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Eine erste Unterteilung lasst sich auch hier wieder nach der Dimension der
Darstellungsform vornehmen, was in diesem Fall zu einer Zweiteilung fuhrt. In der
nachsten Gliederungsebene werden in beiden Kategorien die einzelnen Varianten
genannt, die in den Lehrpldnen gefordert werden. Hier findet also eine
Ausdifferenzierung statt. Die Schrégbilder und die Axialschnitte von Rotationskérpern
werden noch weiter zerlegt. Bei ihnen sind jeweils die relevanten definitorischen
Unterbegriffe angeknupft, wobei zur Differenzierung die Rotationsachse und die
Mantellinie erganzt wurden. Dabei liefert die Mantellinie bei den Axialschnitten von
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Rotationskérpern den Anknipfungspunkt fur die Berechnungen, die unter 3.2.1.6. bei
den GréfRen genannt werden. Auch die Ansichten sind noch einmal unterteilt in zwei

Varianten.
3.2.1.3. Konstruktion bestimmter Objekte

Ludwig und Weigand (2014) beschreiben das Konstruieren als mathematische
Tatigkeit, bei der es darum geht, ideelle Objekte zu erzeugen (vgl. Ludwig & Weigand
2014, S. 62). Hier wird diese Tatigkeit genutzt, um eine neue Kategorie von Begriffen
zu sammeln. Die Rahmenlehrplane fordern als Fundamentalkonstruktionen bei
bestimmten Objekten explizit die Fahigkeit, sie zu konstruieren. Auch hier taucht wieder
zusatzlich, wie bereits unter 3.2.1.1. bei den Objekten, das n-Eck auf, nun allerdings in
der speziellen Form des reguléren n-Ecks.

In der vorliegenden Kategorie geht es um diejenigen geometrischen Begriffe, die sich
aus Beziehungen zu anderen Objekten heraus definieren und konstruieren lassen.
Daher ist die Kategorisierung gleichzeitig eine Sammlung neuer Begriffe, die als
Verbindung zwischen anderen Kategorien bzw. zwischen Begriffen anderer Kategorien
zu sehen sind. Die Unterkategorien sind so gewahlt, dass sie die Objekte benennen,
bei denen die neuen Begriffe ansetzen bzw. angekniipft werden kénnen. Abbildung 7
zeigt die sich daraus ergebenden Unterkategorien.

Abbildung 7: Netz zur Konstruktion bestimmter Objekte
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3.2.1.4. Beziehungen zwischen Objekten

Bei der nun folgenden thematischen Strukturierung steht die Beziehung zwischen den
bereits definierten und kategorisierten Objekten im Zentrum. Hier geht es um die
Schlisselbegriffe, die eine Aussage Uber den Zusammenhang zwischen zwei Objekten
treffen. Dabei lassen sich im ersten Schritt zwei Kategorien von Beziehungen nach
ihrer Art unterscheiden: die GréBenbeziehungen und die Lagebeziehungen.
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Abbildung 8: Netz zu Beziehungen zwischen Objekten
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Bei den Lagebeziehungen erfolgt eine Ausdifferenzierung in Unterkategorien. Diese
bestehen zum einen aus den vier Mdglichkeiten, die durch die Lagebeziehungen von
Geraden und Geraden, Geraden und Ebenen sowie Ebenen und Ebenen definiert
werden: schneidend, parallel, windschief und senkrecht. Sie sind als Eigenschaftszu-
schreibungen zu verstehen. Ihnen sind noch diejenigen Schlisselbegriffe zugeordnet,
die durch den genannten Beziehungsaspekt definiert oder charakterisiert sind. Hier
liegt also gewissermallen eine umgekehrte Eigenschaftszuschreibung vor. Mit dem
Schnittwinkel wurde noch ein Schlisselbegriff zusatzlich zu den Begriffslisten zur

Vervollstadndigung erganzt.

Zum anderen folgen noch zwei weitere Unterkategorien zu den Lagebeziehungen, die
bislang keinen passenden Anknipfungspunkt gefunden haben, jedoch in diesem
Themenbereich anzusiedeln sind: der Begriff Abstand bzw. Entfernung und die Lage
zwischen Kreis und Gerade, ausdifferenziert in die vier moglichen Varianten, wobei hier
die Sekante, die Passante und die Sehne noch zu den Inhalten in den Begriffslisten

erganzt wurden.
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3.2.1.5. Affine Abbildungen

Die in der Schule verwendeten geometrischen Abbildungen gehéren zur Familie der
affinen Abbildungen. Sie sind in Abbildung 9 dargestellt. Um hier prazise zu arbeiten,
wurde diese Bezeichnung zusatzlich zu den Inhalten auf den Begriffslisten verwendet.
In Anlehnung an Hdlzl (2014) werden die Kategorien in diesem Bereich auf den ersten
beiden Ebenen basierend auf der Anzahl ihrer Invarianten gebildet.

In der ersten Gliederungsebene werden drei Kategorien gebildet: die Scherung und die
Ahnlichkeitsabbildungen als Ausdifferenzierungen der affinen Abbildungen sowie die
Invarianten als charakteristisches Merkmal (vgl. Holzl 2014, S. 224 f.). Scherung und
Invarianten wurden dabei als Begriffe erganzend aufgenommen.

Die Scherung nimmt in der Schulmathematik eine vergleichsweise kleine Rolle ein.
Das Hauptaugenmerk liegt auf der weitaus gréReren Gruppe der Ahnlichkeitsab-
bildungen. Bei den Ahnlichkeitsabbildungen kommen zu den beiden Invarianten
Parallelitdt und Teilverhéltnis, die sie mit der Scherung gemeinsam haben, noch die
beiden Invarianten Winkelmal3 und Léngenverhéltnis hinzu.

An dieser Stelle wird bereits deutlich, dass die Gliederungsebenen nicht aquivalent
sind zur Anzahl der Invarianten. Hier unterscheidet sich die vorliegende Struktur von
Holzls (2014) ,Zwiebelschalenprinzip® (Holzl 2014, S. 225). Er verwendet die
Invarianten als Ordnungsprinzip und nimmt als Kern die Kongruenzabbildungen mit der
gréBten Anzahl an Invarianten (vgl. HolzI 2014, S. 225). In der vorliegenden Arbeit soll
die Zahl der Gliederungsebenen moglichst gering gehalten werden. Daher sind die
Scherung und die Ahnlichkeitsabbildungen auf gleicher Ebene angeordnet.

Eine &hnliche Situation ergibt sich innerhalb der Unterkategorie der Ahnlichkeitsab-
bildungen. Sie werden nochmal unterteilt in zentrische Streckung, Kongruenzab-
bildungen und Verkntipfung von Abbildungen. Die Verkniipfung von Abbildungen ist
eine eigene Unterkategorie, die die Lernenden fur diese Variante bei den Abbildungen
sensibilisieren will. Sie wird im Sinne der Ubersichtlichkeit nicht noch weiter zerlegt. Die
zentrische Streckung beinhaltet vier Schlusselbegriffe, die in diesem Kontext
auftauchen: Urpunkt, Bildpunkt und Streckungsfaktor sind charakteristische Merkmale
und der Goldene Schnitt ein spezielles Beispiel. Zudem umfasst sie die Unterkategorie
VergréRern/Verkleinern. Hier werden die Ahnlichkeitssétze beim Dreieck, die zusétzlich
zu den Schlusselbegriffen auf den Listen noch ausdifferenziert werden, und die
Strahlensétze angeknUpft.
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Abbildung 9: Netz zu den affinen Abbildungen
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Bei den Kongruenzabbildungen kommt noch die Lange als flnfte Invariante hinzu. Die
drei Kongruenzabbildungen Spiegeln, Drehen und Verschieben bilden jeweils eine
Unterkategorie. Als eine vierte Unterkategorie werden an dieser Stelle noch vier
SchlUsselbegriffe gesammelt, die in diesem Kontext als charakteristische Merkmale
inhaltlich anknlpfen. Dazu gehdren auch die Symmetrie, noch einmal unterteilt in die
unterschiedlichen Varianten und die Kongruenzsétze am Dreieck.

Fixpunkt, Fixgerade und Punktsymmetrie tauchen in diesem Netz auf, obwohl sie
ursprunglich nicht in der Begriffsliste stehen, und wurden zur Vervollstandigung an den
entsprechenden Stellen erganzt.

3.2.1.6. MaBbegriffe der Geometrie

Bislang wurden die geometrischen Objekte strukturiert, ihre unterschiedlichen
Darstellungsformen herausgearbeitet, Moglichkeiten der Konstruktion einiger dieser
Objekte festgehalten und ihre Beziehungen untereinander klassifiziert. Dieser
Unterabschnitt sammelt nun Begriffe zu einem neuen Aspekt: Bestimmte Dimensionen
der Objekte sollen genauer untersucht und erfasst werden. Es geht hier um diejenigen
Schlisselbegriffe, die mit der GrélRe der Objekte oder der Gréle bestimmter
Eigenschaften dieser Objekte zusammenhangen. Unter den Beitragen des Mathe-
matikunterrichts zur Umwelterschlieung formulieren Vollrath und Roth: ,Im Umgang
mit Formen entsteht das Bedirfnis, Groflen zu messen und von bestimmten Groflen
abhangige Grofen zu berechnen® (Vollrath & Roth 2012, S. 11).

In diesem Sinne werden nun, orientiert an den in 3.2.1.1. gesammelten Objekten und
ihren Eigenschaften, die Begriffe zu den entsprechenden GrofRen kategorisiert und
strukturiert. Das bildet den Ubergang zur Leitidee ,Messen“ nach der Struktur der von
der Kultusministerkonferenz verabschiedeten Bildungsstandards und der daraus
formulierten Leitidee ,Grélken und Messen® aus dem Rahmenlehrplan fir Berlin und
Brandenburg. Daher liefert ab hier die Begriffsliste zum Themenbereich ,GréRen und
Messen“ (siehe Tabelle 3, S. 57) diejenigen SchlUsselbegriffe, die abgebildet werden
sollen. Es entsteht ein Begriffsnetz, auf dessen Basis eine weitere thematische
Landkarte entwickelt wird, analog zu dem Vorgehen in den Unterabschnitten 3.2.1.2.
bis 3.2.1.4.
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Abbildung 10: Netz zu den MaRbegriffen der Geometrie
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Dieser Unterabschnitt nimmt die von Holland (2001) klassifizierten ,MalRbegriffe der
Geometrie* (Holland 2001, S. 188) — Lange, Flacheninhalt, Volumen und Winkelmaf® —
in den Blick. Er hebt ihren Funktionscharakter hervor und beschreibt das ,Messen
geometrischer Figuren durch vier Funktionen, deren Definitionsbereich eine bestimmte
Figurenmenge, und deren Zielmenge einer der vier Gré3enbereiche ist* (Holland 2001,
S. 188): GroRenbereich der Langen, Groflenbereich der Flacheninhalte, GréRenbe-
reich der Volumina und GroéRenbereich der Winkelmale (Holland 2001, S. 188). Der
Definitionsbereich dieser Funktionen ist durch das in 3.2.1.1. entstandene Begriffsnetz
abgebildet. Aus den vier Zielmengen werden nun, wie in Abbildung 10 dargestellt, die
vier Kategorien WinkelmalRe, Léngen, Fldcheninhalte und Rauminhalte/Volumina/

Hohlmal3e gebildet. Die letztgenannte Unterkategorie ist mit drei Begriffen Uber-
schrieben, da sie alle drei in den Rahmenlehrplanen verwendet und gefordert werden.

Die Ldngen werden noch weiter in drei Unterkategorien ausdifferenziert. Hier werden
die Seitenldnge und die Kantenldnge noch zu den Begriffen auf den Listen erganzt und
getrennt voneinander aufgefihrt, was die Unterteilung aus 3.2.1.1. in zwei- und
dreidimensionale Objekte wieder aufgreift. Zudem bekommt der Umfang als Lénge
eine eigene Unterkategorie. Die hier angeknipften Begriffe nennen die ebenen
Figuren, zu denen die Formeln zur Berechnung ihres Umfangs in den Rahmen-
lehrplanen explizit gefordert werden. Aus der unterschiedlichen Bildung der Formeln
abgeleitet, werden sie in zwei Unterkategorien wie charakterisierende Eigenschaften
gefasst: geradlinig und krummlinig.

Bei den Flacheninhalten werden der Flacheninhalt bei ebenen Figuren und der
Oberflacheninhalt bei Kérpern getrennt. Auch wenn die Oberflache als Summe aus den
einzelnen Seitenflaichen eines Korpers entsteht und ihre Berechnung sich darauf
zurtckflhren lasst, werden doch die beiden Kategorien unterschieden, um wie eben in
der bisherigen Systematik zu bleiben. Damit soll den Lernenden noch deutlicher
werden, dass sie sich einmal in der Ebene und einmal im Dreidimensionalen bewegen,

was den jeweiligen Weg zur Berechnung definiert.

Bei den Fldcheninhalten wie auch bei den Rauminhalten/Volumina/Hohimal3en werden
ebenfalls einzelne geometrische Objekte explizit genannt. Wie bei den Ldngen fordern
die Rahmenlehrplane die Formeln zur Berechnung der entsprechenden Grofien. Bei
den Rauminhalten wurden das gerade Prisma und der Kreiszylinder sowie die gerade
Pyramide und der gerade Kreiskegel zusammengefasst. Das soll die analoge Bildung
der jeweiligen Formeln zur Berechnung verdeutlichen. Mit dem Satz von Cavalieri wird
eine weitere Unterkategorie erdffnet. Sie umfasst das schiefe Prisma, den schiefen
Zylinder und die schiefe Pyramide und Uberschreibt das Prinzip, das bei diesen drei
Kérpern zur Berechnung des Rauminhalts zum Tragen kommt. Als letzter Begriff bei
den Rauminhalten ist noch die Kugel angebunden.
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In diesem Begriffsnetz tauchen auch die Satze auf, die zur Berechnung von Langen
und Winkelmalien bei Dreiecken im Rahmen der Trigonometrie erarbeitet werden. Sie
verbinden die Kategorie der Winkelmal3e und die der L&ngen fur die spezielle ebene
Figur des Dreiecks. Unterschieden nach der Art des Dreiecks, werden die einzelnen
Satze genannt: Satz des Pythagoras, Sinus, Kosinus und Tangens sowie Sinussatz
und Kosinussatz.

Damit sind in diesem Abschnitt 3.2.1. durch sechs Hauptthemen oder -kategorien neun
Begriffsnetze entstanden. Sie umfassen alle Schllisselbegriffe, die im Rahmen des
Geometrieunterrichts erarbeitet werden sollen und explizit in den Rahmenlehrplanen
genannt werden oder aus genannten Grinden noch erganzt wurden. Durch die
Netzstruktur werden ihre inhaltlichen Verbindungen visualisiert und somit fir die
Lernenden sichtbar.

Unter 3.2.1.6. wurde mit ,Malibegriffe der Geometrie” ein Begriffsnetz geschaffen, das
eigentlich Teil eines grolkeren Begriffsnetzes ist. Das wird bereits deutlich durch den
Verweis auf die Begriffslisten zur Leitidee ,,GroRen und Messen®. Die Mal3begriffe der
Geometrie sind nur ein Teil der in der Schulmathematik verankerten MaRbegriffe. Diese
wiederum sind ein Aspekt der Leitidee ,Messen® oder ,GréRen und Messen®, bei der es
nach Leuders und Barzel (2014) um die Trias aus ,Grélen, Malle und Mes-
sen“ (Leuders & Barzel 2014, S. 48) geht.

Im Folgenden werden weitere Begriffsnetze entwickelt, die die bereits genannte
Leitidee ,Messen“ (KMK 2004, S.9) oder ,Groflen und Messen® (SenBJF & MBJS
2020, S. 5) in den Fokus nehmen.

3.2.2. Begriffsnetz zum Themenbereich ,,Gr6Ren und Messen*

Die Grundstruktur in diesem Kapitel orientiert sich an den Ausfiihrungen von Eckhardt
(1976) zu den Grdlenbereichen. Wie Holland (2001) oder Krauter (2008) nennt
Eckhardt (1976) bei seinen Ausfuhrungen zu Groflenbereichen die aus mathema-
tischer Sicht zentralen Begriffe der vorliegenden Leitidee: Gré3en, Messen sowie die
Verknupfung aus Mal3zahl und Mal3einheit (vgl. Eckhardt 1976, S. 96). Eckhardt liefert
eine prazise Definition der vier Begriffe und formuliert ihren Zusammenhang in kurzer
und klarer Weise. Daraus abgeleitet, ist die Grundstruktur dieses Kapitels ein
Zusammenspiel aus den drei Aspekten GréBen, Messen und als drittes der
Kombination aus Mal3zah! und MaBeinheit. Die Lernenden erschlielen sich zu jedem
der drei Aspekte die Konzepte und Begriffe in diesem Zusammenhang. Sie erkunden
so die von Leuders und Barzel (2014) formulierten drei zentralen Kernideen im
Themenbereich ,Gré3en und Messen® (vgl. Leuders & Barzel 2014, S. 48 f), mit denen
sie sich auf die Arbeit von Ruf und Gallin (1998) beziehen. Mit der didaktischen
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Perspektive kommt noch ein vierter Aspekt dazu, der in diesem Themenbereich der
Schulmathematik im Fokus steht: die Entwicklung einer Gré3envorstellung.

Dieses Zusammenspiel aus den vier genannten Aspekten wird in Abbildung 11
dargestellt.

Abbildung 11: Netz zur Ubersicht tiber den Themenbereich ,GréRen und Messen*

GroRen /—[ Entwicklung einer GréRenvorstellung ]

GroRRen und Messen

Messen \—[ MaRzahl und MaReinheit ]

F

!

Leuders und Barzel (2014) liefern noch einen Gedanken, der hier aufgegriffen wird: Die
Entwicklung einer GréBenvorstellung, das Messen und der Umgang mit MalRzahlen
und MaBeinheiten Uberschreiben die drei Bereiche, in denen die Lernenden
Kompetenzen im Zusammenhang mit Grolien entwickeln. Hier lassen sich inhaltlich
auch die Stufenmodelle einbetten, auf die sich in der Didaktik bei der Behandlung von
Grolen bezogen wird (vgl. Franke 2001, S. 241; Greefrath 2010, S. 111).

Die Stufenmodelle finden in der vorliegenden Arbeit keine weitere Beachtung, da die
Stufen nicht als System zur Kategorisierung gewahlt werden. Sie bilden den Prozess
des Lernens der Inhalte in diesem Themenfeld ab. Die Landkarte visualisiert die
Struktur der Inhalte und hat daher einen anderen Fokus. Gleichwohl werden die
Stufenmodelle an dieser Stelle erwahnt, um so eine mdgliche Verbindung zum Einsatz
der Landkarte bei der Unterrichtsplanung und im Unterricht aufzuzeigen.

Im Folgenden werden zu jedem der vier gerade eingeflihrten Aspekte weitere
Begriffsnetze entwickelt.

3.2.2.1. GroRen

Mathematisch praziser ware es, an dieser Stelle nicht von Gréf3en, sondern von
GrélRenbereichen zu sprechen (vgl. Eckhardt 1976, S. 94). Im schulischen Kontext
geht es jedoch weniger darum, sich mit der Axiomatik zum Konzept der Grélienberei-
che im Detail auseinanderzusetzen. Im Zentrum stehen vielmehr einzelne Elemente
eines Grolkenbereichs, was die Verwendung des Begriffs Gréf3e fiur diese Kategorie
rechtfertigt.
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Abbildung 12: Netz zu GréRen
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In Abbildung 12 wird das Hauptthema GréBen weiter ausdifferenziert, indem die
SchlUsselbegriffe angebunden werden, die Beispiele liefern. Im Begriffsnetz, das in
Abbildung 10 dargestellt ist, sind vier Grolen unter der Kategorie MaBbegriffe der
Geometrie bereits ausdifferenziert und im zugehoérigen Textabschnitt beschrieben.
Daher wird an dieser Stelle nur die Kategorie genannt und fur die Ausfihrungen auf
3.2.1.6. verwiesen. Zusatzlich zu den vier Grolken Winkelmalle, Ldngen, Fldchen-
inhalte und Rauminhalte/Volumina/Hohlmal3e, die im eben genannten Begriffsnetz
eingebunden sind, werden im Kontext der Schulmathematik verpflichtend Zeit, Geld
und Gewicht/Masse thematisiert. Alle folgenden Schlisselbegriffe finden sich so nicht
in den untersuchten Rahmenlehrplanen zu diesem Themenbereich. Gleichwohl
tauchen sie im Unterricht auf und werden daher in Anlehnung an Greefrath (2010) mit
aufgenommen.

Bei der Einfihrung der negativen Zahlen spielt die Temperatur eine Rolle, und im
Rahmen des naturwissenschaftlichen Unterrichts oder beim Sachrechnen werden auch
die Grolken Geschwindigkeit und Dichte thematisiert. Die digitale Speicherkapazitét
und auch die Anzahl als GroRe werden hier gleichwertig aufgefiihrt (vgl. Greefrath
2010, S. 106). Die Sonderrollen, die Greefrath bei den finf GroRen Anzahl,
Temperatur, Geld, digitale Speicherkapazitdt und Gewicht/Masse beschreibt, werden
hier nicht weiter ausgearbeitet (vgl. Greefrath 2010, S. 103 ff.). Die inhaltliche
Auseinandersetzung mit den Eigenschaften der einzelnen GréRRen erfolgt im Unterricht.
Hier geht es um die Schlisselbegriffe und ihre Verbindungen untereinander. Die
Lernenden sollen einen moglichst umfassenden Uberblick Uber die GroRen
bekommen, mit denen sie immer vertrauter umzugehen lernen sollen. Mit der Anzah/
als GroRe bietet sich ein Anknlpfungspunkt zu dem Begriffsnetz der Zahlen und
Operatoren.
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Eine weitere Gliederungsebene findet sich bei der Zeit. Hier werden explizit die Begriffe
Zeitpunkt und Zeitspanne bzw. -dauer gefordert. Genauso werden beim Geld
Stlickelung, Preis und Geldbetrag als weitere Schllsselbegriffe platziert. In beiden
Fallen werden die Begriffe der héheren Ebene noch weiter zerlegt in einzelne Teile
oder Aspekte.

3.2.2.2. Messen

Abbildung 13: Netz zum Messen
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Leuders und Barzel (2014) beschreiben die Kernidee des Messens in dem folgenden
Satz: ,Will man die GroRRe eines Objekts zahlenmaRig erfassen, so wahlt man ein
kleines* Vergleichsobjekt und fragt, wie oft es in das zu erfassende Objekt
passt* (Leuders & Barzel 2014, S. 50). Damit formulieren sie den Grundgedanken, der
in dem Begriffsnetz zusatzlich zu den Punkten in der Begriffsliste als Prinzip des
Messens: ,Passen in“ auftaucht (vgl. Leuders & Barzel 2014, S. 50). Messen
beschreibt eine aktive Handlung. Dieser Messvorgang kann ein indirekter Vergleich mit
einem beliebigen Vergleichsgegenstand oder aber mit einer Einheit sein (vgl. Leuders
& Barzel 2014, S. 50). Auch diese Schllsselbegriffe finden sich so nicht in den
Begriffslisten, werden aber an dieser Stelle zur Differenzierung mit aufgenommen. Am
Ende eines solchen Messvorgangs steht ein Messergebnis.

Ziel ist die Bestimmung einer Mal3zahl fur die zu messende GroRRe (vgl. Eckhardt 1976,
S. 96). Der Begriff der Mal3zahl erscheint in diesem Themenbereich auf derselben
Gliederungsebene wie Messen. Inhaltlich ist er als Ziel oder Ergebnis des Mess-
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vorgangs vielmehr eine Nebenkategorie zum Messen als eine Unterkategorie. Die
Mafzahl wird daher gemeinsam mit der Mal3einheit in einem eigenen Begriffsnetz
erkundet.

Zentral fur die Handlung des Messens und daher an dieser Stelle als Unterkategorie
angebunden ist das Messinstrument, -werkzeug oder -gerét. Die Lernenden sollen
hierbei zwischen selbstgefertigt und genormt unterscheiden. Bei den genormten
Messinstrumenten wird noch eine weitere Gliederungsebene eréffnet mit einzelnen
Vertretern, die in den Rahmenlehrplanen explizit formuliert sind. Zusatzlich werden hier
noch der Meterstab und die beiden Winkelmesser Geodreieck und Winkelscheibe als

Messwerkzeuge aus dem Lebensumfeld der Lernenden mit aufgenommen. Ein letzter
Begriff in diesem Kontext ist der der Skala. Als charakteristisches Merkmal wird sie bei
den Messinstrumenten als dritte Unterkategorie genannt.

3.2.2.3. MaRzahl und MaBeinheit

Das nachste Begriffsnetz (siehe Abbildung 14) verbindet die bereits erwahnte Mal3zah/
als das Ergebnis eines Messvorgangs mit der gewahlten MafBeinheit. Da beide in
direktem Zusammenhang stehen und sich gegenseitig bedingen, werden sie an dieser
Stelle auch gemeinsam dargestellt (vgl. Eckhardt 1976, S. 96).

Die beiden Kategorien semantischer Aspekt (Bedeutung) und syntaktischer Aspekt
(Rechnen) beziehen sich auf die Mal3einheit und orientieren sich an den Ausfiihrungen
von Leuders und Barzel (vgl. Leuders & Barzel 2014, S. 55). Auf der nachsten
Gliederungsebene wird zum einen der Einheitsgedanke in den Fokus genommen.
Inhaltlich geht es hier um die formale mathematische Definition der MaReinheit als ,das
kleinste Element von G [...] oder ein willkirlich gewahltes Element, dem man die Zahl
1 zuordnet* (Eckhardt 1976, S. 96). Parallel dazu kénnen neben der 1 die Einheiten
des jeweiligen GroRenbereiches thematisiert werden. Da an dieser Stelle die
Ubersichtlichkeit und die Vollstandigkeit der Einheiten aller genannten GréfRen
antiproportional zueinander sind, wird auf eine Auflistung der Einheiten zu den
einzelnen GrdélRen verzichtet. Neben dem Einheitsgedanken werden zwei Unter-
kategorien erdffnet, die Verbindungen zu anderen noch folgenden Themen darstellen:
die Parallelitdt zum Stellenwertsystem und die Verbindung zwischen Briichen und
GroBen. Beim ersten werden der Vollstandigkeit halber das dekadische System und
das babylonische 60er-System, als die beiden auftretenden Stellenwertsysteme, noch
weiter unterschieden.

Die letzte Unterkategorie zum semantischen Aspekt bildet das Umformen bzw.
Umrechnen von Einheiten, kombiniert mit der Wahl einer passenden Einheit je nach
,GréBenordnung”.
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Abbildung 14: Netz zu MalRzahl und Maleinheit
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Den Bezug zur Mal3zahl hat die Kategorie, die Uberschrieben ist durch Rechnen mit
GroéBen. Aus den Rahmenlehrplanen Ubernommen sind die drei Unterkategorien
Uberschlagen, exaktes Rechnen und Umgang mit Ergebnissen. Leuders und Barzel
(2014) bringen in diesen Kontext noch zwei weitere Aspekte ein: Zum einen weisen sie
auf die syntaktische Auffassung der Multiplikation zwischen MalRzahl und MaReinheit
hin, die mit fortschreitendem Lernen entwickelt wird (vgl. Leuders & Barzel 2014, S.
58). Zum anderen besteht die Verknlipfung zum Thema proportionale Zuordnung tber
den proportionalen Zusammenhang zwischen GroRen (vgl. Leuders & Barzel 2014, S.
57). Hier ist das Rechnen mit Ma3stdben angebunden. Die Unterkategorie des exakten
Rechnens wird zur Verdeutlichung noch nach den vier méglichen Operationen zerlegt.
Als flnfte Kategorie wird hier die Sonderrolle der zusammengesetzten Gréf3en
angefihrt und damit verdeutlicht.

Beim Umgang mit Ergebnissen werden zwei Aspekte unterschieden, die insbesondere
bei den GréRen von Bedeutung sind: die Darstellung und das Kontextualisieren. Bei
der Darstellung werden die drei wichtigen Punkte in diesem Zusammenhang genannt:
sinnvolles Runden, sinnvolle Genauigkeit und Ndherungsrechnungen. Wie in anderen
Bereichen des Sachrechnens geht es ferner auch bei den GroéfRen darum, die
Ergebnisse am Ende im Kontext zu sehen (vgl. Greefrath 2010, S. 107). Dabei sind
das Priifen auf Plausibilitit und das kritische Bewerten die beiden weiter
ausdifferenzierten Unterpunkte.

Bei der Wahl und der Formulierung der Unterkategorien spielen die Ausfiihrungen der
genannten Autor*innen eine zentrale Rolle. So tauchen hier ergédnzend zu den Inhalten
in den Begriffslisten die folgenden Punkte auf: exaktes Rechnen, proportionale
Zusammenhénge, der Parallelitdt zu den beiden Stellenwertsystemen, dem
dekadischen System und dem babylonischen 60er-System und die Unterscheidung
zwischen dem semantischen und dem syntaktischen Aspekt mit dem gegenléufigen
Prinzip bei Mal3zahl und -einheit.

3.2.2.4. Entwicklung einer GroRenvorstellung

Die Entwicklung einer Grél3envorstellung ist eng geknipft an die Entwicklung von
Stlitz(-punkt-)vorstellungen oder Merkgréf3en. Das kdnnen zum einen Reprdsentanten
fur Standardeinheiten und zum anderen typische Gré3enwerte des Alltags sein. Mit
ihrer Hilfe wiederum wird es den Lernenden moglich, Gré8en qualitativ zu vergleichen
und Grben ab- oder einzuschétzen.

Beides sind ebenfalls zentrale Aspekte, wenn eine Vorstellung zu oder von GréRen
gewonnen werden soll (vgl. Leuders & Barzel 2014, S. 54).
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Abbildung 15: Netz zur Entwicklung einer GréRRenvorstellung
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Eher als Folge einer entwickelten Grdélenvorstellung wird eine weitere Kategorie
aufgestellt: die vorstellungsbezogene Kontrolle von Zwischen- und Endergebnissen,
was mit dem eben genannten Priifen auf Plausibilitdt verbunden werden kann. Die
Kategorie der Problemlbsestrategien erdffnet weitere Moglichkeiten zur Ausdifferen-
zierung der GroRenvorstellung, ohne konkret an eine bestimmte GréRe gekoppelt zu
sein. In der Literatur finden sich oftmals Beispiele zu den Gréken der Geometrie: Hier
werden das Zerlegungsprinzip, das Ergédnzungsprinzip, das Umformungsprinzip und
das Auslegen/-fiillen mit Einheitsfiguren besonders anschaulich. Die beiden
letztgenannten finden keine direkte Entsprechung in den Begriffslisten: Skizzen und
Zeichnungen nutzen und funktionale Beziehungen nutzen sind zwar beides keine
speziellen Problemldsestrategien im Kontext GroRRen; Gleichwohl sind es Strategien,
die Lernende in diesem Kontext kennenlernen und dann nach Belieben auch bei der
Entwicklung anderer Vorstellungen einsetzen sollen.

3.2.3. Begriffsnetz zum Themenbereich ,,Zahlen und Operationen

Bei der Entwicklung der Netze zu den mathematischen Leitideen ,Zahlen und
Operationen“ sowie ,Gleichungen und Funktionen“ kommt die folgende Uberlegung
zum Tragen: ,Die Zuordnung einer inhaltsbezogenen mathematischen Kompetenz zu
einer mathematischen Leitidee ist nicht in jedem Fall eindeutig, sondern davon
abhangig, welcher Aspekt mathematischen Arbeitens im inhaltlichen Zusammenhang
betont werden soll* (KMK 2004, S. 9). In diesem Sinne erfolgt die Entwicklung der
Netze in diesem und dem folgenden Abschnitt nicht immer analog zu den in den
Rahmenlehrplanen gewahlten Strukturierungen. Vollrath (1999) erdéffnet in seinen
Ausfuhrungen zur Algebra in der Schulmathematik vier Themenstrange: Zahlen, Terme,
Gleichungen und Funktionen (vgl. Vollrath 1999, S.1). Jeder dieser Themenstrange
wird fir sich erarbeitet. Gleichzeitig lassen sich Uber die Themenstrange hinweg
Themenkreise finden, bei denen sich eine inhaltliche Vernetzung empfiehlt (vgl.
Vollrath 1999, S.1). In der vorliegenden Arbeit wird die Einteilung von Vollrath (1999)
Ubernommen. Zunachst werden einzelne Netze zu jedem Themenstrang entwickelt.
Die inhaltlichen Verbindungen zwischen den Themenstrdngen werden an
entsprechender Stelle thematisiert und flieRen in die Gesamtheit der Darstellungen ein.

In diesem Abschnitt steht die Leitidee ,Zahlen und Operationen® im Fokus. Um beide
Aspekte dieser Leitidee geht es bei Vollrath (1999) im Themenstrang ,Zahlen®“. Nach
Siebel und Wittmann (2014) bilden das ,inhaltliche Denken in Bezug auf Zahlen® und
,das Beherrschen des Kalkulls“ das Fundament dieses Themenstrangs (vgl. Siebel &
Wittmann 2014, S. 30). Zu ersterem gehdrt das ,Verstandnis der Eigenschaften von
Zahlen verschiedener Zahlbereiche [...] [und] der Operationen mit Zahlen® (Siebel &
Wittmann 2014, S. 30). Das ,Beherrschen des Kalkuls“ umfasst das ,sichere und
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automatisierte sowie moglichst aufgabenadaquate Rechnen mit Zahlen“ (Siebel &
Wittmann 2014, S. 32).

Aufbauend auf diesen Uberlegungen, wird der Themenbereich ,Zahlen und
Operationen” in drei Hauptthemen =zerlegt: in Zahlbereiche, Operationen sowie
Rechengesetze und Rechenstrategien. Zu jedem dieser drei wird ein eigenes
Verknupfungsbild entwickelt. Dabei beziehen sich die beiden Netze zu den
Zahlbereichen und den Operationen auf den eben als erstes genannten Aspekt von
Siebel und Wittmann (2014). Der zweite Aspekt spiegelt sich in dem Geflecht zu den
Rechengesetzen und Rechenstrategien wider.

Abbildung 16: Netz zur Ubersicht (iber den Themenbereich ,Zahlen und Operationen®

Zahlbereiche

Zahlen und Operationen

\—[ Rechengesetze und Rechenstrategien ]

Die entstehenden Netze sollen ebenfalls dem algebraischen Verstandnis der Zahlen
genugen (vgl. Vollrath 1999, S. 17). In dem Netz zu den Zahlbereichen finden sich die
Inhalte zum Aufbau der Zahlbereiche mit den auf ihnen definierten Ordnungsrelationen.
Das Netz zu den Operationen enthalt sowohl die Inhalte zu den auf den Zahlbereichen
definierten Rechenoperationen als auch weitere Operationen im Sinne von Aktionen,
die mit Mengen oder Zahlen durchflhrbar sind. Im Netz zu den Rechengesetzen und
Rechenstrategien werden die Eigenschaften und GesetzmaRigkeiten der Rechen-
operationen dargestellt und Strategien zusammengefasst, um das Rechnen mit Zahlen
zu systematisieren oder zu vereinfachen. Die beiden Verknlpfungsbilder zu den
Operationen und zu den Rechengesetzen und Rechenstrategien fokussieren sich auf
die algebraische Struktur der Zahlen (vgl. Vollrath 1999, S. 18).

3.2.3.1. Zahlbereiche
Die in der Mathematik der Sekundarstufe | auftretenden vier Zahlbereiche bilden eine

erste Strukturierung in diesem Netz (siehe Abbildung 17): die natlirlichen Zahlen, die
ganzen Zahlen, die rationalen Zahlen und die reellen Zahlen.
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Abbildung 17: Netz zu Zahlbereichen
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Die hier gewahlte Anordnung als Baum spiegelt ihre innere Struktur wieder: Die reellen
Zahlen vereinigen die rationalen und die irrationalen Zahlen. Eine Teilmenge der
rationalen Zahlen sind die ganzen Zahlen, die wiederum die natiirlichen Zahlen als
Teilmenge enthalten.

Bei allen vier Zahlbereichen sollen die Lernenden inhaltliche Vorstellungen von den
Zahlen und ihren Eigenschaften erwerben. Diese Vorstellungen entwickeln sich aus
den folgenden Aspekten:

» Modelle bieten Anknipfungspunkte an Alltagserfahrungen und werden insbesondere
bei den ganzen Zahlen und bei den rationalen Zahlen zur Veranschaulichung
verwendet (vgl. Siebel & Wittmann 2014, S. 39). In den Rahmenlehrplanen werden
hierzu einige Modelle explizit als Lernziele formuliert, die daher in dem Netz
auftauchen.

* In jedem Zahlbereich sind bestimmte Formen der Zahldarstellung charakteristisch.
Damit ergeben sich das Thema der Stellenwertsysteme bei den natlrlichen Zahlen,
die Bedeutung des Vorzeichens bei den ganzen Zahlen, verschiedene
Darstellungsweisen bei den rationalen Zahlen und das Thema der Ndherungswerte
bei den irrationalen Zahlen (vgl. Siebel & Wittmann 2014, S. 31).

* Fur die Eigenschaften der Zahlen innerhalb der einzelnen Zahlbereiche
beschreibend sind die in ihnen definierten Ordnungsrelationen. Auch sie bekommen
ihren Platz in diesem Netz.

» Die Zahlaspekte bei den natiirlichen Zahlen und die Grundvorstellungen bei den
rationalen Zahlen bilden die Antworten auf die Frage: ,In welchen Situationen treten
[die entsprechenden Zahlen] auf und in welcher Weise werden sie dort
verwendet?* (Siebel & Wittmann 2014, S. 34). Diese Frage wird bei den beiden
genannten Zahlbereichen gestellt. Sie verdeutlicht den Lernenden durch die
Zahlaspekte bei den natiirlichen Zahlen, die als erste entdeckt werden, wie vielfaltig
Zahlen einsetzbar und anwendbar sind. Mit den Grundvorstellungen bei den
rationalen Zahlen werden die Lernenden fur einen differenzierenden Umgang

insbesondere mit den Bruchzahlen sensibilisiert.

Die vier thematisierten Aspekte strukturieren die Lerninhalte bei den einzelnen
Zahlbereichen. Grundvorstellungen und Zahlaspekte, Modelle und Ordnungsrelation
sind Erganzungen zu den Schlisselbegriffen auf den Listen. Es werden nicht in allen
Zahlbereichen alle vier aufgegriffen. Die Aspekte sollen strukturierende Elemente fir
die einzelnen Lerninhalte sein, die in den Rahmenlehrplanen im jeweiligen Zahlbereich
formuliert sind. In einzelnen Zahlbereichen werden sie durch u.a. Grundvorstellungen
und einzelne Vertreter erganzt.

99



Die nun folgende Beschreibung des Netzes erfolgt von unten nach oben. Den Start
bilden die natiirlichen Zahlen. Es folgen die ganzen Zahlen, die die nattirlichen Zahlen
enthalten. Damit thematisieren die eben genannten Aspekte bei den ganzen Zahlen die
,Neuerungen® oder Erweiterungen im Vergleich zu diesen bei den natiirlichen Zahlen.
Gleiches geschieht beim Ubergang zu den rationalen Zahlen. Der Schritt zu den
reellen Zahlen erfolgt Gber die Vereinigung der rationalen Zahlen mit den irrationalen
Zahlen, die hier als eigene Menge von Zahlen behandelt werden. Der Schlisselbegriff
der Zahlbereichserweiterung aus der Begriffsliste ist demnach im Aufbau des Netzes
visualisiert, taucht aber nicht noch zusatzlich als eigener Knoten auf.

Natiirliche Zahlen

Bei den natlirlichen Zahlen werden alle vier der oben genannten Aspekte beleuchtet.
Unter den Zahlaspekten werden sechs Mdglichkeiten genannt, wie natlrliche Zahlen
eingesetzt werden (vgl. Siebel & Wittmann 2014, S. 33): Ordinalzahlaspekt,
Kardinalzahlaspekt, Rechenaspekt, Mal3zahlaspekt, Operator und Codierung, wobei
die beiden letztgenannten in Anlehnung an die genannten Autor*innen noch erganzend
zu der Begriffsliste aufgenommen werden. Den Lernenden sollen so die verschiedenen
Arten der Verwendung verdeutlicht werden.

Unter dem Aspekt der Zahldarstellung/Schreiben von Ziffern sind die Stellenwert-
systeme angesiedelt. Explizit gefordert werden in den untersuchten Rahmenlehrplanen
das Zehnersystem, das Dualsystem und das rémische System.

Bei den natiirlichen Zahlen wird der Begriff der Ordnungsrelation mit vier
Eigenschaften verknlpft, die diesen Aspekt weiter charakterisieren und daher
zusatzlich zu den Inhalten auf der Begriffsliste in diesem Netz aufgenommen werden:
sweniger als®, eindeutiger Nachfolger, Existenz eines kleinsten Elements und kein
gréRtes Element. Sie entsprechen den Grundvorstellungen zur Ordnungsrelation auf
den natlrlichen Zahlen, die Siebel und Wittmann (2014) mit Bezugnahme auf
Hefendehl-Hebeker und Prediger (2006) anflihren (vgl. Siebel & Wittmann 2014, S.
30).

Anders als bei den ganzen Zahlen und bei den rationalen Zahlen werden in den
Rahmenlehrpléanen bei den natirlichen Zahlen keine Modelle ausdrucklich genannt.
Gleichwohl wird hier der Aspekt beleuchtet und allgemein mit Modelle abzéhibarer
Mengen Uberschrieben. Damit steht er fur alle moglichen diskreten Modelle
abzéhlbarer Mengen, die den Lernenden im Unterricht begegnen kénnen.

Zusatzlich zu den vier Aspekten werden bei den natlrlichen Zahlen noch drei
Teilmengen als besondere Zahlfamilien genannt, die in der Mathematik der Sekundar-
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stufe | eine prominente Rolle einnehmen: die Primzahlen, die Quadratzahlen und die
Potenzen. Bei den Potenzen werden der Vollstandigkeit halber noch drei Schlissel-
begriffe angeknipft, die diesen weiter charakterisieren: Basis, Exponent und
Potenzschreibweise.

Ganze Zahlen

Bei den ganzen Zahlen werden drei der oben beschriebenen Aspekte beleuchtet: die
Modelle, die Zahldarstellung und die Ordnungsrelation. Als direkte Erweiterung der
natiirlichen Zahlen werden keine neuen Zahlaspekte oder Grundvorstellungen
aufgeschliusselt (vgl. Siebel und Wittmann 2014, S. 31).

Um ganze Zahlen im Mathematikunterricht vorstellungsgestitzt einzufiihren und die
unterschiedlichen Rechenoperationen auf ihnen zu definieren, eignen sich mehrere
Modelle (vgl. Vollrath 1999, S. 52). Diese unterstlitzen die Erkenntnis, dass die ganzen
Zahlen eine Erweiterung der natiirlichen Zahlen sind. In den Rahmenlehrplanen
werden die folgenden Modelle gefordert, die an dieser Stelle im Begriffsnetz der
ganzen Zahlen aufgefiihrt sind: geografische Héhe, Thermometer, Zustdnde,
Kontostand und die Zahlengerade. Inhaltlich direkt geknlpft an den Begriff der
Zahlengerade ist die Pfeildarstellung bei den ganzen Zahlen. Da sie im Rahmen dieses
Modells verwendet wird, ist dieser Schliisselbegriff hier verknipft und nicht, wie es
auch moglich ware, unter dem Aspekt der Zahldarstellung.

Bei der Zahldarstellung sind die Begriffe Vorzeichen, Betrag und Gegenzahl
angesiedelt. Das Vorzeichen charakterisiert die Besonderheit der ganzen Zahlen als
Erweiterung der natiirlichen Zahlen. Der Begriff Betrag ist an dieser Stelle positioniert,
weil seine Definition und sein Mechanismus im Kontext der ganzen Zahlen wirkt. Mit
ihm ist der Begriff der Gegenzahl eng verbunden. Als Funktionswert der
Betragsfunktion ist der Befrag eine Stelle zur Verknipfung mit dem Netz zu den
Funktionen (siehe 3.2.4.3.).

Zu den Eigenschaften der Ordnungsrelation bei den natirlichen Zahlen — ,weniger
als” , eindeutiger Nachfolger und kein gréf3tes Element — kommen noch drei weitere
Punkte hinzu: Bei den ganzen Zahlen existiert nun kein kleinstes Element mehr; die
Zahlengerade ist in positiver Richtung orientiert und symmetrisch. Auch diese Punkte
sind, wie bei den naturlichen Zahlen, Ergénzungen zu den Inhalten aus den
Lehrplanen.
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Rationale Zahlen

Bei den rationalen Zahlen werden alle vier oben definierten Aspekte beleuchtet. Die
Bruchzahlen erweitern die bisherigen Zahlenmengen. Fir sie sind neue Grund-
vorstellungen entscheidend, die als ein Aspekt auftauchen. Relevant fur die Lernenden
und daher hier angesiedelt sind Briiche als Anteil/Bruchteil, als Verhéltnis, als Quotient
und als Operator.

Fur die Bruchzahlen eignen sich wieder Modelle zur Veranschaulichung: der
Kreissektor, der Rechtecksanteil und die Zahlengerade. Anders als bei den ganzen
Zahlen sind es in diesem Fall eher Visualisierungen als Alltagsphanomene, die unter
diesem Aspekt genannt werden.

Der Begriff der Ordnungsrelation wird bei den rationalen Zahlen wieder durch
Eigenschaften charakterisiert. Zu der bisher bekannten ,weniger als“-Relation sowie
dem nicht existierenden kleinsten und gré8ten Element kommt noch hinzu, dass es zu
einer beliebigen rationalen Zahl keinen eindeutigen Nachfolger mehr gibt. Hier
anzuknupfen ist der Begriff der Dichtheit, der als einziger dieses Absatzes auch auf der
Begriffsliste auftaucht.

Als vierter Aspekt bei den rationalen Zahlen wird die Zahldarstellung beleuchtet. Dabei
sind die Dezimaldarstellung, die Bruchdarstellung und die Prozentdarstellung zu
unterscheiden. Der Dezimaldarstellung werden noch die Festkomma- und die
Gleitkommadarstellung als mdgliche Varianten zugeordnet. Bei der Bruchdarstellung
sind die Begriffe Stammbruch und gemischte Zahlen angeknupft, die jeweils eine
Teilmenge der Bruchzahlen mit bestimmten Eigenschaften beschreiben und die eine
besondere Darstellungsform haben. Bei der Prozentdarstellung werden noch die
beiden Mdglichkeiten Prozent als Operator und Prozentsatz als vergleichbarer Anteil
angesiedelt, die das Konzept der Prozentdarstellung weiter aufschlisseln.

Irrationale Zahlen

Bei den irrationalen Zahlen wird von den obigen Aspekten nur die Zahldarstellung
beleuchtet. Hier wird der Schlisselbegriff der Ndherungswerte verknupft. In diesem
Kontext werden mogliche Néherungsverfahren in den Fokus genommen, wobei dieser
Begriff zusatzlich zu den Inhalten der Liste aufgenommen wird, um hier die Kategorie
zu benennen: Die Rahmenlehrplane fordern das Verfahren Schranken finden sowie die
Intervallschachtelung und als dritte Moglichkeit numerische Verfahren.
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Reelle Zahlen

Der letzte Schritt in diesem Netz ist die Vereinigung der rationalen und der irrationalen

Zahlen zu den reellen Zahlen.

Als einzige Ergdnzung zu den bereits bei den rationalen und den irrationalen Zahlen

genannten Punkten werden an dieser Stelle Ubergreifend und wie bei den natiirlichen
Zahlen einzelne Vertreter genannt: die Quadratwurzeln, die Kreiszahl Pi und die
Eulersche Zahl e, die der Vollstandigkeit halber an dieser Stelle erganzt wird.

3.2.3.2. Operationen

Abbildung 18: Netz zu Operationen
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Das Netz zu den Operationen gliedert sich in drei Bereiche. Einerseits umfasst es die
Inhalte zu den auf den Zahlbereichen definierten Rechenoperationen. Andererseits
werden die Inhalte gesammelt, die als Operationen als Aktionen im Sinne von
Hantieren mit Mengen und Zahlen gefasst werden kdnnen. Den dritten Bereich bilden
vier Darstellungsweisen, die in den untersuchten Rahmenlehrplanen unterschieden
werden und fir alle Rechenoperationen anwendbar sind und eingesetzt werden:
Handlung, Sachverhalt, Notation und Bild. Sie tauchen an dieser Stelle im
VerknUpfungsbild auf, um sie den Lernenden bewusst zu machen.

Rechenoperationen

Den Rechenoperationen werden alle Operationen zugeordnet, die im Rahmen der
Schulmathematik auf den oben genannten Zahlbereichen definiert werden: die
Addition, die Multiplikation, die Subtraktion, die Division, das Potenzieren, das
Radizieren und das Logarithmieren. Bei jeder Operation sind die Begriffe angeknupft,
die jeweils die einzelnen Grundvorstellungen beschreiben (vgl. Siebel und Wittmann
2014, S. 32). Hier decken sich die Begriffslisten mit den in der Didaktik der Mathematik
gangigen Grundvorstellungen (vgl. Hefendehl-Hebeker und Prediger 2006, S. 7).
Zusatzlich wird an dieser Stelle inhaltlich passend noch der Begriff der Umkehr-
operation angebunden.

Bei der Multiplikation und bei der Division wird zudem jeweils ein weiterer Aspekt als
Konzepte im Zusammenhang erdffnet. Hier geht es um Sachverhalte und um
Verfahren nach Vollrath und Roth (2012), die im Rahmen dieser beiden Operationen in
einzelnen Zahlbereichen beleuchtet werden (vgl. Vollrath und Roth 2012, S. 45). Im
Rahmen der Multiplikation sind das die beiden Verfahren Bruch erweitern und das
Z&hlprinzip sowie der Sachverhalt x(-7) als Inversion. Bei der Division sind das die drei
Verfahren Bruch kiirzen, Multiplikation mit Kehrwert und Division mit Rest sowie der
Begriff der Nullteilerfreiheit, der hier der Vollstandigkeit halber erganzt wird.

Operationen als Aktionen

In den untersuchten Rahmenlehrplénen finden sich neben den bereits genannten und
eben strukturierten Rechenoperationen noch weitere Operationen im Zusammenhang
mit Mengen oder Zahlen. Diese Operationen beschreiben Handlungen, die die Lernen-
den im Umgang mit Mengen und Zahlen ausfihren kdénnen sollen, und werden mit
Operationen als Aktionen Uberschrieben. Um ein weiteres Merkmal zur Gliederung zu
liefern, wird danach unterschieden, auf was bzw. auf wie viele Zahlen diese
Operationen angewendet werden. So ergeben sich drei Gruppen: die, die mit Mengen
arbeiten, die, die mit einer Zahl arbeiten und die, die mit mehreren Zahlen arbeiten.
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AnknUpfend an den Kardinalzahlaspekt im Zahlbereich der natirlichen Zahlen werden
von den Lernenden funf Tatigkeiten im Umgang mit Mengen durchgefuhrt: Mengen
werden dargestellt und erfasst, Mengen werden ge- oder entblindelt, zerlegt und ihre
Anzahlen geschétzt.

Eine Zahl haben die Lernenden im Blick, wenn sie diese auf der Zahlengerade orten
oder sachgerecht runden sollen. Die dritte Aktion, die von einer Zahl ausgeht, ist
Zahlen zerlegen. Dabei werden zwei Formen unterschieden: das additive
Zahlzerlegen, was dem Zerlegen von Mengen entspricht, und das multiplikative
Zahlzerlegen, das an dieser Stelle der Vollstandigkeit halber erganzt wird, um diese
zweite Variante zu beschreiben. Ziel dieser Unterscheidung ist, die Begriffe mit der
zugrundeliegenden Handlung zu verknlipfen. Beim multiplikativen Zahlzerlegen
angeknupft sind die Primfaktorzerlegung als eine spezielle Form sowie die beiden
charakterisierenden Schlusselbegriffe Teiler, kombiniert mit dem Konzept des gréf3ten
gemeinsamen Teilers (ggT), und Vielfache, mit dem Konzept des kleinsten
gemeinsamen Vielfachen (kgV).

Die untersuchten Lehrplane liefern zudem finf Aktionen, die sich auf mehrere Zahlen
beziehen: Zahireihen aufsagen, Zahlen (an-)ordnen und vergleichen oder unterschei-
den nach gegebenen Kriterien, zdhlen (in unterschiedlichen Schritten, vorwérts und
riickwérts) sowie Zahlenfolgen bilden, weiterfiihren und veradndern.

3.2.3.3. Rechengesetze und Rechenstrategien

Das dritte Hauptthema innerhalb dieses Themenbereichs ist Uberschrieben mit
Rechengesetze und Rechenstrategien. Hier werden die Lerninhalte in den Fokus
genommen, die sich mit dem Prozess des Rechnens als Ausfiihren der bereits oben
genannten und strukturierten Rechenoperationen beschaftigen.

Wie in Abbildung 19 dargestellt, lassen sich drei Aspekte unterscheiden: Die
Rechengesetze regulieren die Verknupfungen der einzelnen Rechenoperationen. Wird
die Aufmerksamkeit auf den Prozess der Rechnung gelegt — hier mit Fokus auf
Durchfiihrung Uberschrieben —, so finden sich zwei weitere Gesichtspunkte, die
beleuchtet werden kénnen und am Ende jeder Rechenoperation steht ein Ergebnis,
das es zu Uberprufen gilt. Diese Perspektive wird in Abgrenzung zur gerade genannten
mit Fokus auf Ergebnis benannt.

Fir die Lernenden werden im vorliegenden Netz acht Rechengesetze angefiihrt, die
ihnen im Zusammenhang mit den Rechenoperationen begegnen. Zundchst einmal
werden fir sie die drei fir die Algebra grundlegenden Gesetze relevant: das
Kommutativ-, das Assoziativ- und das Distributivgesetz. Mit dem Potenzieren und dem
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Radizieren werden die Potenz- und die Wurzelgesetze bedeutsam. Fir langere Terme
oder Termumformungen werden zwei Gesetze formuliert, die sich auf die Reihenfolge
der Operationen innerhalb eines Terms beziehen: die Klammerregel und der Merksatz
Potenz-vor-Punkt-vor-Strich. Das in den untersuchten Rahmenlehrpldnen geforderte
gleichsinnige und das gegensinnige Verdndern wird mit Ausgleichs- oder Konstanz-
gesetz Uberschrieben.

Fir den Prozess des Rechnens bzw. der Durchfiihrung einer oder mehrerer
Rechenoperationen lernen die Schilerinnen und Schiler neben den geltenden
Gesetzen Rechenstrategien und Hilfsmittel kennen, die ihnen diesen Weg erleichtern
sollen. In den untersuchten Rahmenlehrplanen finden sich funf Strategien, mit denen
Rechenaufgaben angegangen werden konnen: das Riickfiihren auf bekannte
Strukturen, das Finden arithmetischer Muster, das systematische Probieren, das
Vorwérts- oder Rlickwértsarbeiten und das Rechnen in Schritten. Hier liegt der Fokus
jeweils auf der Struktur und der Herangehensweise bei der Lésung.

Mit Hilfsmittel sind vier Konzepte Uberschrieben, durch deren Beherrschen die
Lernenden sich die Durchfihrung von Rechenoperationen erleichtern und sie
beschleunigen kénnen: Neben den Strategien beim Kopfrechnen fordern die
untersuchten Lehrplane das Kleine 1+1 und das Kleine 1x1 sowie die Teilbarkeits-
regeln.

Die untersuchten Lehrplane benennen finf Aufgabentypen, die innerhalb dieses
Themenbereiches kennengelernt und bearbeitet werden sollen. Ebenso werden drei
Arten aufgeschlisselt, wie Rechenwege gestaltet sein sollen. Ein dritter Gesichtspunkt
bezieht sich auf die Durchfihrung der Rechenoperationen im Kopf, halbschriftlich oder
schriftlich, jeweils mit steigender Anzahl an Wertziffern. Alle drei Aspekte werden in den
Netzen zu diesem Themenstrang nicht aufgegriffen. Hier werden keine expliziten
Inhalte genannt, deren Beherrschen fur die Lernenden von Bedeutung ist. Die Kenntnis
bzw. das Wissen um die Inhalte wirkt sich indirekt auf den Lernprozess aus. Sie
modellieren den Lernprozess daruber, dass sie die Aufgaben und die Anforderungen in
den Aufgaben bestimmen. Deshalb wird auf ihr Erscheinen im vorliegenden Netz zu
Gunsten der Ubersichtlichkeit und der Schlankheit verzichtet.

Mit der Formulierung Fokus auf Ergebnis werden vier Strategien zusammengefasst,
die alle zum Ziel haben, das gefundene Ergebnis einer Rechnung zu Uberprifen. In
den untersuchten Lehrplanen werden hierzu das Uberschlagen, das Abschétzen,
Kontrollrechnungen und Riickschau halten genannt.
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Abbildung 19: Netz zu Rechengesetzen und Rechenstrategien
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3.2.4. Begriffsnetz zum Themenbereich ,,Gleichungen und Funktionen“

In diesem Abschnitt stehen die Inhalte aus dem Themenbereich ,Gleichungen und
Funktionen“ im Mittelpunkt. Die zugehdrigen Inhalte finden sich auch hier in den
zugehdrigen Begriffslisten (siehe Tabelle 5, S. 60). Eine erste Untergliederung wird in
Anlehnung an Vollrath (1999) unternommen. Wie weiter oben beschrieben, eroffnet er
in seinen Ausfuhrungen zur Algebra in der Schulmathematik neben dem Themenstrang
.Zahlen“ noch drei weitere: Terme, Gleichungen und Funktionen (vgl. Vollrath 1999, S.
1). In dieser Weise werden zunachst die Schlusselbegriffe einem dieser drei Themen
zugeordnet (siehe Abbildung 29), und daran anknlipfend werden, jeweils in einem
eigenen Unterabschnitt, Netze zu Termen, Gleichungen und Funktionen entwickelt.

Abbildung 20: Netz zur Ubersicht Giber den Themenbereich ,Gleichungen und
Funktionen

Gleichungen und Funktionen

Terme (Un-)Gleichungen Funktionen

3.2.4.1.Terme

Wie Vollrath (1999) formuliert, werden Terme ,in erster Linie als Ausdrucksmittel
gesehen® (Vollrath 1999, S. 65). Damit geht es in diesem Themenstrang darum,
ebendiese formale Sprache mit den ihr zugrundeliegenden Regeln und Regel-
hierarchien kennenzulernen (vgl. Vollrath 1999, S. 65). Den Lernenden soll bewusst
werden, dass die Formelsprache ,Tragerin mathematischer Gedanken® ist (Vollrath
1999, S.117). Ziel ist es, sich ihrer formal und inhaltlich sicher zu bedienen (vgl.
Vollrath 1999, S. 117).

Geleitet durch diese Gedanken, werden in dem vorliegenden Netz (siehe Abbildung 21)
drei Aspekte beleuchtet: Zum einen werden die Bestandteile oder Elemente, aus der
die Sprache der Terme besteht, gruppiert. Dazu gehéren ebenfalls die entsprechende
Syntax und Semantik, die als Begriffe hier noch erganzt werden. Zum anderen werden
die geltenden Regeln zum Umformen von Termen strukturiert. Den dritten Aspekt
bilden die Darstellungsformen, die in der Schulmathematik in diesem Zusammenhang
auftreten, wobei auch hier der Begriff als Bezeichnung dieses Aspektes erganzt wird.
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Ein Term, unabhangig von seiner Lange und seiner Komplexitat, 1asst sich in einzelne
Bestandteile oder Elemente zerlegen. Er ist unter diesem Aspekt eine ,Zeichenreihe, in
der typische Zeichen aus dieser Sprache auftreten® (Vollrath 1999, S. 67). Die
typischen Zeichen kénnen von verschiedener Art sein. Sie lassen sich unterscheiden in
Zahlname, Operationszeichen, Variablen, Funktionen und Klammern sowie das Gleich-
heitszeichen (vgl. Vollrath 1999, S. 67). lhre Auflistung soll den Lernenden eine Hilfe im
Verstandnis der Struktur eines Terms sein. Bei dem Begriff der Variablen sind noch die
von Malle (1993) definierten drei Aspekte, der Gegenstands-, der Einsetzungs- und der
Kalklilaspekt angeknupft (vgl. Malle 1993, S. 46). Sie sind hier aufgeschlisselt, um den
Lernenden zu verdeutlichen, dass in der Mathematik diese drei Sichtweisen fir den
Gebrauch von Variablen existieren (vgl. Malle 1993, S. 49). Beim Einsetzungsaspekt
wird noch eine Kompetenz verankert, die aus Sicht der Lernenden zunachst als die
zentrale im Umgang mit Termen gesehen wird: das Bestimmen des Termwerts. Die
Position an dieser Stelle soll verdeutlichen, dass der Termwert das Endprodukt der
Belegung von Variablen mit Zahlwerten ist. Er ist ein Punkt im Netz zu Termen,
allerdings eher am Rande und nicht mit dem zentralen Fokus, den ihm die Lernenden
oftmals zumessen wollen. Viele von ihnen sehen das Hantieren mit Termen weniger als
Erlernen einer Formelsprache als vielmehr eine Buchstabenrechnung, an deren Ende
ein Wert berechnet wird (vgl. Vollrath 1999, S. 86). Von den hier genannten Begriffen,
werden in den untersuchten Rahmenlehrplanen der Termwert und die Variable explizit
genannt. Alle anderen Punkte sind in der Begriffsliste unter der Notation algebraischer
Terme subsumiert, sind in diesem Netz aber in Anlehnung an die genannten Autoren

zur vollstandigen Auflistung erganzt.

Nicht jede Aneinanderreihung einzelner Zeichen lasst sich als Term definieren. Das
Stichwort dazu liefert den Lernenden der Aspekt Syntax. An dieser Stelle werden
beispielhaft Arten von Termen genannt, die im Lernprozess nacheinander auftreten.
Ilhre Struktur wird immer komplexer. Im Laufe der Lernentwicklung und wie bei dem
Netz zum Themenstrang ,Zahlen® begegnen die Schulerinnen und Schiler neuen
Zahlbereichen und entsprechend neuen auf ihnen definierten Operationen. Als
Bestandteile der Formelsprache wird diese dadurch kontinuierlich erweitert. Den
Lernenden sollen die Parallelen zu den beiden Themenstrangen ,Zahlen“ und
,=Funktionen“ deutlich werden. Es werden hier beispielhaft die folgenden Familien
innerhalb der Terme genannt: Polynome mit den einfachen Fallen, den Monomen und
den Binomen sowie Bruchterme, Terme mit Potenzen und Terme mit Wurzeln, wobei
nur die beiden letztgenannten in der Begriffsliste zu finden sind. Bei den Termen mit
Potenzen kann Uber die Potenzgesetze und bei den Termen mit Wurzeln kann Uber die
Wurzelgesetze eine direkte Verbindung zum Netz zu den Rechengesetzen und -strate-
gien aus dem Themenstrang ,Zahlen“ gekntipft werden.
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Abbildung 21: Netz zum Themenstrang Terme
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Ebenfalls aus der Sprachwissenschaft entliehen und in diesem Netz erganzt, taucht
der Begriff der Semantik bei den Bestandteilen oder Elementen auf. Im Sinne der
Bedeutungslehre werden hier die Kompetenzen angesiedelt, die die Lernenden zur
inhaltlichen Bedeutung eines Terms entwickeln sollen: erfassen und beschreiben,
vergleichen und begriinden, jeweils im Hinblick auf auler- und innermathematische
Sachverhalte oder Zusammenhénge.

Neben Bestandteilen oder Elementen, bei denen festlegt wird, ,welche Zeichenreihen
zulassig sind“ (Vollrath 1999, S. 67), gilt es fur die Lernenden, Regeln zum Umformen
von Termen kennenzulernen. Diese werden als zweiter Aspekt bei den Termen
betrachtet. Sie lassen sich in drei Kategorien untergliedern, die die jeweiligen
Umformungen charakterisieren und als Bezeichnungen dieser Unterkategorien noch
erganzt werden: ordnen, zusammenfassen und Klammern aufiésen. Diese Dreiteilung
orientiert sich an den drei Schritten, die Vollrath (1999) zur Erarbeitung der
Termumformungen nennt (vgl. Vollrath 1999, S. 103), und wird hier zur Typisierung
genutzt. Das Zusammenfassen beinhaltet das Kommutativ- und das Assoziativgesetz.
Die Kategorie Klammern auflésen wird noch weiter in die folgenden beispielhaften
Regeln untergliedert: die Vorzeichenregeln, das Distributivgesetz, das Faktorisieren,
die binomischen Formeln, die quadratische Ergénzung und die Additionstheoreme.

Wie eingangs beschrieben, werden als letzter Aspekt bei den Termen die
unterschiedlichen Darstellungsformen beleuchtet, die die aufler- und innermathe-
matischen Sachverhalte oder Zusammenhange formulieren. Um den Lernenden die
Aquivalenz zwischen diesen Darstellungsformen vor Augen zu fiihren, werden sie hier
noch weiter ausdifferenziert in die grafische, die symbolische und die sprachliche
Darstellung.

3.2.4.2. (Un-)Gleichungen

Syntaktisch gesehen entsteht eine Gleichung durch die Verbindung von zwei Termen
durch ein Gleichheitszeichen (vgl. Vollrath 1999, S. 192). Analog entsteht eine
Ungleichung durch die Verbindung durch ein Vergleichszeichen. Bei den (Un-)Glei-
chungen ist wie bei den Termen der Gedanke leitend, dass sie ein bedeutsames
Ausdrucksmittel in der Mathematik sind (vgl. Vollrath 1999, S. 193). Die in den Termen
kennengelernte Formelsprache als ,Tragerin mathematischer Gedanken® (Vollrath
1999, S. 117) wird zu den Aussageformen der Gleichungen und in einer speziellen
Erscheinungsform — einem Gleichungssystem — noch erweitert.

Angelehnt an Vollrath (1999) wird das Lernen im Zusammenhang mit (Un-)Gleichun-
gen unter dem Aspekt des Lernens von Algorithmen betrachtet (vgl. Vollrath 1999, S.
199). Zentral ist hierbei das zielgerichtete und bestimmten Regeln folgende Umformen
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von (Un-)Gleichungen (vgl. Vollrath 1999, S. 199). Das Netz zu (Un-)Gleichungen
(siehe Abbildung 22) fokussiert sich auf diesen Aspekt.

Zu (Un-)Gleichungen werden zwei Felder unterschieden, in die sich die Inhalte dieses
Themenbereiches gliedern lassen. Es werden zum einen die einzelnen (Un-)Glei-
chungstypen aufgezahlt. Zum anderen werden, was mit Arten des Erscheinens
Uberschrieben ist, die Funktion oder Aufgabe und die Verwendung von (Un-)Glei-
chungen strukturiert.

Gleichungen und Ungleichungen werden zu (Un-)Gleichungen begrifflich verschmolzen
und diese Formulierung bei allen Gleichungstypen fortgesetzt. Damit soll verdeutlicht
werden, dass die Ungleichungen eine Fortflhrung bzw. eine Abwandlung des
Gedankens der Gleichung sind und sich in dieselben Typen untergliedern lassen.

Den Lernenden begegnen auf ihrem Lernweg verschiedene (Un-)Gleichungstypen.
Diese hangen jeweils von der Zahlenmenge und den auf ihr definierten
Rechenoperationen ab, die bekannt sind oder zur Verfligung stehen. Neue
(Un-)Gleichungstypen kommen hinzu, wenn eine Zahlbereichserweiterung statt-
gefunden hat. Die Auflistung soll den Lernenden die Vielfalt der (Un-)Gleichungen
verdeutlichen und ihnen gleichzeitig eine Struktur geben, in die sich jede (Un-)Glei-
chung, die ihnen im Lernalltag begegnet, einordnen Iasst.
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Abbildung 22: Netz zum Themenstrang (Un-)Gleichungen
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Es werden zunachst im Rahmen der natlrlichen Zahlen einfache (Un-)Gleichungen
kennengelernt, die zumeist argumentativ gelost werden koénnen. Es folgen mit der
Erweiterung um die Bruchzahlen und die negativen Zahlen die Verhéltnis- und Bruch-
(un-)gleichungen. Auf Basis der Menge der rationalen Zahlen und parallel zur
Entwicklung des Funktionsbegriffs tauchen die linearen und anschlieRend die
quadratischen (Un-)Gleichungen auf (vgl. Vollrath 1999, S. 208). Mit dem Ubergang zu
den reellen Zahlen und Hand in Hand mit der Entwicklung der entsprechenden
Funktionsfamilien kommen die Exponential-(un-)gleichungen sowie die (Un-)Gleichun-
gen mit héheren Exponenten und die mit Wurzeln hinzu. Im Rahmen der Trigono-
metrie, wenn die trigonometrischen Funktionen eingefihrt werden, tauchen zwei
Spezialfélle aus der Trigonometrie auf: die trigonometrische Identitat und die Definition
des Tangens als Quotient aus Sinus und Cosinus.

Vollrath (1999) spricht davon, dass (Un-)Gleichungen zunachst auf drei Arten in
Erscheinung treten (vgl. Vollrath 1999, S. 209). Diese Dreiteilung wird hier
ubernommen. Das Ziel ist dabei, dass die Lernenden einen differenzierten Blick im
Erkennen und im Umgang mit (Un-)Gleichungen entwickeln. Unter den Arten des
Erscheinens treten Gleichungen als Rechengesetze oder -regeln auf, als Rechen-
aufgaben oder, vor allem in Verbindung mit dem Themenbereich Raum und Form, als
Formeln. Erganzt wird diese Trias noch durch das Konzept der Gleichungssysteme.

Als Rechengesetze oder -regeln tauchen (Un-)Gleichungen insbesondere bei der
Charakterisierung der naturlichen Zahlen und der rationalen Zahlen auf (vgl. Vollrath
1999, S. 209 und 213). Die (Un-)Gleichungen werden hier verwendet, um bereits
verbal erfasste oder an Beispielen bewusst gemachte Regeln allgemein und

mathematisch korrekt zu formulieren.

Bei den (Un-)Gleichungen als Rechenaufgaben geht es darum, die Fahigkeit des
Rechnens zu sichern und zu vertiefen (vgl. Vollrath 1999, S. 209). Ziel ist es hier, eine
(Un-)Gleichung zu lésen. Um dieses Ziel zu erreichen, werden L&sungsverfahren
kennengelernt. Diese lassen sich unterscheiden in systematisches Probieren sowie
rechnerische und grafische Verfahren. Die rechnerischen Verfahren kdnnen noch
weiter differenziert werden in Nédherungsverfahren und Aquivalenzumformungen. Um
den Lernenden einen detaillierten Uberblick zu geben, werden die Aquivalenz-
umformungen noch weiter untergliedert. Hier werden die Rechenoperationen von den
Termumformungen unterschieden. Letztgenannte sind das Zusammenfassen, das
Ausmultiplizieren, das Substituieren, das Faktorisieren und die Polynomdivision, wobei
die beiden erstgenannten der Vollstadndigkeit halber erganzt sind.

Bei einigen (Un-)Gleichungen stellen sich die folgenden drei Lésungsherausforderun-
gen: Vor dem Hintergrund des zugrundeliegenden Zahlbereichs muss die L&sbarkeit
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geprift, eine mdgliche Ldsungsvielfalt untersucht und gegebenenfalls eine Fall-
unterscheidung vorgenommen werden. Zum Abschluss soll eine Lésungskontrolle die
vorliegenden Ldsungen Uberprifen, einerseits nach ihrer Sinnhaftigkeit in Bezug auf
den Sachkontext und andererseits rechnerisch. Hier wird der Begriff der Umkehr-
operationen als ein probables Mittel zur Kontrolle einer méglichen Lésung verknupft.

Wenn man die Sicht der Algebra einnimmt, kénnen (Un-)Gleichungen als Formeln mit
mehreren Variablen betrachtet werden, die normalerweise fir Grofien stehen (vgl.
Vollrath 1999, S. 229). Hier angeknlpft sind vier wichtige Schritte, die die Lernenden in
diesem Zusammenhang beherrschen sollen: das Aufstellen einer Formel, das
Interpretieren einer Formel, das Auflésen einer Formel und das Einsetzen von Werten
in eine Formel. Bei dieser Art des Erscheinens wird die Verbindung zum Themen-
bereich Raum und Form deutlich.

Die Gleichungssysteme werden bei den Arten des Erscheinens verortet. Sie erweitern
die Idee der Gleichung dahingehend, dass sie zwei oder drei Gleichungen mit
entsprechend zwei oder drei Variablen miteinander verbinden, die gleichzeitig erflllt
sein missen. Die Gleichungssysteme werden im folgenden noch naher beleuchtet. Fur
eine bessere Ubersichtlichkeit bilden die Gleichungssysteme den Hauptknoten in
einem eigenen Netz.

Abbildung 23: Netz zu Gleichungssystemen

2 Variablen
lineares Gleichungssystem

3 Variablen
2 Variablen
Arten quadratisches Gleichungssystem
3 Variablen
Schnlttprobleme
systematisches Probieren

i Additi fah
Glelchungssysteme itionsverfahren
rechnerisch/algebraisch

/ Einsetzungsverfahren

\—‘ Lésungsverfahren JI
Gleichsetzungsverfahren
graﬁsch
Lésbarkeit
Lésungsherausforderungen }—( Losungsvielfalt

Bei den Gleichungssystemen werden drei Aspekte unterschieden. Zum einen sollen die

Lernenden fur die Arten sensibilisiert werden. Sie sollen erkennen, dass bei zwei
Variablen zwei Gleichungen und bei drei Variablen drei Gleichungen verknlpft werden
mussen. Dabei handelt es sich in der Sekundarstufe | hauptsachlich um lineare oder
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quadratische Gleichungen, die jeweils zu einem Gleichungssystem verbunden werden.
Schnittprobleme werden an dieser Stelle noch eigens genannt, da sie haufig der
Kontext sind, in dem Gleichungssysteme auftreten bzw. deren Losung die Verwendung
eines Gleichungssystems erfordert.

Analog zum Netz zu den (Un-)Gleichungen werden bei den Gleichungssystemen
Lésungsverfahren genannt. In der Sekundarstufe | werden als Ldsungsverfahren
neben dem systematischen Probieren und dem grafischen Lésen Ublicherweise drei
rechnerische bzw. algebraische Verfahren entwickelt. Diese sind das Additions-, das
Einsetzungs- und das Gleichsetzungsverfahren, mit denen und mit deren Vor- und
Nachteilen sich die Lernenden vertraut machen (vgl. Vollrath 1999, S. 225).

Ebenfalls wie im Netz zu den (Un-)Gleichungen werden bei den Gleichungssystemen
als dritter Aspekt noch Lésungsherausforderungen beleuchtet. In diesem Fall sind es
die Frage nach der Lésbarkeit eines Gleichungssystems und die nach der
Losungsvielfalt. Beide Punkte sind bei der Arbeit mit Gleichungssystemen bzw. bei
ihrer Losung zentral und missen von den Lernenden in diesem Kontext berticksichtigt
und geklart werden.

3.2.4.3. Funktionen

Wie Vollrath schreibt, ist ,der Funktionsbegriff ein zentraler mathematischer Begriff der
Neuzeit (Vollrath 1999, S. 181). Das Lernen des Funktionsbegriffs ist langfristig
angelegt; Uber die Jahre hinweg entwickelt sich bei den Lernenden das intuitive
Verstehen des Funktionsbegriffs zu einem formalen Verstandnis (vgl. Vollrath 1999, S.
181). Die Inhalte in den untersuchten Lehrplanen zu diesem Themenstrang sind
dementsprechend umfangreich. Zunachst werden sie in vier Hauptthemen zerlegt, wie
in der folgenden Abbildung dargestellt.

Abbildung 24: Netz zum Themenstrang ,Funktionen®

[ vom Zuordnungs- zum Funktionsbegriff ]—\\ /A‘ Anwendung und Nutzung

Funktionen

Darstellungsformen — \*[ Funktionsfamilien, ihre Funktionsgleichung und ihre zu untersuchenden Merkmale ]

Zu jedem der formulierten Hauptthemen wird ein eigenes Netz entwickelt, das den
jeweiligen Aspekt naher betrachtet bzw. weiter aufschlisselt. Vom Zuordnungsbegriff
zum Funktionsbegriff beschreibt ein Netz, das die Inhalte zusammenfihrt, die den
Zuordnungsbegriff aufbauen und charakterisieren und ihn dann weiterentwickeln zu
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einer ersten Definition des Funktionsbegriffs. Dieses Netz bildet einen Prozess ab, der
im Laufe des Lernens stattfindet. Es ist daher, anders als alle bisher entwickelten
Netze, nicht hierarchisch aufgebaut, sondern hat eher eine Ablaufstruktur (vgl. NUckles,
Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S. 28). Derselbe Aufbau liegt auch dem nachsten Netz
zugrunde, das mit jeweilige Darstellungsformen berschrieben ist. Hier sind alle Inhalte
gesammelt, die im Zusammenhang mit der Darstellung geometrischer sowie
arithmetischer Muster, Zuordnungen und dann allgemein aller Funktionsfamilien in den
untersuchten Rahmenlehrplanen auftauchen.

Im Zentrum des Themenstrangs stehen die einzelnen Funktionsfamilien, ihre jeweilige
charakteristische Funktionsgleichung und ihre zu untersuchenden Merkmale, die sich
die Lernenden im Laufe der Sekundarstufe | erschlieRen. Sie sind in einem Netz
zusammengefuhrt. Es folgt noch ein weiteres Netz: Anwendung und Nutzung
Uberschreibt Anwendungsbeispiele und Nutzungsmoglichkeiten, die in den unter-
suchten Lehrplanen explizit gefordert werden und sie den entsprechenden Funktionen
zuordnet.
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Abbildung 25: Netz vom Zuordnungs- zum Funktionsbegriff
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Vom Zuordnungs- zum Funktionsbegriff

Die Entwicklung des Funktionsbegriffs erfolgt schrittweise. Dem genetischen Prinzip
folgend, wird das Lernen des Funktionsbegriffs langfristig geplant (vgl. Vollrath 1999, S.
137). Hier werden alle Inhalte gesammelt und dargestellt, die in den untersuchten
Lehrplanen auftauchen und die Schritte bis hin zu einer ersten Vorstellung des
Funktionsbegriffs benennen. Wie eingangs bereits beschrieben, wird ein Prozess
dargestellt. Dementsprechend baut sich das vorliegende Netz (siehe Abbildung 25) von
links nach rechts und innerhalb jedes Astes von der Mitte zum Rand hin auf.

Die ersten Schritte erfolgen als Anndherung an den Zuordnungsbegriff. Schon frih auf
ihrer Reise durch diesen Themenstrang ordnen die Lernenden Objekte nach
bestimmten Eigenschaften. Sie entwickeln Bildungsregeln zunachst von geometrischen
und anschliefend auch von arithmetischen Mustern. In Alltagssituationen tauchen
dann die ersten Zuordnungen und multiplikative Zusammenhénge auf. Ein nachster
wichtiger Schritt in Richtung Zuordnungsbegriff ist der der Proportionalitat. Hier werden
die direkte und die indirekte Proportionalitdt unterschieden und der Begriff des
Proportionalitdtsfaktors angeknlpft. Noch zwei weitere Konzepte stehen dort als
Begriffe im Zusammenhang und erweitern das Wissensnetz: die Produktgleichheit und
die Verhéltnis- bzw. Quotientengleichheit.

Bei der Entwicklung des Zuordnungsbegriffs stehen die direkt proportionale und die
indirekt proportionale Zuordnung im Fokus. Uber den linearen Zusammenhang geht
der Schritt zum funktionalen Zusammenhang. Es entstehen nun erste Vorstellungen
zum Funktionsbegriff. Die Lernenden haben die unterste Stufe des von Vollrath (1999)
formulierten Modells zum Lernen in Stufen erreicht, auf der sich der Funktionsbegriff
als Phanomen etabliert und ein intuitives Verstandnis entwickelt wird (vgl. Vollrath
1999, S. 138).
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Abbildung 26: Netz zu den Darstellungsformen
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Darstellungsformen

Den gerade beschriebenen Schritten lasst sich eine parallele Entwicklung der
Darstellungsformen zuordnen. Im Netz in Abbildung 26 sind alle Inhalte gesammelt, die
sich um die jeweilige Darstellung drehen.

Auch dieses Netz ist als Verlauf oder Prozess zu lesen, den die Lernenden durch-
schreiten. Er ist parallel zu dem eben beschriebenen Weg der Entwicklung des
Funktionsbegriffes Gber den Zuordnungsbegriff zu sehen.

Die Lernenden starten bei den geometrischen Mustern damit, diese nachzulegen,
nachzubauen und auszumalen. Sie stellen geometrische Muster nach vorgegebenen
Bildungsregeln selber her. Sie fiillen Liicken in Folgen geometrischer Muster aus und
setzen einfache Folgen fort. In ahnlicher Weise werden arithmetische Muster nach
vorgegebenen Bildungsregeln hergestellt. Es werden Liicken in Folgen ausgefiillt und
einfache Folgen fortgesetzt. Damit sind an dieser Stelle die enaktive und die ikonische
Darstellungsebene des Brunerschen EIS-Prinzips beriicksichtigt (vgl. Zech 2002, S.
104 sowie S. 117). Um die drei Reprasentationsebenen nach Bruner zu vervoll-
standigen, wurde sowohl bei den geometrischen als auch bei den arithmetischen
Mustern noch die symbolische Darstellung hinzugefligt, obgleich sie in den
untersuchten Lehrplanen nicht auftaucht.

Zuordnungen werden von den Lernenden zunachst sprachlich erfasst und tabellarisch
dargestellt. Sie werden grafisch ins Koordinatensystem Ubertragen und symbolisch
mittels Pfeilen dargestellt. In diesem Zusammenhang taucht der Begriff der Ursprungs-
halbgeraden fur die Lernenden auf und soll von ihnen verknupft werden.

Fir alle Funktionsfamilien lassen sich einige Punkte zur Darstellung verallgemeinern
bzw. gemeinsam formulieren. Analog zu den Zuordnungen kdnnen Funktionen bzw.
funktionale Zusammenhange sprachlich gefasst und beschrieben werden. Auch eine
Funktion kann tabellarisch dargestellt werden. An dieser Stelle wird der Vollstandigkeit
halber die Wertetabelle verknupft. Im Koordinatensystem wird die Funktion grafisch
mittels ihres Funktionsgraphen formuliert und auf symbolischer Ebene definiert die
Funktionsgleichung eine Funktion. Hier wird der Begriff des Funktionswertes als
basaler Baustein einer Funktion angegliedert.
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Abbildung 27: Netz zu den Funktionsfamilien, ihrer Funktionsgleichung und
ihren zu untersuchenden Merkmale
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Funktionsfamilien, ihre Funktionsgleichung und ihre zu untersuchenden
Merkmale

Den Lernenden begegnet im Verlauf eine grol3e Vielzahl an Funktionen. In dem
vorliegenden Netz (siehe Abbildung 27) geht es darum, Familien von Funktionen zu
bilden und so den Lernenden eine Mdglichkeit anzubieten, Funktionen, die sie
kennenlernen oder die sie untersuchen, zu sortieren. Gleichzeitig werden zu jeder
Familie Merkmale genannt, die entweder charakteristisch sind oder dabei helfen,
.Familienmitglieder zu untersuchen und eine Vorstellung von ihnen zu bekommen.

In der vorliegenden Arbeit werden funf Funktionsfamilien unterschieden, in die sich alle
Funktionen einordnen lassen, die den Lernenden in der Sekundarstufe | und auch
darUber hinaus begegnen. Die Familie der Polynome oder ganzrationalen Funktionen
umfasst als Teilfamilien die linearen Funktionen, die quadratischen Funktionen und die
Potenzfunktionen. Dabei wird, wie bereits bei der Entwicklung der Zahlbereiche, das
Modell des Lernens durch Erweiterung als Lernmodell grundgelegt, wenn der Bereich
der einen Funktionsfamilie zur nachsten Gberschritten wird (vgl. Vollrath 1999, S. 137).
Als zweite Familie erscheinen die gebrochenrationalen Funktionen, die hier der
Vollstandigkeit halber aufgenommen sind, auch wenn sie vermutlich nur wenigen
Lernenden im Rahmen der Sekundarstufe | begegnen werden. Die Exponentialfunktio-
nen und die Logarithmusfunktionen als ihre Umkehrfunktionen bilden die dritte Familie.
Die vierte Familie sind die trigonometrischen Funktionen. Die abschnittsweise
definierten Funktionen bilden die flinfte Funktionsfamilie. Hier wird mit der
Betragsfunktion allerdings nur ein Familienmitglied angefuhrt.

Bei allen Funktionsfamilien sind der Deutlichkeit halber die allgemeinen Funktionsglei-
chungen angeknlpft. Als zu untersuchende Merkmale einer Funktionsfamilie tauchen
jedes Mal der Definitionsbereich, der Wertebereich, die Gestalt des Graphen und die
Umbkehrfunktion auf. Diese vier Merkmale werden dann bei jeder Familie bei Bedarf
noch weiter aufgeschlisselt und durch Schlisselbegriffe erganzt, die in den
untersuchten Lehrplanen genannt und gefordert werden.

Bei den Polynomen oder ganzrationalen Funktionen wird der Definitionsbereich noch
weiter aufgeschlusselt. Hier geht es darum, das Verhalten der Funktion an den
Definitionsréndern bzw. im Unendlichen zu untersuchen. In diesem Zusammenhang
tauchen der Grenzwertbegriff und die Grenzwertschreibweise auf und auch der Begriff
der Asymptotengleichung. Bei der Gestalt des Graphen sind die Symmetrie sowie die
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen und hier insbesondere die Vielfachheit von
Nullstellen zu untersuchen. Als markante Punkte sind Hoch-, Tief- und Wendepunkt zu
thematisieren. Weiter wird betrachtet, wie die Parameter den Verlauf des Graphen
beeinflussen. Hier sind die Streckung, die Stauchung und die Verschiebung zu nennen.
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Als letzter Punkt bei der Gestalt des Graphen sind die mittlere und die lokale
Anderungsrate zu nennen. Der Wertebereich und die Umkehrfunktion werden nicht
weiter aufgeschlisselt.

Wie bereits formuliert bilden die linearen Funktionen eine Teilfamilie der Polynome oder
ganzrationalen Funktionen. Neben der allgemeinen Funktionsgleichung ist der
Unterpunkt zur Gestalt des Graphen ebenfalls noch weiter untergliedert. Hier sind die
Begriffe der Steigung und des Steigungsdreiecks sowie die Verbindung zwischen der
Steigung und dem Tangens des Steigungswinkels zu nennen. Auch die Schnittpunkte
mit den Koordinatenachsen sind von Bedeutung und werden mit Nullstelle und y-
Achsenabschnitt noch genauer benannt. Ebenso wird der Einfluss der Parameter auf
den Verlauf des Graphen thematisiert. Neben der Umkehrfunktion tauchen bei den li-
nearen Funktionen noch drei weitere Schllisselbegriffe auf: die Funktionsgleichung
achsenparalleler Geraden, orthogonale Geraden und Parallelenscharen. Alle drei
beschreiben Inhalte, die im Rahmen der Auseinandersetzung mit linearen Funktionen
thematisiert und auf diese Weise in das vorliegende Netz eingeflochten werden.

Auch die quadratischen Funktionen sind eine Teilfamilie. Definitionsbereich,
Wertebereich und die Umkehrfunktion werden nicht weiter differenziert. Bei der Gestalt
des Graphen bilden die Symmetrie und die Offnungsrichtung Unterpunkte. Der
markante Punkt ist hier der Scheitelpunkt. Zu den Schnittpunkten mit den
Koordinatenachsen entwickeln die Lernenden eine Lésungsformel. Hier taucht der
Begriff der Diskriminante auf. Wie allgemein bei den Polynomen sind bei der
Betrachtung des Einflusses der Parameter auf den Verlauf des Graphen die Streckung,
die Stauchung und die Verschiebung zu nennen. In diesem Kontext finden sich noch
die beiden Schlusselbegriffe Parabelscharen und Trégergraphen.

Bei den gebrochenrationalen Funktionen lassen sich die echt gebrochenrationalen von
den unecht gebrochenrationalen unterscheiden. Bei den zweitgenannten ist die
Polynomdivision als das probate Mittel angefiigt. Wertebereich und Umkehrfunktion als
zu untersuchende Merkmale sind auch hier nicht weiter aufgeschliusselt. Beim
Definitionsbereich tauchen die Begriffe hebbare Definitionsliicke und Polstelle auf.
Dabei ist ebenfalls das Verhalten an den Definitionsréndern zu untersuchen. Wie bei
den ganzrationalen Funktionen bilden der Grenzwertbegriff und die Grenzwert-
schreibweise sowie die Asymptotengleichung weitere Unterpunkte. Fur die Gestalt des
Graphen sind wieder die Symmetrie zu untersuchen und die Schnittipunkte mit den
Koordinatenachsen. Die Vielfachheit von Nullstellen ist in diesem Zusammenhang
ebenfalls interessant. Die markanten Punkte sind Hoch-, Tief- und Wendepunkt. Unter
dem Stichwort Einfluss der Parameter auf den Verlauf des Graphen tauchen hier
wieder Streckung, Stauchung und Verschiebung auf.
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Eine dritte Familie bilden die Exponentialfunktionen und die Logarithmusfunktionen,
wobei die einen die Umkehrfunktionen der anderen und daher als Nebenknoten
angebunden sind. Definitions- und Wertebereich werden hier nicht weiter differenziert.
Bei der Gestalt des Graphen sind die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen von
Interesse und der Einfluss der Parameter auf den Verlauf des Graphen. Auch hier
wieder sind Streckung, Stauchung und Verschiebung die verknipften Schlissel-
begriffe.

Bei den trigonometrischen Funktionen kommt zu den bislang genannten zu
untersuchenden Merkmalen noch die Periodizitdt dazu. Der Definitions- und der
Wertebereich sowie die Umkehrfunktion stehen fir sich. Die Gestalt des Graphen wird
wieder aufgeschlusselt. Die Symmetrie und die Schnittpunkte mit den Koordinaten-
achsen sind interessant, genauso auch die markanten Punkte, die wieder in Hoch-,
Tief- und Wendepunkt unterschieden werden. Zuletzt wird auch bei den trigonome-
tfrischen Funktionen der Einfluss der Parameter auf den Verlauf des Graphen
untersucht, unter Anwendung der drei Kriterien Stauchung, Streckung und
Verschiebung.

Als funfte Familie wird die Familie der abschnittweise definierten Funktionen
gegrindet. Im Laufe der Sekundarstufe | wird ein Mitglied dieser Familie kennengelernt
und daher hier als Beispiel angefuhrt: die Betragsfunktion. Bei dieser wird der Begriff
des Betrags einer Zahl verknupft. Definitions- und Wertebereich werden nicht weiter
aufgeschlisselt. Die Gestalt des Graphen wird noch weiter zerlegt in Symmetrie,
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, die Nullstelle und den y-Achsenabschnitt
sowie den Einfluss der Parameter auf den Verlauf des Graphen.

Anwendung und Nutzung

In den untersuchten Lehrplanen tauchen noch einige Inhalte auf, die die Anwendung
und die Nutzung der Eigenschaften von Funktionen bzw. von funktionalen
Zusammenhangen beschreiben oder fordern (siehe Abbildung 28).

Die Inhalte lassen sich nochmal unterteilen nach der Art des Zusammenhangs, um den
es jeweils geht. Es ergeben sich die drei Unterkategorien direkte und indirekte
Proportionalitét, jeweils bekannte Funktionstypen sowie Exponential- und Logatrith-

musfunktionen.
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Abbildung 28: Netz zur Anwendung und Nutzung
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Die Unterpunkte zur direkten und indirekten Proportionalitédt sind Inhalte, die auch mit
anderen Themenbereichen bzw. -strdngen zusammenhdngen und Mdglichkeiten
bieten, um Verknlipfungen zu schaffen. Vervielfachen von Gré3en und Ermitteln und
Berechnen von GréBen ziehen eine Verbindung zum Themenbereich ,GréB8en und
Messen®. Die Verhéltnisgleichungen tauchen auch bei den Gleichungstypen im
Themenstrang ,Gleichungen® auf. In dem hier vorliegenden Netz werden noch der
MafBstab, der in Aufgaben zu Verhéltnisgleichungen oftmals vorkommt, und der
Dreisatz als Lésungsverfahren fir Proportionalaufgaben erganzt. Eine Anwendung der
Proportionalitat, die eine Verknipfung zum Themenbereich ,Raum und Form* darstellt,
ist der Zusammenhang zwischen Kreisumfang bzw. -flache und dem Radius. Einen
letzten Unterpunkt bildet die Prozent- und Zinsrechnung. Ihr wird in der
Schulmathematik, gemessen an der aufgewandten Zeit, eine grofte Rolle zuteil. An
dieser Stelle geht es um die Zinsrechung als lineares Modell. Die Zinsrechnung wird
nochmal im selben Netz aufgegriffen bei den Exponential- und Logarithmusfunktionen.
Dort geht es um die Zinseszinsrechnung als exponentielles Modell. Der Unterschied
soll durch die gewahlte Anordnung deutlich werden. Gleichwohl bieten die beiden
Stellen eine Mdoglichkeit zur Verknupfung. In den untersuchten Rahmenlehrplanen
tauchen einige Inhalte und Begriffe zur Prozent- und Zinsrechnung auf, so dass zu
diesem Unterpunkt noch ein eigenes Netz folgt.

Bei den jeweils bekannten Funktionstypen sind als Anwendungsgebiete oder -
aufgaben das Modellieren von Problemstellungen und das Berechnen von
Schnittpunkten von Funktionsgraphen zu nennen. Insbesondere der erste Punkt ist
sehr allgemein formuliert. Seine Nennung soll an dieser Stelle die Lernenden gerade
hierfir sensibilisieren. Der Schllsselbegriff der Schnittpunkte ist eine Stelle, an der
eine Verknupfung mit den Gleichungssystemen aus dem Netz zu den Gleichungen
gebildet werden kann.
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Die Exponential- und Logarithmusfunktionen werden noch einmal explizit als eigene
Kategorie gewahlt, auch wenn sie bereits eine Teilmenge der Kategorie der jeweils
bekannten Funktionstypen sind. Zu ihnen werden die folgenden Inhalte als
Anwendungsaufgaben direkt in den untersuchten Rahmenlehrplanen genannt und
begrinden daher hier die Wahl einer eigenen Kategorie: die Anfangs- und Endwerte,
die Wachstumsfaktoren und -raten sowie die Zinseszinsrechnung.

Prozent- und Zinsrechnung

Abbildung 29: Netz zur Prozent- und Zinsrechnung
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Zur Prozent- und Zinsrechnung tauchen in den untersuchten Lehrplanen zum einen die
zentralen und charakteristischen Begriffe der beiden Themen auf. Zum anderen
werden weitere Konzepte genannt, die mit mindestens einem von beiden oder in
Aufgaben dazu erscheinen. Das soll den Lernenden transparent gemacht werden.
Daher ist das vorliegende Netz zunachst dreigeteilt. Einmal werden die Schlussel-
begriffe zur Prozentrechnung gesammelt, einmal die zur Zinsrechnung. Die dritte
Kategorie ist mit weitere Begriffe im Zusammenhang uberschrieben.

Die zentralen Begriffe bei der Prozentrechnung sind der Prozentsatz (als Faktor), der
Prozentwert und der Grundwert sowie Rabatt und Promillerechnung. Bei der
Zinsrechnung tauchen der Zinssatz, die Zinsen und das Kapital, die Zinseszinsen
sowie die Verzinsungszeit und die unterschiedlichen Arten der Jahres-, Monats- und
Tageszinsen auf. Entsprechend durch dieselbe Reihenfolge veranschaulicht ist die
Aquivalenz der Begriffe Prozentsatz (als Faktor) und Zinssatz, Prozentwert und Zinsen
sowie Grundwert und Kapital.
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Die Kategorie der weiteren Begriffe im Zusammenhang sammelt Schlisselbegriffe, die
inhaltlich an die Prozent- oder Zinsrechnung angelehnt sind, oder die in diesem
Kontext auftauchen. Es sind Gewinn und Verlust, Preiserh6hung und -senkung, Skonto
und Umsatzsteuer. Dazu kommen Brutto-, Nettogewicht und Tara, Brutto- und
Nettoverkaufspreis sowie Einkaufspreis, Handlungskosten und Selbstkosten. Die
Lernenden sollen all diese Inhalte in diesem Kontext verorten kénnen.

3.2.5. Begriffsnetz zum Themenbereich ,,Daten und Zufall“

Das auf die Leitidee ,Daten und Zufall* bezogene mathematische Sachgebiet ist die
Stochastik (vgl. KMK 2012, S. 21). In dieser Leitidee wird die Datenanalyse mit der
Wahrscheinlichkeitsrechnung verbunden (vgl. Eichler & Vogel 2009, 1X). Der
Schwerpunkt in der Sekundarstufe | liegt dabei auf der Datenanalyse (vgl. KMK 2004,
S. 12). Das spiegelt auch die Begriffsliste zu diesem Themenbereich wider (siehe
Tabelle 6, S. 64). Eichler und Vogel (2009) fordern, dass die Lernenden die
Stochastische Modellbildung als Dreischritt aus Datenanalyse, Wahrscheinlichkeits-
rechnung und beurteilender Statistik wahrnehmen sollen (vgl. Eichler & Vogel 2009, S.
241). Auch wenn die beurteilende Statistik formal erst in der Sekundarstufe Il verortet
ist, empfehlen die eben genannten Autoren, sie im Rahmen der Uberpriifung
stochastischer Modelle zumindest informell bereits in der Sekundarstufe | auftauchen
zu lassen (vgl. Eichler & Vogel 2009, S. 240). In der vorliegenden Arbeit wurde die
vorgestellte Dreiteilung als Ubersicht und Gesamtschau Uber diesen Themenbereich
gewahlt. Dabei sind die Begriffe in diesem Netz Erganzungen zu den Begriffslisten.

Den Lernenden kann so das Ineinandergreifen der drei Bereiche der Stochastik
verdeutlicht werden. Eichler und Vogel (2009) formulieren dafir einen Modellierungs-
kreislauf (vgl. Eichler & Vogel 2009, S. 242): Im Rahmen der Datenanalyse werden
empirische Daten von Phanomenen der erlebten Umwelt in einer Stichprobe
gesammelt und ihre Muster mit Hilfe von deskriptiven Modellen beschrieben (vgl.
Eichler & Vogel 2009, S. 242). Die Wahrscheinlichkeitsrechnung verallgemeinert die
deskriptiven Modelle zu wahrscheinlichkeitstheoretischen Modellen. Das ermdglicht
Schatzungen zu untersuchten Phanomenen und Prognosen zu Mustern fur eine
Grundgesamtheit (vgl. Eichler & Vogel 2009, S. 242). Die beurteilende Statistik will eine
Uberpriifung wahrscheinlichkeitstheoretischer Modelle (vgl. Eichler & Vogel 2009, S.
242). Um den Lernenden diesen Zusammenhang zu verdeutlichen und die Daten-
analyse der Wahrscheinlichkeitsrechnung in gewisser Weise gegenuberzustellen,
wurden die Hauptthemen bereits in diesem Netz einmal grob zerlegt.
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Abbildung 30: Netz zur Ubersicht tiber den Themenbereich ,Daten und Zufall
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Die in den untersuchten Lehrplanen genannten Inhalte zur Leitidee ,Daten und Zufall
lassen sich der Datenanalyse und der Wahrscheinlichkeitsrechnung zuordnen. Sie
werden im Folgenden entsprechend zu zwei Netzen verknlpft. Motiviert durch die
Ausfuhrungen von Eichler und Vogel (2009), wurde der Vollstandigkeit halber in der
Ubersicht zu diesem Themenbereich die beurteilende Statistik mit aufgenommen,
wenngleich hierzu mangels explizit genannter Inhalte fir die Sekundarstufe kein
eigenes Netz entwickelt wird.

3.2.5.1. Datenanalyse

Die Inhalte zur Datenanalyse werden zunachst in zwei Unterthemen unterschieden
(siehe Abbildung 31). Zum einen steht die Erhebung von Daten im Fokus. Hier geht es
um allgemeine Begrifflichkeiten zur Grundgesamtheit sowie zur Messung von Daten
und dann um unterschiedliche Datenarten und Erhebungsarten. Zum anderen wird die
Auswertung von Daten thematisiert, angefangen von veranschaulichen, Uber
interpretieren bis hin zu reflektieren und diskutieren.

Mit der vorliegenden Struktur wird den Lernenden eine Mdglichkeit aufgezeigt, die
wichtigen Aspekte und Inhalte bei der Erhebung von Daten in Zusammenhang zu
setzen und sie so zu ordnen. Zunachst taucht hier die Inklusionskette der Begriffe
Grundgesamtheit, Stichprobe und Merkmalstrdger auf, wobei immer der erstgenannte
den folgenden Begriff einschliel3t. Bei der Stichprobe wird auch die Représentativitét
als Stichwort verortet, die an dieser Stelle bedeutsam ist. Aus diesen Begriffen taucht
nur die Stichprobe in den Begriffslisten auf. Alle anderen Begriffe werden der
Vollstandigkeit halber ergénzt. Wenn es um die Messung von Daten geht, sind
bestimmte Merkmale von Interesse, die festgehalten werden. Um noch genauer ins
Detail zu gehen, werden die unterschiedlichen Merkmalsausprdgungen gemessen,
was an dieser Stelle noch erganzt ist. Weiter ist der Begriff der Skalierung verknUpft,
der die Merkmalsauspragungen charakterisiert. Er wird zur Differenzierung noch weiter
nach drei Skalierungsarten aufgeschlusselt in nominal, ordinal und metrisch (vgl.
Eichler & Vogel 2009, S. 5).

Bei der Art der Daten, die den Lernenden der Sekundarstufe | begegnen, und die sie
analysieren, handelt es sich um univariate oder bivariate Daten, je nachdem, ob sie
sich auf ein oder zwei Merkmale beziehen (vgl. Eichler & Vogel 2009, S. XIl). Diese
Punkte werden in Anlehnung an die Ausfihrungen der beiden Autoren hier erganzt. Die
Lernenden sollen statistische Erhebungen selbst planen und durchfuhren (vgl. KMK
2004, S. 12). Daher werden hier noch die folgenden Arten der Erhebung genannt:

Recherche, Befragung, Beobachtung und das (Zufalls-)Experiment, wobei die
Beobachtung hier der Vollstandigkeit halber hinzugefligt wird.
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Abbildung 31:

Netz zur Datenanalyse
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Die Auswertung von Daten umfasst wie oben formuliert drei Schritte, die die Lernenden

gehen sollen, und nach denen hier eine Dreiteilung vorgenommen wird: Die Daten

sollen veranschaulicht und inhaltlich interpretiert werden und die Grundlage fir
reflektieren und diskutieren von Argumenten bilden (vgl. AK Stochastik 2002, S. 2).

Die Mdoglichkeiten zur Veranschaulichung von Daten werden gruppiert nach der Art der

Daten, um die es geht. So werden grafische Darstellungsméglichkeiten fir univariate

und flr bivariate Daten unterschieden. Es werden jeweils die Varianten vollstandig
aufgelistet. In der Begriffsliste tauchen sortierte Objektmengen und einfache

Schaubilder auf, die hier als in den Haufigkeitstabellen bzw. Strichlisten enthalten
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gesehen werden. Sollten in den untersuchten Rahmenlehrplanen unterschiedliche
Begriffe fur dieselbe Variante auftauchen, werden alle genannt, wie es beispielsweise
beim Stamm-Blatt-, Stamm-Blétter- bzw. Sténgel-Bléatter-Diagramm der Fall ist. Das
Streifendiagramm wird als Unterkategorie hinzugefugt und weiter in S&ulen- und
Balkendiagramm untergliedert, weil beide Auspragungen je nach Ausrichtung
auftauchen. Bei den bivariaten Daten tauchen das Streudiagramm und bei den
Tabellen noch die Vierfeldertafeln als eine spezielle Form auf, die den Lernenden
begegnet.

Bei der Interpretation der Daten sind bestimmte Kenngréfen informativ und
aussagekraftig (vgl. KMK 2004, S. 12). In der vorliegenden Arbeit werden unter diesem
Aspekt vier Arten von KenngréBen angefuhrt, die im Rahmen der Sekundarstufe |
relevant sind: die Hd&ufigkeitsverteilung, Malle der Mitte, Streuungsmafle und
AusreilSer, wobei die beiden mittleren hier als Bezeichnungen der Unterkategorien
zusatzlich eingefiigt werden. Bei der Haufigkeitsverteilung ist der Begriff der Haufigkeit
verortet, der dann noch weiter in die absolute und die relative Haufigkeit differenziert
wird. Als MaR3e der Mitte dienen der Modalwert, der Median und der Mittelwert, bei dem
der Vollstandigkeit halber noch weiter zwischen dem geometrischen und dem
arithmetischen Mittel unterschieden werden kann. Die Streuungsmalle geben eine
Aussage Uber die Unterschiedlichkeit der Daten an. In den untersuchten Lehrplanen
finden sich zu diesem Unterpunkt die Standardabweichung, die Spannweite, die
Vierteldifferenz bzw. Halbweite und die Quartile. Als AusreiBer werden bei den

KenngréRen noch das Minimum und das Maximum hinzugefiigt.

Im Rahmen der Interpretation von Daten kommen die Lernenden noch mit zwei
weiteren Aspekten in Kontakt. Da ist zum einen das Stichwort Manipulation, mit dem
sich im Umgang mit Daten auseinandergesetzt werden muss. Zum anderen stellt sich
bei metrisch skalierten Daten die Frage nach der Gruppierung von Daten. In diesem
Zusammenhang sollen die Lernenden Klassierungen vornehmen und Entsprechendes
in einem Histogramm veranschaulichen kdnnen (vgl. AK Stochastik 2002, S. 4). Diese
drei Begriffe sind hier erganzend zu den Begriffslisten eingefugt.

Neben der Veranschaulichung und der Interpretation von Daten sollen die Lernenden
Erkenntnisse und Argumente, die auf der Analyse von Daten beruhen reflektieren und
beurteilen kénnen (vgl. KMK 2004, S. 12). Auch dieser Aspekt, formuliert als
reflektieren und diskutieren, gehoért zur Auswertung von Daten und komplettiert an
dieser Stelle die Inhalte aus den untersuchten Lehrplédnen, die im Kontext der
Datenanalyse genannt werden.
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3.2.5.2. Wahrscheinlichkeitsrechnung

Um die Inhalte auf den Begriffslisten zur Wahrscheinlichkeitsrechnung zu strukturieren,
werden sie zunachst, wie in Abbildung 32 dargestellt, in zwei Bereiche unterteilt. Es
werden zum einen alle Inhalte gesammelt, die ein Zufallsexperiment bzw. einen
zufélligen Vorgang beschreiben und charakterisieren. Die anderen Inhalte stehen im
Zusammenhang mit verschiedenen Aspekten des Wahrscheinlichkeitsbegriffs.

Ein Zufallsexperiment bzw. ein zufélliger Vorgang bildet die Grundlage der
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Beide Begriffe werden in den untersuchten Lehrplanen
gleichbedeutend verwendet und tauchen daher an dieser Stelle auch beide auf.
Weitere Unterscheidungen nach der Begrifflichkeit ,Experiment®, wie sie beispielsweise
Sill empfiehlt, werden hier nicht weiter verfolgt (vgl. Sill 1993, zitiert nach Eichler &
Vogel 2009, S. 157). Dieser Aspekt konnte vielmehr wahrend des Lernens von den
Lernenden diskutiert werden. Unter dem eben genannten Punkt geht es um die Inhalte,
die im Rahmen der Zufallsexperimente thematisiert werden. Zunachst ist hier der
Begriff der Ergebnismenge bzw. des Ergebnisraumes zu nennen. Als deren bzw.
dessen Element taucht das Ergebnis als Unterpunkt auf. Drei Adjektive werden in den
untersuchten Rahmenlehrplanen genannt, um ein Ergebnis genauer zu charakteri-
sieren: das sichere, das mégliche und das unmdégliche Ergebnis. Alle drei Adjektive
sind hier als weitere Unterpunkte angeknupft.

Es folgt der Begriff des Ereignisses. Auch dieser wird noch weiter untergliedert in seine
Bestandteile, das Elementarereignis und in eine mogliche Teilmenge, das Schnitt-
ereignis. Beim Schnittereignis wird die Eigenschaft disjunkt bzw. unvereinbar
angeknupft. Auch das Gegenereignis wird bei den Ereignissen verortet.

Der Wiirfel, das Gliicksrad und die Urne werden in den untersuchten Rahmenlehr-
planen explizit als Zufallsgerate genannt. Sie werden im vorliegenden Netz mit
Zufallsgeneratoren Uberschrieben und sind ebenfalls Unterpunkte beim zufélligen
Vorgang.

Ein zweiter Bereich an Inhalten findet sich hinter dem Wahrscheinlichkeitsbegriff. Als
Verknupfungsmoglichkeit zur Hgufigkeit in dem weiter oben beschriebenen Netz zur
Datenanalyse taucht hier des empirische Gesetz der gro3en Zahlen auf, das Uber die
relative Haufigkeit gewissermalen einen Ubergang zur Wahrscheinlichkeit darstellen
kann. Wahrscheinlichkeiten berechnen Uberschreibt den nachsten Unterpunkt. Hier
werden finf Aspekte beleuchtet. Zunachst werden zwei elementare Rechenregeln
angeknupft, die sich auf die Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses beziehen und
auf die Wahrscheinlichkeit der Schnittmenge von zwei Ereignissen.
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Abbildung 32: Netz zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
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Den zweiten Aspekt bildet die Kombinatorik, der der AK Stochastik (2002) eine
Nebenrolle in der Wahrscheinlichkeitsrechnung beimisst (vgl. AK Stochastik 2002, S.
2). Inre Position als Unterpunkt soll verdeutlichen, dass sie dazu dient, Wahrscheinlich-
keiten zu berechnen. Die Kombinatorik als Lehre von den Abzahlverfahren wird noch
weiter untergliedert. Einerseits ist die Permutation angebunden, die durch Fakultt
berechnet wird. Andererseits taucht hier das Urnenmodell auf, das noch weiter und in
Erganzung zu den Begriffslisten in die zwei Varianten Kombination und Variation
untergliedert wird. Bei beiden gibt es die zwei Mdglichkeiten mit und ohne
Wiederholung. Bei der Kombination ist zudem der Binomialkoeffizient verknupft, der
hier zur Berechnung verwendet wird.

Den dritten Unterpunkt bilden mehrstufige Zufallsexperimente, deren Wahrscheinlich-
keiten Uber ein Baumdiagramm dargestellt und berechnet werden kdénnen. Hier folgen
die Pfadregeln der Multiplikation und der Addition, die den Umgang mit einem
Baumdiagramm vorschreiben.

Ebenfalls in den Kontext der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten gehort die bedingte
Wahrscheinlichkeit. Hierzu taucht in den untersuchten Rahmenlehrplanen die Bayes-
sche Regel auf, genauso wie der Unabhéngigkeitsbegriff. Der Unabhéangigkeits-begriff
bezieht sich gewissermallen auf das Verhaltnis zweier Ereignisse. Daher erscheint er
ebenfalls an dieser Stelle und wird hier zur Differenzierung noch weiter aufgeschlisselt
in die beiden Mdglichkeiten stochastisch abhéngig oder stochastisch unabhéngig.

Als fuinfter und letzter Punkt ist an dieser Stelle noch die Regel von Laplace angeknuipft
zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei Laplace-Experimenten, d.h. wenn jeder
Versuchsausgang eines Zufallsexperiments gleichwahrscheinlich ist. Deren Nennung
wird hier ebenfalls erganzt.

Einen letzten Unterpunkt beim Wahrscheinlichkeitsbegriff bildet der Begriff der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, der hauptsachlich in der Sekundarstufe Il relevant wird,
dennoch der Struktur wegen an dieser Stelle Aufnahme findet. Im Rahmen der
Sekundarstufe | wird der erste Kontakt mit diskreter Gleichverteilung am Beispiel der
Laplace-Experimente aufgenommen, ohne dass dieser Begriff aktiv eingeflhrt wird.
Um eine Verortung dieser Grundlagen zu erméglichen und darauf in der Sekundarstu-
fe Il aufbauen zu kénnen, tauchen sie bereits hier auf.

3.3. Wie lasst sich diese Struktur visualisieren?

Im ersten Unterkapitel (siehe 3.1.) wurden zunachst alle Inhalte, um die es im Rahmen
des Mathematikunterrichts der Sekundarstufe | geht, benannt und in Begriffslisten
zusammengestellt. Diese Inhalte wurden im zweiten Unterkapitel (siehe 3.2.) in einen
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Zusammenhang gebracht: Mdgliche Beziehungen zwischen ihnen wurden formuliert
und zu Netzen zu jedem der fUinf in den Lehrplanen festgelegten Themenbereiche

zusammengefugt.

Wie in den Ausfihrungen zum Mind-Mapping (siehe 2.2.2.1.) erarbeitet und in 2.3.1.
zusammengefasst, wird das Lernen grundsatzlich geférdert durch eine kreative und
visuell spannende Aufbereitung der Inhalte. In 2.3.2. wurden vier Kriterien festgelegt,
denen die entstehende Lernhilfe gentgen soll. In diesem Unterkapitel geht es
insbesondere um das an vierter Stelle genannte: Die Darstellung soll Aufmerksamkeit
generieren und helfen, den Fokus auf einzelne Aspekte zu richten.

Dieses allgemein formulierte Kriterium wird basierend auf den Ausflihrungen zu den
Gedachtnistechniken unter 2.2.3. noch weiter ausdifferenziert. Karsten (2011) nennt
sieben Faktoren, die bedeutsam fir die Anwendung und entscheidend fir die
Wirksamkeit einer Gedachtnistechnik sind und daher nun beim letzten Schritt der
Entwicklung der Lernhilfe zum Tragen kommen: Transformation, Assoziation, Fantasie,
Emotion, Logik, Lokalisation und Visualisierung (vgl. 2.2.3.). In diesem Unterkapitel
geht es darum, all diese Kriterien auf die entstehende Lernhilfe anzuwenden.

Die Grundidee wurde bereits in 2.3.1. formuliert: Die in 3.2. geschaffene Struktur aus
den einzelnen Netzen wird mit der Weltkarte verknipft. Dabei geht es im Sinne der
Locimethode darum, die Gedachtnisleistung zu steigern, indem zu lernende Inhalte mit
markanten Orten eines vertrauten Weges verknlpft werden. Eine Variante dieser
Methode nutzt eine vorgegebene Abfolge von Bildern, mit denen im Lernprozess
einzelne Inhalte vor dem geistigen Auge visuell verknlUpft werden sollen. Zentral ist in
beiden Fallen die visuelle Verschrankung des zu lernenden Inhalts mit dem Bild oder
mit der bildlichen Vorstellung des gewahlten Ortes. Das so entstehende Bild soll lebhaft
und farbig gestaltet sein und emotional aktivierend wirken (vgl. 2.2.3.). Im geistigen
Abschreiten des Weges oder im Betrachten der Bilderfolge werden dann die jeweils
verknipften Inhalte wachgerufen und somit leichter und besser erinnert.

3.3.1. Verkniipfung mit Weltkarte

Die Inhalte der Schulmathematik der Sekundarstufe | werden in eine Weltkarte
eingebettet. Als eben beschriebener vertrauter Weg oder Bilderfolge werden eine
Weltkarte und dann auf weiteren Gliederungsebenen Karten der Kontinente,
Landerkarten und bei Bedarf erganzende Detailkarten verwendet. Es ist davon
auszugehen, dass ihr Aufbau und ihre grobe Struktur den Lernenden der Sekun-
darstufe | bekannt sind und sie deshalb mit einer gewissen Vertrautheit betrachtet
werden. Die so entstehenden Karten werden im letzten Arbeitsschritt, wie bei einem
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Weltatlas aus der Geografie, zu einem Atlas zusammengestellt: dem Atlas der
Schulmathematik fiir die Sekundarstufe I.

Auf diesen Karten bekommen alle vorgestellten Schlisselbegriffe aus 3.1. und 3.2.
einen Platz. Sie werden entsprechend ihrer Verbindungen und ihrer Position innerhalb
der in 3.2. entwickelten Netze auf der Welt verortet. Wie in diesem Unterkapitel
beschrieben, folgen die Netze bis auf drei (vgl. 3.2.3.1. sowie 3.2.4.3.) einer hierar-
chischen Struktur. Eben diese Struktur — in der Themen immer weiter aufgeschlisselt
werden, indem sie in Unterthemen oder einzelne Schlisselbegriffe ausdifferenziert
oder zerlegt werden (vgl. 3.2.) — wird mit Hilfe der Karten aufgegriffen: Aus jeder Karte
kann ein Ausschnitt gewahlt und auf einer weiteren Karte noch genauer betrachtet
werden. Die Spezialfalle fur die drei eben beschriebenen Netze wird in 3.3.2. bei der
Beschreibung der einzelnen Karten separat thematisiert. Entscheidend bei jedem
auftretenden Schlisselbegriff sind seine Position im hierarchischen Geflige, seine
Uber- und seine untergeordneten Themen sowie seine nebengeordneten Schlissel-
begriffe. Die Struktur der einzelnen Netze bekommt ihre Entsprechung in den
verschiedenen Karten und den darin visualisierbaren Strukturebenen.

Bei der Wahl und in der Gestaltung der Karten geht es darum, fiir die verschiedenen
Hierarchiestufen der Netze eine visuelle Entsprechung zu schaffen. Dabei sollen, wie
schon bei der Entwicklung der Netze, neben dem eben genannten vierten Kriterium
aus 2.3.2. auch die drei anderen handlungsleitend sein. Ziel ist es, schon flir junge
Lernende zu Beginn der Sekundarstufe | einen mdglichst niederschwelligen Zugang
zur Arbeit mit den Karten zu schaffen.

Die Durchsicht aller Netze zeigt, dass zehn unterschiedliche Hierarchiebenen bendtigt
werden, um fir die Hauptthemen, Themen und Unterthemen mitsamt aller
Schlusselbegriffe entsprechende Strukturen auf den Karten festlegen zu konnen.
AnknlUpfend an Strukturen, die auch in der realen Welt auftreten, werden auf den
Karten die folgenden zehn Stufen erdffnet: Welt — Kontinent — Land — Grol3region —
Bundesland — Region - Stadt — Stadtteil — Sehenswirdigkeit — Detail einer
Sehenswaurdigkeit.

Auf diese Weise sind Orte festgelegt, mit denen die zu erlernenden Inhalte im Sinne
der Locimethode verknupft werden. In 2.2.3. werden nach Karsten (2011) Regeln
formuliert, die bei der Wahl einer Ortsreihenfolge zu berlcksichtigen sind. Sie finden in
der hier vorgestellten Visualisierung Anwendung: Mit der Welt wurde eine vertraute
oder bekannte Umgebung gewahlt. Zwar verringert sich der Bekanntheitsgrad
vermutlich mit jeder Hierarchieebene. Dennoch bleibt die Systematik bestehen und
kénnen innerhalb eines Landes oder auch analog innerhalb einer Region etc. markante
Punkte festgelegt werden, die dann beim Erinnern abgelaufen werden kdénnen. Die
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Orte lassen sich eindeutig reihen oder bei Bedarf durchnummerieren, und der
Betrachtungswinkel ist durch die Gestaltung der Karten festgelegt. Die gewahlten Orte
sind einpragsam, haben untereinander einen maRigen Abstand und jeweils auf
derselben Hierarchieebene ein ahnliches Ausmal3. lhre Position ist dauerhaft, und sie
unterscheiden sich in ausreichendem Male. Die Anzahl der Orte entspricht der Anzahl
der abzulegenden Inhalte.

Im folgenden Abschnitt werden die Kartentypen vorgestellt, in denen die eben
genannten zehn Stufen dargestellt, und in die die einzelnen Netze eingebettet werden.
Der Fokus liegt dabei darauf, die Struktur der Netze zu visualisieren und die Position
der einzelnen Schlusselbegriffe innerhalb des Gesamtgefiiges in eine Karte zu
Ubersetzen und so begreifbar zu machen.

3.3.2. Beschreibung der einzelnen Kartentypen
Die Weltkarte steht allem voran als Zusammenschau und gibt einen Gesamteindruck
von der ,Welt der Mathematik“ der Sekundarstufe I. In Abbildung 33 ist diese Weltkarte

skizziert.

Abbildung 33: Weltkarte der Schulmathematik der Sekundarstufe |
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Diese Welt wurde in 3.2. zun&chst in finf Themenbereiche gegliedert, die dann weiter
in Hauptthemen unterteilt wurden. Zu jedem dieser Hauptthemen wurde ein eigenes
Netz entwickelt, das das jeweilige Hauptthema weiter aufschlusselt und die
zugehdrigen Schlusselbegriffe zusammenfugt. Fur die funf Themenbereiche wird die
erste Gliederung der Weltkarte in Kontinente genutzt. In der nachsten Ebene werden
die Hauptthemen einzelnen Landern auf dem entsprechenden Kontinent zugeordnet.
Analog zur Unterteilung der Hauptthemen in Unterthemen und einzelne SchlUssel-
begriffe werden auf den Landerkarten die eben genannten Stufen (Grofregion —
Bundesland — Region - Stadt — Stadtteil — Sehenswirdigkeit — Detail einer
Sehenswirdigkeit) eingetragen. Neben der Weltkarte entstehen so Kontinentalkarten
und L&nderkarten.

In einigen Netzen treten neben vielen Hierarchiebenen auch Unterthemen mit
mehreren weiteren Unterthemen oder zahlreichen zugeordneten Schlisselbegriffen
auf. Um die Komplexitat zu reduzieren und die Darstellung Ubersichtlich zu halten,
werden in diesen Fallen noch Detailkarten entwickelt. Auf ihnen werden ebensolche
Unterthemen vergréRert dargestellit.

Es folgen drei Unterabschnitte, die jeweils einen der genannten Kartentypen in den
Fokus nehmen und allgemein beschreiben. Dabei wird ein Uberblick iber die Karten
dieses Typs gegeben und auf Besonderheiten bei der Gestaltung eingegangen. Diese
Beschreibungen sollen parallel und erganzend zur Betrachtung der einzelnen
Kartenbeispiele erfolgen.

3.3.2.1. Karten der Kontinente

Analog zur Strukturierung der physischen Welt in Kontinente wird die ,Welt der
Mathematik® der Sekundarstufe |, wie in 3.1.2. beschrieben, zunachst in funf
Themenbereiche gegliedert: Raum und Form, Gré8en und Messen, Zahlen und
Operationen, Gleichungen und Funktionen sowie Daten und Zufall. Bei der Entwicklung
der Netze wurden unter 3.2.4. im Themenbereich ,Gleichungen und Funktionen®
Vollrath (1999) folgend die drei Themen Terme, Gleichungen und Funktionen
betrachtet, die eng miteinander verbunden sind. Um die N&he zwischen den
Themenbereichen aufzugreifen und zu visualisieren, werden sie, wie in Tabelle 8

dargestellt und in Abbildung 33 visualisiert, auf die physischen Kontinente verteilt:

Tabelle 8: \erteilung der Themenbereiche auf die Kontinente

Kontinent Themenbereich
Nordamerika Raum und Form
Sitdamerika GroéBen und Messen

139



Kontinent Themenbereich

Afrika Zahlen und Operationen
Europa und Asien Gleichungen und Funktionen
Australien Daten und Zufall

Die inhaltliche Verbindung zwischen den Themenbereichen ,Raum und Form® sowie
,Grolen und Messen® spiegelt sich in der rdumlichen Nahe zwischen Nord- und
Sudamerika. Sie eroffnet zudem die Mdéglichkeit, dass, wie in 3.2.1.6. beschrieben, die
MaBbegriffe der Geometrie als Bricke zwischen den beiden Themenbereichen
dargestellt werden konnen.

Die eben beschriebene enge Verknipfung zwischen Terme, Gleichungen und
Funktionen als Struktur des Themenbereichs ,Gleichungen und Funktionen® wird
dadurch aufgegriffen, dass sie auf die Landmasse der beiden Kontinente Europa und
Asien verteilt werden, wobei Gleichungen die Verbindung zwischen Termen und
Funktionen bilden. Die geografische Nahe Afrikas wird genutzt, um Vollrath (1999)
folgend die Verbindung zum Themenbereich ,Zahlen und Operationen® zu visualisieren
(vgl. 3.2.3.).

An dieser Stelle wird eine Sache deutlich, die sich auch im Weiteren auf den anderen
Karten findet: Nicht alle Kontinente, die es auf der Welt gibt, werden als
Verknlpfungsstelle fiir einen Themenbereich genutzt. Genauso werden auch nicht
unbedingt alle Lander eines Kontinentes verwendet, die es dort in der physischen Welt
zu finden gibt, oder es tauchen nicht alle moglichen Stadte auf. Gleichwohl wird eine
Zuordnung geschaffen, die jedem Schllsselbegriff aus den Netzen eine Struktur auf
einer der Karten zuweist.

Abbildung 34 zeigt ein Beispiel fur eine Kontinentalkarte. Dargestellt ist der Themenbe-
reich ,Raum und Form®, der mit Nordamerika verknUpft ist.
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Abbildung 34: Beispiel flr eine Kontinentalkarte zum Themenbereich ,Raum und Form*
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3.3.2.2. Karten der Lander

Eine Landerkarte im Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | stellt ein
Hauptthema eines Themenbereiches mit all seinen zugeordneten Unterthemen und
Inhalten dar. Es geht darum, die in den Netzen auftauchenden Schlisselbegriffe
innerhalb eines solchen Landes zu positionieren und ihnen durch die Zuordnung zu
einer der unter 3.3.1. genannten Strukturen eine Verknlpfungsméglichkeit zu geben.
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Dadurch soll die Position eines SchlUsselbegriffes innerhalb des hierarchischen
Gefuges aller Inhalte desselben Hauptthemas sichtbar werden. Zur Verfugung stehen
die folgenden Hierarchieebenen: Grofiregion — Bundesland — Region — Stadt — Stadtteil
— Sehenswurdigkeit — Detail einer Sehenswurdigkeit. Allgemein gilt, dass die Struktur
der Hauptthemen in den Netzen Ubertragen wird auf diese sieben Gliederungsebenen.
Dabei kénnen einzelne Gliederungsebenen, wie beispielsweise die Unterteilung der
Bundeslander in Regionen und weiter in Bezirke, Ubersprungen werden, wenn weniger
Ebenen benétigt werden. Die Schlisselbegriffe, die an den Enden der Aste in den
Netzen auftauchen, werden bei flachen Hierarchien als Stadte gekennzeichnet und in
starker verastelten Hierarchien als Stadtteile oder als Sehenswirdigkeiten, an
einzelnen Stellen auch noch als Details einer Sehenswirdigkeit. Im Anhang finden sich
nochmals alle Netze, wobei dort bei jedem Schlisselbegriff kenntlich gemacht ist,
welcher der genannten Hierarchieebene er zugeordnet ist. Abbildung 35 gibt ein
Beispiel fir eine Landerkarte zum Hauptthema ,Objekte” (vgl. 3.2.1.1.).

Bei den Lénderkarten treten zwei Spezialfalle auf. Im ersten Spezialfall wird, wie in
3.2.1. beschrieben, ein Land unter einem weiteren Blickwinkel bzw. unter einem neuen
Aspekt betrachtet. Hier werden also auf einer bereits entwickelten Landerkarte zu
einem Hauptthema bei den unterschiedlichen Orten zuséatzliche Informationen durch
eine besondere farbliche Gestaltung eingeflochten. Abbildung 36 liefert eine solche
thematische Landerkarte zu den besonderen Darstellungsformen (vgl. 3.2.1.2.). Tabelle
9 gibt eine Ubersicht tiber die betreffenden Lander und die zugehérigen Landerkarten.

Tabelle 9: Ubersicht (iber Lander und ihre thematischen Landerkarten

Land (Hauptthema) thematische Landerkarte
Affine Abbildungen (3.2.1.5.) Konstruktion bestimmter Objekte
Objekte (3.2.1.1.) Konstruktion bestimmter Objekte

Besondere Darstellungsformen

Der zweite Spezialfall umfasst die beiden eben erwahnten Hauptthemen mit
Ablaufstruktur (vgl. 3.2.4.3.) und die Zahlbereiche, die einer Inklusionshierarchie folgen
(vgl. 3.2.3.1.). In diesen drei Fallen werden spezielle Landerkarten gewahlt, auf denen
durch pragnante Flusslaufe ein Verlauf von der Quelle bis zur Mindung visualisierbar

wird.
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Abbildung 35: Beispiel fur eine Landerkarte zum Hauptthema ,Objekte” (vgl. 3.2.1.1.)
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Abbildung 36: Beispiel fir eine thematische Landerkarte zu den besonderen
Darstellungsformen (vgl. 3.2.1.2.)
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3.3.2.3. Detailkarten

Wie oben angekiindigt, sind einige Netze an bestimmten Stellen so stark verzweigt
oder vereinen dort so viele Schlisselbegriffe, dass die entsprechende Landerkarte hier

noch durch eine Detailkarte erweitert wird. Diese soll einen genaueren und

differenzierteren Blick ermdglichen und zugleich die Ubersichtlichkeit der gesamten

Karte bewahren. Insgesamt ergeben sich sechzehn solcher Detailkarten. Tabelle 10

gibt einen Uberblick dariiber, fiir welches Land welches Detail auf einer separaten

Karte betrachtet wird.

Tabelle 10: Lander und ihre zugehdrigen Detailkarten

Land (Hauptthema)

zugehorige Detailkarten

Affine Abbildungen (3.2.1.5.)

Objekte (3.2.1.1.)

Operationen (3.2.3.2.)

Gleichungen (3.2.4.2.)

Funktionen (3.2.4.3.)

Wabhrscheinlichkeitsrechnung (3.2.5.2.)

geometrische Begriffe im Zusammenhang
VergrdBern/Verkleinern

Winkel (3.2.1.1.1.)

Kreis (3.2.1.1.2.)

Dreieck (3.2.1.1.3.)

Konzepte im Zusammenhang (Multiplikation)
Konzepte im Zusammenhang (Division)
Zahlen zerlegen

rechnerische Lésungsverfahren
Gleichungssysteme

Prozent- und Zinsrechnung

Kombinatorik

mehrstufige Zufallsmodelle

Es werden Strukturen auf unterschiedlichen Ebenen unter die Lupe genommen. Die

Detailkarten werden sowohl fiir Grol3regionen, Bundeslander und Regionen als auch

fur Stadte und Stadtteile entwickelt, je nach Notwendigkeit. Abbildung 36 gibt ein

Beispiel fur eine solche Detailkarte. Hier wird die Stadt, die als Ort zur Verknupfung fur

das Netz zum Dreieck (vgl. 3.2.1.1.3.) gewahlt wurde, naher betrachtet.
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Abbildung 37: Beispiel fur eine Detailkarte zum Dreieck (vgl. 3.2.1.1.3.)

DreleCK | = Staditteil
/—1—- Begriffe = Sehenswurdigkeit
1

Satz des Thales = Detail einer Sehenswurdigkeit
1

" mmmom
= Thematische Zerlegung des

Stadteils nach 1) WinkelgréBen

Dreiecksungleichung -

tr ische

- Hypothenuse/ Kathete
Basis

A =% " 7 Begrifte
] FrTE

Satz vom Basiswinkelsatz — oo
gleichschenk- -
Satz vom gleichseitigen Dreieck ligen Dreieck TEEEEE.
-
- \ . - :
C
l . . -
- Satz des Hohen- Katheten-
) Pythagoras satz satz
Innenwinkel- Satz des Pefie’;:gr.ie- "
summe  AuBenwinkel-  Thales Peripherie- winl’:elsalz
satz winkelsatz

= = Satzgruppe des Pythagoras
| |

Sitze zu WinkelgroBen

Thematische Zerlegung des Stadteils nach 2) Seitenldngen = verschiedenseitig |:| = gleichseitig |:| = gleichschenklig

Am Ende werden alle auf diese Weise erstellten Karten in sachlich korrekter Reihung
aneinandergefugt, wodurch aus ihnen das fertige Produkt entsteht: der Atlas der
Schulmathematik fiir die Sekundarstufe I. |deengebend sind dabei Weltatlanten aus
der Geografie, wie beispielsweise der Diercke Weltatlas (2015), der ebenfalls in den
Schulen zum Einsatz kommt.

Somit ist der Prozess abgeschlossen, einen Atlas der Schulmathematik fiir die
Sekundarstufe | als eine Lernhilfe zu entwickeln, der den in 2.3. formulierten Kriterien
genugt. Dieser Entwicklungsprozess bildete zugleich die Beantwortung der beiden
Forschungsfragen aus 1.2.
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3.4. Diskussion getroffener Entscheidungen

Bei den einzelnen Entwicklungsschritten des Atlas der Schulmathematik fiir die
Sekundarstufe | wurden die jeweils zugrundeliegenden Gedanken und Uberlegungen
ausfiihrlich dargestellt und so das Vorgehen detailliert begriindet. Dabei wurde betont,
dass die gewahlten Handlungsschritte jeweils eine von theoretisch mehreren
mdglichen Varianten darstellen, und dass auf diese Weise eine mdgliche Gesamt-
struktur fur die Inhalte der Mathematik der Sekundarstufe | entsteht. Sie ist nicht die
einzige begrindbare Gesamtstruktur, aber sie ist in sich gut begriindet.

In diesem letzten Unterkapitel werden nun einzelne Entscheidungen aus dem Prozess
in 3.1. bis 3.3. erneut aufgegriffen. Sie werden hier kritisch reflektiert und exemplarisch
mit moglichen Handlungsalternativen diskutiert. So bieten sie eine Grundlage, an der
anknupfend in Kapitel 5 weitere Forschungsfragen erarbeitet werden.

3.4.1. Entscheidung fiir Lehrplédne als Quelle

Wie in 2.3. formuliert, war es das Ziel der praktischen Umsetzung, eine Lernhilfe zu
entwickeln, die gelingendes Lernen férdert, indem sie das, was gelernt werden soll,
strukturiert. Daraus abgeleitet, wurde in 3.1. zunachst herausgearbeitet, um welche
Inhalte es im Mathematikunterricht der Sekundarstufe | geht. Als Quelle wurden die
gesetzlichen Planungsgrundlagen fir den Mathematikunterricht gewahlt. Das geschah
in dem Wissen, dass es sich hierbei um normative Vorgaben handelt, die jeweils die
Ausgestaltung politischer Vorgaben durch ein Autorfinnenteam sind. Damit stellen
diese Planungsgrundlagen nur eine — gleichwohl sehr umfassende — Auswahl von
Fachinhalten dar, erheben aber keinen Anspruch auf Vollstandigkeit aus fachwissen-
schaftlicher Perspektive.

Dieser Feststellung folgend, hatte erganzend zu den Lehrplanen der Blick noch starker
auf die Fachwissenschaft gerichtet werden kénnen, um die Sammlung der Inhalte zu
vervollstandigen. Exemplarisch flr die Geometrie liefert beispielsweise Wellnitz (2013)
eine ,schematische Darstellung des geometrischen Theoriegebaudes” (Wellnitz 2013,
S. 398). Er kategorisiert die Aussagen zur ,abstrakten Geometrie®, zur ,Geometrie mit
Langenmaly® und zur ,Geometrie mit Langen- und Winkelmal®* nach ,Axiomen der
Theorie“, nach ,ableitbaren Grundtatsachen“ und nach ,Satzen“ (Wellnitz 2013, S.
398). So entsteht eine Systematik, die zwar durchaus den Anspruch an Vollstandigkeit
in diesem Themenbereich erflllt, deren Adressat*innen aber Lehrende, Studierende
oder Dozierende sind (vgl. Wellnitz 2013, S. 7). In der vorliegenden Arbeit geht es um
eine andere Schwerpunktsetzung: Hier stehen die Lernenden der Sekundarstufe | im
Fokus, ihre Sprache, ihre Mdglichkeiten und ihr Verstandnis flir mathematische
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Zusammenhange. Ziel war es daher, genau die Inhalte zu identifizieren, mit denen sich
die Lernenden im Mathematikunterricht auseinandersetzen und deren Formulierungen
ihnen im Unterricht begegnen werden, ohne sich an einer Diskussion Uber die
Lehrplane zu beteiligen und deren Gehalt kritisch zu hinterfragen oder sie gar zu
Uberarbeiten.

Alternativ zu den Lehrplanen hatten die Inhalte auch dort gesammelt werden kénnen,
wo die Planungsgrundlagen bereits umgesetzt sind: in Lehrwerken oder auf digitalen
Lernplattformen, in oder auf denen die Inhalte bereits fir die Nutzung durch die
Lernenden aufbereitet sind. Hier liegt der Fokus darauf, dass sich die Lernenden mit
Hilfe dieses Mediums den Stoff der Mathematik der Sekundarstufe | — als
Gesamtgebilde aus den einzelnen Inhalten — erarbeiten und erschliefRen.

Genau darin liegt die Schwierigkeit: Die Inhalte sind bereits eingekleidet in ein System
aus didaktischen und padagogischen Uberlegungen. Im Gegensatz zu den Lehrplénen,
die als Richtschnur und damit auch wie eine Art Aufzdhlung aller Inhalte der
Mathematik der Sekundarstufe | zu verstehen sind, liegt in den Lehrwerken das
Augenmerk darauf, diese einzelnen Inhalte anschaulich, verstandlich und erlernbar
werden zu lassen. Eine Analyse der Lehrwerke muisste also zunachst die einzelnen
Inhalte wie eine Art Skelett freilegen und sie systematisch aus den Ebenen der
Gestaltung sowie der didaktischen Uberlegungen und Konzepte herausschélen.
Zudem liefern auch die Lehrwerke letztlich nur eine Auswahl von Fachinhalten, die sich
an den normativen Planungsgrundlagen orientieren.

Auf Basis dieser Gedanken wurden die gesetzlichen Planungsgrundlagen gewahlt, um
eine prazise und passgenaue Antwort auf die Frage zu bekommen, um welche Inhalte
es im Mathematikunterricht der Sekundarstufe | geht.

3.4.2. Entscheidung liber Auswahl und Anzahl der verwendeten Lehrplane

Mit der Auswahl der Lehrplane flir Mathematik, wie sie in 3.1. erértert wurde, wurde
eine mdglichst umfassende Sammlung aller Inhalte der Sekundarstufe | angestrebt. Da
sich die Lehrplane der Bundeslander als gemeinsame Grundlage auf die
Bildungsstandards fir den Mittleren Schulabschluss der KMK (2004) beziehen, wurden
in der vorliegenden Arbeit ebendiese sowie beispielhaft die Lehrplane der genannten
Bundeslander analysiert.

Alternativ hatten hier noch mehr Bundeslander beriicksichtigt werden kdénnen. Jedoch
zeigt bereits die Analyse der gewahlten Lehrplane in der Anzahl und in den Formulie-
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rungen der Inhalte wenig Unterschiede, was vermutlich daraus resultiert, dass die
Lehrplane aller Bundeslander auf derselben, bereits genannten Basis der Bildungs-
standards fur den Mittleren Schulabschluss (KMK 2004) entwickelt wurden. Der Nutzen
einer Analyse aller deutschen Lehrplane ware daher wohl sehr klein ausgefallen im
Vergleich zu dem Mehraufwand, den die Analyse 13 weiterer solcher Dokumente
erfordert hatte.

Stattdessen wurde als Erganzung noch der Blick Uber die Landesgrenzen nach
Osterreich und auf die deutschsprachige Schweiz gerichtet, um hier zwei Planungs-
grundlagen zu finden, die unabhangig vom Konsens der Kultusministerkonferenz
(2004) fur den Mathematikunterricht in diesen beiden deutschsprachigen Landern

formuliert wurden.

Selbstverstandlich hatte der Blick auch noch weiter, und zwar Uber die Grenzen der
deutschen Sprache hinaus wandern kdnnen. Es hatten einzelne Lander zum Vergleich
festgelegt und deren Planungsgrundlagen analysiert werden kénnen. Die Schwierigkeit
bei diesem Vorgehen besteht schon allein auf sprachlicher Ebene darin, die einzelnen
Inhalte zu identifizieren und sie in einem sprachlichen Pendant zu dem gewahlten
deutschen Schlusselbegriff zu fassen. Nach Abwagung von zu treibendem Aufwand
und Nutzen fur die Fragestellung geht es deshalb in der vorliegenden Arbeit um den
deutschsprachigen Raum, zumal auch der Einsatz an deutschsprachigen Schulen
vorgesehen ist.

3.4.3. Entscheidung fir die inhaltsbezogenen Kompetenzen

Bei der Festlegung der aufzunehmenden Inhalte standen die inhaltsbezogenen
Kompetenzen im Fokus. Die entwickelte Lernhilfe bildet diese eine Dimension des in
3.1.1. vorgestellten dreidimensionalen Modells mathematischer Kompetenzen ab (vgl.
SenBJF & MBJS 2020, S. 5). Dementsprechend nicht abgebildet sind die prozessbe-
zogenen mathematischen Kompetenzen und die Anforderungsniveaus (vgl. SenBJF &
MBJS 2020, S. 5). Eine Hinzunahme dieser beiden Dimensionen verlasst die rein
inhaltliche Ebene und bringt fachdidaktische Elemente mit hinein.

Die Entscheidung dafir, nur eine Dimension abzubilden, bietet einen Anknipfungs-
punkt fur weitere Forschungs- und Entwicklungsfragen, die in Kapitel 5 formuliert
werden. Bei diesen geht es um Mdglichkeiten, wie die Lernenden in der Arbeit mit dem
Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | auch fur die beiden anderen
Dimensionen sensibilisiert werden kdénnen.
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3.4.4. Entscheidung fiir Einfachheit, Klarheit und Ubersichtlichkeit

In 2.3.2. wurde ein Kriterium formuliert, dass bei allen Entwicklungsschritten der
Lernhilfe handlungsleitend war: Die Komplexitdt sollte mdglichst gering gehalten
werden und die Konzentration auf dem Wesentlichen liegen. Ziel dieser beiden
Aspekte war es, in der Gestaltung des Atlas der Schulmathematik fiir die
Sekundarstufe | fur Einfachheit, Klarheit und Ubersichtlichkeit zu sorgen. Beide
Gesichtspunkte flihrten zu den folgenden drei Entscheidungen:

Erstens wurden aus den untersuchten Lehrplanen die relevanten Themen und Inhalte
extrahiert und in moglichst selbsterklarenden Schlisselbegriffen formuliert. Hier hatten
auch zusatzlich Formeln oder weitergehende Differenzierungen aufgenommen werden
konnen als diejenigen, die in den Quellen explizit genannt wurden. Das jedoch hatte zu
zusatzlichen Knoten oder Unterknoten in den entwickelten Netzen gefihrt, wodurch
dementsprechend die Komplexitat zugenommen hatte. Jede tiefere Erkundung der
Inhalte, die sich hinter einem Schlusselbegriff verbergen, soll im Rahmen des
Unterrichts erfolgen. In Kapitel 4.4. werden hierfur Ideen gesammelt und dargestellit.

Zweitens ging es in 3.2. darum, wie diese Schllisselbegriffe zusammenhangen, und
wie sie strukturiert werden kénnen. Dabei wurde der Anspruch formuliert, dass die
entstehenden Netze eine Struktur zwischen den Inhalten sichtbar machen sollen, die
aus fachwissenschaftlicher Perspektive korrekt ist. Um das zu erreichen, wurden zu
jedem Hauptthema Autor*innen gewahlt, die sich mit dem Aufbau und der Struktur
ebendieses Themas eingehend befassen oder befasst haben. Je nach Themenbereich
lieRen sich auch andere Ansatze finden, die an der ein oder anderen Stelle zu einer
abweichenden Strukturierung fihren wirden. Daher wird an dieser Stelle noch einmal
wiederholt und betont, dass es sich bei den entwickelten Netzen um eine von
mehreren mdoglichen Varianten handelt, den entsprechenden Themenbereich aus
mathematischer Sicht korrekt zu strukturieren. Entscheidungsleitend war stets die
Uberlegung, dass die Netze schon zu Beginn der Sekundarstufe | zum Einsatz
kommen und fUr diese Zielgruppe einfach, klar und tbersichtlich gestaltet sein sollen.

Drittens fihrte die Orientierung an der genannten Zielgruppe noch dazu, dass jeder
Schlisselbegriff grundsatzlich nur eine Position in einem der Netze hat. Jeder
Schlisselbegriff wird einem Thema oder einem Oberbegriff zugeordnet, in dessen
Begleitung er dann im Gehirn abgespeichert werden kann. Eine Ausnahme bilden die
Stellen, an denen zwei Netze miteinander verknlpft werden: Dann taucht der Begriff,
der als Bindeglied fungiert, in beiden Netzen auf. Entscheidend ist, wo und in welchem
Netz ein Schlusselbegriff eine sinnstiftende Position bekommt, d.h. eine Position, die
aufgrund ihrer Lage eine Aussage Uber den entsprechenden Schliisselbegriff und sein
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Verhaltnis bzw. seine Verbindungen zu anliegenden Schlusselbegriffen liefert. Weniger
wichtig ist, welche Positionen innerhalb welcher Netze fur ihn moéglich waren. Hier steht
wieder das Anliegen im Fokus, die Klarheit und die Ubersichtlichkeit der Netze zu

bewahren.

In ahnlicher Weise war es auch nicht das Ziel, alle mdglichen Verbindungen
einzuzeichnen, die ein Schlusselbegriff mit anderen eingehen kdnnte. Wirde man das
Ziel verfolgen, mdglichst viele Verbindungen zwischen einzelnen Schliisselbegriffen zu
finden, so bekdme man ein extrem verwobenes Gebilde. Dieser Gedanke, wenngleich
nicht ins Extrem gesteigert, kann allerdings im Unterricht weiter verfolgt werden. Denn
die Atlaskarten kdénnen und sollen als Grundlage daflr dienen, inhaltliche
Verbindungen zu finden und zu thematisieren. Dieser Aspekt wird ebenfalls in 4.4. noch
einmal aufgegriffen.

3.4.5. Entscheidung fiir eine Weltkarte als Visualisierung

In 3.3. fiihrte die Anwendung der Locimethode zur Entscheidung fir eine Weltkarte als
Grundlage, auf der die ,Welt der Schulmathematik“ aufgebaut wird. Die Locimethode
fordert eine vertraute Grundstruktur, in der Orte oder Platze festgelegt sind oder
bestimmt werden konnen, an denen bzw. mit denen die zu erlernenden Inhalte
verknUpft oder abgelegt werden. Dabei sind die in 2.2.3. festgelegten Kriterien fur die
Orte entscheidend. Die Lernenden werden in den wenigsten Landern, mit denen die
mathematischen Inhalte verknlpft sind, persdnlich gewesen sein. Allerdings lassen
sich bekannte Strukturen, wie die Heimatstadt oder das Heimatland, Kiistenstrukturen
oder Seen, Gebirgsregionen oder Flusslaufe die man kennt, auch auf dieselbe Struktur
in einem anderen Land oder auf einem anderen Kontinent Ubertragen. Reisen,
Erzahlungen, Film- und Fotoaufnahme sowie alle mdglichen Informationen, die die
Lernenden zu einem Ort auf der Weltkarte haben, schaffen AnknUpfungspunkte flr
kreative und visuell anregende Bilder fur die zu lernenden Inhalte. Es steigt das
wahrgenommene Mald an Vertrautheit fur die festgelegten Orte oder Platze auf der
Weltkarte. Diese Vertrautheit kann auch im Rahmen des Mathematikunterrichts durch
entsprechende Informationen noch geférdert werden.

Eine weitere denkbare Grundlage konnte der menschliche Koérper als vertraute
Grundstruktur sein. Hier stellt sich allerdings die Frage, welche Entsprechungen fiir die
in 3.3.1. erorterten 10 Hierarchieebenen gefunden werden kénnen, und ob auf den
einzelnen Hierarchieebenen die notwendigen Korperstrukturen vertraut genug sind,
dass alle Schlisselbegriffe verortet werden kdénnen.
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Eine zweite ldee kénnte es sein, eine Stadt als Grundstruktur zu wahlen. Die
Herausforderung ist hierbei, eine Stadt zu finden, die erstens grol3 genug ist, dass
auch hier gentgend Hierarchieebenen geschaffen werden kénnen, und die zweitens so
vertraut ist, dass die Lernenden sie als Grundstruktur verwenden konnen, und das
nach Moglichkeit im gesamten deutschsprachigen Raum in gleicher Weise. Bei einer
Weltkarte kann davon ausgegangen werden, dass sie fur alle Lernenden der
Sekundarstufe | einen gewissen und vergleichbaren Grad an Vertrautheit hervorruft
oder diese Vertrautheit wie eben beschrieben geférdert werden kann.

Als weitere Alternative koénnte auch eine frei erfundene, eigene ,Welt der
Schulmathematik® entwickelt werden, um die Netze visuell spannend einzubetten. Ein
Beispiel, das die Bezeichnung Landkarte der Mathematik im Namen tragt, findet sich
im Online-Angebot der Fachberatung Mathematik des Regierungsbezirks Disseldorf
(2020): ,Die Advance-Organizer Landkarte der Mathematik®“. Hier werden die Themen
der Jahrgange 5 bis 10, die den Doppeljahrgangen zugeordnet und entsprechend
farbig markiert sind, nach den vier Themen der Sekundarstufe Il in vier Quadranten
sortiert.

Den Hintergrund fur diese Themensammlung bildet eine angedeutete Landkarte. Die
Struktur der Landkarte bleibt jedoch ohne Einfluss oder Beziehung zur Struktur der
Themen. Eine Ausrichtung oder Orientierung an den Himmelsrichtungen kénnte durch
die angedeutete Kompassrose beabsichtigt sein. Zudem beinhaltet der Begriff der
Landkarte in diesem Beispiel die raumliche Gruppierung der Themen, aber keine
weiteren raumlichen Beziehungen der Themen untereinander. Mit den einzelnen
Themen ist jeweils ein Advance Organizer zu diesem Thema hinterlegt, der die
entsprechenden Inhalte liefert und sie miteinander in Beziehung setzt (siehe 2.2.2.3.).
Dabei taucht auf dieser Ebene die Landkarte im Hintergrund nicht mehr auf.

Noch in zwei weiteren Beispielen werden Themen aus der Mathematik visualisiert und
ebenfalls durch rdumliche Nahe inhaltlich miteinander in Beziehung gesetzt. So liefert
die ,Map of Mathematics* von Walliman (2017) auf einer Seite eine Ubersicht tber alle
Themen und Inhalte der Mathematik und strukturiert sie nach verwandten
Themenbereichen. ,The Land of Middle Math® von Brickler (2003) ist eine Landkarte
mit Meeren und Kontinenten, Inseln, Flissen, Seen, Waldern, Gebirgen und Ebenen,
die jeweils fur Themenbereiche, Themen und Inhalte der Mathematik stehen.

Alle drei Beispiele visualisieren die Inhalte der Mathematik, die beiden letztgenannten
auch weit Uber die Themen der Sekundarstufe | hinaus. Alle drei schaffen eine Struktur,
an der sich die Lernenden orientieren kdnnen, wenn sie selber eine Struktur fur ihr
eigenes Wissensnetz im Gehirn aufbauen. Allerdings kann bei allen drei Beispielen
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nicht von der Wirkweise der Locimethode (siehe 2.2.3.) ausgegangen werden. Das
dritte Beispiel liefert als einziges eine Grundstruktur mit Orten oder Platzen, mit denen
die Inhalte visuell verknlpft sind. Um hier die Locimethode zu nutzen, missen die
Lernenden diese Grundstruktur aber zunachst kennenlernen und verinnerlichen, um
dann im nachsten Schritt die Inhalte damit zu verknlpfen. Der Aufwand, um einen
ahnlichen Nutzen zu erzeugen, wie ihn eine Weltkarte liefert, ist vermutlich deutlich
hoher.

Der Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | ist gedacht als ein Material, mit
dem sich die Lernenden im Lernprozess auseinandersetzen, das betrachtet, aber
gleichzeitig auch bearbeitet werden soll. Mit ihm und in ihm sollen die Schlusselbegriffe
erforscht und erkundet, Verbindungen zwischen ihnen gezogen und Zusammenhange
erkannt, diskutiert und reflektiert werden.
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4. Ausblick: Einsatz im Unterricht

In Kapitel 1 wurden zwei Aspekte beschrieben, um die es im Mathematikunterricht
gehen sollte: zum einen die Verknipfung der mathematischen Themen und Inhalte zu
einem Wissensnetz, zum anderen die Entwicklung einer Vorstellung von der ,Welt der
Schulmathematik“. Wie in 1.2. dargestellt, erhalten beide Punkte im Unterricht in der
Regel nicht die notwendige Aufmerksamkeit. Genau an dieser Stelle kommt nun der
Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | zum Einsatz: Er visualisiert fur die
Lernenden ein Wissensnetz, in dem die Themen und Inhalte des Mathematik-
unterrichts der Sekundarstufe | miteinander verbunden sind. Gleichzeitig liefert er
durch seinen Aufbau und seine Struktur ein detailreiches Bild der ,Welt der
Schulmathematik®.

In diesem Kapitel wird der Blick auf die Unterrichtspraxis gerichtet: Basierend auf
Theorien zum Unterricht werden Ideen und Mdoglichkeiten zum Einsatz des Atlas der
Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | vorgestellt. Es werden zunachst die
Zielgruppen definiert und beschrieben, fur die die Lernhilfe entwickelt wurde.
Anknlpfend an Erkenntnisse zur Rolle von Lernintentionen und von Feedback auf das
Lernen wird das Potenzial herausgearbeitet, das die Arbeit mit dem Atlas der
Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | bezogen auf diese beiden Konstrukte birgt.
Einsteigend in die Diskussion Uber analoge und digitale Medien im Unterricht, werden
Uberlegungen formuliert, in welcher Form die Lernhilfe technisch umgesetzt werden
kann. Aufbauend auf den Kernprozessen im mathematischen Erkenntnisgewinn (vgl.
Leuders & Prediger 2012 sowie Leuders, HuBmann, Barzel & Prediger 2011), werden
Szenarien daflir skizziert und reflektiert, wann die Lernhilfe gewinnbringend in den
Lernprozess eingebunden werden kann.

4.1. Wer sind die Adressat*innen?

Als Adressat*innen fur den Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | lassen
sich zwei Gruppen definieren. Zum einen und wohl auch in erster Linie richtet er sich,
wie in 1.2. formuliert, an die Lernenden auf ihrer Reise durch die ,Welt der Schul-
mathematik“. Zum anderen gehdren auch diejenigen, die die Lernenden begleiten, zur
Zielgruppe. Das umfasst die Lehrenden in den Schulen genauso wie die Eltern und die
Nachhilfelehrer*innen. Im Folgenden werden die beiden Adressat*innengruppen
getrennt voneinander betrachtet und die jeweilige Verwendung des Atlas skizziert.
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4.1.1. Die Lernenden

Grundlegend ist, dass jede*r Lernende ihren oder seinen eigenen Atlas der
Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | hat, der wahrend des Arbeitens im Rahmen
des Mathematikunterrichts ein standiger Begleiter ist. Vergleichbar dem in 3.4.
erwahnten Diercke Weltatlas (2015) der Geografie, soll auch der Atlas der
Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | immer wieder zur Hand genommen werden,
wenn es darum geht, sich in den Inhalten der Schulmathematik zurechtzufinden. So
hat der oder die Lernende im eigenen Lernprozess stets die Moglichkeit, durch den
Blick auf die entsprechende Karte den aktuellen Inhalt bzw. ein momentan bearbeitetes
Detail in eine uUbergreifendere Struktur aller verwandten und verbundenen Inhalte
einzubetten. Neue Inhalte kdnnen an bereits bekannte angeknlpft oder die Schritte zu
weiteren Themen geplant und festgelegt werden. So findet mit der Zeit eine immer
starkere Vernetzung der gelernten Inhalte statt, und es wird ein immer tieferes

Verstandnis fur die ,\Welt der Schulmathematik® entwickelt.

Die Arbeit mit dem Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | erméglicht den
Blick von oben, aus einer Art Vogelperspektive, auf den eigenen Lernprozess und die
damit verbundenen Erkenntnisse, und zwar vor, wahrend und nach einzelnen
Lernschritten. Hier geht es um die Reflexion des eigenen Lernens und um die
Kommunikation Uber erlernte Inhalte. Beides geschieht zumeist im Austausch mit
anderen. In Kapitel 1 wurde als ein Ziel von Schule definiert, dass die Schiler*innen zu
Gestalter*innen des eigenen Lernens werden sollen (vgl. SenBJF & MBJS 2020). Das
geschieht als Prozess, in dem die Freiheit und damit auch die Verantwortung fur das

eigene Lernen wachsen.

4.1.2. Die Lernbegleiter*innen

In diesem Abschnitt geht es um diejenigen, die die oder den Lernende*n auf ihrem oder
seinem Weg durch die Schulmathematik begleiten. Auch fir sie hat der Atlas der
Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | mehrere Funktionen.

Er gibt ihnen einen Uberblick Uber die zu erlernenden Themen und Inhalte und stellt
damit eine anschauliche Ergdnzung oder sogar eine Alternative zur Nutzung der
Lehrplane dar. Der hierarchische Aufbau der Netze, wie er im Unterkapitel 3.2.
dargestellt ist, kann bei der Planung von Unterricht Impulse dafiir geben, welche
Inhalte sich wie vernetzen lassen, und wo man von einem Thema ausgehend weiter
anknlipfen kann. Von dieser Orientierung profitieren auch Eltern und Nachhilfe-
lehrer*innen, die oftmals keine besondere Expertise fiir die Inhalte der Mathematik
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mitbringen, aber trotzdem die Lernenden mit ihren aktuellen Fragen und Schwierig-

keiten abholen wollen, um sie bei ihnrem Erkenntnisgewinn zu unterstutzen.

In diesem Sinne bieten die Karten aus 3.3. eine Visualisierung an, die in Gesprachen
mit den Lernenden als gemeinsame Grundlage verwendet werden kann. Das kénnen
Fachgesprache Uber die Inhalte sein, in denen es um die nun bereits mehrfach
erwahnte Vernetzung oder Verortung in der ,Welt der Schulmathematik“ geht. Ebenso
kénnen die Karten als Basis flr Feedback Uber zurlickliegende Lernschritte oder zur
Planung der weiteren Lernreise genutzt werden. Konkret kdnnen Stadte festgelegt
werden, die innerhalb eines Landes nacheinander bereist werden sollen, oder welche
vielleicht auf Grund des momentanen Anforderungsniveaus gar nicht von Interesse
sind. Es kann auch in der Rickschau ein Land betrachtet und dazu thematisiert
werden, welche Bundeslander intensiver erkundet wurden und in welchen Regionen
erst wenige Besuche stattgefunden haben oder welche Stadte noch unbekannt
geblieben sind.

Diese Funktion des Atlas der Schulmathematik fir die Sekundarstufe | als
Kommunikationsmedium zwischen Lernenden und Lernbegleiter*innen wird im
nachsten Unterkapitel noch eingehender betrachtet.

4.2. Welchem Zweck in der Kommunikation kann die Lernhilfe dienen?

Hattie (2013) liefert zwei Aspekte als Beitrage zum Lernen, die in diesem Abschnitt
genauer beleuchtet werden: Er betont die Wichtigkeit von Lernintentionen (,learning
intentions® als Faktor innerhalb der Kategorie ,Teaching strategies") fir den Lernerfolg
und die Bedeutung von Feedback (,feedback als Faktor innerhalb der Kategorie
.1eaching strategies”) fir die Lernmotivation3. Beides sind Punkte, die im Austausch
zwischen Lernenden und ihren Begleiterinnen thematisiert und formuliert werden. Fur
diesen Austausch bildet der Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | ein
unterstitzendes Kommunikationsmedium, mit dessen Hilfe konkrete Vereinbarungen
besonders gut veranschaulicht und festgehalten werden kénnen.

Es folgt ein kurzer Einblick in die Ergebnisse von Hatties Metaanalyse (2013) zu
beiden Aspekten, um deren Bedeutsamkeit fiir das Lernen herauszuarbeiten. In beiden
Fallen wird auch die jeweilige Funktionsweise des Atlas in diesem Kontext
berlcksichtigt.

3 Die Zuordnung des englischen Originalbegriffs erfolgte mit Hilfe der folgenden Internetquelle: http:/
www.visiblelearningmetax.com (letzter Zugriff am 04.09.2020 um 21:32)
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Der Autor definiert zunachst Lernintentionen als das, ,was wir im Hinblick auf den
Fortschritt der Schilerinnen und Schiler innerhalb einer bestimmten Unterrichtseinheit
oder Unterrichtsstunde bezlglich Fahigkeiten, Wissen, Einstellungen und Werten zu
erreichen versuchen® (Hattie 2013, S. 194). Diese mussen klar sein, ,damit die
Lernenden wissen, was sie in der Unterrichtsstunde lernen sollen* (Hattie 2013, S.
194). Gleichzeitig sieht er Lernintentionen als ,Basis fur die Bewertung dessen, was die
Lernenden gelernt haben® (Hattie 2013, S. 194). In diesem Kontext unterstreicht er,
dass es darum geht, ,angemessen anspruchsvolle Ziele zu setzen, eine Selbst-
verpflichtung [...] zur Zielerreichung zu initiieren und die Absicht zu wecken, Strategien
zur Zielerreichung umzusetzen® (Hattie 2013, S. 195). Wenn Hattie (2013) von ,klaren
Zielen, Lernintentionen und Erfolgskriterien“ spricht, dann meint er, dass ,Lernende ein
angemessenes Verstandnis dafiir haben, wo sie sich befinden, wo sie hingehen, wie es
dort aussehen wird und wohin sie von dort weitergehen werden“ (Hattie 2013, S. 197).
Diesen Gedanken folgend, besteht das Potenzial der Atlaskarten darin, als Grundlage
zu dienen, auf der Lernintentionen diskutiert, festgelegt und festgehalten sowie im
Anschluss Uberprift werden kénnen.

Bei Nuckles, Gurlitt, Pabst & Renkl (2004) findet sich eine allgemeine Aussage
allgemein zu den Mapping-Techniken, die an dieser Stelle, an der es um die
Kommunikation zwischen den Adressat*innen der entwickelten Lernhilfe geht, ebenfalls
gut hineinpasst: ,Mapping-Techniken erleichtern die Herstellung eines gemeinsamen
Verstandnisses [...] Man ist dazu gezwungen, das eigene Vorverstandnis, die eigene
Perspektive zu erklaren und zu rechtfertigen® (Nuckles, Gurlitt, Pabst & Renkl 2004, S.
11). Hier wird ein zentraler Gedanke formuliert, der den Kern von Kommunikation
erfasst: Es geht darum, sich als Sender einer Nachricht so verstandlich zu machen und
sich so klar auszudriicken, dass die eigenen Uberlegungen fiir den Empfanger deutlich
werden. Das kann gerade fir Lernende eine zusatzliche Herausforderung darstellen,
wenn das neu Gelernte erklart und in eigene Worte gefasst werden soll. Hier liefert der
Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | strukturelle und inhaltliche Impulse.

Der zweite Aspekt, der mit Hilfe der Atlaskarten greifbar gemacht und belegt werden
kann und der einen positiven Effekt auf die Lernmotivation hat, ist das Feedback.
Hattie (2013) definiert Feedback als eine Information, ,die von einem Akteur (z.B.
Lehrperson, Peer, Buch, Eltern oder die eigene Erfahrung) Uber Aspekte der eigenen
Leistung oder des eigenen Verstehens gegeben wird“ (Hattie 2013, S. 206). Es ist
damit eine ,Folge der Leistung“ (Hattie 2013, S. 207).

Um die Bedeutsamkeit von Feedback herauszuarbeiten, bezieht sich Hattie auf Baker,

Gersten und Lee (2002), die auf das wiederkehrende Ergebnis hinweisen, ,dass ein
Informieren der Lehrpersonen und Lernenden Uber den jeweiligen Lernstand die ma-
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thematische Lernleistung deutlich steigert® (Hattie 2013, S. 172). An einer zweiten
Stelle geht es darum, ,dass Feedback zu den starksten Einflussen auf die Leistung
zahlt* (Hattie 2013, S. 206). Dabei unterstreicht Hattie (2013), ,dass dasjenige
Feedback entscheidend ist, das die Lernenden erhalten, und auf das sie
reagieren” (Hattie 2013, S. 207).

Es ist ihm wichtig zu zeigen, ,dass der Hauptzweck von Feedback darin besteht, die
Diskrepanzen zwischen dem aktuellen Verstandnis und der Leistung auf der einen
Seite und einer Lernintention oder einem Ziel auf der anderen Seite zu
verringern“ (Hattie 2013, S. 208). Laut dieses Modells beantwortet effektives Feedback
drei Fragen: ,Wohin gehe ich?* (Lernintentionen/Ziele), ,Wie komme ich vor-
an?‘ (Selbstbewertung und Selbsteinschatzung) und ,Wohin geht es da-
nach?‘ (Fortschreiten, neue Ziele). Ein ideales Lernumfeld bzw. eine ideale Lerner-
fahrung ist dann gegeben, wenn sowohl Lehrpersonen als auch Lernende Antworten
auf alle diese Fragen suchen® (Hattie 2013, S. 210). Hier kann der Atlas der Schul-
mathematik fiir die Sekundarstufe | als Gesprachsgrundlage einen entscheidenden
Beitrag leisten: Mit seiner Hilfe kénnen Antworten auf die eben gestellten Fragen
gefunden und an Schlisselbegriffen festgemacht werden. Hattie (2013) bezieht sich
auf Sadler (1989), wenn er schreibt, dass ,es das Schlielen der Liicke zwischen dem
Ort, wo die Lernenden stehen und dem Ort, wo sie hinwollen [ist], das zur Wirksamkeit
des Feedbacks fuhrt* (Hattie 2013, S. 210).

In diesem Unterkapitel wurde das Potenzial der Arbeit mit dem Atlas der
Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | bezogen auf zwei lernforderliche Aspekte in
der Interaktion zwischen Lernenden und Lernbegleiter*innen hervorgehoben. In den
nachsten beiden Unterkapiteln folgen Uberlegungen, wie der Atlas der Schulmathe-
matik fiir die Sekundarstufe | im Unterricht zum Einsatz kommen kann.

4.3. Analog oder digital — Wie kann der Atlas realisiert werden?

In diesem Unterkapitel stehen die Art der Prasentation bzw. die Gestaltung des neuen
Materials im Fokus. Es werden zwei Varianten in den Blick genommen: die analoge
und die digitale Option. Sie sollen hier nicht gegeneinander stehen und in ihren
Vorteilen abgewogen werden. Vielmehr werden zwei Mdglichkeiten skizziert und
charakterisiert, die durchaus auch nebeneinander existieren kdnnen.

Als analoges Medium orientiert sich der Atlas der Schulmathematik fiir die
Sekundarstufe |, wie bereits an zwei anderen Stellen im Text aufgegriffen, am Diercke
Weltatlas (2015) in seiner bekanntesten Form. In diesem Fall erscheint er gebunden
als Buch, in dem jede Karte eine Seite oder eine Doppelseite ausfiillt. In Kapitel 3.3.
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wurde bereits die Aufbereitung der in 3.1. und 3.2. beschriebenen und miteinander
vernetzten Inhalte eingehend thematisiert. Das Ergebnis sind funf Kartentypen (vgl.
3.3.). Aus jedem der in 3.2. entwickelten Netze entsteht eine Karte eines dieser Typen.
Blcher sind nach wie vor ein zentrales und Ubliches Material flir die Arbeit im
Unterricht. Der Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | ist bewusst fir die
Hand des oder der Lernenden entwickelt. Jede*r soll sein oder ihr eigenes Material auf
dem Tisch liegen haben, um die eigene ,Lernreise® zu planen, sich unterwegs immer
wieder zu orientieren oder die einzelnen Schritte zu dokumentieren. Mit den Karten soll
gearbeitet werden. Deshalb ist es im analogen Format z.B. mdglich, einzelne Aspekte
wie bestimmte Regionen oder Stadte hervorzuheben oder Stichworte zu erganzen.

Eine zweite denkbare Variante ist der Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstu-
fe | als digitales Medium. Auch dieses bietet eine gewisse Offenheit: Die Karten bzw.
die einzelnen Informationen auf den Karten koénnen z.B. mit Hyperlinks erganzt
werden. Die Karten bilden dann die Oberflache, von der aus man inhaltlich in die Tiefe
gehen kann. Hier koénnen die Schlusselbegriffe noch weiter ausdifferenziert und
beschrieben werden. Ebenso ist es mdglich, Materialien zur Erarbeitung, zum Sichern
oder Systematisieren oder auch zum Vernetzen der entsprechenden Themen oder
Inhalte zu verankern (vgl. dazu 4.4.). Weiter kdbnnen Verlinkungen zwischen einzelnen
SchlUsselbegriffen hinterlegt werden, die die Lernenden auf ihren Lernwegen lenken.
Ebenfalls an einer solchen Oberflache kénnen die Lernenden eigene Arbeitsprodukte
oder Dokumentationen an der entsprechenden Stelle speichern. Damit liefern die
Karten zusatzlich die Mdglichkeit, auch den Aspekt der Bewertung verorten zu kénnen
— sei es Uber festgelegte und an entsprechenden Stellen verankerte Bewertungs-

kriterien, oder sei es die Dokumentation von Bewertungen im Rahmen der ,Lernreise”.

Vieles ist mdglich. Die Beschreibungen werden an dieser Stelle nicht noch weiter
ausgefiihrt. Sie sollen als Impulse dienen, eine geeignete Form zu finden, in der der
Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | um- und dann im jeweiligen
Unterricht eingesetzt werden kann. Entscheidend ist dabei, dass eine moéglichst gute
Passung gefunden wird mit den anderen Medien, die im Unterricht zum Einsatz
kommen.

4.4. In welcher Phase des Unterrichts kann das Instrument zum Einsatz

kommen?

In diesem Unterkapitel geht es um die Frage, wann der Atlas der Schulmathematik fiir
die Sekundarstufe | im Unterricht eingesetzt werden kann. Um einen Rahmen zu
schaffen, in den mdgliche Einsatzszenarien eingebettet werden koénnen, wird ein
Modell zur Strukturierung von Unterricht verwendet. Allgemein ist es das Ziel solcher
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Modelle, ,lernpsychologische und fachdidaktische Theorieelemente so miteinander [...]
[zu] verbinden, dass sie handlungswirksam fir die Planung, Gestaltung und Erfor-
schung von Unterricht werden kénnen® (Prediger, HuRmann, Leuders & Barzel 2014,
S. 3). In Anlehnung an Leuders und Prediger (2012) wird in der vorliegenden Arbeit das
Modell der Kernprozesse verwendet. Wenn man den Ausflihrungen von Prediger et al.
(2014) folgt, liefert dieser Ansatz eine geeignete und flexible Struktur fur Unterricht, die
sich an den Lernenden und ihren Denkhandlungen im Erkenntnisprozess orientiert und
situationsangemessene didaktische Entscheidungen begrinden lasst (vgl. Prediger et
al. 2014, S. 3).

Dabei wird der Unterricht als Prozess mathematischen Erkenntnisgewinns in Phasen
untergliedert. Die genannten Autor*innen betonen bei ihrem Ansatz — und grenzen sich
damit zugleich von klassischen Phasenmodellen ab —, dass die Abfolge der definierten
Phasen flexibel zu verstehen ist. Das verdeutlichen sie, indem sie die Bezeichnung
,Kernprozesse*“ wahlen (vgl. Leuders & Prediger 2012, S. 40). Als solche definieren sie
.fachspezifisch charakterisierbare Situationen mit unterschiedlicher epistemologischer
Qualitat (Leuders & Prediger 2012, S. 39). Wie auch Leuders et al. (2011)
unterscheiden Leuders & Prediger (2012) die folgenden funf Kernprozesse (Leuders &
Prediger 2012, S. 39 f.):

» ,der Kernprozess des Anknipfens an Vorerfahrungen und Interessen,
o der Kernprozess der Erkundens neuer Zusammenhange,

o der Kernprozess des Austauschens unterschiedlicher Wege,

» der Kernprozess des Ordnens als Systematisieren und Sichern,

« der Kernprozess des Vertiefens durch Uben und Wiederholen®.

Mit der Unterscheidung der finf Phasen kdnnen der Einsatz und die Anwendung des
Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | noch differenzierter vorgenommen
werden. Daher werden alle finf Kernprozesse verwendet, auch wenn in anderen und
spateren Arbeiten zu Differenzierungsansatzen die funf Phasen zu vier (vgl. Hulmann,
Barzel, Leuders & Prediger 2013; Barzel, Hulmann, Leuders, Prediger 2011; Prediger,
Leuders, Barzel & HuBmann 2013) bzw. zu drei (vgl. Prediger et al. 2014)
zusammengefasst wurden. Der Kernprozess des Austauschens unterschiedlicher
Wege wird hier, in Anlehnung an das KOSIMA-Unterrichtskonzept, beim Erkunden
integriert (vgl. Barzel et al. 2011, zitiert nach Leuders & Prediger 2012, S. 50). Im
zweiten Fall verbindet der erste Kernprozess des Erkundens das Anknilpfen an
Vorerfahrungen mit dem Erarbeiten neuer Zusammenhadnge, was ebenfalls das
Austauschen unterschiedlicher Wege umfasst (vgl. Prediger et al. 2014, S. 3).
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4.4.1. Beim Ankniipfen an Vorerfahrungen und Interessen

Im Rahmen dieses ersten Kernprozesses hat der Atlas der Schulmathematik fiir die
Sekundarstufe | die Funktion, zu den zu erarbeitenden Inhalten all jene weiteren zu
liefern, die hiermit verbunden sind, und die so potenzielles Vorwissen darstellen. Das
Augenmerk liegt dabei auf den angrenzenden bzw. verknlpften Schllsselbegriffen, die
Vorwissen reprasentieren, was eine Form der Vorerfahrung ist. Dieses Vorwissen
erganzt den von Leuders und Prediger (2012) genannten ,Einbezug subjektiver
Interessen®, mit denen sie sich auf Prenzel (1988) beziehen (Leuders & Prediger 2012,
S. 40). Es sollen im Unterricht ,gezielt diejenigen Vorerfahrungen aktiviert [werden], an
welche sich eine fachlich tragfahige Anknipfung lohnt“ (Reinmann-Rothmeier & Mandl
2001, zitiert nach Leuders und Prediger 2012, S. 40).

Warum das Anknipfen an Vorerfahrungen und mit Hilfe des Atlas an Vorwissen
lernforderlich wirkt, wurde unter 2.1. mit dem Blick auf Gedachtnisprozesse und
Gedachtnissysteme herausgearbeitet: Die Aufnahme und die Speicherung neuer
Informationen wird durch bereits im Gehirn verankerte Informationen moderiert und
mitbestimmt. Zum einen erfolgt das Uber die zentrale Rolle der Aufmerksamkeit, die
Uberhaupt erst ermoglicht, dass eine bestimmte Information ins Gehirn gelangen kann
(vgl. 2.1.1.2. und 2.1.1.3.). Mit Hilfe der Karten kann die Aufmerksamkeit auf die zu
erarbeitenden Inhalte, reprasentiert beispielsweise als Stadte, Regionen, Bundeslander
etc. gelenkt werden. Zum anderen werden, wie in 2.1.2. beschrieben, inhaltlich
verbundene Informationen auch gemeinsam gespeichert. So kann eine Aktivierung des
Vorwissens die Organisation von Wissen erleichtern und verbessern. Bei den
Netzwerkmetaphern unter 2.1.2.3. wurden Bilder dafur formuliert, wie man sich das

vorstellen kann.

Im lernpsychologischen Rahmen unter 2.2. wurde zudem bereits ein zentraler
Gedanke konstruktivistischer Lerntheorien aufgegriffen, den auch Leuders und
Prediger (2012) in diesem Kontext nennen, um die Wichtigkeit des Anknupfens
herauszuarbeiten: Demnach erfolgt jede Wahrnehmung ,auf Basis bisher gesammelter
Erfahrungen“ (Glasersfeld 1991, zitiert nach Leuders und Prediger 2012, S. 40).
Menschen konstruieren ,neues Wissen, indem sie neue Erfahrungen in existierende
kognitive Strukturen integrieren und zu bisherigen Erfahrungen situationsbezogen in
Beziehung setzen® (Glasersfeld 1991, zitiert nach Leuders und Prediger 2012, S. 40).
Hier werden dieselben Gedanken, die eben unter der neuropsychologischen
Perspektive formuliert wurden, nun aus Sicht der Lernpsychologie gefasst.

An Vorwissen anzuknupfen, kann im Unterricht konkret durch drei Fragen angeregt
werden:
* Wo war ich schon?
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» Was erinnere ich, dort entdeckt, erkundet oder gelernt zu haben?
* Wohin kann ich von dort aus weiter gehen?

Dabei kann die erste Frage unterschiedlich weit gefasst sein. Sie kann auf
verschiedenen der in 3.3. genannten Hierarchieebenen untersucht und unterschiedlich
offen gestellt werden. Die zweite Frage birgt die Gefahr, bei einer negativen Antwort
eher motivationshinderlich zu wirken, und muss daher entsprechend umsichtig
begleitet werden. Auch bei der dritten Frage bendtigen unterschiedliche Lernende
vermutlich eine unterschiedlich enge Begleitung, um zu Punkten zu gelangen, die nach
Leuders und Prediger (2012) ,flir die Weiterarbeit aus fachlicher Sicht fruchtbar
gemacht werden kénnen* (Leuders und Prediger 2012, S. 41). Gallin und Ruf (1998)
folgend soll in diesem Kernprozess eine ,hinreichend offene Einstiegssituation den
Schilerinnen und Schilern genliigend Raum lassen flr eine ,individuelle Positions-
bestimmung*“ (Gallin & Ruf 1998, zitiert nach Leuders & Prediger 2012, S. 44).

4.4.2. Beim Erkunden neuer Zusammenhange

Im Kernprozess des Erkundens neuer Zusammenhange spielt der Atlas der
Schulmathematik fiur die Sekundarstufe | eine eher sekundare Rolle. Er liefert eine
Zusammenschau der wichtigen Inhalte zu einem Thema und zeigt ihre Verbindungen
untereinander auf. Die Erarbeitung des neuen Wissens und der Aufbau neuer
mathematischer Konzepte erfolgt, wie Leuders und Prediger (2012) es formulieren, in
einer ,substantiellen Lernumgebung” (Wittmann, 1995, zitiert nach Leuders & Prediger
2012, S. 44), die als ,kognitiv aktivierend auf verschiedenen Zielebenen zugleich®
beschrieben ist (Leuders & Holzapfel, 2011, zitiert nach Leuders & Prediger 2012, S.
44). In einer solchen Lernumgebung ist der Atlas fur die Lernenden wohl eher ein
Randprodukt. lhre Aufmerksamkeit liegt auf der Bearbeitung gestellter Erkundungs-
auftrdge und auf dem Entdecken neuer Inhalte.

Bezogen auf diesen Kernprozess, liefert die entwickelte Lernhilfe vielleicht einen
grélkeren Beitrag fur diejenigen, die das Lernen begleiten. Sie kdénnen die Karten
nutzen, um die miteinander in Verbindung stehenden Inhalte zu einem Thema
auszumachen, Kernideen dazu zu entwickeln sowie Auftrdge und Aufgaben zu

formulieren.
4.4.3. Beim Austauschen iiber unterschiedliche Wege

Ahnlich wie beim Kernprozess des Erkundens neuer Zusammenhange spielt der Atlas
der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | auch beim Austauschen fir die Lernen-
den eher eine nebengeordnete Rolle. Mit den Schlisselbegriffen kann er dabei
unterstitzen, Formulierungen zu finden, die das eigene Vorgehen und die entwickelten
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Wege beschreiben. Es geht in dieser Phase um eine ,intensive Reflexion“ und darum,
den ,Facettenreichtum an Zugangsweisen, Reprasentationen und Strategien zu
erleben, zu vergleichen und zu reflektieren® (Leuders & Prediger 2012, S. 51). Dafur
bendtigen die Lernenden eine Sprache, die dem Anspruch an Verwendung der
Fachsprache gerecht wird und dabei der Lerngruppe verstandlich ist.

In diesem Prozess des Austauschens koénnen ,fachlich gehaltvolle, relevante
Unterscheidungen® (Leuders & Prediger 2012, S. 51) mit Hilfe der Orte auf den Karten
verbalisiert werden.

4.4.4. Beim Ordnen als Systematisieren und Sichern

Im vierten Kernprozess des Ordnens geht es darum, durch Systematisieren und
Sichern aus den neu erworbenen Inhalten nachhaltig Wissen aufzubauen und zu
festigen (vgl. Leuders und Prediger 2012, S. 53). Hier sollen gemachte Erfahrungen
reflektiert, eigene Entdeckungen regularisiert, einzelne Wissensbausteine vernetzt und
das neu Gelernte dokumentiert werden (vgl. Leuders und Prediger 2012, S. 53).

Die Autor*innen formulieren zwei Anforderungen an die Qualitat dieses Kernprozesses
(vgl. Leuders und Prediger 2012, S. 54): Zum einen sollen die Inhalte so ausgewahlt
werden, dass ein mdglichst breites Wissensprofil gesichert wird (vgl. Prediger et al.
2014, S. 7). Das umfasst ,alle Arten prozeduralen und konzeptuellen Wis-
sens” (Prediger et al. 2014, S. 7), womit beispielsweise Begriffe, Satze, Verfahren und
Strategien gemeint sind und nicht nur Rechenregeln (vgl. Prediger, et al. 2014, S. 7).
Und es schlieldt ebenfalls mehrere Facetten mit ein, wie beispielsweise ,explizit[e]
Formulierung[en], Vorstellungen und Darstellungen, [und] Abgrenzungsbeispie-
le* (Prediger et al. 2014, S. 7). Zum anderen sollen die Lernenden mit einer moglichst
hohen Eigenaktivitat einbezogen werden (vgl. Leuders und Prediger 2012, S. 54).

Der Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | kann fiur beide Aspekte
gewinnbringend eingesetzt werden: Alle wichtigen Begriffe und Satze tauchen auf einer
der Karten auf. Hier findet sich eine Sammlung, deren Elemente bereits in Beziehung
gesetzt wurden. Sie bietet damit eine Grundlage, auf der oder mit deren Hilfe diese
Vernetzungen reflektiert werden konnen. Auch das Regularisieren dessen, was von
den Schiler*innen erarbeitet wurde, kann auf der Basis dessen, was auf den Karten
sichtbar ist, stattfinden (vgl. Gallin & Ruf 1998, zitiert nach Prediger et al. 2014, S. 7).
Die Lernenden konnen eigene Erkenntnisse und Vorstellungen oder Abgrenzungsbei-
spiele und Strategien auf den Karten oder in Bezug zu den Karten dokumentieren und
so ihre individuelle, auf die eigenen Bedlrfnisse zugeschnittene Variante des Atlas
schaffen. In der Auseinandersetzung mit den auf den Karten verwendeten Schlissel-
begriffen kdnnen die eigenen Gedanken noch weiter ausgescharft werden. In dieser
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Phase ist es mdglich, die Lernenden gerade durch die Arbeit mit und an den eigenen
Karten aktiv einzubeziehen und zu beteiligen, was die Qualitat dieses Kernprozesses,
wie eben formuliert, entsprechend steigert (vgl. Leuders und Prediger 2012, S. 54).

Hier also kommt dem Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | wieder eine
wichtigere Rolle zu: Er ist wesentlicher Bestandteil der Gesprache und Grundlage fur
die eben beschriebenen Tatigkeiten.

4.4.5. Beim Vertiefen durch Uben und Wiederholen

Im funften Kernprozess andert sich das wieder: Hier dhnelt die Funktion der Lernhilfe
eher seiner Rolle beim Erarbeiten und beim Austauschen. In dieser Phase geht es
darum, die erworbenen Kompetenzen zu konsolidieren und die Wissensbestande zu
flexibilisieren (vgl. Leuders und Prediger 2012, S. 56). Das wird unterstitzt und
geférdert, wenn beim Uben und beim Anwenden der entsprechende Wissensinhalt
transparent wird und dieser im Rahmen der bekannten Strukturen auf den Karten
verortet werden kann. Den Ausfluhrungen zu den Gedachtnisprozessen (vgl. 2.1.1.2.)
folgend und in der Tradition bereits existierender Lernhilfen (vgl. 2.2.2.), wird das
Erinnern eines Lésungsweges oder eines Zusammenhangs erleichtert, wenn die Orte
auf den Karten im Atlas als Abrufhilfen fungieren kénnen.

Damit wurde in diesem vierten Kapitel ein Ausblick auf den Einsatz des Atlas der
Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | in der Praxis gegeben. Im nachsten Kapitel
folgt zunachst das Fazit zur vorliegenden Forschungsarbeit. Im Anschluss werden
Forschungsfragen entwickelt, die sich zum einen als theoretischer Forschungsausblick
aus der Diskussion der praktischen Umsetzung in 3.4. ergeben. Zum anderen werden
Fragen formuliert, mit denen sich die skizzierten Ideen flr den Einsatz im Unterricht

weiter untersuchen lassen.
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5. Fazit und weiterfiihrende Forschungsfragen

Das Ziel der vorliegenden Forschungsarbeit war es, ein Instrument zu schaffen, das
den Lernenden hilft, ein Bild von der ,Welt der Mathematik® zu entwickeln — der
Mathematik als deduktiv geordneter Welt eigener Art (vgl. Winter 1995, S. 37) und der
Mathematik als ,Beziehungsgefiige“ (Vollrath & Roth 2012, S. 26). Damit soll die in
Kapitel 1 dargestellte Liicke geschlossen werden, die sich im Unterrichtsalltag auftut,
wenn in der Regel der Blick nur unzureichend auf das groRe Ganze aller
mathematischen Inhalte der Sekundarstufe | gelenkt wird. Denn genau dieser Blick ist
entscheidend, um zu erkennen, wie die Inhalte miteinander in Beziehung stehen. Er
soll den Lernenden Orientierung geben und Uber ein vernetztes und vernetzendes

Lernen zu einem tieferen Verstandnis der Inhalte fihren.

Um diese Lernhilfe zu entwickeln, wurden die beiden folgenden Forschungsfragen
formuliert:
1. Wie lassen sich die Inhalte der Mathematik der Sekundarstufe | so in einem
Netz darstellen, dass
a. die gezogenen Verbindungen mathematisch korrekt sind und
b. durch sie die existierende mathematische Struktur deutlich wird?
2. Wie kann diese Struktur in einer Lernhilfe visualisiert werden, die auf die
Funktionsweise des Gehirns abgestimmt ist und in ihrem Aufbau das Lernen,
Speichern und Erinnern mathematischer Inhalte moglichst gut unterstutzt?

In Kapitel 2 wurde zunachst die zweite Forschungsfrage beantwortet. Dazu wurden
Erkenntnisse aus den Neurowissenschaften zur Funktionsweise des Gehirns
zusammengetragen (vgl. 2.1.) und mit Erkenntnissen aus der Lernpsychologie zum
Aufbau von Lernhilfen (vgl. 2.2.) zusammengefihrt. In 2.3.2. wurden daraus Kriterien
fir die Struktur der zu entwickelnden Lernhilfe abgeleitet, die anschlieRend in der
praktischen Umsetzung zur Anwendung kamen.

In den ersten beiden Unterkapiteln von Kapitel 3 stand die Beantwortung der ersten
Forschungsfrage im Fokus. Zunachst wurden basierend auf ausgewahlten Lehrplanen
alle Inhalte der Mathematik der Sekundarstufe | gesammelt und in Begriffslisten
zusammengefuhrt (vgl. 3.1.). In 3.2. wurden inhaltliche Verbindungen zwischen diesen
Inhalten erarbeitet und zu Netzen zusammengefugt, die so die mathematische Struktur
der entsprechenden Themenbereiche abbilden. Beides wurde mit Hilfe von
Strukturierungsansatzen von Autor*innen aus der Fachwissenschaft auf mathema-
tische Korrektheit gepruft.
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In 3.3. kam dann noch einmal die zweite Forschungsfrage zum Tragen: Hier wurde
eine Visualisierung fur die entwickelten Netze vorgestellt, die auf eine zusatzliche
Steigerung der Gedachtnisleistung abzielt. Die Schritte zur Beantwortung dieser beiden
Fragen fuhrten zum Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe I.

Die Idee der vorliegenden Forschungsarbeit wurde von einem zentralen Gedanken flr
das Lernen in der Schule eingerahmt: Die Lernenden sollen zu Gestaltenden des
eigenen Lebens und damit auch des eigenen Lernens werden. Sie sollen lernen, mehr
Freiheit und damit auch mehr Verantwortung fir das eigene Lernen zu ibernehmen.
Das soll im Rahmen der Schulzeit entwickelt und geférdert werden (vgl. SenBJF &
MBJS 2020). Dieser Gedanke wurde in Kapitel 4 etwas enger gefasst und auf das
Lernen im Mathematikunterricht konzentriert: Hier wurden ldeen und Mdglichkeiten
formuliert, wie das geschaffene Instrument im Unterricht eingesetzt werden kann und
damit beide Punkte — mehr Freiheit und auch mehr Verantwortung fur das individuelle
Lernen — in die Hand der Lernenden gelangen kénnen.

Die vorliegende Forschungsarbeit reiht sich, wie in 1.2. formuliert, in das
Forschungsfeld der Mathematikdidaktik ein, in dem unter anderem die Entwicklung und
Erforschung von Lernmaterial betrieben wird. Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der
Entwicklung einer Lernhilfe. Mogliche Folgearbeiten kdnnen und sollen darin bestehen,
den Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | als Lernmaterial zu erforschen.
Dazu wird im Folgenden ein Forschungsausblick in zwei Richtungen gegeben.

In Unterkapitel 3.4. wurden die unternommenen Schritte zur Entwicklung des Atlas der
Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | reflektiert und getroffene Entscheidungen in
Abwagung mit mdglichen Alternativen diskutiert. Aus diesem Vorgehen werden nun
weiterflhrende Forschungsfragen abgeleitet, die die neu entstandene Lernhilfe
genauer untersuchen. Ankniipfend an die Uberlegungen aus Kapitel 4, werden im
zweiten Unterkapitel Forschungsfragen zum Einsatz im Unterricht entwickelt.

5.1. Forschungsfragen zur entwickelten Lernhilfe

Ein erstes mdgliches Forschungsfeld ergibt sich aus der Sammlung der Inhalte, um die
es im Rahmen des Mathematikunterrichts der Sekundarstufe | geht (vgl. 3.1.). Dabei
kann eine erste Fragestellung in Richtung der Vollstadndigkeit der Menge aller Inhalte
zielen: Mittels einer qualitativen Inhaltsanalyse kénnen auch die Lehrplane der
verbleibenden 13 Bundeslander daraufhin durchleuchtet werden, ob sich noch Inhalte
finden lassen, die bislang nicht in den Begriffslisten und damit nicht in den Netzen
auftauchen.
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Eine zweite Fragestellung kann sich mit der Entwicklung eines anderssprachigen Atlas
der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | beschaftigen. In einem ersten Schritt
werden Lander eines weiteren Sprachraumes festgelegt, die diesen dann beispielhaft
vertreten. Analog zum Vorgehen in 3.1. werden deren gesetzliche Planungsgrundlagen
analysiert und alle Inhalte wieder in SchllUsselbegriffen festgehalten. In einem dritten
Schritt kdbnnen noch die Inhalte in den beiden Sprachen verglichen werden, um
mogliche Unterschiede festzuhalten. Ziel dieser Fragestellung ist es, keine reine
Ubersetzung des Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | anzufertigen,
sondern ein Instrument zu entwickeln, das zugeschnitten ist auf die jeweils geltenden
Anforderungen in den gewahlten Landern.

Ein zweites mogliches Forschungsfeld setzt bei der Wahl der Schltisselbegriffe an. Wie
in 3.4. beschrieben, war es das Ziel, sie so zu formulieren, dass sie selbsterklarend
sind. Interessant ware, das noch genauer empirisch zu beleuchten. Mittels einer
Befragung kann sowohl bei den Lernenden als auch bei den Lehrenden analysiert
werden, was sich fir die entsprechende Personengruppe hinter den Schllsselbegriffen
verbirgt. Aufschlussreich ware hierbei, Gemeinsamkeiten und Unterschiede heraus-

zuarbeiten und zu benennen.

Zudem wurde in 3.1. einleitend Bezug genommen auf ein dreidimensionales Modell
mathematischer Kompetenzen (vgl. SenBJF & MBJS 2020, S. 5). Dieses Modell
betrachtet das, was im Rahmen des Mathematikunterrichts gelernt werden soll, in drei
Dimensionen. Im Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | wird bislang nur
die Dimension der mathematischen Inhalte abgebildet. In diesem Zusammenhang
kann eine weitere eher qualitative Forschungs- oder Entwicklungsaufgabe darin
bestehen, auch die beiden anderen Dimensionen zu integrieren. Es geht darum, eine
Visualisierung oder eine Umsetzung fiir die prozessbezogenen mathematischen
Kompetenzen zu finden, die ihren Charakter fasst und sich mit der Struktur und der
Funktionsweise des Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | vereinbaren
lasst. In gleicher Weise geht es darum, auch die Anforderungsbereiche mit
einzubinden.

Dartber hinaus bieten die in 3.2. entwickelten Netze Ansatzpunkte flr ein weiteres
Forschungsfeld: Hier kann zum einen mit einem stoffdidaktischen Ansatz die Struktur in
den Blick genommen werden. Zu einzelnen Themen koénnen Autor*innen gesucht
werden, die andere Aspekte beleuchten, oder die die Themen in einer anderen Art und
Weise untergliedern und strukturieren. Auf Basis dieser Ansatze konnen neue Netze
entwickelt und diese im Unterschied zu den bestehenden betrachtet werden. Dabei
geht es immer darum, die Verstandlichkeit und die Nachvollziehbarkeit fur die
formulierte Zielgruppe im Blick zu behalten und zu Gberprufen.
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Im selben Forschungsfeld kénnen die gerade angesprochene Verstandlichkeit und
Nachvollziehbarkeit der gezogenen Verbindungen zwischen den Schllisselbegriffen fur
die oder den Lernende*n Ziel der Forschung werden. Es geht hierbei darum, eine
Forschungsfrage zu entwickeln und eine Methode zu finden, die untersuchen lasst, ob
die gewahlten Verknupfungen fir die einzelnen Lernenden wie in 3.4. formuliert
sinnstiftend sind oder nicht.

5.2. Forschungsfragen zum Einsatz im Unterricht

Zum Schluss wird der Fokus auf den Einsatz des Atlas der Schulmathematik der
Sekundarstufe | im Unterricht gerichtet. Allgemein geht es hier um die Frage, ob die
neu entwickelte Lernhilfe das erfillt, was die Idee bei der Konzeption war: Fordert sie
tatsachlich Uber die Strukturierung der Inhalte gelingendes Lernen? Dabei handelt es
sich um eine lernpsychologische Fragestellung, deren Beantwortung sich aus den in
diesem Forschungsbereich gangigen Methoden bedienen wirde. In diesem
Zusammenhang kann auch der Einfluss der Nutzung des Atlas der Schulmathematik
der Sekundarstufe | auf Variablen, die einen zentralen Einfluss auf das Lernen

auslUben — wie beispielsweise die Motivation —, in den Blick genommen werden.

In ahnlicher Wiese koénnen in diesem Zusammenhang die in 4.2. formulierten
Uberlegungen zu den Lernintentionen und zum Feedback untersucht werden. Wie
praktikabel und wie hilfreich ist der Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe |
bei der Formulierung und Aufrechterhaltung von Lernintentionen? Hier geht es darum,
die Lernintentionen der Lernenden zu erfassen und die Rolle des Atlas in diesem
Prozess zu beobachten, zu analysieren und mit anderen Varianten dieser oder
ahnlicher Lernhilfen zu vergleichen. Gleiches gilt in Bezug auf Feedback: Wie hilfreich
und gewinnbringend sind die Atlaskarten bei der Formulierung und bei der
Dokumentation von Feedback zum Lernprozess der einzelnen Lernenden?

Noch eine dritte Frage ware aus lernpsychologischer Perspektive zu untersuchen:
Funktioniert die Hypothese der Locimethode mit der Weltkarte als bekannter
Grundstruktur? Dabei ist zum einen von Bedeutung, ob eine Weltkarte in der
Zielgruppe uberhaupt den angenommenen hohen Grad an Vertrautheit hervorruft. Zum
anderen ist zu untersuchen, ob die Verschrankung zwischen den Orten auf den Karten
und den zu lernenden Schllsselbegriffen so stattfindet, dass sie die Erinnerungs-
leistung beim Lernen steigert.

Ein weiteres Forschungsfeld nimmt die Einfihrung des Atlas der Schulmathematik der
Sekundarstufe | im Unterricht in den Blick. Interessant ist es, den Prozess zu begleiten,
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wenn die analoge Version (vgl. 4.3.) im Unterricht vorgestellt wird, ein erstes
Kennenlernen stattfindet und die Nutzung definiert und umgesetzt sowie von
Lernenden und Lernbegleiterinnen reflektiert wird. Auf diese Weise kann die
Praktikabilitat der entwickelten Lernhilfe untersucht werden. Die Lernbegleiter*innen
kénnen befragt werden, ob sie einen Mehrwert im Einsatz des Atlas erkennen, und

wenn ja, worin er fur sie besteht.

Im letzten Forschungsfeld, das hier skizziert wird, werden beispielsweise mittels eines
Design-Based-Research-Ansatzes konkrete Einsatzszenarien fir den Atlas der
Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | entwickelt. Diese kdnnen sich auf den Einsatz
in einer Klasse einer bestimmten Schule beziehen, die sich als Versuchsgruppe zur
Verfligung stellt. In diesem Fall geht es darum, entsprechend zu den Einsatzideen aus
4 4. fir die einzelnen Phasen Arbeitsauftrage zu formulieren, die jeweils zur Arbeit mit
dem Atlas anregen sollen. Gleichzeitig kann eine Verbindung zu anderen verwendeten
Lernmaterialien, wie beispielsweise dem Schulbuch, geschaffen werden. So kénnen
verschiedene Szenarien fiur unterschiedliche Lernumgebungen und Unterrichtsformate
entwickelt und nach Mdglichkeit sogar einem Praxistest unterzogen werden. Je nach
Stand der Digitalisierung kann zudem eine digitale Version mit ihren in 4.3. skizzierten
Moglichkeiten in einem solchen Kontext konkretisiert und weiterentwickelt werden.

Mit dem Atlas der Schulmathematik fiir die Sekundarstufe | wurde eine Lernhilfe
entwickelt, die einen groRen Beitrag leistet, wenn es darum geht, den Lernenden
Orientierung zu geben und Uber die Vernetzung der Inhalte ein tieferes Verstandnis fir
die Mathematik der Sekundarstufe | zu fordern. Die Lernhilfe steht auf einem soliden
Fundament aus neurowissenschaftlichen und lernpsychologischen Erkenntnissen. Sie
wurde entwickelt mit dem prifenden Blick der Fachwissenschaft und folgt didaktischen
Uberlegungen zum Einsatz im Unterricht. Nun fehlt dem Atlas der Schulmathematik fiir
die Sekundarstufe | nur noch die praktische Vollendung: der Schritt in den Verlag und
danach der direkte Weg in die Klassenzimmer.
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6.1

Abbildung A2: Netz zu den Objekten mit Hierarchieebenen
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Abbildung A3: Netz zum Winkel mit Hierarchieebenen
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Abbildung A4: Netz zum Kreis mit Hierarchieebenen
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Abbildung A5: Netz zum Dreieck mit Hierarchieebenen
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Abbildung A6: Netz zu den besonderen Darstellungsformen der Objekte mit Hierarchieebenen

Ithematisch iber "Korper aus Korpern", "Prisma" und "Pyramide” I
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Abbildung A7: Netz zur Konstruktion bestimmter Objekte mit Hierarchieebenen
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Abbildung A8: Netz zu Beziehungen zwischen Objekten

E) GréRenbeziehungen ]
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Abbildung A9: Netz zu den affinen Abbildungen mit Hierarchieebenen
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Abbildung A10: Netz zu den Mal3begriffen der Geometrie mit Hierarchieebenen
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Abbildung A11: Netz zur Ubersicht (iber den Themenbereich ,GréRen und Messen“ mit Hierarchieebenen
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) GroRen und Messen

Entwicklung einer Grof3envorstellung
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Abbildung A12: Netz zu Groen mit Hierarchieebenen

E) Anzahl
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Abbildung A13: Netz zum Messen mit Hierarchieebenen
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Abbildung A14: Netz zu Malizahl und MaReinheit mit Hierarchieebenen
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Abbildung A15: Netz zur Entwicklung einer GroRenvorstellung mit Hierarchieebenen
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Abbildung A16: Netz zur Ubersicht (iber den Themenbereich ,Zahlen und Operationen® mit Hierarchieebenen

1 Zahlbereiche

Operationen

€) Zahlen und Operationen

Rechengesetze und Rechenstrategien
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Abbildung A17: Netz zu Zahlbereichen
mit Hierarchieebenen
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Abbildung A18: Netz zu Operationen
mit Hierarchieebenen
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Abbildung A19: Netz zu Rechengesetzen und Rechenstrategien mit Hierarchieebenen
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Abbildung A20: Netz zum Uberblick (iber den Themenbereich ,Gleichungen und Funktionen“ mit Hierarchieebenen

£} Gleichungen und Funktionen

BB (Un-)Gleichungen &) B Funktionen
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Abbildung A21: Netz zum Themenstrang Terme mit Hierarchieebenen
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Darstellungsformen

B typische Zeichen

# Funktionen B ordnen
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Abbildung A22: Netz zum Themenstrang (Un-)Gleichungen mit Hierarchieebenen
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Abbildung A23: Netz zu Gleichungssystemen mit Hierarchieebenen
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[ Lssungsherausforderungen < # Lésungsvielfalt




L0¢c

Abbildung A24: Netz zum Themenstrang ,Funktionen® mit Hierarchieebenen

[ vom Zuordnungs- zum Funktionsbegriff ]—\

[ Darstellungsformen

[ B} Funktionen

-

[ Anwendung und Nutzung ]

Funktionsfamilien, ihre Funktionsgleichung und ihre zu untersuchenden Merkmale
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P Proportionalitatsfaktor
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Abbildung A25: Netz vom Zuordnungs- zum Funktionsbegriff mit Hierarchieebenen
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direkt proportionale Zuordnung

&
L
i
<
=)
4]
o
D
indirekt proportionale Zuordnung g,q
qa

@ Funktionsbegriff




€0¢

Abbildung A26: Netz zu den Darstellungsformen mit Hierarchieebenen
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Abbildung A27: Netz zu den Funktionsfamilien, ihrer Funktionsgleichung und
ihren zu untersuchenden Merkmalen mit Hierarchieebenen
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Abbildung A28: Netz zur Anwendung und Nutzung mit Hierarchieebenen
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Abbildung A29: Netz zur Prozent- und Zinsrechnung mit Hierarchieebenen
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Abbildung A30: Netz zur Ubersicht (iber den Themenbereich ,Daten und Zufall“ mit Hierarchieebenen
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Abbildung A31: Netz zur Datenanalyse
mit Hierarchieebenen
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Abbildung A32: Netz zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
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