Anhang A

Die Methode der finiten
Differenzen

In diesem Anhang werden die Formeln zusammengestellt, die sich bei der Losung
des gekoppelten Differentialgleichungssystems (3.73)—(3.75) mit Hilfe der Me-
thode der finiten Differenzen ergeben.

A.1 Approximation der Differentialquotienten

Zur Diskretisierung des Gleichungssystems benutzen wir ein nicht-édquidistantes
Gitter mit Gitterpunkten z; (j = 0,1...m) im Intervall [z, ,,] und Absténden
h; = x; — xj_1 (vgl. Abb. A.1). Die ersten und zweiten Differentialquotienten
einer beliebigen Funktion f(x) werden im Finite-Differenzen-Schema im allge-
meinen approximiert durch [70]

iy = LU ;i)l%f(j) _ 10 ;fﬁ(] -1 (A.2)
mit 7 _hj+1+hj A3
A A

wobei f(j) = f(z;)... . In einem modifizierten Schema (vgl. Ref. [48], Kap.
6.1) werden Zwischengitterpunkte an den Stellen ;10 = x; — hj/2, Zj41/0 =
x;+ hji1/2 eingefiihrt und die ersten Ableitungen an diesen Stellen geschrieben

als
f/(j—l/Q):f(j)_}{(j_l), (A4)
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Xj+1/2

Abbildung A.1: Indizierung des Gitters mit variablem Abstand der Gitterpunk-
te

Durch Ersetzen aller Ableitungen in dem System (3.73)—(3.75) durch die Aus-
driicke (A.1) und (A.2) bzw. durch die entsprechenden Ausdriicke im modifi-
zierten Schema ergibt sich ein nichtlineares algebraisches Gleichungssystem der
Dimension 3(m + 1) in den Unbekannten E.(j), E&(j), EE(j) (j = 0,1,...m),
das wir mit einem auf der Methode von Powell basierenden Verfahren [71] nu-
merisch 16sen.

A.2 Diskretisierung der Poisson-Gleichung

Aus der Poisson-Gleichung (3.73) ergeben sich mit Gl. (A.2) im Finite-Differenzen-
Schema die algebraischen Gleichungen (j =0,1,...m)
B

oy Bl 1) = Be(@)] = [Be(j) = Belj = Dl = hshyuy =0 (A6)

mit
n

w === ()~ pU) ~ N+ = 3 a8y (A7

€ hj € i3
wobei die Ladungstrigerdichten n(j) bzw. p(j) Funktionen von E.(j) und E&(j)
bzw. von F.(j) und ER(j) sind. Bei der Schreibweise der Summe in Gl. (A.7)
bedeutet ¢ = j, daf die Korngrenze bei z; in das Intervall [z;, ;1] fillt, der
Grenzflichenterm also einen Beitrag liefert (die Aquivalenz dieses Terms zu
dem entsprechenden Term in der kontinuierlichen Darstellung von Gl. (3.73) ist
offensichtlich).
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A.3 Diskretisierung der Drift-Diffusions-
Gleichungen

Zur Diskretisierung der Drift-Diffusions-Gleichungen (3.74) und (3.75) wenden
wir das modifizierte Schema an, in dem die ersten Ableitungen an den Zwi-
schengitterpunkten durch die Ausdriicke (A.4) und (A.5) ersetzt werden. Dazu
gehen wir zuriick auf Gln. (3.63) und (3.64) fiir die Drift-Diffusions-Strome.

Fiir den Elektronenstrom j.(j + 1/2) an den Zwischengitterpunkten erhalten

wir _ ‘
Ep(+1) = Bp ()

ol +1/2) = ety + 12 EULLZ D) (A8)
G =1/2) = pn(j —1/2) ZO BV 2D (A9

wobei die Elektronendichten n(j+1/2) Funktionen von E.(j+1/2) und Fg(j+
1/2) sind. Diese Zwischengitterwerte wiederum werden als Mittelwerte der Funk-
tionswerte an den benachbarten Gitterpunkten berechnet. Die Kontinuitétsglei-
chung (3.65) wird nun in der Form

je(j + 1/2)__]e(] - 1/2) .
hj

Ge(J) + Re(j) =0 (A.10)

dargestellt. Einsetzen der Ausdriicke (A.8) und (A.9) sowie der expliziten Form
(3.67) und (3.68) fiir die Raten G, und R, liefert dann die algebraischen Glei-
chungen, die die Drift-Diffusions-Gleichung (3.74) fiir die Elektronen in diskre-
tisierter Form darstellen (j =0,1,...m):

n(j+1/2) h;
n(j —1/2) hjn

[Er(+1) = ER ()]

[Ex(j) — Ep(j — 1)] — hy by w]('e) =0 (A.11)
mit
(e) 1 e < (4)
w; = — —eG+ = Scrar Oii| - A.12
J n(5) pte R 12::1 SRH Yj ( )

Fiir die Summe iiber die Grenzflichenterme gelten die Bemerkungen, die wir
oben in Bezug auf die entsprechenden Terme in der Poisson-Gleichung gemacht
haben.

Ganz analog erhélt man die algebraischen Gleichungen, die die Drift-Diffu-
sions-Gleichung (3.75) fur die Locher in diskretisierter Form darstellen (j =
0,1,...m):

p(i +1/2) hy
p(j - 1/2) hjﬂ

— [BRG) — ERG — D] — b By =0 (A.13)

J

[Er( + 1) — Ep(5)]
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mit

) 1 € - o)
wy = — eG— = Sap Oii| - A.14
p(])/lh hj 1:21 SRH % ( )

A.4 Randbedingungen

Das Gitter sei so gewahlt, daf§ der Anfangspunkt xy mit der Anfangskoordinate
o der Probe und der Endpunkt z,, mit der Endkoordinate xzq + S zusam-
menfillt.

Die Randbedingungen (3.83)—(3.85) lassen sich schreiben als

E(0) = Ec(2o) , (A.15)
Eq(0) = Ex (A.16)
Eg(0) = Ep(xo) , (A.17)

wobei F.(xg) und ER(zg) durch numerische Losung von Gl. (3.85) bzw. GI.
(3.84) bestimmt werden.

Entsprechend werden die aus Gln. (3.80)—(3.82) folgenden Randbedingungen
geschrieben als

E.(m) = E.(0) — eV, (A.18)
Ei(m) = Eg(0) — eV, (A.19)
Ep(m) = Ep(0) — eV . (A.20)

In den Gleichungssystemen (A.6), (A.11) und (A.13) treten die gesuchten Funk-
tionen nicht nur an den im Intervall [xg, z,,,| gelegenen Gitterpunkten auf, son-
dern auch jeweils an einer Stelle links und rechts von diesem Intervall. Zum
Beispiel tritt in dem System (A.6) fiir j = 0 der Wert E.(—1) und fiir j = m
der Wert E.(m+ 1) auf. Fiir eine periodische Anordnung lassen sich diese Wer-
te mittels periodischer Fortsetzung der Randbedingungen (A.18)-(A.20) durch
Werte an solchen Stellen ausdriicken, die im Intervall [z, z,,,] liegen:

E.(m+1) = E(+1) — eV, (A.21)
ES(m=+1) = ES(£1) — eV | (A.22)
Ei(m=+1) = Ei(£1) —eV . (A.23)

Damit lauten z.B. in dem System (A.6) die Gleichung fiir j =0

’;—m [Eo(1) = E(0)] = [Eo(0) — Eo(m — 1) — eV] = hyn rmttg =0 (A.24)

und die Gleichung fiir j = m

P

e LE1) = eV = Ee(m)] = [Ee(m) = Be(m —1)] = b Fatis =0, (A.25)
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wobei wir Periodizitdt der Absténde der Gitterpunkte angenommen haben,

ho =l s hwis = i | (A.26)
und " "
B = — J; n (A.27)

gesetzt haben. Wenn man die Werte E.(0) bzw. E.(m) in Gl. (A.24) bzw. (A.25)
durch die Randbedingungen (A.15) bzw. (A.18) ersetzt und die Periodizitéts-
bedingung u,, = ug (die aus der Periodizitat der Trigerdichten folgt) bertick-
sichtigt, erkennt man, daf Gl. (A.24) und GIl. (A.25) identisch sind. Wie zu
erwarten, reduziert sich also im periodischen Fall die Zahl der unabhéngigen
Gleichungen in dem System (A.6) auf m.

Entsprechendes gilt fiir die Gleichungssysteme (A.11) und (A.13), so dafl die
gesamte Dimension des numerisch zu l6senden algebraischen Gleichungssystems
gleich 3m ist.
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