Kapitel 3

Theoretische Beschreibung des
Ladungstrigertransports iiber
Korngrenzen

In diesem Kapitel wird die theoretische Beschreibung des Ladungstrigertrans-
ports iiber Korngrenzen im Rahmen des eindimensionalen Trapping-Modells
dargestellt. Dabei wird eine moglichst allgemeine Formulierung angestrebt, die
alle wesentlichen Parameterabhéngigkeiten umfafit und die damit auch die sy-
stematische Untersuchung von Transporteigenschaften unter Bedingungen ge-
stattet, wie sie fiir photovoltaische Anwendungen typisch sind. Insbesondere
werden Ladungstrigergeneration im Volumen und Rekombination in den Korn-
grenzen beriicksichtigt. Wir betrachten Systeme (“Mehrkorn-Systeme”), die aus
mehreren Kornern zusammengesetzt sind, wobei die Eigenschaften der einzel-
nen Korner genauso wie die der sie trennenden Korngrenzen verschieden sein
konnen. Als Transportmechanismen werden sowohl der ballistische Mechanis-
mus fiir rein klassische Bewegung ( “thermionische Emission” ) und unter Bertick-
sichtigung von quantenmechanischen Effekten (“thermionische Feldemission”)
als auch der Drift-Diffusions-Mechanismus betrachtet. In dem in Kap. 5 be-
handelten einheitlichen Transportmodell treten diese beiden Mechanismen als
Grenzfille auf.

3.1 Trapping-Modell fiir Mehrkorn-Systeme

Polykristallines Material besteht aus unterschiedlich groflen, unregelméflig ge-
formten Kristalliten (“Koérnern”), die an den Grenzflichen, den Korngrenzen,
aneinandergefiigt sind. Das einfachste Modell fiir solch ein Material besteht
aus regelméflig angeordneten Quadern mit ebenen Grenzflaichen. Wir nehmen
an, daf§ der Ladungstrégertransport lings einer Richtung (z-Achse) erfolgt, die
senkrecht zu einer der Grenzflichen ist. Ferner seien die Koérner in den zur x-
Achse senkrechten Richtungen hinreichend weit ausgedehnt, so dal Randeffekte
keine wesentliche Rolle spielen. Unter diesen Voraussetzungen ist die eindimen-
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sionale Beschreibung des Transports gerechtfertigt (vgl. Kap. 2.3.2). Fiir unsere
Zwecke, d.h., fiir die vergleichende Untersuchung verschiedener Modelle und
Mechanismen, ist der Riickgriff auf die eindimensionale Beschreibung allerdings
auch notwendig. Eine zwei- oder dreidimensionale Beschreibung ist nur in iso-
lierten Einzelfillen vorstellbar.

3.1.1 Volumeneigenschaften der Koérner

Wir nehmen an, dal die Volumeneigenschaften der einzelnen Kérner im Rah-
men des in Kap. 2.2.1 dargestellten Zweiband-Modells des Halbleiters addquat
beschrieben werden. Zudem beschrinken wir uns auf den nichtentarteten Fall, so
dafl die Besetzungsstatistik der Béander durch die Boltzmann-Statistik gegeben
ist. Unter Beriicksichtigung eines ortsabhéngigen elektrostatischen Potentials
¢(z) im semiklassischen Modell [vgl. Gln. (2.8), (2.9) und (2.10)] sind dann die
Dichte der Leitungsbandelektronen, n(z), und die Dichte der Valenzbandelek-
tronen, p(x), im allgemeinen stationdren Fall gegeben durch [20]

n(r) = N, e BlE(@)-Ep(@)] = N e BlEc—ed(x)—Eg ()] 7 (3.1
p(x) =N, e~ BlER(x)=Ev(z)]  — N, o BER ()~ [Ec—ed(x)— Eg)) 7 (3.2
(3.3
wobel
E, = E.(z)— E,(x)=E.— E, (3.4)

die (ortsunabhéngige) Energieliicke ist; E. . ist die Leitungs- bzw. Valenzband-
kante des Volumenhalbleiters. Die effektiven Zustandsdichten [V, sind definiert
in GL. (2.6). Die in Gl. (3.1) bzw. (3.2) eingefiihrten Quasi-Fermi-Niveaus Ef(z)
bzw. ER(x) beschreiben das lokale Gleichgewicht des Elektronen- bzw. Lochersy-
stems am Ort x. Im thermischen Gleichgewicht der Teilsysteme reduzieren sich
die Quasi-Fermi-Niveaus auf ortsunabhingige Niveaus E¢ und Ef, im Gleich-
gewicht des Gesamtsystems auf ein einziges Fermi-Niveau By = ES = EL.

Bei unseren numerischen Rechnungen kann in einzelnen Iterationschritten des
Losungsverfahrens das Quasi-Fermi-Niveau E&(z) oder EB(z) Werte oberhalb
von E.(z) bzw. unterhalb von E,(x) annehmen. Dann kann bei Benutzung der
Boltzmann-Form (3.1) und (3.2) fiir die Ladungstriagerdichten die Konvergenz
des Verfahrens verlangsamt oder gar nicht erreicht werden. Deswegen verwenden
wir in den konkreten Rechnungen die Ndherung von Ehrenberg [28] fiir n(z) und

p(x),
A o~ BlEe(@) - Eg (@)

At o PlEG)-Fy(@)]

4 ¢ BlER ()=~ By ()]
p(z) = Ny 4 4 e BlER@)—By(x)]

n(x) = (3.5)

(3.6)
bei der die Konvergenzprobleme nicht auftreten und die zudem in den Bereichen

E.(z) — kgT < E&(z) < Ec(z) bzaw. E,(z) < ER(x) < E,(x)+ kT eine bessere
Néherung als die Boltzmann-Statistik darstellt.
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Unsere Modellrechnungen werden durchweg fiir n-dotiertes Material mit rdum-
lich konstanter Donatordichte Ny ausgefiihrt. Die Niveaus Fy der Donatoratome
liegen dicht an der Leitungsbandkante, so daffl man

Eq=E, (3.7)

setzen kann. Ein einzelnes Donatoratom ist entweder elektrisch neutral (d.h.,
das Donatorniveau ist besetzt mit einem Elektron) oder positiv geladen (d.h.,
das Donatorniveau ist unbesetzt). Nach der Fermi-Dirac-Statistik ist dann die
Dichte der ionisierten Atome gegeben durch

+ Nq

Ni (z) = 11 2 ¢ OlEa—Eg—co(@)] * (3.8)

Vergleichsrechnungen haben gezeigt, dafl in dem Parameterbereich, der in unse-
ren Rechnungen iiberdeckt wird, die Donatoratome fast vollzéhlig ionisiert sind;
wir verwenden daher die Ndherung

3.1.2 Korngrenzen

In dem hier benutzten Modell werden die Korngrenzen (Index i) als infini-
tesimal diinne Schichten (Grenzflachen) an den Stellen x; angenommen, in de-
nen lokalisierte Grenzflachenzusténde als Zentren fiir Ladungstrigereinfang und
-rekombination wirken. Die Fléchendichte dieser Zustdnde (“Traps”) wird als
konstant angenommen. Da wir nur den Fall n-dotierten Materials betrachten,
ist die Beschrinkung auf akzeptorartige Grenzflichenniveaus ausreichend. Die
Niveaus seien mit einer Verteilung D;(FE) iiber die Energieliicke des Volumen-
halbleiters verteilt.

Ein einzelnes Trap-Niveau bei der Energie E ist in unbesetztem Zustand elek-
trisch neutral und bei Besetzung mit einem Elektron einfach negativ geladen. Im
thermischen Gleichgewicht ist die Besetzungswahrscheinlichkeit fiir ein Niveau
in der Korngrenze ¢ nach der Fermi-Dirac-Statistik gegeben durch

. 1
(@) —
f (E) 1+ g eﬂ[E*EFfe@]

(3.10)

mit ¢, = ¢(x;). Der Faktor g = 1/2 ist ein statistischer Faktor [30]. Damit
ergibt sich die gesamte Ladung, die in der Korngrenze i eingefangen ist, zu

. EC .
¢ = —e [E dE Dy(E) f(E) . (3.11)
Fiir die Verteilungsfunktion D;(F) betrachten wir zwei verschiedene Formen:

zum einen die Verteilung, die einem einzelnen, bei £ = FE; in der Bandliicke
liegenden Niveau entspricht,

Dy(E) = N,6(E — E,) |, (3.12)
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und zum anderen die iiber die Bandliicke konstante Verteilung
Dt(E) — Nt/Eg 5 (313)

wobei Ny die gesamte Flidchendichte der Trap-Niveaus ist.
Die Form der Verteilungsfunktion hat einen erheblichen Einflufl auf die gesamte
in einer Korngrenze eingefangene Ladung. Bei der Verteilung (3.12) ist im we-

sentlichen keine Ladung eingefangen, qt(z) ~ 0, wenn das Fermi-Niveau Fy unter

der Schwellenenergie E; — e ¢; liegt; steigt Er liber diese Energie an, springt qt(i)
abrupt auf den Maximalwert, und eine weitere Erh6hung von Er bewirkt keine
VergroBerung der eingefangenen Ladung. Im Gegensatz dazu steht die konstan-
te Verteilung (3.13), bei der die eingefangene Ladung ungefdhr linear mit Er
anwichst.

Die energetische Verteilung der Korngrenzenzustinde ist experimentell
schwer zugénglich, und die Resultate sind oft von dem Transportmodell abhéan-
gig, das bei der Analyse der Experimente benutzt wird. Experimentelle Daten
sind daher selten und besitzen eher qualitativen Charakter [25]. Bei Silizium
allerdings hat es sich gezeigt, dafl die Eigenschaften der Korngrenzen nahe dem
thermischen Gleichgewicht durch ein einzelnes (effektives) Niveau, das in der
Néhe der Mitte der Bandliicke liegt, gut beschrieben werden kénnen [43].

Im stationédren Zustand werden die Rekombinationseigenschaften der Korn-
grenzen beschrieben durch die Flachen-Rekombinationsraten der Shockley-
Read-Hall-Statistik (vgl. Kap. 2.2.3). Fiir ein Rekombinationsniveau bei der
Energie F in der Bandliicke lautet die Rate fiir die Korngrenze i [27]

n® pt) — () p(E)
[0 + A(E)] ce + [P + p(E)] en
wobei die Einfang-Koeffizienten ¢, und ¢}, als unabhéingig von £ angenommen

werden. Die Koeffizienten 7(E) und p(E£) sind im nichtentarteten Fall fiir ak-
zeptorartige Niveaus gegeben durch

SShu(B) = cecn (3.14)

1
A(E) = 5 Ne e AEe=E) (3.15)
und
p(E) =2 N, e PE-E) (3.16)
und die Trigerdichten n®) = n(z;) bzw. p = p(x;) durch GI. (3.1) bzw. (3.2).
Die gesamte Rekombinationsrate Sé?{H fiir die Korngrenze ¢ lautet

Ss = [ 4B D(E) SGu(E) (3.17)
Die Besetzungswahrscheinlichkeit des Rekombinationsniveaus in der Korngren-
ze i ist, in Verallgemeinerung von Gl. (3.10) [30], gegeben durch

nWe, + p(E)ey

@) _
FE) = T A et b 1 5B

= . - (3.18)




wobel wir den effektiven statistischen Faktor

n® Co + ﬁ(E)CheﬂAEF(wi)
nWee + p(E)en

9t (E) = (3.19)
mit der Fermi-Niveau-Differenz (2.12) eingefiihrt haben [vgl. Gl. (2.13)]. Hieraus
ergibt sich mit Hilfe von Gl. (3.10) die gesamte Ladung in der Korngrenze i,

a”.

3.1.3 Thermisches Gleichgewicht: elektrostatisches Po-
tential

Wir betrachten nun Systeme, die aus einer eindimensionalen Anordnung von n
Kornern mit den dazwischen liegenden Korngrenzen bestehen (vgl. Abb. 3.1).
Die Eigenschaften der einzelnen Korner in diesen Systemen kénnen sich (fiir ein
gegebenes Halbleitermaterial) unterscheiden in der Kornldnge s und in der Do-
natordichte Ny, die der Korngrenzen in der Verteilung Dy (F) der Trap-Niveaus
und deren Flachendichte N; sowie in den Rekombinationskoeffizienten ¢, und
cp. Um die Fluktuationen in den Eigenschaften von Kérnern und Korngrenzen,
die in einem realen polykristallinen Material auftreten, in gewissem Mafle zu
simulieren, behandeln wir Anordnungen, die durch periodische Wiederholung
eines Mehrkorn-Systems gebildet sind. In der Literatur sind bisher nur einzelne
Korngrenzen oder periodische Wiederholungen identischer Koérner betrachtet
worden.

Abbildung 3.1: Periodische Anordnung von Koérnern mit n = 4

Zur Beschreibung eines Mehrkorn-Systems, gebildet aus Kornern der Lange s;
und mit Gesamtlinge S = Y7 | s;, legen wir die Anfangskoordinate z( in die
Mitte des Korns 1 und die Endkoordinate 2y + S in die Mitte des Korns n + 1
(d.h., des periodisch fortgesetzten Korns 1; vgl. den in Abb. 3.1 skizzierten Fall
n=4).
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Wir wenden uns jetzt der Berechnung des elektrostatischen Potentials ¢(z) in
einem Mehrkorn-System im Falle thermischen Gleichgewichtes zu. Wir betrach-
ten dabei nur das Potential, das sich infolge der Ladungstrigerverarmung im
Volumen der Korner durch den Einfang von Ladung in den Korngrenzen ergibt.
Neben diesem Potential konnen in einer realen polykristallinen Probe grundsétz-
lich weitere Potentiale auftreten, etwa dann, wenn die Probe sich in der Verar-
mungszone eines pn-Ubergangs befindet (vgl. Kap. 2.3.2).

Der Zusammenhang zwischen dem Potential ¢(x) und der gesamten Ladungs-
dichte p(z) ist durch die Poisson-Gleichung

¢"(z) = —p(x)/e (3.20)
mit
p(x) = ¢ [N + p(a) +zqt (e - 2,) (3.21)

gegeben. Dabei ist die Dichte der ionisierten Donatoratome geméf Gl. (3.9)
gleich der Donatordichte N4 gesetzt worden, und die Triagerdichten n(z) und
p(z) sind gegeben durch Gl. (3.1) bzw. (3.2) mit einem gemeinsamen ortsun-
abhingigen Quasi-Fermi-Niveau Fr = F&% = EE. Die Dichten n(z) und p(z)
héngen in nichtlinearer Weise von ¢(z) ab, so daf§ Gl. (3.20) eine nichtlineare
Gleichung zur Bestimmung des elektrostatischen Potentials ist (“nichtlineare
Poisson-Gleichung”).
Die in Gl (3.21) eingehende, eingefangene Grenzflichenladung qt(i) ist im allge-
meinen dem Betrage nach kleiner als die durch Gl. (3.11) gegebene Ladung, da
zu letzterer auch Elektronen beitragen, die von Atomen abgel6st worden sind,
die in der Korngrenze liegen. Andererseits wird die Ladung dieser Elektronen
von der Ladung der zugehdrigen ionisierten Atomriimpfe kompensiert, so dafi sie
keinen Beitrag zu ¢(z) liefert. Die eingefangene Ladung qt(l) wird iiblicherweise
bestimmt [49] als Differenz des Ausdrucks (3.11) mit dem Fermi-Niveau Er des
Gesamtsystems und mit einem “Neutralitéts-Niveau” Ek(f)n, das das thermische
Gleichgewicht in der isolierten Korngrenze ¢ beschreibt,

@ = o (Br) — 4" (Eg)) - (3.22)

,n

Fiir die Zwecke dieser Arbeit erscheint es gerechtfertigt, qt(i) (ES) ) = 0 zu setzen.
Aus Gl. (3.20) ergibt sich mit Hilfe von Gl. (2.8) die nichtlineare Gleichung fiir

das Bandkantenprofil E.(z):
E!(z) = = plx) (3.23)
€
(das Valenzbandkantenprofil E,(z) ist bei gegebenem FE.(z) durch die Bedin-
gung (3.4) festgelegt). Gesucht werden Losungen dieser Gleichung, die der Perio-
dizitatsbedingung
E.(z +8) = E.(z) (3.24)

24



geniigen. Insbesondere mufl dann gelten
E.(xzg + S) = Ec(zo) (3.25)

und
Eé(xo +95) = Eé(xo) . (3.26)

Durch Integration von Gl. (3.23) ergibt sich, da§ die Bedingung (3.26) genau
dann erfiillt ist, wenn die gesamte Ladung in der Probe verschwindet:

/ / e [vots
El(zog+95) — E.(xo) = —/ dx p(z)

€ Jzxo

n

zo+S .
= - {e /O dx [Ng+ p(x) —n(z)] + th(l)} =0. (3.27)
r i=1

Wir haben es mit einem Dirichlet-Problem fiir die Gl. (3.23) mit dem glei-
chen Randwert F.(zo) an den Randpunkten zy und xy + S zu tun, wobei GL.
(3.26) eine zusétzliche Bedingung (Verschwinden der Gesamtladung) darstellt.
Die Grofle E.(zg) wird folgendermaflen festgelegt: Unter Benutzung des Aus-
drucks fiir die Ladungsdichte am Ort z aulerhalb der Korngrenzen,

p(z)/e = Ng + N, e PEr-Eel@)Ee) _ N o=B(Ee(z)-Er) r#x, (3.28)

wird zunéchst das Fermi-Niveau willkiirlich festgelegt durch die Bedingung,
daB es zu Neutralitdt am Ort x, fiithrt [p(zo) = 0], wenn dort ¢(xy) = 0, d.h.,
E.(x¢) = E. gesetzt wird:

Ny + N, e PEr=Betl) _ N o=BE—Er) — ), (3.29)

Im intrinsischen Fall (Ng = 0) reduziert sich diese Bedingung auf die iibliche
Formel fiir Volumenhalbleiter [20], bei der fiir T = 0 das Fermi-Niveau in der
Mitte der Bandliicke liegt.

Wenn die Kornmitte in Korn 1 neutral ist, haben wir E.(zg) = E.. Wenn
andererseits p(xg) # 0, dann bestimmt sich E.(zo) als Losung von Gl. (3.28)
fir # = x¢ unter Benutzung des Wertes von Ef, der sich aus Gl. (3.29) ergibt.
Auf diese Weise erkennt man aus der Losung E.(z) des Dirichlet-Problems, daf§
das System an den Stellen neutral ist, wo E.(z) = E..

3.1.4 Nichtgleichgewicht: stationirer Zustand

Ein stationérer Nichtgleichgewichtszustand liegt vor, wenn eine zeitlich kon-
stante duBere Spannung an der Probe abfillt und/oder wenn Ladungstrigerer-
zeugung durch Lichtabsorption mit zeitlich konstanter Rate stattfindet.

Die Standardbeschreibung des stationdren Nichtgleichgewichts [20] basiert auf
der Annahme, dafl Elektronen und Loécher getrennt am Ort z in Zustédnden
lokalen Gleichgewichts sind (vgl. auch Kap. 2.3.1). Diese Annahme fiihrt zu der
Einfiihrung von ortsabhiingigen Quasi-Fermi-Niveaus E&(z) bzw. ER(z) fiir das
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Elektronen- bzw. Lochersystem und zur “Quasigleichgewichtsform” (3.1) bzw.
(3.2) fiir die Triagerdichten n(z) bzw. p(x).

Zur Bestimmung der Quasi-Fermi-Niveaus ES(x) und ER(x) muf die Poisson-
Gleichung fiir das elektrostatische Potential ¢(x) bzw. fiir das Bandkantenprofil
E.(z) [mit der allgemeinen Form (3.1) bzw. (3.2) fiir die Dichten n(x) bzw.
p(x)] zusammen mit zwei weiteren Gleichungen gelst werden, die aus den Kon-
tinuitdtsgleichungen fiir die Elektronen bzw. Liocher abgeleitet werden. Letztere

Gleichungen lauten
d

aje(x) — Ge(x) + Re(z) =0, (3.30)

wobei je n(7) die Ladungsstrome, G, die Generationsraten und R, j, die Rekom-
binationsraten fiir Elektronen bzw. Locher sind. Der gesamte Ladungsstrom,

J = Je() + ju(2) , (3.32)

ist im stationdren Zustand konstant. Um zu einem expliziten Gleichungssystem
zur Bestimmung von E.(r), F&(x) und ER(x) zu gelangen, miissen die Strome
Jen(z) mit Hilfe eines Modellansatzes durch diese Groflen ausgedriickt werden.
In Kap. 3.3 wird im Detail das Drift-Diffusions-Modell dargestellt, in dem die
Strome geschrieben werden als Summe aus einem Drift- Anteil, der die Bewegung
der Tréger auf Grund des elektrischen Feldes (d.h., des Gradienten des elektro-
statischen Potentials) beschreibt, und einem Diffusionsanteil, der der (klassi-
schen) Diffusion der Triager auf Grund des Dichtegradienten Rechnung tragt.
Im nichtentarteten Fall lassen sich die Stréme in einer Form schreiben, in der
statt der Gradienten von Potential und Dichte nur der Gradient des jeweiligen
Quasi-Fermi-Niveaus auftritt.

Im Drift-Diffusions-Modell lassen sich Effekte des Zusammenwirkens von ver-
schiedenen Kérnern und Korngrenzen auf den Ladungstrigertransport in Mehr-
korn-Systemen explizit untersuchen. Unsere konkreten Rechnungen im Rahmen
des Drift-Diffusions-Modells basieren auf den Annahmen, die in Kap. 3.1.1 und
3.1.2 fiir die Beschreibung von Koérnern und Korngrenzen in polykristallinen
Materialien gemacht wurden.

Die Giiltigkeit des Drift-Diffusions-Modell setzt voraus, dal die mittlere freie
Weglidnge der Ladungstriger klein gegen die charakteristischen Dimensionen
der betrachteten Probe ist. Im entgegengesetzten Fall grofler freier Weglénge
kann der Transport iiber eine einzelne Potentialbarriere (d.h., iiber eine einzel-
ne Korngrenze oder iiber eine periodische Anordnung identischer Kérner und
Korngrenzen) im ballistischen Modell beschrieben werden. In diesem Modell
wird rechts und links des Maximums der Barriere thermisches Gleichgewicht,
beschrieben durch konstante Quasi-Fermi-Niveaus, und eine unstetige Ande-
rung dieser Niveaus am Maximum angenommen. Die Anwendung des ballisti-
schen Modells auf allgemeine Mehrkorn-Systeme stéfit auf gewisse Probleme,
auf die wir in Kap. 5 in Zusammenhang mit der einheitlichen Beschreibung des
ballistischen und diffusiven Transports zuriickkommen werden.
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Im folgenden geben wir zunédchst eine Darstellung des ballistischen Modells und
gehen dann zur Diskussion des Drift-Diffusions-Modells {iber.

3.2 Ladungstriger-Transport: ballistischer
Mechanismus

Wir beschrianken uns hier auf die Betrachtung von Elektronen mit Quasi-Fermi-
Niveau Ep(z).

Der ballistische Transport iiber eine Potentialbarriere wird durch Strome von
Elektronen beschrieben, die an Gleichgewichtspunkten x;, beiderseits der Bar-
riere in Richtung derselben injiziert werden (vgl. Abb. 3.2). Der Nettostrom ist
gleich der algebraischen Summe der transmittierten Anteile j, dieser beiden
Strome. Die Elektronen bewegen sich im Potentialfeld der Barriere.

X| X

Abbildung 3.2: Reflexion und Transmission an einer Potentialbarriere bei an-
gelegter duflerer Spannung V'

Im nichtentarteten Fall ist die Phasenraum-Verteilung der Elektronen an den
Punkten z;, gegeben durch
2m* 1,r
T1p; k) = — e Plet Bl =BgT 3.33
f(z12 k) e (3.33)
wobei ¢ = h*k?/2m* ist. Das Quasi-Fermi-Niveau Eﬁr = Ep(z,) am Ort z,
bestimmt die Phasenraum-Verteilung der Elektronen im ganzen Bereich von
x1, bis hin zur Korngrenze bei xy,. Es kann also in diesem Bereich als konstant
angesehen werden, wobei es sich dann an der Korngrenze selbst unstetig éndert.
Der transmittierte Strom j, ist

, o~ hk
e =Fe [ dk S T (@i 0) flai k) (3.34)
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wobei 7 (z,;€) die Transmissionswahrscheinlichkeit angibt, mit der die von
71, kommenden Elektronen der kinetischen Energie e die Barriere iiberwinden
kénnen. Somit ergibt sich

jl,r = TVe nl,r(xl,r) T(xl,r) (335)

mit der Elektronendichte

l,r}

() = N, e e =Py (3.36)
und der thermisch gemittelten Transmissionswahrscheinlichkeit
T (r1,) =0 / de T (w15 €) e P ; (3.37)
0

ve = (2rm*B)71/2 ist die “Emissionsgeschwindigkeit”. Die Nettodichte j des
Elektronenstroms iiber die Barriere ist schlieflich

J= i+ e (3.38)

3.2.1 Klassischer Transport: thermionische Emission

Im klassischen Fall kénnen nur Elektronen mit einer kinetischen Energie ¢ >
E.(zy,) — Ec(1,) die Barriere iiberwinden, deren Maximum an der Korngrenze
bei xy, liegt. Man erhélt daher fiir die klassische Transmissionswahrscheinlichkeit

T (z1p;€) = O (€ — Ec(xp) + Ec(21,)) (3.39)

und damit aus Gl. (3.37) fiir die thermisch gemittelte Transmissionswahrschein-
lichkeit
T (11,) = e PlEe@)=Ee(@m] (3.40)

Aus Gl. (3.35) ergibt sich sodann
er g :F/Ue NC efﬁ[Ec(l'b)fE;r} X (341)

Der transmittierte Strom 7, ist unabhingig vom Ort z;,, geméf dem Gesetz
der Stromerhaltung. Der Spannungsabfall {iber den Bereich (), z,) ist gegeben
durch eV = E}, — EL, und wir erhalten aus Gln. (3.38) und (3.41) die Strom-
Spannungs-Charakteristik

j=—eve Nee B (1 — e PV | (3.42)

wobei E, = E.(x,) — F}, die Barrierenhohe, bezogen auf das Fermi-Niveau links
der Korngrenze, bezeichnet. Der Nullspannungs-Leitwert pro Fldcheneinheit,
g = (|7]/V)v—o, ergibt sich aus Gl. (3.42) zu

2, %
B 4re*m _BE,

9= "3 (3.43)
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Mit dem Fermi-Niveau der Elektronen &ndert sich auch die Elektronendichte an
der Korngrenze unstetig. Es stellt sich daher die Frage, was der Wert der Dichte
n(xp) ist, den man in Gln. (3.14) [neben dem der Locherdichte p(xy,)] fiir den
SRH-Rekombinationsmechanismus einzusetzen hat. Wegen ihrer Unabhéngig-
keit von z, [vgl. Gl. (3.41)] kann man die Strome j, in Gl. (3.35) unmittelbar
am Maximum der Barriere, z, = 21, F0, auswerten. Hier ist 7 (z1,) = 1, und die
gesamte Elektronendichte ist die Summe der von den beiden Stromen getrage-
nen Dichten. Diese sind aber wegen der Geschwindigkeitsausrichtung gleich der
halben Gleichgewichtsdichte links bzw. rechts vom Maximum. Dementsprechend
ist die Elektronendichte in der Korngrenze anzusetzen als

n(zy —0) + n(xp +0)] . (3.44)

DO |

n(xy) =

Es sei bemerkt, dafl infolge des Stromtransportes die in der Korngrenze ge-
trappte Ladung von der im thermodynamischen Gleichgewicht getrappten La-
dung verschieden. Dies hat Auswirkungen auf die Barrierenhthe im stationéren
Nichtgleichgewicht.

3.2.2 Quantenmechanische Effekte

In der quantenmechanischen Beschreibung des ballistischen Transports (“ther-
mionische Feldemission”) konnen selbst Elektronen mit einer Energie unterhalb
des Barrierenmaximums die Barriere auf Grund des Tunneleffektes {iberwinden
[44, 45]. Wir bemerken, daf es daneben noch die Moglichkeit des direkten Tun-
nelns in lokalisierte Niveaus der Korngrenze gibt, was in dieser Arbeit jedoch
nicht ndher betrachtet werden soll [46, 47].

Wir formulieren den ballistischen Elektronentransport als eindimensionales quan-
tenmechanisches Streuproblem. Die Schrodinger-Gleichung fiir die Streuung ei-
nes Elektrons mit der effektiven Masse m* an einer Potentialbarriere U (z) lautet

(o e+ U®)) 0l = 0t (3.45)

2m* dx?
wobei U(z) gegeben ist durch
U(x) = E.(z) — E(z,) . (3.46)

Wir nehmen an, daf in einiger Entfernung von der Barriere das Potential kon-
stant ist, d.h., U(z) = 0 fir x > 2, und U(x) = U = E.(x)) — E.(x,) fur x < ay,
so daf} die Wellenfunktionen der ein- bzw. auslaufenden Elektronen dort ebene
Wellen sind (vgl. Abb. 3.3). Dies bedeutet praktisch, dal es zu beiden Seiten
der Barriere ein (neutrales) Gebiet konstanten Potentials im Korn geben muf.
Nach Abb. 3.3 betrachten wir zunéchst eine von rechts einlaufende, normierte
ebene Welle exp(—ikx), die zum Teil an der Barriere reflektiert wird und zum
Teil in den Bereich links von der Barriere transmittiert wird. Wir haben dann
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X| Xp X X

Abbildung 3.3: Reflexion und Transmission an einer Potentialbarriere

in den potentialfreien Bereichen die Streulosung

S T(k’)e*ikx, xr <z,
¢(95a k) - { ef'ikx + R(k) eJrik;r7 T > .I'?, (347)

wobei wir den Transmissionskoeffizienten 7'(k) und den Reflexionskoeffizienten

R(k) eingefithrt haben. In GL (3.47) ist k = \/2m*¢/h? und k = /2m*(c — U)/h%.
Mit der Definition

U(x) = dla; k) ¢ T(R) (3.48)
und den Anfangsbedingungen an der linken Grenze z,
V() =1, ¢(m)=—ik (3.49)

erhalten wir ein Anfangswertproblem fiir die Schrodinger-Gleichung Gl. (3.45).
Aus der Losung an der rechten Grenze x, ergibt sich der Transmissionskoeffizient
T'(x,; k) fur die von rechts einlaufende Welle zu

%2k e—i(k:acr—l?:ac])
N ik(z,) — ' () '

Die quantenmechanische Transmissionswahrscheinlichkeit 7 (z,;¢), die in GL
(3.37) eingeht, ist dann gegeben durch

T(z;€) = [T(2056))> O(e = U) . (3.51)

T(x.; k) (3.50)

Analog erhdlt man die Transmissionswahrscheinlichkeit 7 (z);¢€) fiir eine von
links einlaufende ebene Welle.
Wegen Zeitumkehrinvarianz gilt

T (z;€) =T (e +U) . (3.52)

Damit ergibt sich fiir die thermisch gemittelten Transmissionswahrscheinlich-
keiten [vgl. Gl. (3.37)]

T(n) =0 /Ooo de T (xy;¢) e7P¢ (3.53)
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T(x) =e VT (). (3.54)

Die Strom-Spannungs-Charakteristik erhélt man dann mit Hilfe von Gln. (3.35),
(3.36) und (3.38),

j = —even(z) T (x) (1 — e*ﬁev)
= —eve Nee PE@=FR T (1) (1 — ¢ P (3.55)

(eV = Ep — E%), und damit den Nullspannungs-Leitwert

2, %
_ 47T€ m e_ﬂ[Ec(xl)

Der Vergleich von Gln. (3.55) und (3.56) mit Gln. (3.42) und (3.43) zeigt, dafl
beim Ubergang von der klassischen zur quantenmechanischen Beschreibung des
ballistischen Transports der “Barrierenfaktor” e ##r durch den allgemeineren
Faktor e A ~Ex] T (z)) ersetzt wird.

IR T (1) (3.56)

3.3 Ladungstrigertransport: Drift-Diffusions-
Mechanismus

Wenn die mittlere freie Weglénge hinreichend klein ist, liefert die Boltzmann-
Gleichung fiir die Phasenraum-Verteilungsfunktion f(7, k;t),

o - .
g/ (T kst) + T Vef (T ki) +

F Vi f(F k;t) = (ﬁfc F; t)) . (3.57)

coll

St

den allgemeinen Rahmen fiir die semiklassische Beschreibung des Ladungstra-

-,

gertransports in Halbleitern [20, 22, 48]. In Gl. (3.57) ist ¥ = V e(k) die Grup-

-,

pengeschwindigkeit der Triager mit Energie-Dispersion €(k); ¢ = +e bezeichnet
die Tréagerladung und F die elektrische Feldstérke. Der dem Gradienten Vif
proportionale Term auf der linken Seite wird als Diffusionsterm, der zum Feld
F proportionale Term als Driftterm bezeichnet. Der “Stofiterm” auf der rech-
ten Seite beschreibt den Effekt aller elastischen und inelastischen Streuprozesse.
Er liBt sich durch die quantenmechanischen Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir
diese Prozesse und die Verteilungsfunktion selbst ausdriicken.

Zur Vereinfachung der Boltzmann-Gleichung kann der Sto3term néherungsweise

in der Form of P
_ T Jo
<a>coll - T(E) (359

geschrieben werden, wobei f, die Verteilungsfunktion im Gleichgewicht ist;
die “Relaxationszeit” T(E) ist die mittlere Zeit zwischen zwei Streuprozessen
(Relaxationszeit-N#herung). Selbst in dieser Néherung ist die Boltzmann-Glei-
chung im allgemeinen zu kompliziert, um fiir Anwendungen der hier betrachte-
ten Art geeignet zu sein.
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3.3.1 Drift-Diffusions-Stréome und Kontinuitatsgleichun-
gen

Im stationdren Fall 148t sich, wenn die Verteilungsfunktion f nur wenig von der
Gleichgewichtsverteilung f, abweicht und der Gradient Vf hinreichend klein
ist, aus der Boltzmann-Gleichung im Rahmen der Relaxationszeit-N&herung
ein Ausdruck fiir f ableiten [22, 48], aus dem sich der “Drift-Diffusions-Strom”
J(7") als erstes Moment von f beziiglich der Gruppengeschwindigkeit ¢ ergibt.
Im eindimensionalen Fall erhélt man

() = ~lal pele) £-0(a) g D el) (3.59)

wobei die Tragermobilitat p durch die thermisch gemittelte Relaxationszeit (7)
ausgedriickt werden kann [22] als

(3.60)

Die Grofie D ist der Diffusionskoeffizient, ¢(x) ist die Trégerdichte und ¢(x) das
elektrostatische Potential, F' = —d¢/dx. Mit der Einstein-Relation

b if

=T (3.61)

und der Boltzmann-Form (3.1) oder (3.2) fiir die Trégerdichte 148t sich der
Ausdruck (3.59) zusammenfassen zu

) = eele) 3 Fie(a) (3.62)
x
mit dem Quasi-Fermi-Niveau Ep(x), welches das lokale Gleichgewicht an der
Stelle = beschreibt.
Wir betrachten nun getrennt die Drift-Diffusions-Stréme jej fiir Elektronen
(¢ = —e) und Locher (¢ = +e),

Jola) = pen(z) < Fp(a) (3.63)
() = () S R (r) (3.64)

Unter Beriicksichtigung von Ladungstrégererzeugung und -rekombination genii-
gen diese Strome den Kontinuitétsgleichungen [vgl. Gln. (3.30) und (3.31)]

%je(l’) — Go(z) + Re(z) =0, (3.65)
(f_a:jh(x) — Gh(z) + Ru(x) =0, (3.66)
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mit Generationsraten Gej und Rekombinationsraten R.j. Wir nehmen eine
raumlich konstante Generation GG von Elektron-Loch-Paaren an, so dafl

Ge(z) = —Gh(x) = —eG (3.67)

und vernachléssigen Rekombination im Volumen. Die Raten fiir Shockley-Read-
Hall-Rekombination in den Korngrenzen bei x = x; lassen sich schreiben als

Ren(z) = 2": S 6(x — x;) (3.68)

i=1

mit den Rekombinationsstromen
S = —e S - (3.69)

S = e S8y (3.70)

wobei die Gréfien SéiF)lH in GL (3.14) definiert sind.
Die Kontinuititsgleichungen (3.65) und (3.66) nehmen damit die konkrete Form

%je(x) +eG — eZSé%H zr—z;)=0, (3.71)
i=1
d DL
(@) —eG e SO 6z —2) =0 (3.72)

=1
an.

3.3.2 Die gekoppelten Differentialgleichungen

Wir fassen nun das System von nichtlinearen gekoppelten Differentialgleichun-
gen zusammen, die das Drift-Diffusions-Modell definieren.

Wenn wir in der Locherdichte p(x) die Valenzbandkante FEy(x) durch E.(z)
und E, ausdriicken [vgl. Gln. (3.2) und (3.4)], so sind die Trigerdichten n(z)
und p(z) sowie die Drift-Diffusions-Stréme jo(z) und ju(z) durch die drei un-
abhiingigen Funktionen E.(z), E&(z) und ER(x) vollstindig bestimmt. Die ex-
pliziten Gleichungen zur Berechnung dieser Funktionen ergeben sich aus der
Poisson-Gleichung (3.20) sowie den Kontinuitétsgleichungen (3.71) und (3.72)
zusammen mit Gln. (3.63) und (3.64):

e

e RAUC RN CERARD SLTERS) SRR

€ i—1

@) = - s

« {n'(x) B/ () + Mi G — 3 S bz xi)] } (37)

€ =1
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X {p/(;p) EY(z) + ,ui —eG+e) ng){H Sz — xz)] } . (3.75)
h i=1

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dafl diesen Gleichungen die Tragerdich-
ten in der Boltzmann-Form (3.1) und (3.2) zugrundeliegen; in unseren nume-
rischen Rechnungen benutzen wir fiir n(xz) und p(z) die Ehrenberg-Form (3.5)
und (3.6).

Aus den Losungen der Gln. (3.73)—(3.75) erhélt man vermittels der Gln. (3.1)
und (3.2) sowie (3.63), (3.64), und (3.32) den Strom j als Funktion der ange-
legten Spannung V', also die Strom-Spannungs-Charakteristik j(V/).

3.3.3 Rand- und Anschlu3bedingungen

Zur Losung des Gleichungssystems (3.73)—(3.75) sind Randbedingungen an den
Réndern des Korns bzw. der aus mehreren Koérnern bestehenden Probe zu stel-
len. Die -Funktions-Singularitéiten bei x = z;, die durch die Grenzflachenladun-
gen bzw. durch die Rekombinationsstréme an den Korngrenzen bedingt sind,
lassen sich in Form von Anschluflbedingungen beriicksichtigen, die die Unstetig-
keiten im elektrischen Feld bzw. in den Drift-Diffusions-Strémen widerspiegeln.
Wenn im stationdren Fall eine Spannung V' zwischen zy und xq + S abfillt,
konnen allgemeine Periodizitdtsforderungen an die Losungen von Gln. (3.73)—
(3.75) [analog zu Gl. (3.25) im Fall thermischen Gleichgewichts| nicht gestellt
werden. Stattdessen fordern wir Periodizitdt der Tragerdichten:

n(xg + 5) = n(xo) , (3.76)
p(zo + S) = p(zo) , (3.77)
so daf
E.(xg+ S) — Ex(xg + S) = Ec(xo) — Ep(zo) , (3.78)
E.(zo+ S) — ER(zo + S) = E(z0) — Eb () . (3.79)

Die Differenzen der Quasi-Fermi-Energien an den Stellen zy + .S und x4 sind
durch die &ulere Spannung V' bestimmt, und wir erhalten damit die Bedingun-
gen

E(vo+ S) = Ec(xg) — eV, (3.80)
Ep(xo+ S) = Eg(xg) — eV, (3.81)
Bl (xo + S) = Ep(zg) — eV . (3.82)

Wir haben wieder ein Dirichlet-Problem fur die drei Gln. (3.73)—(3.75) vor uns.
Dem Fall des thermischen Gleichgewichts (vgl. Kap. 3.1.3) folgend, setzen wir
zunichst das Quasi-Fermi-Niveau F&(zq) gleich dem Fermi-Niveau E¥°! des Vo-
lumenhalbleiters im thermischen Gleichgewicht,

Ei(x0) = B3 (3.83)
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Diese Wahl ist plausibel fiir einen n-dotierten Halbleiter. Das Quasi-Fermi-
Niveau E}(zg) wird sodann aus der Forderung nach lokaler Ladungsneutralitit
an der Stelle zp bestimmt (vgl. Kap. 3.1.3):

Ny + Ny e ABr@0) =Bt Be] _ N o=0lBe=Eiao)] — ¢ (3.84)
Die GroBe E.(x¢) erhélt man schliefllich aus der Bedingung
p(x0) = Ny + N, e PER@0)=Eelzo)+ Byl _ | =BlBe(ao)=Ef(o)] (3.85)

Durch die Bedingungen (3.83)—(3.85) sind die Werte der zu bestimmenden Funk-
tionen E.(z), E&(z) und Ef(z) am linken Rand der Probe fixiert. Die Werte
am rechten Rand sind dann iiber die Bedingungen (3.80)-(3.82) festgelegt.
Insgesamt liegen also sechs Randbedingungen [Gln. (3.83)—(3.85) und (3.80)—
(3.82)] fiir das System (3.73)—(3.75) vor. Ob diese Bedingungen zu genau einer
Losung des nichtlinearen Systems fithren, 148t sich nicht allgemein entscheiden.
Es ist in jedem Fall von neuem zu untersuchen, ob das numerische Verfahren
gegen eine eindeutige Losung konvergiert.

Mit der Forderung, daf$ die Funktionen E(z), E&(z) und EE(z) [und damit die
Tragerdichten n(z) und p(z)] an den Stellen x = x; stetig sind, ergeben sich
durch Integration von Gl. (3.73) jeweils iiber eine infinitesimale Umgebung von
x = x; AnschluBbedingungen fiir die Ableitung E!(z), d.h., fiir das elektrische
Feld, an den Korngrenzen:

El(z; 4 0) — El(z; — 0) = gq@ . (3.86)

In derselben Weise erhélt man durch Integration von Gln. (3.71) und (3.72)
Anschlufibedingungen fiir die Drift-Diffusions-Stréme j, und 7, und damit, unter
Verwendung von Gln. (3.63) und (3.64), fiir die Ableitungen Eg'(z) und ER'(z):

ES'(2; 4+ 0) — B (2, —0) = — < g 3.87

F (‘T + ) F (‘T ) Ll n(xz) SRH » ( )

EY (2 +0) — BY (2, — 0) = ——— S@ (3.88)
Mhp(l"z‘)

3.3.4 Numerische Losung

Fiir die numerische Losung des hier gestellten Randwertproblems sind Stan-
dardmethoden zur Integration von Differentialgleichungen, wie etwa die Runge-
Kutta-Methode, wenig geeignet. Die Beriicksichtigung der Rand- und Anschluf3-
bedingungen kann bei diesen Methoden nur mittels eines komplizierten Itera-
tionsverfahrens erfolgen. Angemessen fiir unsere Zwecke sind diskrete Methoden,
wie die Finite-Differenzen-Methode [48], die wir hier benutzen. Dabei werden
die Differentialgleichungen durch Diskretisierung der unabhéngigen Variablen
ndherungsweise in Form eines Systems von nichtlinearen algebraischen Glei-
chungen dargestellt.
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Bei der Finite-Differenzen-Methode kann man die Anschlubedingungen
(3.86)—(3.88) vollig umgehen. Vielmehr werden bei der Diskretisierung der Gln.
(3.73)—(3.75) die zu §(z — x;) proportionalen Grenzflachenterme explizit bertick-
sichtigt. In die algebraischen Gleichungen, die sich aus der Diskretisierung er-
geben, gehen sie in Form von Zusatztermen bei den Gitterintervallen ein, die
die Stellen x = x; einschlieen. Konkret spiegelt sich der Effekt der -Funktion
in diesen Termen wider in einem Faktor 1/h relativ zu den von Volumenladun-
gen und -stromen herrithrenden Termen, wobei h die Liange der Gitterintervalle
ist. Im Grenzfall A — 0 dominieren in der Umgebung der Korngrenze also die
Grenzflachenterme. Bei der Losung der algebraischen Gleichungen treten durch
die Beriicksichtigung der Grenzflichenterme keine zusétzlichen Schwierigkeiten
auf.

Zur Steigerung der Flexibilitdt des numerischen Verfahrens benutzen wir ein
Finite-Differenzen-Schema mit variabler Lange der Gitterintervalle. Einzelhei-
ten zur Anwendung dieses Schemas bei der Losung des Systems (3.73)—(3.75)
sind im Anhang zu dieser Arbeit zusammengestellt.
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