Kapitel 5

Die g-symmetrische
Heisenberg-Kette

5.1 Das Modell

Als ein physikalisch relevantes Modell wird in diesem Kapitel eine verallgemeinerte
Heisenberg-Kette mit offenen Randbedingungen betrachtet, die durch den Hamilton-
Operator [55,56]
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gegeben ist. Dabei sind die 0" Pauli-Matrizen und ¢ ein zunéchst beliebiger kom-
plexer Parameter. Der Hamilton-Operator (5.2) besitzt eine verallgemeinerte Ro-
tationssymmetrie, die als ¢- oder Quantengruppen-Symmetrie bezeichnet wird [76].
Sie ist gekennzeichnet durch eine modifizierte Vertauschungsrelation zwischen den
Spinoperatoren:

57,97 =297, (5.3)

mit der Notation 0 n
[n] = T -9 (5.4)

“og—q!

Fiir ¢ = 1 erhélt man die herkémmliche Spin-Algebra SU(2). Daher wird diese ver-
allgemeinerte Algebra auch als ¢-deformierte SU(2)-Algebra U,[SU(2)] bezeichnet.
Fiir eine Kette von L Spins schreiben sich die Spinoperatoren dann als
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Wiéhrend die z-Komponente des Spins unverdandert gegeniiber der herkémmlichen
SU(2)-Algebra ist, werden die Umklappoperatoren (5.6) durch zusétzliche Terme
modifiziert, die sie zu nichtlokalen Objekten machen. Das Umklappen eines Spins
an einem Gitterplatz wird nun auch von der Einstellung der Spins an allen anderen
Gitterplétzen beeinfluBt. Mit den Spinoperatoren (5.5) und (5.6) folgt

[H,S] =0, (5.7)

d.h. der Hamilton-Operator besitzt tatséchlich die Symmetrie U,[SU(2)].

Die Motivation dafiir, dieses Modell zu betrachten, lag im wesentlichen in zwei
Dingen begriindet: Zum einen handelt es sich fiir komplexe Werte des Parameters
g bei (5.2) um einen nichthermiteschen Operator, der es ermoglicht, die DMRG
in diesem Fall zu untersuchen. Zum anderen ist das Modell interessant, da es in
kompakter Form eine ganze Reihe von physikalischen Systemen représentiert.

Wéhlt man den Fall des Antiferromagneten (Vorzeichen ,,—* in (5.1)) und be-
schrankt sich auf komplexe ¢ auf dem Einheitskreis in der komplexen Zahlenebene,
so enthélt der Hamilton-Operator (5.2) die Eigenwertspektren zahlreicher Quanten-
spinsysteme. Schreibt man ¢ in der Form

q = exp ( i ) (5.8)

r+1
mit ganzzahligem r, so dal ¢"t!' = —1, so entspricht zum Beispiel der Fall r = 3
dem kritischen transversalen Ising-Modell und » = 5 dem Drei-Zustands-Potts-

Modell [76]. Diese beiden Fille sollen im wesentlichen in diesem Kapitel diskutiert
werden. Auf diese Weise gehort zu jedem r > 2 ein kritisches Quantenspinsystem.
Im Grenzfall » — oo erhélt man wieder die Spin-1/2 Heisenberg-Kette aus Kap. 3.
Fir bestimmte reelle Werte von ¢ ergeben sich Potts-Modelle mit mehr als drei
Zustanden [77], die hier nicht weiter betrachtet werden sollen.
Diese Korrespondenzen beruhen darauf, daf§ die Operatoren e; aus (5.2) eine
sogenannte Temperley-Lieb-Algebra [78] bilden, indem sie die Bedingungen

el = (¢+q e (5.9)
€iCi+1€; = € (5.10)
lei,ej] = 0 fir (j#i+1) (5.11)
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erfiillen. Dasselbe gilt fiir die Terme, die in den Hamilton-Operatoren der ande-
ren, durch die g-symmetrische Kette repriasentierten Modelle auftreten (vgl. Ab-
schnitt 5.3), so dafl die verschiedenen Quantenspinsysteme und die U,[SU(2)]-Kette
nur verschiedene Darstellungen einer Algebra sind.

Wihlt man jedoch das ferromagnetische Vorzeichen, so beschreibt das Modell
ein Nichtgleichgewichts-Problem, ndmlich das Hiipfen von klassischen Teilchen auf
einem Gitter mit Vorzugsrichtung unter Ausschlufl von Doppelbesetzungen [79].
Dieses Problem wird im Abschnitt 6.2 diskutiert.

Man hat hier also ein System, das als Spin-1/2-Kette formuliert ist, gleichzeitig
aber die Eigenwertspektren von Modellen zu liefern vermag, fiir die der Zustands-
raum pro Platz normalerweise mehr als zwei Zustdnde enthélt. Es bietet sich hier
also die Gelegenheit mit einem Hamilton-Operator und damit mit einem einzigen
Computerprogramm eine Vielzahl von Modellen zu untersuchen. Wie in den Ab-
schnitten 5.3.2 und 5.3.3 diskutiert wird, mufl man fiir diesen Vorteil einen Preis
bezahlen, der darin besteht, dal man unter Umsténden nicht die urspriinglichen
Spin-Spin-Korrelationsfunktionen, die man normalerweise in diesen Modellen stu-
diert, berechnen kann. Statt dessen erhélt man verallgemeinerte Korrelationsfunk-
tionen, die der Symmetrie U,[SU(2)] angepafit sind.

Trotz des komplexwertigen Parameters ¢ besitzt der Hamilton-Operator (5.2)
reelle Eigenwerte und kann mit Hilfe des Bethe-Ansatzes behandelt werden [55,56].
Man kann auch die Eigenschaft des Operators als Erzeuger der Temperley-Lieb-
Algebra ausnutzen und eine Darstellung mittels hermitescher Operatoren finden. In
einer solchen hermiteschen Darstellung wurden bereits DMRG-Rechnungen durch-
gefithrt [80]. Auf diese Weise lassen sich jedoch nicht die Eigenzustinde und damit
die Korrelationsfunktionen bestimmen. Da es sich aber hier um kritische Syste-
me handelt, ist gerade die Berechnung der Exponenten des algebraischen Abfalls
der Korrelationsfunktionen ein interessanter Aspekt und soll mit Hilfe der DMRG
durchgefiihrt werden.

Wie im Abschnitt 4.2 dargestellt, benotigt man zur Berechnung von Erwar-
tungswerten sowohl den linken als auch den rechten Eigenvektor von H. Da der
Hamilton-Operator (5.2) komplex-symmetrisch ist, ist der linke Eigenvektor einfach
transponiert zum rechten Eigenvektor. Auf diese Weise lassen sich in diesem Modell
allein aus der Kenntnis des rechten Eigenvektors von H beliebige Erwartungswerte
im Grundzustand berechnen.

5.2 DMRG-Prozedur und Grundzustandsenergien

Um die Grundzustandsenergien und im néchsten Abschnitt die Korrelationsfunk-
tionen zu berechnen, verwenden wir die Methode unbeschréankt grofler Systeme fiir
nichthermitesche Hamilton-Operatoren, wie sie im Abschnitt 4.2 dargestellt worden
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ist.

Wie bei der isotropen Heisenberg-Kette 1483t sich auch hier ausnutzen, daf3 der
Grundzustand in einem Unterraum zu S7,, = 0 des Hilbert-Raumes liegt. Das redu-
ziert die Dimension der zu behandelnden Hamilton-Matrix erheblich und verbessert
so die Genauigkeit des Verfahrens.

Einen ersten Anhaltspunkt fiir die Effizienz der DMRG-Methode bekommt man,
wenn man auch hier zuerst einen Blick auf das Eigenwertspektrum der Dichtematrix
wirft. In Abb. 5.1 ist das Spektrum der Dichtematrix o, fiir eine Kette von 30 Platzen
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Abbildung 5.1: Eigenwertspektrum der Dichtematrix g, fiir verschiedene Werte des
Parameters r» und eine Kettenléinge von 30 Plétzen, berechnet mit 64 Zustanden.

dargestellt.! Da r in gewisser Weise die Nichthermitizitit des Hamilton-Operators
miflt, ist es interessant zu sehen, dafl das Spektrum von p; deutlich mit r variiert.
Der ungiinstigste Fall liegt fiir » = 3 vor, wo das Spektrum merklich {iber den
anderen liegt. Erhoht man den Wert von r, so senkt sich das Spektrum allm&hlich
ab. (Der Ubersichtlichkeit halber sind nur Spektren fiir den Ising-Fall und den Potts-
Fall dargestellt.) Im Grenzfall r — oo erhélt man exakt das Spektrum der isotropen
Heisenberg-Kette, wie es im Abschnitt 3.2 diskutiert wurde. Auf diese Weise besitzt
man schon an dieser Stelle einen Test fiir die Genauigkeit der numerischen Methode
im Grenzfall grofier r.

L Aufgrund der Symmetrie des Operators (5.2) sind die Eigenwerte von g, und g, gleich.
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Obwohl die Spektren in Abb. 5.1 fiir endliche 7 immer noch einen exponentiellen
Abfall zeigen, liegen sie doch um etwa zwei bis drei Grélenordnungen oberhalb des
Spektrums der gewohnlichen Heisenberg-Kette. Man mufl deshalb feststellen, dafl
die g-symmetrische Kette schon aus diesem Grund numerisch weniger vorteilhaft ist,
daB also eine groflere Anzahl von Eigenzustdnden der Dichtematrix beriicksichtigt
werden muf3.

Dariiber hinaus bereitet die g-symmetrische Kette auch technische Probleme.
Da bis auf die Dichtematrizen fast alle Matrizen komplexe Eintrédge besitzen, ist es
erforderlich mit komplexen Variablen zu rechnen. Das fiihrt neben einem ungeféihr
doppelt so grolen Speicherbedarf auch zu einer Erhohung des Bedarfs an Rechenzeit
um einen Faktor von etwa 1.7 bis 2. Da aber fast die gesamte Rechenzeit auf die
Diagonalisierung des Hamilton-Operators entfillt, stellt gerade dieser Punkt eine
entscheidende Beschriankung dar.
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Abbildung 5.2: Grundzustandsenergien pro Platz fiir r = 3 und r = 5 als Funktion
der Zahl der beriicksichtigten Zustdnde m fiir eine Kette von 50 Platzen.

Wie bereits bei den Rechnungen im Kap. 3 verwenden wir zum Auffinden des
Grundzustandes auch hier eine Vektoriteration in Verbindung mit der Lanczos-
Methode zur Konstruktion des Startvektors. Das Lanczos-Verfahren ist allerdings
fiir nichthermitesche Matrizen im allgemeinen nicht numerisch stabil. Da aber der
rechte und der linke Eigenvektor von H transponiert zueinander sind, kann man das
Lanczos-Verfahren wie bei einer reellen symmetrischen Matrix anwenden, allerdings
mufl man dann zur Normierung das Skalarprodukt u’v zwischen zwei komplexen
Vektoren u und v verwenden, das nicht positiv definit ist. Diese Tatsache ist in den
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Rechnungen zu beachten. Da sich aber das modifizierte Skalarprodukt nicht wesent-
lich auf den Verlauf der Rechnungen ausgewirkt hat, war diese Losung gegeniiber der
Programmierung eines wohl definierten Algorithmus fiir nichthermitesche Matrizen
(z.B. des Arnoldi-Verfahrens) mit dem wenigsten technischen Aufwand verbunden,
da die Routinen bereits aus den Rechnungen zum herkémmlichen Heisenberg-Modell
zur Verfiigung standen.

Um einen Eindruck von der Konvergenz des Verfahrens zu bekommen, haben wir
die Grundzustandsenergie pro Gitterplatz fiir verschiedene Werte von r als Funk-
tion der Zahl der beriicksichtigten Zustdnde m der Dichtematrix berechnet. Abbil-
dung 5.2 zeigt den Verlauf der Energie fiir die beiden interessanten Fille r = 3 und
r = 5. Wie schon bei den Rechnungen zur nichthermiteschen XX-Kette in Kapi-
tel 4 ist auch hier die Grundzustandsnergie keine monotone Funktion von m, was
bedeutet, dafl die DMRG auch hier keine obere Schranke fiir den exakten Eigenwert
liefert.

Abbildung 5.3 zeigt die Grundzustandsenergie pro Spin fiir Systeme mit ver-
schiedenen Werten von r als Funktion der inversen Kettenlédnge 1/L. Fiir alle end-
lichen Werte von r wurden die Rechnungen mit 128 Zustédnden der Dichtematrix
ausgefiihrt. Diese Zahl erwies sich als ausreichend, um den Trunkierungsfehler fiir
die groBten hier dargestellten Systeme (etwa 100 Pliitze) kleiner als 1071 zu halten.
Fiir den Grenzfall » = oo geniigten 64 Zustédnde. Durch den Vergleich mit exakten
Werten fiir kurze Ketten hat sich gezeigt, dafl auch hier der Trunkierungsfehler und
der reale Fehler in der Grundzustandsenergie von der gleichen Gréflenordnung sind.

Die Symbole in Abb. 5.3 kennzeichnen Datenpunkte aus den Rechnungen von
Sierra et al. [80], in denen mit einer hermiteschen Darstellung des Hamilton-
Operators (5.2) und 160 Zustdnden der Dichtematrix gearbeitet wurde. Die von
uns erhaltenen Energien stimmen mit diesen Werten auf bis zu neun Dezimalstellen
iiberein.

Wie bei der gewohnlichen Heisenberg-Kette (vgl. Abschnitt 3.2) hat auch hier
die Grundzustandsenergie allgemein die Form

E B C
E=— =€+ —

7 T = T3 (5.12)

die sich aus einem nicht universellen Anteil, ., + B/L, und einem universellen
Anteil, C/L?, zusammensetzt. Man erkennt in Abb. 5.3 sowohl den linearen Verlauf
fiir grofle Kettenlédngen als auch die Kriimmung bei kleineren Werten von L.
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Abbildung 5.3: Grundzustandsenergien pro Platz fiir verschiedene Werte von r,
berechnet mit 128 Zusténden (fiir r = oo mit 64 Zusténden). Die Symbole markieren
Ergebnisse aus [80].

5.3 Korrelationsfunktionen und kritische Expo-
nenten

5.3.1 Die g-Operatoren

Normalerweise sind die Spin-Spin-Korrelationsfunktionen in einer Quantenspinkette
am kritischen Punkt die interessanten Grofien. Fiir das g-symmetrische Heisenberg-
Modell sind die herkémmlichen Zwei-Punkt-Spinoperatoren

1
gim = _éalam (513)

(mit den Pauli-Matrizen o; = (07,07,07)), die zur Berechnung von Korrelations-
funktionen herangezogen werden, aber keine Invarianten der Symmetrie U,[SU(2)]
mehr. Man benétigt statt dessen g-symmetrische Verallgemeinerungen dieses Ska-
larprodukts [81]. Ausgehend von der Darstellung mittels Spinmatrizen erhélt man
sehr komplizierte Ausdriicke, die in einer praktischen Rechnung wenig niitzlich sind.
Diese verallgemeinerten g-Operatoren sind nichtlokale Objekte, die Strings von Spin-

operatoren enthalten.
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Nutzt man die Eigenschaften der Temperley-Lieb-Algebra, so lassen sich die g-
Operatoren in einfacher Weise allein aus den e; aufbauen. Man erhalt [81]

1
+ _ +
Jim = Cm — q_i_q,l (514)
mit
bE o= ¢t —es (5.16)

Dariiber hinaus lassen sie sich in jede beliebige Darstellung der zugrundeliegen-
den Algebra iibersetzen. In den Féllen » = 3 und » = 5 sind solche alternativen
Darstellungen durch das kritische transversale Ising-Modell und das Drei-Zustands-
Potts-Modell mit L/2 Gitterpldtzen und offenen Randbedingungen gegeben. In die-
sen Féllen gilt

(G) = (Gim) (5.17)

so da} im folgenden der hochgestellte Index weggelassen werden kann. Auflerdem
sind die Erwartungswerte der g-Operatoren reell [82,83].

5.3.2 Der Ising-Fall

Fiir den Spezialfall » = 3 gibt es eine Darstellung mit Hilfe der Pauli-Matrizen in
der Form [81]

€2 = (1 + Ufafﬂ) (5.18)

(14+07). (5.19)

€2i—1 =

S-Sl

Daraus ergibt sich nach (5.1)

1 (L2 L/2 1
H = NG Y oioia+ Y of |~ R (5.20)
=1 =1

Das ist der Hamilton-Operator einer Ising-Kette mit L/2 Gitterpldtzen in einem
transversalen Feld. Dieser Operator einer eindimensionalen Quantenspinkette ist mit
der Transfermatrix des zweidimensionalen klassischen Ising-Modells verkniipft [8].
Durch eine Jordan-Wigner-Transformation (siche Anh. B) kann man von den
Spinoperatoren of*, a = x, z zu Operatoren d; und d;r iibergehen, die die fermion-
ischen Vertauschungsrelationen erfiillen. Die g-Operatoren (5.14) schreiben sich dann
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als Produkte aus diesen fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren,
und man erhélt zum Beispiel

(goiam) = —%(—1)”’“ ((df + ) (df - d)) (5.21)
(G2iok—1) = —i(—l)i% <(d,T — d,-) (dz + dk)> ) (5.22)

V2

Rechnet man die Korrelationsfunktionen explizit aus [64], so ergibt sich

(g2526) = (92j-12k—1) = 0 (5.23)

und

9y/2 b2t om+1 om + 1 1
(Gojon—1) = v2 > sin(ﬂLn+ j)cos <7r n (k—§>> (5.24)

L+l = +1 L+1
: 2 e ( 2n+1k) ( 2n+1<4 1>) (5.25)
G2j-12k) = L+1 2 sin 7TL+1 cos WL+1 j 5))

Diese beiden Funktionen zeigen unterschiedliches Verhalten an den Réndern der
Kette. Wéhrend (5.21) endlich bleibt, verschwindet (5.22) dort. Da es sich um ein
kritisches System handelt, zeigen die Korrelationsfunktionen bei fester Kettenlénge
einen algebraischen Abfall mit dem Abstand der beiden Gitterplitze. Sei g der Wert
der Korrelationsfunktion im Kontinuums-Grenzfall und R, Rg der Abstand im In-
nern bzw. vom Rand der Kette,

1 L/2 L

so gilt im Innern (Vergleiche dazu auch die Diskussion im Abschnitt 3.3.)

g~ R (5.26)
und in der Nahe des Randes -
g~ R“‘;SH , (5.27)

wobei z und x, die kritischen Exponenten im Volumen bzw. an der Oberflache sind.
Geht man in den analytischen Resultaten (5.24) und (5.25) zur Kontinuumsbe-
schreibung iiber, so kann man die kritischen Exponenten bestimmen. Man bekommt
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Abbildung 5.4: Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion einer Kette von 100 Platzen
fir r = 3 (Ising-Fall) als Funktion des Abstandes vom Rand, berechnet mit 200
Zustanden. Die Symbole kennzeichnen exakte Resultate nach (5.25).

x = 1/2 fur beide Funktionen, sowie x4 = 1/2 und x, = 3/2 fiir die Funktion (5.21)
bzw. (5.22).

Wir haben nun aufwendige DMRG-Rechnungen (m = 200) fiir Systeme von
maximal 100 Platzen durchgefiihrt und Korrelationsprofile der Art (g; . /2> mit
i=1,...,L/2 —1 berechnet [32], um aus dem Verhalten dieses Profils in der Néhe
der Oberfliche bzw. im Innern der Kette die beiden kritischen Exponenten zu be-
stimmen.? Abbildung 5.4 zeigt ein typisches Profil fiir eine Kette von 100 Plitzen als
Funktion des Abstandes ¢ vom Rand der Kette zusammen mit den exakten Werten.
In Ubereinstimmung mit (5.23) sollte an jedem zweiten Platz die Korrelationsfunk-
tion verschwinden. Vergleicht man mit den exakten Werten, so sieht man, dafl der
Fehler in den Korrelationen am Rand der Kette von der Gréflenordnung 1073 und

2Um in vertretbarer Zeit Resultate zu erhalten, konnten wir maximal 200 Zusténde der Dichte-
matrix beriicksichtigen. Das bedeutete, daf eine vollstéindige Rechnung zu einem festen Wert von
r mehrere Wochen an CPU-Zeit auf modernen DEC-Alpha Workstations bendétigte. Der Speicher-
bedarf fiir die zahlreichen Matrizen belief sich dabei auf 250-300 Megabyte Hauptspeicher und
zeitweilig bis zu 500 Megabyte Festplatten-Speicher.
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Abbildung 5.5: Doppelt logarithmische Darstellung der zwei Korrelationsfunk-
tionen zweier unterschiedlich langer Ketten fiir » = 3 (Ising-Fall) als Funktion des
Abstandes vom Rand, berechnet mit 200 Zustdnden. Die Kurven kennzeichnen ex-
akte Resultate nach (5.24) und (5.25).

im Innern 10~* ist. Obwohl der Trunkierungsfehler wie in den Rechnungen zum
herkémmlichen Heisenberg-Modell von der Gréfienordnung 107 bis 10717 ist, ist
der wirkliche Fehler in den Korrelationsfunktionen erheblich gréfler als im hermi-
teschen Fall. Noch besser sieht man die Giite der numerischen Ergebnisse in einer
doppelt logarithmischen Darstellung wie in Abb. 5.5. Dort sind die Maxima des Pro-
fils fiir zwei verschiedene Kettenlingen zusammen mit exakten Werten dargestellt.
An den Kurven, die den analytischen Resultaten entsprechen, erkennt man genau
das unterschiedliche Verhalten der beiden Korrelationsfunktionen (5.21) und (5.22)
in der Ndhe der Oberflache. Die numerischen Werte jedoch weichen am Rand so
stark ab, dafl eine Bestimmung des kritischen Exponenten der Oberfliche aus dieser
Darstellung nicht moglich ist.

Da im Laufe der DMRG-Prozedur die Gréflen in der Ndhe des Randes der Kette
mehr Trunkierungsschritte durchlaufen haben, als die Gréflen im Volumen, sollten
die Resultate im Innern der Kette besser sein. Abbildung 5.6 zeigt die numerischen
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Abbildung 5.6: Wie Abb. 5.5 jedoch als Funktion des Abstandes von der Mitte
(R=L/2—1).

und die analytischen Resultate fiir die beiden Korrelationsfunktionen in Abhéngig-
keit vom Abstand von der Mitte der Kette. Diesmal ist die Ubereinstimmung besser,
ein linearer Fit an die numerischen Daten ergibt jedoch einen Volumenexponenten,
der immer noch um etwa 5% vom exakten Wert 1/2 abweicht. Um die Genauig-
keit weiter zu verbessern, kann man die Skaleninvarianz der Korrelationsfunktion
ausnutzen und eine Finite-Size-Scaling-Analyse durchfiithren. Da sich das System
am kritischen Punkt befindet, ist die einzige typische Lingenskala die Systemgrofie.
Wir schreiben darum in Ubereinstimmung mit (5.26) die Korrelationsfunktion g im
Kontinuums-Grenzfall in der Form

1 R
ﬂRLy_RhF<L> (5.28)
mit einer unbekannten Skalenfunktion F' mit der Eigenschaft F(R/L) — const fiir
R/L — 0. Den Exponenten bestimmt man nun, indem man Ergebnisse zu verschie-
denen Systemgrofien zusammenfaft und = so lange variiert, bis die Daten in einer
Darstellung (g; /o) R* gegen R/L so gut wie moglich auf einer Kurve zusammenfal-
len. Ein solcher Skalenplot ist in Abb. 5.7 fiir vier verschiedene Systemléngen darge-
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Abbildung 5.7: Skalenverhalten der Maxima der Rand-Volumen-Korrelationsfunk-
tion (g;r/2) fiir r = 3 (Ising-Fall) im Innern der Kette (R = L/2 — 7). Dargestellt
sind Daten fiir vier verschiedene Systemgrofien, L = 50, 54, 58 und 90, der Funktion
(5.22).

stellt. In der Mitte der Kette ist die Skalenform (5.28) sehr gut erfiillt. In [83] wurde
der Ising-Fall des ¢-symmetrischen Heisenberg-Modells fiir Kettenldngen bis zu 40
Spins durch exakte Diagonalisierung behandelt. Dabei konnten das oben beschrie-
bene Skalenverhalten und der exakt bekannte Volumenexponent 1/2 reproduziert
werden. Unsere Resultate stimmen mit den in [83] gefundenen sehr gut tiberein. Die
Abweichungen unserer Ergebnisse am Rand erkldaren sich aus den grofien Fehlern,
mit denen die Daten fiir groflere Werte von R behaftet sind.

Der aus dieser Darstellung ermittelte Exponent weicht nur noch um etwa 2%
vom exakten Wert ab. Fiir den Volumenexponenten kann man die Resultate noch
verbessern, indem man die Daten zu festen Werten von R sammelt und als Funktion
von 1/L nach L — oo extrapoliert. Durch einen Fit an die so erhaltenen Werte im
thermodynamischen Grenzfall bekommt man x = 0.502 fiir die Funktion (5.21) und
x = 0.499 fir (5.22).

Fiir die Bestimmung des Oberflichenexponenten verwendet man eine andere
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Abbildung 5.8: Wie Abb. 5.7 jedoch am Rand der Kette (Rg = ).

Skalenform geméf (5.27). Mit R ~ L/2 schreibt man

R2g(R,, L) — (iS)me (i) (5.29)

mit einer anderen Skalenfunktion G mit der Eigenschaft G(Rs/L) — const fur
R;/L — 0. Verwendet man den Volumenexponenten, der oben bestimmt wurde,
dann kann man nun z, so lange variieren, bis das Skalenverhalten (5.29) erfiillt ist.
Ein entsprechender Skalenplot ist in Abb. 5.8 dargestellt. Da die Daten in der Ndhe
der Oberfldche aber mit sehr groflen Fehlern behaftet sind, fiihrt diese Methode auf
keine sehr genauen Werte fiir den Exponenten. Wir erhalten x, = 1.58 (exakt 3/2)
fir die Funktion (5.21) und zs = 0.56 (exakt 1/2) fiir (5.22).

Fiir den Ising-Fall lassen sich auch die herkémmlichen Spin-Spin-Korrelations-
funktionen (ofo?, ) iiber die Operatoren e; gewinnen, indem man die Darstellung

i itg
(5.18) und die Eigenschaft (¢%)> = 1 benutzt. Man bekommt dann

(0f0i1) = <<\/§62i_1)> (5.30)
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(o7ots) = ((V2esi —1) (V2en1n — 1)) (5.31)
i+j—1
ioty) = (11 (V2en—1)). (5.32)

Fiir diese Korrelationen sind die kritischen Exponenten bekannt [84]. Der exakte

Wert lautet
:1 1:§206125 (5.33)
T+ T 3 + 5 3 , . .
Mit Hilfe der DMRG ergab sich bei einer einfachen Rechnung mit 64 Zusténden der
Dichtematrix

x+ x5~ 0,605. (5.34)

5.3.3 Der Potts-Fall

Fiir den Spezialfall » = 5 kann man ebenfalls eine alternative Darstellung der Grofien
(5.2) finden [81]:

1
ey = ﬁ(wrirgﬁrjriﬂ) (5.35)
1
€1 = %(14—7}"‘7{[), (536)
mit
10 0 00 1
r=| 0w 0|, T=[100]. (5.37)
00 w? 010

Nach Summation geméf (5.1) ergibt sich daraus der Hamilton-Operator eines Potts-
Modells mit drei Zustéanden und L/2 Gitterplidtzen

LR L/2 L1
H=—— O+ T )+ Y (n+4) | - 5= 5.38
ﬁ(;( B R S{CRE)) IR - CE
Der Ausdruck unter der ersten Summe entspricht der Spin-Spin-Wechselwirkung,
der unter der zweiten dem transversalen Feld im Ising-Modell (vgl. (5.20)).

Man kann nun analog zur Jordan-Wigner-Transformation beim Ising-Modell die
Operatoren

II; = (ﬁ n) I; und Q; =TI (H ﬁ) (5.39)
=1 =1
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einfiihren [85]. Dies entspricht dem Ubergang von den Pauli-Matrizen zu den
Fermi-Operatoren beim Heisenberg- oder Ising-Modell. Allerdings erfiillen die II;
und @; kompliziertere Vertauschungsrelationen und werden als parafermionische
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren bezeichnet. Auf diese Weise werden aus
den g-Operatoren (5.14) parafermionische Zwei-Punkt-Operatoren

92i2k = %(inQHwQQkQI) (5.40)
92i2k-1 = g(Qin+H2QZ) (5.41)
G2i-12k = %(HiQk‘i‘QLH}L) (5.42)
1
Goi12k1 = —3<wHiHL+w2HkHZ). (5.43)
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Abbildung 5.9: Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion einer Kette von 82 Plétzen fiir
r = 5 (Potts-Fall) als Funktion des Abstandes vom Rand, berechnet mit 200
Zusténden.

Im Gegensatz zum Ising-Fall (r = 3) lassen sich nun nicht die herkémmlichen
Spin-Spin-Korrelationsfunktionen gewinnen, da die Matrizen I' und 7 nicht mehr
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so einfache Eigenschaften wie die Pauli-Matrizen besitzen. Auch Profile des Ord-
nungsparameters, wie sie durch eine direkte DMRG-Rechnung fiir das Potts-Modell
bestimmt wurden [86], konnen nicht erhalten werden. Allerdings sind auch die pa-
rafermionischen Korrelationen, die man aus (5.40) bis (5.43) berechnen kann, von
Interesse. Man kann sie namlich als Korrelationsfunktionen von Operatoren ansehen,
die Spinoreigenschaften haben und die in der Literatur bereits diskutiert wurden [87].

Abbildung 5.9 zeigt ein typisches Profil der Korrelationsfunktion im Potts-Fall.
Man sieht, dafl nun auch die Funktionen (g;ox) und (go;_12x—1) von null verschieden
sind und so vier Funktionen mit unterschiedlichen Exponenten behandelt werden
miissen. Als einen Genauigkeitstest kann man mit exakten Ergebnissen fiir eine
kurze Kette von 24 Plitzen vergleichen [82]. Man findet dann Abweichungen kleiner
als 107° fiir alle Plitze 1.

U

10

10

<gi L/2>

10

1 10 10C

Abbildung 5.10: Doppelt logarithmische Darstellung der Maxima der Zwei-Punkt-
Korrelationsfunktionen zweier unterschiedlich langer Ketten fiir » = 5 (Potts-Fall)
als Funktion des Abstandes vom Rand, berechnet mit 200 Zustédnden.

Um die kritischen Exponenten zu finden, kann man genauso vorgehen wie im
Ising-Fall. Die Abb. 5.10 und 5.11 zeigen als Beispiel die Maxima der Korrelations-
funktionen jeweils als Funktion des Abstandes vom Rand der Kette bzw. von der
Mitte. Man sieht deutlich das unterschiedliche Verhalten der Funktionen in der Néhe
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Abbildung 5.11: Wie Abb. 5.10 jedoch als Funktion des Abstandes von der Mitte
(R=1L/2—1).

der Oberfliche. Wie im Ising-Fall hat man eine Funktion, die an der Oberfliche
verschwindet, und eine, die einen endlichen Wert annimmt. Dariiber hinaus ist zu
erkennen, dafl die Funktionen auch ndher am Rand der Kette ihren algebraischen
Abfall beibehalten. Das ist in Ubereinstimmung mit dem Dichtematrixspektrum aus
Abb. 5.1, nach dem der Fall r = 5 besser fiir die DMRG-Methode geeignet sein sollte
als der Fall r = 3.

Verwendet man nun die Skalenformen (5.28) und (5.29), dann kann man durch
eine Skalenanalyse die kritischen Exponenten bestimmen. In [83] konnten fiir r = 5
nur Ketten mit maximal 28 Spins behandelt werden. Da fiir diese kurzen Ketten der
EinfluBl der endlichen Kettenldnge zu grof§ ist, konnte dort das Skalenverhalten der
Korrelationsfunktionen nicht bestétigt werden. Die Abb. 5.12 und 5.13, in denen die
Resultate unserer DMRG-Rechnung dargestellt sind, beweisen, daf§ das Skalenver-
halten der Korrelationsfunktionen tatséchlich sehr gut erfiillt ist. Die Daten fallen
mit hoher Genauigkeit auf einer Kurve zusammen. Nach den Erfahrungen mit dem
Ising-Fall r = 3 sollten sich die Werte fiir die Volumenexponenten noch verbessern,
wenn man die Daten zu unendlichen Systemgréfien hin extrapoliert und dann aus
einem Fit die Exponenten bestimmt. Man erhélt schliefllich die folgenden Werte:
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Abbildung 5.12: Skalenverhalten der Maxima der Rand-Volumen-Korrelationsfun-

ktion (g; o) fiir r = 5 (Potts-Fall) im Innern der Kette (R = L/2 — i). Dargestellt
sind Daten fiir fiinf verschiedene Systemgréfien, L = 66, 70, 74, 78 und 82.

| N
(g2i2k) 0.397
(92i 2k—1> 0.520
(
(

G2i—12k) 0.508
92i—1 2k;—1> 0.409

Die numerischen Daten legen vier verschiedene Exponenten fiir die verschiede-
nen Funktionen (5.40) bis (5.43) nahe. Die Interpretation dieses Resultats macht
allerdings einige Schwierigkeiten. Nach der Theorie der konformen Invarianz ergibt
sich der kritische Volumenexponent immer als Kombination x = A + A, wobei A
und A, die sogenannten konformen Dimensionen, aus der Kac-Tabelle entnommen
werden konnen [8]. Fiir r = 5 enthélt die Kac-Tabelle zehn verschiedene konforme
Dimensionen, von denen einige Exponenten liefern, die in der Ndhe der numeri-
schen Werte liegen. Fixiert man jedoch den Spin s der untersuchten Operatoren, so
sind nicht mehr alle Kombinationen konformer Dimensionen méglich. Zum Beispiel
bleiben fiir einfache Spinwerte nur x = 11/20(s = 1/2), x = 7/15(s = 1/3) und
xr = 2/3(s = 2/3) iibrig. Aus der Form der parafermionischen Operatoren (5.39)
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Abbildung 5.13: Wie Abb. 5.12 jedoch am Rand der Kette (Rgs = i).

148t sich ableiten, daB sie einen Spin s = 1/3 besitzen [87]. Darum wiirde man nur
einen Exponenten z = 0.467 fiir alle vier Korrelationsfunktionen erwarten. Die nu-
merischen Werte weichen jedoch um etwa 10% von diesem Wert ab. (Eine dhnliche
Situation findet man fiir r = 4, was dem trikritischen Ising-Modell entspricht.)

Der Grund fiir diese Abweichungen ist nicht klar. Aus den Spektren der Dich-
tematrix und auch aus den Resultaten der Finite-Size-Scaling-Analyse wiirde man
fiir den Potts-Fall eine hohere Genauigkeit der Resultate erwarten. Sollten die nu-
merischen Werte jedoch tatséchlich zu ungenau sein, so liefe sich das durch die
Anwendung des Finite-Size-Algorithmus der DMRG iiberpriifen. Eine solche Rech-
nung ist aber bisher noch nicht durchgefiihrt worden.

Die Oberflichenexponenten sind, wie bereits im Ising-Fall diskutiert wurde, unge-
nauer als die Volumenexponenten und werden daher hier nur mit zwei Dezimalstellen
angegeben. Man erhéalt

| E
<ggi2k> 081
<92i 2k—1> 1.05
<g2z'—1 2k> 0.63
<g2¢71 2k71> 0.55
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5.3.4 Abschlielende Bemerkungen

Neben den beiden interessantesten Féllen » = 3 und » = 5 haben wir auch die
Korrelationsfunktionen und die dazugehorigen kritischen Volumenexponenten fiir
einige andere Werte des Parameters r berechnet. In der folgenden Tabelle sind alle
Volumenexponenten noch einmal zusammengestellt.

-

(925 2k) | (92 20—-1) | (G2j—12k) [{92j—12k—1)

- 0.499 0.502 -
0.386 | 0.521 0.513 0.406
0.397 | 0.520 0.508 0.409
0.392 | 0.516 0.502 0.417
0.412 | 0.499 0.484 0.422

| O O =] W

Die numerischen Daten fiir die Korrelationsfunktionen befinden sich im Anhang A 4.
Die kritischen Exponenten ndhern sich mit wachsendem r dem Wert fiir die isotrope
Heisenberg-Kette, x = 1/2. Wihrend jedoch die Exponenten fiir die Funktionen
(g2i2k—1) und (go;—12x) fast immer iiber den Heisenberg-Werten liegen, néhern sie
sich fiir die beiden anderen Funktionen von unten dem Grenzwert. Die genauen
Werte im Grenzfall ¢ = 1 (r — oo) sind wegen der logarithmischen Korrekturen,
die in diesem Fall auftreten (sieche Abschnitt 3.3), nicht so leicht zu erhalten. Die
Daten der Korrelationsfunktionen selbst stimmen fiir ¢ = 1 mit Rechnungen an der
gewoOhnlichen Heisenberg-Kette iiberein.



