2. QCD auf dem Gitter

In der Pfadintegralformulierung der QCD besteht deren Wirkung aus einem
rein von den Eichfeldern abhéngigen Teil S, und dem fermionischen Part S;:

1 _
Sacp = -1 /d4:c F"F,, + /d% Y [iv" D, — mg] b = Sg + St (2.1)

In dieser Gleichung ist F), = d,A, — 0, A, + igo[A,, A, der Feldstarketen-
sor und D, = 8, + igoA, die kovariante Ableitung. In der QCD gehéren die
Eichfelder A, zur Lie-Algebra der SU(3) Eichgruppe. Bei den fermionischen
Feldern 7 und ¢ handelt es sich um Dirac-Spinoren, deren Komponenten
vollstdndig anti-kommutierende Grassmann-Variablen sind. gy und mg be-
zeichnen die Eichfeldkopplung und einen Massenparameter, wobei der Index
deutlich machen soll, dass es sich um nackte Parameter handelt.

Fiir eine numerische Behandlung des Pfadintegrals ist es sinnvoll, statt der
urspriinglichen Wirkung im Minkowski-Raum Sqcp eine durch Wick-Rotation

euklidisierte Wirkung Sé?EC)D zu betrachten. Dies bedeutet, dass 2° durch ixy

und im Pfadintegral der Term exp[iSgcp] durch exp[—SéEgD] ersetzt wird.

Damit haben wir dort statt eines oszillierenden Terms einen positiven, expo-
nentiell ddmpfenden stehen. Ab hier werden wir ausschliellich im Euklidischen
arbeiten und daher auf eine spezielle Kennzeichnung verzichten.

In diesem Kapitel soll diskutiert werden, wie die euklidisierte Wirkung der
QCD diskretisiert und damit auf das Gitter gebracht werden kann.

2.1. Einfiihrung des Gitters

In der vorliegenden Arbeit werden ausschlieflich isotrope Gitter betrachtet.
Der mit a bezeichnete Gitterabstand ist somit sowohl in allen Raumrichtungen
als auch in der Zeitrichtung gleich. Die Gitterpunkte kénnen nun durch einen
diskreten Index x = (z1, x9, 3, 24) gekennzeichnet werden. Das Gitter werden
wir in seiner rdumlichen Ausdehnung L in allen Richtungen gleich, in seiner
zeitlichen Ausdehnung 7" jedoch grofier (meist doppelt so grofi wie in der
rdumlichen) wéhlen, so dass 0 < z; < L und 0 < x4 < T gilt. Das Volumen
werden wir mit V bezeichnen, wobei V = L3 T ist.
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2. QCD auf dem Gitter

Um die Kontinuumstheorie auf das Gitter zu bringen, werden wir Inte-
gration und partielle Differentiation bis zur zweiten Ordnung auf dem Gitter
durch folgende Operationen ersetzen:

Afo = [fx—i-/l - fx]

1
Abfm = % [fx - fm—ﬂ]
Df(ZE) - AbAf fa: = %Z [fac—f—/l - 2fﬂc + fac—ﬂ]

nw
/d% — a4z

Dimensionsbehaftete Grofen miissen in der Gitterformulierung durch dimen-
sionslose ersetzt werden. Dies wird dadurch realisiert, dass diese Groflen mit
entsprechenden Potenzen des Gitterabstandes a multipliziert werden. So ist

@ﬂ@-ﬁ{

mog — amy

P(x) — a*P,

zu ersetzen.

2.2. Eichfeldwirkung

Um die Eichfelder auf dem Gitter zu definieren, ist es zweckméfBig, den (di-
mensionslosen) Paralleltransporter

Ulyr,y2) = P 190 i drn (@) (2.2)

zu verwenden, wobei P der Pfadordnungsoperator ist. Auf dem Gitter defi-
nieren wir nun

Upp =Ulx, 2+ aft) =1+ aA, + O(a?), (2.3)

wobei U, _,, = U, f ., und fi der Einheitsvektor in der p-Richtung ist.

Uz, 1st ein Element der Eichgruppe und kann mit dem Integrationspfad
und somit den Verbindungslinien zwischen zwei unmittelbar benachbarten
Gitterpunkten, die wir ,,links“ nennen, assoziiert werden. Wir werden im Fol-
genden statt von Paralleltransportern auf dem Gitter kurz von den Eichfeldern
sprechen, wenn U, , gemeint ist.

Bei einer lokalen Eichtransformation A, € SU(3) transformiert U, , wie
folgt:

Unjo — NoUs Al (2.4)

T+
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2.2.  FEichfeldwirkung

Daraus folgt unmittelbar, dass das geordnete Produkt der Eichfelder entlang
eines geschlossenen Pfades eichinvariant ist. Auf dem Gitter fithrt der kiirzeste
geschlossene Pfad um eine Plaquette, wie sie in Abbildung 2.1 dargestellt ist.
Das Produkt der Felder entlang dieses Pfads, kurz Plaquettewert genannt, ist
dann

Ul = U Uiy UL U (2.5)

x, v c+o,u T,V

4D, n

U;,u UE'H%"

Us

Abbildung 2.1.: Graphische Darstellung des geordneten Produkts der
FEichfelder um eine Plaquette.

Man kann nun zeigen, dass

LN [ 08+ 050)] = [ S X R 06 (20

r  pu<v T v

ist, wobei [}, ,, die diskretisierte Version des Feldstérketensors

1 .
Fm,m/ = E ((Am_‘_ﬂ’y — Am,y) — (Am+ﬂ,u — Am,,u)) + lg(][AI i A ] (27)
— Fu(2)+0(a)
ist. Im Kontinuumslimes geht somit F, ,, — F),,(z) {iber, so dass wir die Spur
der linken Seite von Gleichung (2.6) als diskretisierte Version der Eichfeldwir-
kung S, identifizieren kénnen. Diese Wirkung wurde in dieser Form erstmals

von Wilson [8] formuliert.
Fiir SU(N) als Eichgruppe lésst sich diese Wirkung auch in folgender Form

schreiben
S, —ﬁZZ{l——RetrUD( ), (2.8)

T pu<v

wobei 3 = 2N/g2 ist.
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2. QCD auf dem Gitter

2.3. Fermionen auf dem Gitter

Fermionen auf das Gitter zu bringen, erweist sich als wesentlich komplizierter.
Zuerst miissen wir die kovariante Ableitung D,, eichinvariant auf dem Gitter
definieren. Wegen des kleineren Diskretisierungsfehlers ist es sinnvoll, und da-
mit die Theorie renormierbar bleibt auch notwendig (siehe [12]), den symme-
trisierten Ableitungsoperator %(A/ﬂ + AE) zu verwenden. Unter einer lokalen
Eichtransformation geht ¢, — A1, tiber. Zusammen mit Gleichung (2.4)
ergibt sich damit sofort, dass folgende Definition von D, auf dem Gitter ei-
chinvariant ist

1 1
§(A£L + Az)% = % UI,/L¢I+[JI - Ul—ﬁ#wxfﬂ] = Du¢($) + O(a2) (29)
und lediglich um Terme O(a?) vom Kontinuumswert abweicht.

Es ist nun naheliegend, die fermionische Wirkung auf dem Gitter wie folgt
zu definieren

S¢ = a Z¢ [ Af+Ab)+m0] _a32¢ Mo, (2.10)

wobei M., als Fermionmatriz bezeichnet wird. Diese Formulierung der Fer-
mionen auf dem Gitter wird iiblicherweise als ,,naiv“ apostrophiert. Die Wir-
kung scheint nur um Terme, die proportional a? verschwinden, von der Kon-
tinuumswirkung abzuweichen. Ein genauere Untersuchung zeigt jedoch, dass
dies falsch ist.

Der Propagator ist im Kontinuum durch

G(z,y) = e 1 / DUDy Dy ¢~ ¢~ 9Mbtmiti (2.11)
’ On(x)om(y) Zo F==0
= (P(@)e(y)) = (M (z,y))
gegeben, wobei
Zy = / DU DDy ¢~ (5e+50 (2.12)

ist. Auf dem Gitter 148t sich der Propagator im freien Fall exakt berechnen,
da die Fouriertransformierte von M, diagonal ist. Die Fermionmatrix hat nun
die einfache Form

M,, = % (Outpiy — Oz—piy) + @M04 4. (2.13)

Wiéhlen wir fiir die folgenden Rechnungen die Ausdehnung des Gitters in
allen Richtungen gleich und setzen L = T', so erhalten wir mit periodischen
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2.3. Fermionen auf dem Gitter

Randbedingungen fiir den Propagator

1 1
EGgpy - EMxy
1 +L/2
— a3L4 Z 6i27rk(x—y)/L [Z’Yu Sin(QWku/L) + amo]fl (214)
k=—L/2+41
1 .
— iap(z—y)
T BIA Z eIy,
p

wobei ap,, = (2rk,)/L mit —7 < ap,, < +m und

amg — 1y, sin(ap,,)

G, = . (2.15)
(amg)? + [Zu sin(apu)}

ist.

Die Summe auf der rechten Seite von Gleichung (2.14) wird von den Im-
pulsen dominiert, fiir die sin(ap,) klein ist. Dies ist fiir ap ~ (0,0,0,0) der
Fall. Ersetzt man den Sinus durch sein Argument, so erhélt man tatséchlich
den gleichen Ausdruck wie im Kontinuum:

amg — 1Y,ap,
(amo)? + (ap)*

G(p) ~ (2.16)
Dabei haben wir jedoch unterschlagen, dass das oben verwendete Argument
auch fiir ap ~ (7,0,0,0), (7, 7,0,0) usw. gilt. Wir finden somit in den Ecken
der Brillouinzone 2% — 1 zusitzliche entartete Zustinde. Dieses Problem ist
unter dem Begriff | fermion doubling* bekannt.

Wie Nielsen und Ninomiya 1981 zeigten [13, 14], handelt es sich hier um ein
grundsétzliches Problem. Bei jeder Formulierung von Fermionen auf dem Git-
ter sollte die Fermionmatrix M moglichst die folgenden Bedingungen erfiillen:

1. M,, sollte lokal sein.

2. Fiir die Fouriertransformierte ]\Z/p sollte im freien Fall gelten, dass Mp =
i.pu + O(ap?) wenn p < 7/a.

3. Mp sollte fiir p # 0 im freien Fall grundsétzlich invertierbar sein, d.h. es
existieren nicht mehrere masselose Zustande.

4. M erfillt die Chiralitatsbedingung s M + M5 = 0.

Das Theorem von Nielsen und Ninomiya besagt, dass diese vier Forderungen
nicht gleichzeitig erfiillt sein kénnen.
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2. QCD auf dem Gitter

Die verschiedenen Methoden, mit dem Problem des ,fermion doubling*
umzugehen, haben daher alle unterschiedliche Vor- und Nachteile. Aktuell
werden auf dem Gitter fiir Simulationen der QCD unter anderem folgende
Fermionen eingesetzt:

Wilson-Fermionen: Nach einem Vorschlag von Wilson [15] kann durch einen
zuséatzlichen Term, der im Kontinuumslimes verschwindet, erreicht wer-
den, dass die unerwiinschten Pole des Propagators um einen Betrag pro-
portional 1/a verschoben werden. Diese Zustdnde bekommen im Konti-
nuumslimes unendlich grofle Massen und werden somit entkoppelt. Dies
geschieht jedoch um den Preis, dass die chirale Symmetrie fiir verschwin-
dende Fermionenmasse explizit verletzt wird. Eine modifizierte Form
von Wilson-Fermionen wurde im Rahmen dieser Arbeit verwendet. Wir
werden daher in den folgenden Abschnitten auf diese Formulierung ge-
nauer eingehen.

Kogut-Susskind-Fermionen: Ein anderer Weg wurde von Kogut und Suss-
kind [16, 17] vorgeschlagen. Indem das d-dimensionale Gitter in Hy-
perkuben bestehend aus 2¢ Gitterpunkten unterteilt wird und auf die
einzelnen Punkte dieser Hyperkuben je eines der 2%? Komponenten
der Dirac-Spinoren von 24?2 fermionischen Feldern verteilt werden, lsst
sich die Zahl der Fermionen um einen Faktor 2%? reduzieren. Effektiv
wird so die Brillouinzone verkleinert. Die verbleibenden entarteten Fer-
mionenzustinde werden als Zustdnde unterschiedlicher Fermionspezies
(,flavours®) interpretiert. Da benachbarte Gitterpunkte jeweils verschie-
denen Feldern oder Komponenten zugeordnet sind, ist diese Art von
Gitterfermionen auch unter dem Namen , staggered fermions“ bekannt
geworden.

Domain-Wall-Fermionen: Ein neuerer Weg geht auf einen Vorschlag von
Kaplan [18] zur Formulierung chiraler Fermionen auf dem Gitter zuriick,
fir den Shamir [19] den Weg zu numerischen Simulationen bereitete. Bei
dieser Formulierung von Fermionen auf dem Gitter wird dieses um eine
fiinfte Dimension ergénzt. Die Wirkung in den vier physikalischen Di-
mensionen entspricht im Wesentlichen der von Wilson-Fermionen. Durch
die Kopplung in der fiinften Dimension wird erreicht, dass die fermio-
nischen Zustdnde unterschiedlicher Chiralitdt in den vierdimensionalen
Réumen am Rande der fiinften Dimension separiert werden, die damit
getrennt behandelt werden kénnen. Fiir eine Ubersicht {iber numerische
Simulationen mit Domain-Wall-Fermionen siche [20, 21, 22].

Ginsparg-Wilson-Fermionen: Es blieb ldngere Zeit unberiicksichtigt, dass
das Nielsen-Ninomiya-Theorem gewissermaflen umgangen werden
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2.4. Wilson-Fermionen

kann [23, 24, 25], wenn man die Ginsparg-Wilson-Relation [26]
M~s + s M = aM~ysM (2.17)

als ein Relikt der chiralen Symmetrie auf dem Gitter auffasst. Fermio-
nen, die diese Gleichung erfiillen, werden Ginsparg-Wilson-Fermionen
genannt. Realisierungen, wie beispielsweise von Neuberger [23], wurden
allerdings aufgrund des hohen numerischen Aufwandes und der damit
einhergehenden Anforderungen an effiziente Algorithmen bislang noch
kaum zur Simulation der QCD verwendet.

2.4. Wilson-Fermionen

Um dem Problem zusétzlicher entarteter Fermionenzustéinde zu begegnen,
wird fiir die Konstruktion von Wilson-Fermionen die ,naive“ Diskretisierung
der fermionischen Wirkung um einen Term ergénzt, der im Kontinuumsli-
mes verschwindet. Im freien Fall ist die fermionische Wirkung fiir Wilson-
Fermionen wie folgt definiert

SVo= a0, [%(A2+A2)+mo—%AzAi by (2.18)

x?y
37 w
= d*, MYy,

wobel der Wilson-Parameter 0 < r < 1 zu wéahlen ist.
Auch hier lisst sich der Propagator im freien Fall explizit berechnen. Die
Fermionmatrix hat dann die Form

r
Mry/ = My — 9 Z (Oatpy — 200y + 00py) - (2.19)
m

Analog der Rechnung im vorhergehenden Abschnitt ergibt sich
amy —r z“ (cos(ap,) — 1) + iy, sin(ap,,)
2 7
[amo — rzu (cos(ap,) — 1)} + [Zu sin(apﬂ)]

Die zusatzlichen entarteten Fermionenzustande in den Ecken der Brillouinzone
erhalten nun eine im Kontinuumslimes unendlich schwere Masse propotional

r/a.

Reskaliert man die fermionischen Felder wie folgt:

G = (2.20)

1
P — \/—2_Hz/;, (2.21)

! Siehe beispielsweise [27] fiir eine Anwendung von Ginsparg-Wilson-Fermionen zur Be-
stimmung des chiralen Kondensats.
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2. QCD auf dem Gitter

so lasst sich die Fermionmatrix fiir Wilson-Fermionen auch in folgender Form
schreiben:

Mg =0py — K Z [(r — V) Uz Oty + (r + ’yM)Ul_ﬂﬁﬂéx,M] ) (2.22)
m

Der dimensionslose Kopplungsparameter

1

s — 2.23
" 2amg + 8r ( )

wird ,, hopping parameter genannt.

Aufgrund der gebrochenen chiralen Symmetrie muss die Quarkmasse m,
additiv renormiert werden, so dass m, = mg — mg, ist. mg . wird kritische
Masse genannt. Ausgedriickt durch den Kopplungsparameter x ergibt sich

damit /1 .
— (-2 2.24
=5 (- ) (224

k. ist eine Funktion der Eichfeldkopplung g2. Im freien Fall (g2 = 0) ist
ke = 1/8r, im wechselwirkenden Fall muss k. mit Hilfe der Masse des pseu-
doskalaren Mesons mpg oder der durch die axiale PCAC-Relation definierten
Quarkmasse 7, bestimmt werden (sieche Kapitel 5).

Wir werden ab hier ausschliefilich vom Fall » = 1 ausgehen.

2.5. Die Valenzquark-Approximation

Wir sind nun in der Lage, Erwartungswerte von Produkten bilinearer Kom-
binationen von Quarkfeldern der Form

(0) = Zio / DUD¢ Dy © e~ Set5i) (2.25)

auf das Gitter zu bringen, wobei

O = (y)P(x1). Y (Y)Y (20) (2.26)

ist. Formal ldsst sich die rechte Seite von Gleichung (2.25) als eine Mittelung
iiber ein statistisches Ensemble mit einer durch exp|[—(Sg + Sf)] gegebenen
Boltzmann-Verteilung ansehen. Numerisch 16sen lassen sich derartige statis-
tische Probleme beispielsweise mit Hilfe der Monte-Carlo-Simulation. Die Be-
stimmung eines Erwartungswertes reduziert sich dann auf eine Mittelwertbil-
dung, so dass

©) =50, (2.27)
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2.5.  Die Valenzquark-Approximation

ist.

Allerdings umfasst Gleichung (2.25) noch eine Integration iiber Grass-
mann-wertige Felder. Fine direkte Implementierung von Operationen mit
Grassmann-Variablen auf dem Rechner ist zwar moglich, aber fiir praktische
Rechnungen in der QCD zu aufwendig.?

Bei den Integralen iiber die fermionischen Freiheitsgrade handelt es sich
um Gauf’sche Integrale, die formal ausgefithrt werden konnen, so dass

— N
/DQ/JD@D e~ = (det M)™" = det(MTM)= (2.28)
ist. M bezeichnet wiederum die Fermionmatrix und N¢ die Anzahl verschie-
dener Fermionspezies (,,flavours®). Wir haben hier beim ersten Schritt ange-
nommen, dass die verschiedenen Spezies voneinander unabhéngig sind, beim
zweiten Schritt, dass det(M) reell und nicht negativ ist.

Gleichung (2.25) ldsst sich nun wie folgt schreiben

1
(0) =+ / DU O e~ 5t (2.29)
0
wobei
O = > ML M, (2.30)
Zy = / DUe 5t (2.31)

und die effektive Wirkung durch
Ne i
Seft = Sg — > log det(MTM) (2.32)

gegeben ist. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, diese effektive Wirkung durch
eine bosonische Wirkung zu ersetzen. Bei Simulationen der QCD mit einer ge-
raden Anzahl von Fermionspezies wird am héufigsten eine Methode verwen-
det, bei der jedes fermionische Feld durch ein bosonisches ersetzt wird [29]. Da
diese effektive bosonisierte Wirkung nicht lokal ist, bleiben diese Simulationen
duBerst aufwendig.?

2 Fiir eine aktuelle Untersuchung eines Algorithmus zur Behandlung von Grassmann-
Variablen sieche Creutz [28].

3 Eine Alternative bietet der Multiboson-Algorithmus von Liischer [30], der von ver-
schiedenen Gruppen weiterentwickelt wurde. Mit diesem Algorithmus ist es im Prinzip
moglich, auch Theorien mit einer ungeraden Anzahl von Fermionspezies zu simulieren
(siehe [31]).
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2. QCD auf dem Gitter

Eine storungstheoretische Entwicklung von det M nach Potenzen der Eich-
feldkopplung ergibt, dass es sich bei den hoheren Termen um geschlossene Fer-
mionenschleifen handelt. Phanomenologische Beobachtungen lassen erwarten,
dass diese nur einen kleinen Effekt haben, was die Naherung

det M = konstant (2.33)

rechtfertigen wiirde. Diese Nédherung ist als Valenzquark-Approximation be-
kannt [32, 33] und wird auch in dieser Arbeit angewandst.

Dem enormen Gewinn an Rechenzeit steht allerdings gegeniiber, dass der
Fehler aufgrund dieser Naherung allenfalls schwer kontrollierbar ist. Fiir leich-
te Fermionenmassen werden von der chiralen Storungstheorie nicht-analyti-
sche Artefakte vorhergesagt, die in der vollen Theorie mit dynamischen Fer-
mionen nicht vorhanden sind. Wir werden im Abschnitt 4.3 darauf zuriick
kommen. Die QCD auf dem Gitter in der Valenzquark-Approximation ist so-
mit als Modell fiir die eigentliche QCD auf dem Gitter anzusehen.

2.6. Massen

Massen und Matrixelemente fiir hadronische Zustdnde werden aus dem Ver-
halten von Korrelationsfunktionen bestimmt. Diese sind auf einer Zeitschicht
wie folgt definiert:

Mo —iapT —iapT 2
coe Ze 70T [ 0408 10) Ze (00O, (2.34)

wobei T" der Zeitordnungsoperator ist. Durch die partielle Fouriertransforma-
tion werden Zustdnde mit vorgegebenem Impuls p herausprojiziert.

Durch Einfiigen eines vollstdndigen Satzes von Eigenzustédnden kann die
Korrelationsfunktion wie folgt geschrieben werden

(0105 In, ) (n, 51O [0)
C@pm@@) _ Z 0.0 o 0.0 ~ ° gmaBnpt (2.35)
P a n7ﬁ

n

Fir t — oo wird die Summe von dem Zustand dominiert, der die kleinste
Energie aufweist, die wir als Masse des Hadrons identifizieren. Fiir p'= 0 und
t — oo erhalten wir somit

(O[OS H)(H|OF)|0)

2amy

00(1)0(2)

byt e omHt (2.36)

Nach dem Quarkmodell handelt es sich bei Mesonen um gebundene Zu-

stdnde mit einem Quark ¢ und einem Anti-Quark g, wobei es sich bei ¢ und
g um verschiedene Quarkspezies handeln kann.
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2.6. Massen

Zur Bestimmung der Korrelationsfunktionen von Mesonen sind die Felder
OW als bilineare Kombinationen von Quarkfeldern der Form

O = FD ) (2.37)

T

zu wahlen. Die Dirac-Matrizen I'; sin@ durch die Quantenzahlen des zu be-
schreibenden Mesons bestimmt. Eine Ubersicht findet sich in Tabelle 2.1.

Zustand Jre Feld
Skalar ot+ E a“

0+ w (qz

Pseudoskalar | 0~ wi

0+ | P 174752#

Vektor 1—- z/;iql)% (42)
17 | By
Axialvektor | 17 @D(ql Yirysthl®)

Tensor 1t wqu ViV ; a2)

Tabelle 2.1.: Interpolierende Felder fiir Mesonen. In der mittleren Spal-
te sind die Quantenzahlen des jeweiligen Zustands fiir Spin (J), Pa-
ritédt (P) und Ladungskonjugation (C) angegeben. Fiir die Indizes gilt
i,j€{1,2,3) undi # j.
Fiir das pseudoskalare Meson erhalten wir dann
—iapE —(q1) 1) 2
i = Lo o Tl (740l | o
= = e O [T e e 10
= Z Y e (Tr (G8)95G8)5) )
1 o
= e <Tr (Gg?yag?;ﬁ )> (2.38)

wobei Tr sowohl die Spur iiber den Farb- als auch den Spinorindizes angibt. Im
vorletzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass die Propagatoren die Gleichung

Gl o =15Gox7s (2.39)

erfiillen.
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2. QCD auf dem Gitter

Gleichung (2.36) gilt in dieser Form nur, wenn das Gitter in zeitlicher Rich-
tung unendlich ausgedehnt ist, d.h. fiir 7" — oo. Fiir eine endliche Ausdehnung
T und anti-periodische Randbedingungen in zeitlicher Richtung ist zu beriick-
sichtigen, dass die Mesonen auch in negativer Zeitrichtung propagieren. Somit
ist fiir ¢t — oo und (7' —t) — oo

Ho® 1 A1 A2 Cam
CF'" = o |OIOL N HION10) e (2.40)
A (2) A ()T —amp (T—t)
(O[O 1) (H| O o) e 10
= A0(1)O(2) [G_amHt + €1€9 G_GmH(T_t)] (241)
2Apm 0@ e~omuT/2 oogh [mH (% — t)}, €169 = +1
a 2A0(1)0<2) e~amuT/2 ginh [mH (% — t)] , €169 = —1,

wobei O’ = ;0 ist. ¢; = +1 gibt an, wie sich der Operator unter Zeitum-
kehr verhalt und ist definiert durch

TFZ Til == GZ'FZ‘, (242)

wobei der Zeitumkehroperator in der von uns verwendeten Darstellung 7 = 4
ist.

Baryonen sind aus Kombinationen von drei Quarks aufgebaut. Die leich-
ten Baryonen, die aus den u-, d- und s-Quarks bestehen, bilden zwei SU(3)
Multipletts, das Baryondekuplett mit Spin J = % und das Baryonoktett mit
J = % Letzteres ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Wir werden uns im Rahmen
dieser Arbeit ausschliefilich mit den Baryonen dieses Oktetts, fiir die die dritte
Komponente des Isospins I3 # 0 ist, und mit deren negativem Paritidtspartner
befassen.

Es gibt zwei Moglichkeiten, Baryonen mit J¥ = %+ auf das Gitter zu

bringen.* Wir verwenden hier als interpolierendes Feld [35]

Bog = e g [0t gy pi127] (243)

wobei fiir die Farbindizes rémische und fiir die Spinorindizes griechische Buch-
staben verwendet wurden. Ferner ist C = Cvs, wobei C die Ladungsinver-
sionsmatrix ist. Wir haben C = ~47, verwendet. Fiir das Proton ist ¢; = u
und ¢» = d. Die Zuordnung fiir die anderen Baryonen lésst sich der Abbil-
dung 2.2 entnehmen.
Die Korrelationsfunktion fiir das Baryon ist dann wie folgt definiert:
o =3 e TENOIT [BawBaro] 10). (2.44)

T

4 Fiir eine Diskussion beider Moglichkeiten siehe [34].
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2.6. Massen

N P
0r o o
udd uud
Y- A, X0 pns
—1r o [ ) o
dds uds uus
=" =0
-2 o o
dss uss
| | | | |
1 1
-1 -5 0 +5 1 I3

Abbildung 2.2.: Das Baryonoktett als Funktion der dritten Kompo-
nente des Isospins I3 und Seltsamkeit S.

Da das Feld B, , sowohl an Zusténde positiver wie negativer Paritdt koppelt,
benétigen wir die Matrix

1
T = (14 7), (2.45)

um die Zusténde positiver (+) bzw. negativer Paritét (—) heraus zu projizie-

ren.

Fiir ¢ > 0 und p = 0 erhalten wir dann®

B(%)
th)

> TG ea’w(—ea’b’c’) éﬁvé ' (2.46)
) —(
(O]gp e gty ey R ap )
_Z abc( (lb/C') [FfliaGrq(l) Z%,C qu?) ’i(’:Yc ! /qu(l) Z’Z -

(£) ~(q1)ad’ q2)cc (q1)bb
Fa’aGa: ,0;a C Ga: 057! C ﬁlGx ,0; ﬁﬂ’]

_Z abe €@ v [tr [F(i)G q1)aa (CG(Qz )bb' C )TG q1 Cc] +
e [PEGH™ ] w[(CEs™ ) Gl

5 Die Rechnung fiir p’# 0 erfolgt analog dem mesonischen Fall.
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2. QCD auf dem Gitter

Die Spurbildung und das Transponieren erfolgt hier nur beziiglich der Spinor-
indizes.

Fir 0 < t < T und T — oo erwarten wir wiederum, dass C vom
Grundzustand dominiert wird. Allerdings ist die Wellenfunktion des Bary—
ons nicht symmetrisch unter Zeitumkehr. Wir erhalten nun aufgrund der
(anti-)periodischen Randbedingungen einen zweiten Zustand mit umgekehrter
Paritét, welcher eine andere Masse hat, so dass

B
ch o= o+l (2.47)
~ A+e et 4 A_emomn (70,

Fiir das Nukleon identifizieren wir den zweiten Zustand mit dem N*(1535)
mit [(J7) =1(37).°

2

2.7. Zerfallskonstanten

Die Zerfallskonstante des pseudoskalaren Mesons ist im Kontinuum definiert
als

(0]A.(0)[PS(D)) = ipytps, (2.48)

wobei A,, der Axialvektorstrom ist. Experimentell kann diese GroBe mit Hilfe
der Zerfallsbreite I' der leptonischen Zerfille, beispielsweise des 7, bestimmt
werden:

at =T 47 B o My m? m? 2
F<7Tj:_>li+vl+,y = (G Vi1 fx) o 1-— ), (2.49)

wobei G die Fermi-Konstante und Vj; ein Element der Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa-Matrix ist. Aus den Zerfallsprozessen 7+ — p* + 7, und 7t —
w47, + v kann so der Wert fr+ = 130.7(5) [37] ermittelt werden. Auf dem
Gitter ist die Zerfallskonstante fiir p = 0 definiert durch

Bei der Zerfallskonstante des Vektormesons werden wir auf dem Gitter die

Definition ,
O]V, | V(0,A)) = €O >T (2.51)

(N

verwenden, wobei €, ein Polarisationsvektor ist. Dieser erfiillt die Bedingung

> e,(f‘)*e,(f) = 1. fy ist nach dieser Definition dimensionslos.

6 Fiir eine Untersuchung des positiven Paritéitspartners des Nukleons, des N'(1440), siche
[36].
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2.8. O(a) Verbesserung

Die Zerfallskonstante fay kann fiir das Axialvektormeson a; experimentell
durch den Zerfall des 7 Leptons bestimmt werden, bei dem dieses im Prozess
T — vyay — vypm — vynwnw in drei Pionen zerfallt. Die Zerfallskonstante
ergibt sich dann aus dem W — a; Vertex als [38]

T (W — ay) = —ifa, (p*)g". (2.52)

Auf dem Gitter werden wir fiir Impuls p'= 0 die Zerfallskonstante des Axial-
vektormesons fay wie folgt definieren:

(0[A;|AV(0, \)) = e m2 fay, (2.53)

wobei fay dimensionslos ist.

2.8. O(a) Verbesserung

Durch den zusétzlichen, die chirale Symmetrie im masselosen Fall brechen-
den Term in der Wirkung fiir Wilson-Fermionen, der proportional a ist, ver-
schwinden die Diskretisierungsfehler beim Ubergang zum Kontinuum eben-
falls proportional a. Dies ist wesentlich schlechter als bei den ,naiven“ und
den Kogut-Susskind-Fermionen, die beide einen Diskretisierungsfehler O(a?)
haben.”

Ein Programm zur systematischen Korrektur der Diskretisierungsfehler
fir Grofien auf der Massenschale (beispielsweise Massen und Zerfallskonstan-
ten) wurde von Symanzik [10, 11] entwickelt (wir folgen hier der Darstellung
in [39]). Die diskretisierte Wirkung ldsst sich bei kleinen Energien als eine
effektive Wirkung der Form

Seff = /d4$ [Lo(z) + aly(z) + a*Lo(z) + .. ] (2.54)

auffassen. Lo(z) ist die Lagrange-Dichte im Kontinuum, wéhrend Lg(z)
(k > 1) aus Linearkombinationen lokaler Operatoren der Dimension 4 + k
besteht. Wir beschridnken uns hier auf £;(z) und vernachléssigen alle Terme,
die beim Ubergang zum Kontinuumslimes schneller verschwinden. Beriick-
sichtigt man die Symmetrien der Wirkung auf dem Gitter, kann £;(x) als

" Fiir  Domain-Wall-Fermionen  erwartet ~man  einen  Diskretisierungsfehler
O(a) exp(—cNs), wobei N, die Ausdehnung des Gitters in der fiinften Dimension
ist.
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2. QCD auf dem Gitter

Linearkombination der folgenden Felder geschrieben werden:

Ol = Eio_;wp,uz/¢
02 = wDuDuw_}_d)DuDuw

Oy = mtr(F,F,) (2.55)
04 = Em (EPY/LDM@A_EDM’Y#@D)
Os = m? W

Analog zur Wirkung konnen die renormierten Felder auf dem Gitter in
dghnlicher Form dargestellt werden:

Gott = Po + ad1 + a’pa + . .., (2.56)

wobei die Felder ¢; die geeignete Dimension haben und unter Symmetrieope-
rationen auf dem Gitter in gleicher Weise transformieren miissen. Betrachten
wir beispielsweise den Axialvektorstrom

Ay =9 5 9, (2.57)

so ist ¢ gegeben durch Linearkombinationen von

(06)# = E 75%0-;w[5u - By] w
(On), = ¥ %75 (B, + Dy v (2.58)
(O = My 0

Die Zahl der Operatoren O, ... Og lésst sich jedoch reduzieren, wenn man
die Feldgleichungen anwendet und beriicksichtigt, dass sich einige Operatoren
als Linearkombinationen anderer schreiben lassen. So ist

01 — 02 + 205 =0 und 04 + 205 =0. (259)
Die Lagrange-Dichte £, lasst sich somit als Linearkombination von Oy, Oj

und Os schreiben. Die Terme in der effektiven Wirkung S.g proportional a
kénnen somit eliminiert werden, indem man einen Korrekturterm der Form

AS = 0,5 Z (0101@ + Cgng + 050573;) (260)

subtrahiert. Da die Felder O3, und Os, bereits in der diskretisielj_ten Wir-
kung der QCD mit Wilson-Fermionen enthalten sind, kann diese Anderung
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2.8. O(a) Verbesserung

der Wirkung durch den Korrekturterm in eine Redefinition der nackten Kopp-
lungsparameter absorbiert werden, so dass

G = (L+bgamg)gp (2.61)
mq = (14 bmamg)mg (2.62)

ist.
Wir erhalten somit die folgende O(a)-verbesserte Wirkung:

S 190 Csw -
wa — SfVV + GST Z wm UuuFMV,x wza (263)

wobei S}V die in Gleichung (2.18) definierte fermionische Wilson-Wirkung be-
zeichnet. Die Wirkung wurde in dieser Form erstmals von Sheikholeslami und
Wohlert [40] verdffentlicht. Sie wurde daher unter dem Namen ,Sheikholesla-
mi- Wohlert-Wirkung“ oder ,,clover action® bekannt. Der letztere Name ist
auf die in Abbildung 2.3 wiedergegebene graphische Darstellung des Terms
0w Fl ¢ zuriickzufiihren.

INV]

Ty

L.

Abbildung 2.3.: Graphische Darstellung des Verbesserungsterms der
Sheikholeslami-Wohlert-Wirkung S5W.

In

Um alle Terme O(a) in der Wirkung zu entfernen, muss allerdings der
Koeffizient ¢, geeignet gewéhlt werden. Die ALPHA-Kollaboration [41] hat
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2. QCD auf dem Gitter

Csw nicht-storungstheoretisch bestimmt. Als Kriterium fiir die Verbesserung
wurde dabei gewahlt, dass die PCAC-Relation

9,A, = 2mP (2.64)

bis auf Korrekturen O(a?) erfiillt ist. A, bezeichnet hier den Axialvektorstrom,
P die pseudoskalare Dichte und m die Quarkmasse. Die so bestimmten nume-
rischen Ergebnisse fiir ¢, werden gut durch folgenden rationalen Ausdruck

beschrieben
1= 0.656g§ - 0.152g61 - 0.05498

o 1—0.922¢2 ’

wobei 0 < ¢gg < 1 zu wihlen ist.® Bei den im Rahmen dieser Arbeit durch-
gefiihrten Simulationen haben wir die Sheikholeslami-Wohlert-Wirkung ver-
wendet, wobel ¢, mit Hilfe von Gleichung (2.65) bestimmt wurde.

Neben dem Verbesserungsprogramm nach Symanzik gibt es ein weiteres,
welches auf Hasenfratz und Niedermayer [43] zuriickgeht. Diese hatten vorge-
schlagen, , perfekte Gitterwirkungen* durch eine , klassisch perfekte Wirkung*
zu approximieren.” Nicht zuletzt wegen des betrichtlichen numerischen Auf-
wands, der mit diesen Wirkungen verbunden ist, hat sich dieser Ansatz in der
Praxis nicht durchgesetzt.

(2.65)

8 Eine Erweiterung auf den Bereich 8 = 6/g2 > 5.7 erfolgte durch Edwards, Heller und
Klassen [42].
9 Fiir eine Ubersicht siehe [44].
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