3 Integraldarstellungen in Gebieten

3.1 Darstellungen mit Greenschen
Funktionen héherer Ordnung

Es wird nun der Satz 1.2, S. 7, auf Greensche Funktionen hoherer Ordnung
verallgemeinert.

Satz 3.1 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und Greenscher
Funktion héherer Ordnung g,, n € IN. Dann hat jedes w € C*(G; C)NC" 1 (G; C)
fiir z € G die Darstellung

() = 3 [ 3oz, 2Pw(O) dedn — — [ 02902, )22(0) ded
G G

11 7E=0"

d(Q)d¢, ¢ =E+in.

— 271 ﬁ!aG z—C
Beweis
Fiir z # ( gilt
B wn(z,¢) =
P U B N S
e > (M) ettt - P o e - o)
=0
="' = (n—1\ (=D —=1)!(n—1) ,
(n—1)2 az;( ¢ ) c-of @ “79
(z ="
S O loglz = P
B 1 (z=0"!
T (n=1! z—-¢
Damit folgt fiir z # ¢
_ 1 ~ _ )1
O2n(,6) = 920 (210) = ~00G(5,0) = L (3

Weil h,, regulir ist, bleibt unter Beachtung von (18), S. 11, also zu zeigen:

o _ 1
(n _1 0! /(ZZ _C)C agw(C)dﬁdn = /3?hn(z,é)82w(<“)d§dn
G G
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-~ tim [ 829, (2. )0 w(C)dn,

wobei G, := G\ K.(z) mit K.(z) := {( € G:|z— (| <e} C G fiir hinreichend
kleines € > 0. Mit dem Integralsatz von Gauf}, S. 4, gilt

_+_
Yy

[0£029,(2,0)| ag’“w(oclgdn}

= Y0 [ [atann(a )] o Falc)dean

k=1
n—1
+ 3o 0F [ [otonan(e. )] o Hu(dedn
k=0 G.
[ oo 0) wczan+ [z, agan
Ge Ge

Wieder mit Definition 1.2, S. 10, und der Regularitéit von h,, folgt:

lim / B0 g (2, C) | w(C)dedy = / (0207 ha (2, Q)| w(C) e,

G

Andererseits ist:

[ [eterante.0) o+ wicrac

n—1

e

k=0 ‘zG J

=0 (siehe (26), S. 14)

_ / [&faﬁgn(z,o} 6§‘k‘1w(6)d6}

Je=Cl=e
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L (=1)kH / [aéfa:an(z,c)} 07 w(¢)d¢

2i
h=0 jo—l==
n—1
(_1)k+1 k an n—k—1
+ g | [emeo] g e
- 2—(l=e

Mit (siehe (39), S. 38)

(_1)k+1 (ﬁ)nfkfl
n—k-1) z-¢ O<ks<n-—1,

0 : n<k,

BE1Tu(2,C) =

gilt
~tim [ [eterana0) o (o

5_)0|27<.|:€
(—D)F CE iy
/ Taf fw(¢)d¢

- llg(} (n—Fk—1)!
|[z—(|=¢

78?"“_%0(2’ + eet¥)

—1)Y"4 n—k—1
= lim( )"ie -
(eup)n_k_l

=0 (n—k —1)!
{ (—)™27iw(z) @ k=n-—1

dy

0 : 0<k<n-2.

Wieder unter Beachtung der Regularitit von A, folgt weiter

fim 5 ' [ [eterante )] oty

€—>0k:0 2 o,
n—1
RT (_1)k+1 k qn -~ n—k—1
_lli%g 2 / [5%6"””(2’0] % " wlQ)dC
N |z—(|=¢

(_12):1 (—1)"2miw(z) = —7w(2)
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und also

iy [ 02,2, )08 (e
Ge

(40)
= —7w(z / &8" w(Q)dédn.
Mit
-1, {|2E0rhalz,0)] 027 1)}

ES
I

0
n

= D214 [karha(z, O] (o)

+Z ) [0t0m (2 )] 02w (Q)

= (-1 [agas (2 )] w(€) + 02 ha(z ) 02w(C)
wird (40) zu

lim [ 07 ¢, (2, C)B%‘w(()dgdn = —7w( /8” z,0)0%w(C)dEdn
e—0
" (a1)

n—1
+ 308 [0 {[3tnha(2,0)] o2 (O)} den.
k=0 G

Mit Definition 1.2, S. 10, und unter Beachtung von (26), S. 14, ist

n—1

(041 [0 {[0k0mha(c. 0] 21wl dedy

k=0 &
n—1 1 k+1
=S B [[etorhaz 0] - twicrac
k=0 oG
n—1 _1\k
=S U [[atora(e. 0] o w(ic
k=0 aG
1 (Z_C)k k
B Ml e A (C)dC
= oG

Dies eingesetzt in (41) ergibt die Behauptung. O

41



3.2 Darstellungen mit Bergmanschen
Kernen héherer Ordnung

Mit Hilfe der Bergmanschen Kernfunktion hoherer Ordnung 1d8t sich nun eine
zu Satz 1.3, S. 7, analoge Aussage gewinnen.

Satz 3.2 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und Greenscher
Funktion héherer Ordnung g,, n € IN. Dann hat jedes w € C*(G; C)NC"1(G; C)
fir z € G die Darstellung

() = [ Kale, (e - - [ 929u(, 30 (dedn

Beweis

Fiir 0 </ <n—1und z # ( ist (siehe (39), S. 38):

()" (z = ¢)f
14 z2—C

oG (2,0) = (42)

Damit folgt

B 11 f(z=0",
=Y oe [P otoic
=0 8G
n—1 -1 n—4 _
=3 EL [omam e oouic
£=0 el
n—1
o (_1)n—€ n—_L—1 qn~ n—{—1qn Y4
X5 / o ¢ 101 (2, ¢) - 02 ¢ 102 (2,)] DR,

weil
O gn(2,() =0 fiir (€0G, 2€G,0<E<n—1 (siehe (26), S. 14).

Mit Definition 1.2, S. 10, folgt weiter

n—l 1\n—t+1
=Y 50— [[or ol 0)] e
=0 oG

Wieder wegen der Voraussetzungen an h,, darf der Gauflsche Integralsatz 1.1,
S. 4, angewendet werden. Also

(=3 OV fo o tomna(e,0)] ate(©) ) dedn
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_q)ynH — e/ an grh,, C)] w(0)

™

£=0 a
+ [ag Clgnp (2, g)} a£+1w(g)}dgdn
1t {0200z, 0] w(O) + (1) 0oz, O22(O)  deln
G

Dies eingesetzt in Satz 3.1, S. 38, liefert

-1 / 02 (2, Q)20w(C) didy — ~ / gz, 20() ded
G G

1
—(=1)"t1Z
(=)™

/ { [5?8?hn(z, C)] w(C) + (=1)" 07 hn(2, g)a%%w(g)} dedn
(="

™

[ 182020z, 0) (e - © [ 320u(, 00 dgan. (43

G

Wegen agagan(z,g) = 0 (siehe (42), S. 42) und Definition 1.2, S. 10, folgt
demnach

k.20 = "Lanag,e.0= T

0% hn (2, C)- (44)
Dies eingesetzt in (43) ergibt die Behauptung. O

Bemerkung

Komplexe Konjugation liefert noch folgenden

Satz 3.3 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und Greenscher
Funktion héherer Ordnung g,, n € IN. Dann hat jedes w € C*(G; C)NC"1(G; C)
fiir z € G die Darstellung

w(z) =

1
207 gn (2, (e — [ 9892, (e
G

3.3 Orthogonale Zerlegungen

Als Folgerung aus Satz 3.2, S. 42, 148t sich eine explizite Zerlegung des Hilbert-
raumes Ly(G; C) in den Raum der in G polyanalytischen Funktionen und dessen
orthogonalem Komplement angeben. Folgende Definition erscheint dazu sinnvoll.
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Definition 3.1 Firn € IN ses

On2(G;C) = {fe€Lly(G;C) |02f =0 1in G},
0,2(GiC) = {9 €La(GC) [ (0, f) =0 VfE€ OGO} .
Damit gilt dann der (s. [Krau03])

Satz 3.4 Fir ein beschrinktes Gebiet G C C mit glattem Rand und Greenscher
Funktion hoherer Ordnung g,, n € N, sei w € C*(G; C) N C"*(G;C). Dann hat
w tn G die Darstellung

w=¢+1Y, wobei ¢ € O,2(G;C) undp € Oiz(GQ C).

Beweis
Nach Satz 3.2 hat w in G die Darstellung

/ Ko, OlQ)dgn =~ [ 029, (2. )02w(C)dsn (45)

G

(44) zeigt in Verbindung mit den Voraussetzungen an h,, dass K,(z,() eine
polyanalytische Funktion n-ter Ordnung in z ist. Somit ist das erste Integral von
(45) beschrénkt, mithin der Satz von der majorisierten Konvergenz (s. [HeSt69)])
anwendbar und also Differentiation und Integration vertauschbar. Woraus die
Polyanalytizitit dieses Integrals unmittelbar folgt. Daher bleibt zu zeigen:

/ [079n(2,¢)] f(2)dzdy = 0 fiir beliebiges f € O, 2(G;C).
G

Fiir ein beschrinktes Gebiet G C C mit glattem Rand und Greenscher Funktion
héherer Ordnung g,, n € IN, und beliebiges f € O,2(G;C) gilt allgemeiner
folgendes

Lemma 3.1

/[aggn(z, )] f(z)dzdy = (_1)k/[a?k9n(Z,C)} Ok f(z)dxdy, 0<k<n.

G

Beweis durch vollstindige Induktion iiber k.

44



Sei also f € O, 2(G; C) beliebig und £ = 1. Der Gauf3sche Integralsatz 1.1, S.
4, in Verbindung mit (33), S. 31, liefert

J1829,(2. ) Fdndy = /a{a" 'g,(2,0)] 7(2) } dady

G

/ 8" Lon(z C 8 f( )dxdy

G

- -5 [0l TEE o

/ (0271 g0 (2, )] 8- f (2)dzdy.

(Dass der Gauflsche Integralsatz hier angewendet werden darf, 148t sich analog

zum Beweis von Satz 3.1, S. 38ff, begriinden.)
Das Integral (46) ist Null wegen der ersten Gleichung aus (20), S. 13.

Sei k > 1.

1) 1<k<n: / 107 gn(2, Q)] F2)dady

= (1)t / [07* gu(z, ¢)] P F (2) dedy

G

-1t [, {002, 0)]

OE[(2) } dudy

1)t / [0+ g, (2, ¢)] 7 (=) dady
G

= (-t / (075 g, (2,C)] 05T f(2)dwdy
G

(wegen der ersten Gleichung aus (20), S. 13).

2) k=n: (1" [oula OO Gdady =0
G
(nach Voraussetzung an f).

Dies zeigt die Behauptung des Lemmas und damit auch des Satzes. O

Entsprechend 18t sich auch eine Zerlegung in den Raum der in G polyantianaly-
tischen Funktionen und sein orthogonales Komplement angeben. Fiir n € IN sei
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dazu:

AO,.2(G;C) = {f e Ly(G;C) |0y f =0},

A0, (G0 == {9 ely(G;O) | (o, f)=0 V[feA0,(G;0)}.

Damit gilt der

Satz 3.5 Fiir ein beschrdnktes Gebiet G C C mit glattem Rand und Greenscher
Funktion héherer Ordnung sei w € C*(G; C) N C"!(G; C). Dann hat w in G die
Darstellung

w=¢+1, wobei ¢€ AO,2(G;C) und ¢ € AOiQ(G; C).

Beweis
Nach Satz 3.3 hat w in G die Darstellung

S [0 (2, Chcan— - [ 02,2, Coop(edn
G G

w(z) ==

Die Behauptung folgt dann mit einem zum Beweis von Satz 3.4 analogen Schlufl
unter Beachtung von

Lemma 3.2 Fir ein beschrinktes Gebiet G C C mit glattem Rand und Green-
scher Funktion g, der Ordnung n € IN und beliebiges f € AO,, »(G;C) gilt

/ (020n(2, Q)] F (@) dady = (~1)* / (00 *gu(z, )] B (2)dady, 0<k<n.

a e
O
Fiir n € IN implizieren die vorangegangenen Sdtze mit

\;V"’Q(G;C) ={feW"(G;C) |0'f =0auf 0G fir 0 <v <n-—1}
und

%”’Q(G;C) ={feW"(G;C) | 0%f =0auf 0G fir 0 <v <n-—1},

wobei W™2(G; C) den Sobolevraum aller f € Ly(G; C) bezeichnet, welche schwa-
che Ableitungen beziiglich z bzw. Z bis zur Ordnung n in Ly(G; C) haben, nun
die folgende Aussage.
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Satz 3.6 Fir ein beschrinktes Gebiet G C C mut glattem Rand und Greenscher
Funktion héherer Ordnung g,, n € IN, gilt

L2(G; €) = 0,5(G; ©) @ 8" W™2(G;C) (47)
und
Ly(G; C) = A0, 5(G; C) @ 82 W™*(G; C). (48)
Beweis
Es gilt

OL,(G;C) = &7 W™*(G; 0.

Fiir einen Beweis dieser Tatsache siehe [BeDu01] oder [Kaeh99]. In Verbindung
mit Satz 3.4 zeigt dies (47).

Zu (48):

Offenbar geniigt es, die Identitéit A0, ,(G;C) = 02 %”’%G;C) zu bestétigen.

Sei also q € 07 f\;V"’?(G; C). Zu diesem ¢ existiert dann ein r GfV?VJ”’Q(G; C) mit
07r =¢qin G und 0r =0 auf 0G fir 0 <v <n-—1.

Fiir ¢ € AO,,2(G; C) folgt mit einem zum Beweis von Satz 3.4 analogen Schluss

(g,0) =0, also ¢ € .A0;,(G;C).

Sei nun fiir g € AOiQ(G; C) das folgende Problem betrachtet:

0Zr=qin Gund 0r =0auf 0G fir0 <v <n-—1. (49)

Eine Losung von (49) ist gegeben durch

) == [0z, ar(Odedn =~ [ 309,z 0u(c)azan

G G

Denn im Sinne der schwachen Ableitung ist in G

1
or(e) =~ [0z QuC)dgn, 0<v <01
G
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und wegen (26), S. 14, gilt
oyr=0auf 0G fir 0 <v <n-—1.
Ebenfalls im Sinne der schwachen Ableitung gilt
0Zr =q in G,

was aus den entsprechenden Eigenschaften des T-Operators folgt (s. [Bege94],
[Veku62]). Damit ist

reW"?(G;C), also g¢e€d W™(G;C). O

3.4 Darstellungen mit gemischten Ableitungen
der Greenschen Funktionen héherer Ordnung

In diesem Abschnitt wird nun eine Verallgemeinerung von Satz 1.8, S. 15, for-
muliert und bewiesen, die zudem natiirlicherweise auch die Aussagen von Satz
3.2, S. 42, und Satz 3.3, S. 43, als Spezialfille enthélt.

Satz 3.7 Set G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und Greenscher
Funktion hoherer Ordnung gi, k € IN. Fir beliebige n,m € INg mit n+m =k
hat dann jedes w € C*(G;C) N C*~1(G; C) fiir z € G die Darstellung

=1*

w(z) = -

/ W ()OO gy (2, C)dédr

G

— [orarae oopora(dcan
G

Bemerkung
Fiir n = 0 bzw. m = 0 fillt die Aussage von Satz 3.7 mit der von Satz 3.2 bzw.
von Satz 3.3 zusammen.

Zum Beweis von Satz 3.7.

Nach der Aussage von Satz 1.7, S. 12, hat w in G die Darstellung

k—1
v 1 y
w(z) = TG,Nk,Vkagkaikw(z) + Z 5 /Kﬂm+1,um+1(z — C)agmaZmW(C)
m=0"5G

xd [(iC)m = (=i ymei ]
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wobei (tm,Vm), 0 < m < k, eine Kette von Bi-Indizes ist mit (vgl. S. 12)
/1/0:7/0:0> Hm—1 < Hm, Vm—1 < Vp, ,um—1+7/m—1+1:,um+l/m; 1<m<k.

Wie bei dem in der Einleitung behandelten Fall fiir £ = 2, stellt sich auch
im allgemeinen Fall k£ € IN heraus, dass sich die Integralkerne der Summan-
den obiger Summe, ausgedriickt durch geeignete Ableitungen der Greenschen
Funktion héherer Ordnung g, bis auf einen bestimmten Teil des ersten und
des letzten Summanden wegheben. Dies soll jetzt ausgefiihrt werden. Dazu sind
zunidchst die Integralkerne K, . . .. (2 — () der Summanden mittels geeigne-
ter Ableitungen der Fundamentallésung @, von AF in G (s. (13), S. 9) auszu-
driicken. Die folgende Fallunterscheidung, die Ketten der Bi-Indizes betreffend,
ist dabei deshalb sinnvoll, weil, salopp gesprochen, die Ubergiinge in den Ketten
von (pip, v) = (1,v,) zu (pp-1,vp-1) = (0,7,-1) bzw. von (u,v,) = (1, 1) zu
(p-1,Vp—1) = (pp—1,0) die Betrachtung von strukturell anderen Ableitungen von
@y, notwendig macht, als beispielsweise die Ubergiinge (11,,v,) = (ttp—1 + 1,,_1)
bzw. (pip, Vp) = (Hp—1,Vp—1 + 1) flir pp1,vp-1 > 1.

Zur Unterscheidung der Ketten der Bi-Indizes.

Fiir die Ketten (i, Vm), 0 < m < k, mit
P =0, Uy =m  bzw. fy, =m, Uy =0
fallt die Behauptung mit Satz 3.2, S. 42, bzw. Satz 3.3, S. 43, zusammen.

Fiir die iibrigen Ketten sind entsprechend obiger Ausfiihrungen und Definition
1.4, S. 12, offenbar die folgenden Fille zu betrachten:

I. k—2<m<k—1, 2<E&k,

1) (e, vw) = (=1 + L, ve—1), (-1, Ve—1) = (Pk—2, Vk—2 + 1),
ME—1, Vg—1 = 1,

2) (pr, i) = (k=1 + Lve—1),  (ph—1,Vk—1) = (r—2 + 1, Vk—2),
Mg—1,VE—1 = 1,

3) (ks vk) = (-1, Vo1 + 1), (-1, Ve—1) = (g2, Vk—2 + 1),
Mr—1,VE—1 = 1,

4)  (pwsvk) = (pe—1, Vo1 + 1), (-1, Ve—1) = (pte—2 + 1, v5_2),
Mr—1,VE—1 = 1,

5) (/Lk, Vk) = (15 Vk)a (/J’kfla kal) = (0’ yk)’

6) (/Lk, Vk) = (:u’ka 1), (/J’kfla kal) = (:uk’ 0)?
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I1. p—2<m<p-—1,

6 <k,

1) (Npa’/p) = (/ﬁpfl +1, fol)a (/ﬁpfla fol) = (pr%’/p*? +1),
Mp—l:Vp—l Z 17

2) (Npa Vp) = (,Up—l +1, Vp—l)a (,Up—la Vp—l) = (,Up—2 +1, Vp—2)a
Mp—l:Vp—l Z 17

3) (Mpv Vp) = (Np—la Vp—1+ 1), (,Up—lv Vp—l) = (Np—2a Vp—2 + 1),
/J’p—luyp—l 2 17

4) (Mpa Vp) = (Np—la Vp—1+ 1)7 (,Up—la Vp—l) = (Np—2 +1, Vp—Z)a
Hp—1,Vp—1 2 1;

5) (Mpa Vp) = (1: Vp): (Mp—la Vp—l) = (0, Vp)a

6) (Npa”p) = (Mpa 1), (prla’/pfl) = (Npao)a

I11. 0<m<l1,
1) (MQ’VQ) = (1’1)’ (:ulal/l) = (0’ 1)7
2) (M23V2) = (1’1)’ (Ml,Vl) = (1’0)'

Zu den Ableitungen der Fundamentallésung wy.

Firz#(und 0 <m <k —1ist

iz, ) = -CS rZ (77) torrogle = P {0t 1}
#loglz = (PO gt
-~ ; i = e
- ((z,?f;,l gl = ¢ g
-0
<[5 (et 0
_ (- Ok(_/:_—mf;j)k_l ’:Z__; (r;) (1)t ((TZ_— 16: 2))!!
e
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Analogist fiir z#(und 0 <n <k -1

onorai(e,) = E= I TE TS () e = 2
=0

(k—1-—n)! ¢ (k—1—20)

(2= Q=R (1) e (n— i = 1)!
T 1o m) Fﬂ(j)(l) G—1=j U

B il N

(k—1—m)l(k—1—n)

Wiederholtes Anwenden obiger Argumentation fiihrt zu folgendem

Lemma 3.3 Fir z # ¢ und m,n, o, B € IN mit
0<mn<k-—1, 0<a<k—-1-m, 0<pB<k—1-n
gilt
0202 020"k (2, C)

= (-1) ﬂ(k—l—m—a)!(k—l_n_ﬁ)!

2 /n (n—=j=1)!
+ (k—1_n)v; (j)(_m yEk_i_j;]
1 (Z _ C)kflfmfa(z _ )kflfnf
B T ]

S @ _1\p1 (Oz—p—l)!
X;(p)( D (k—1—m—p)!
o — C)k—l—m—a(ﬁc)k—l—n—ﬂ
(k—1—m—a)!

B-1
B qg—1 (ﬁ_q_l)'
XQZ:;(J(_I) (k—1-n-—gq)

arpyr (2= QFTImmma(p —()kmlonh
(k—l—m—a)!(k—l_n_ﬁ)

+(_1)0z+1 (

+(=1)

| log ‘Z - C‘2

Um eine spitere Argumentation zu vereinfachen, wird noch die Aussage von
Lemma 3.3 in der Situation von Ketten von Bi-Indizes als Folgerung notiert.
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Korrolar 3.1 Sei (fim,Vm), 0 < m < k, k € IN, eine Kette von Bi-Indizes mit
den in den Voraussetzungen von Satz 1.7, S. 12, formulierten FEigenschaften.

Fir z # C und 1 < pg,vp < k — 1 gilt unter Beachtung von u + vy = k fir
T<py <pp, 1<y <y, 1< p<k:

O P QI ek 3 T3y (2, €)

¢
= (— k—up—Vp( )MP_I(Z C)Vp—l
= ( 1) (,Up_l)'(yp )

vp—1
Vk 1/ —Z(Vk_g_l)!
[Hk-llZ(ﬁ) k m
=0

— k iy — 3 —1)!
+(V}c—1)!z (’i_)(_l)uk ]H

v, — 1)
X “kgl (Nlc ; up> (1! (u:c(;/ipl—_pp—)!1)!
+(—1)m pp1 C)(’Z:_(zl)’ 0ot

PSRN Gt i CRat 91

Zur Verifikation der Falle!
e Zull):

Mit (50), S. 51, fiir m = v und n = py, gilt fiir z # ¢

(Z — C)Nk—l(ﬁ)uk—l
(e — 1)!(vg, — 1) log 2 — ¢

(z —_ C)Nk—l(ﬁ)uk—l pp—1 1 vi—1 1
_ (,uk—l)!(l/k—l)! [Z ]

_aﬁkaukak(z C) ( _ C)uk—l(ﬁ)uk_l
S (e e (Vg —£—1)!
[ (v — 1)! Z (E) ém

92

WKlik:Vk (z - C) =




pr—1 . |
Z luk .U'k j (/"Lk -7 - 1)
uk—lv (k—1— )
(z =Mz —¢ C)”k‘l “if 1
(e — D!( — 1)} |
Unter Beachtung von Definition 1.2, S. 10, gilt also
1 PPN 4
3 Kz = 0210000

2 7
G

1 v
= o {Bé‘k‘laz’“w(<>}{aska:k i (2, €) — 08" 0% gi (2, ()

oG

1/ A\w—1 1 iy 14% vy, —0 yk—E—I !
H(z— O (Z=0) [(yk D ZZ:; <£)(_1) ((k — —K))!

Lo ~ (Mk) (1) (i — 3 —1)!

(=Dt \j (k=1-)!

mmiE=gn [Z 1N i] }dg_

(e = D =D | £~ !

Wegen (26), S. 14, ist 9*0% gx(2,¢) = 0 fiir ¢ € 0G. Da weiterhin Ay regulér

ist, kann voranstehendes Integral mit dem Integralsatz von Gaufl 1.1, S. 4,

ausgewertet werden. Es folgt also weiter

1 NN 4

3 [Kunle — 00100 %
oG

—

= / o ({aé‘k-laék‘lw(C)}{a:ka;khk(z,g) TR

= Eik_—%k_ [Z W’ Z ] }) o

y11 yzl

| S|

= ‘% / {8&"“‘1“ %k‘1w<<)}{a§kazkhk(z, Q)+ (z =Mz =)
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X !(yk : 0! )y (?) (=1 ((l;:—_fiel))!!
1= (u,c) (e (=5 _1)!]

(k—1-)!
o — (=L k=1 | RE ! 1 %l
SR [Z w2 _] }dfd"

y1=1 Y2 1@/2

1 0;* 10 w(C) pq 0c08* 05 hu(7, Q) — (pr — 1) (2 = )% (z — ()"
e rhe

L= = gn rkz L Ukz L ] }dgdn. (51)

(k= 2w = ! [ o

Fiir den (kK — 2)-ten Summanden gilt unter Beachtung von

Mg = pp—1+ 1, Vg = Vp_1, fh—1 = pg—o und vy_; = vp_o + 1

l/KIJ'k—laVk—l(Z - C)a?k_Qagk_2w(C)ldC

2
3G

-5 {5?’“‘20?“‘%(0}{ e O e -

271 (-1 — N1 = 1)!
oG
_(Z_C)“k l_l(ﬁ)yk 1—1 [He=t li V—1 1i
(g1 — DN (g1 — 1)! [g;yl-i_;?h d¢
. 1 o2 A2 (2 — C)Nk—Q(ﬁ)uk—l
2 {ag % w(g)}{ (=2 — 11 0817~ ¢F
oG

— 2 vp—1
(=0 E=0m ! [R5 %
— — + 52
e e T PO Oy 2
Unter Beriicksichtigung von py, + vy, = k liefert Einsetzen von (vgl. Lemma 3.3,
S. 51)

(z = QM ?(z = Q!
(,U,k — 2)'(Vk — 1)'

log |z — ¢|?
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GRS e CIa O
pe— 1 (g —2)! (v, — 1)!
H( =1z = Oz = Q)

[vk—u%Zl(”’c) UMH

5 (e By

in (52) wieder unter Beachtung von Deﬁmtlon 1.2, S. 10, und (26), S. 14,

= 0,05 0w (2, C) —

L Vi—2 .
oG
erz {auk 107 (C)}{aqai‘kaz"khk(z,@ (e — 1)z — Q)2 (z =)L
oG

(=g 2o 1 ®T1 w1
* (e — 2)! (v — 1! [Mk—1+;y1+;yQ o

Mit dem Integralsatz von Gaufl 1.1, S. 4, folgt weiter

1/I<ch—1,l’k—1(z - C)agk_2agk_2w(g)1dc

2
oG
1 Vi—2
-4l
G

X {543?35’“%(2; ¢) = (e = 1)z = Q) (2 = Q)
pi I/]C Vk (l/k —f— ].)'
K= ok ukj(uk—J—l)
k—l )! ( ) (k—1-7) ]

(oGt [ 1 Ry w
i (g — 2)!(vg, — 1)! [uk—1+¥_+z_:y2]})d§dn




1 VE—2
= ;/{5?“53 +1w(C)}
G

(Z_C)#k—Z(ﬁ)uk 1 1 1
T =2 — 1) [Mk 1T 2_: D —] }didn

+% / {agk—zagk—zw(g)}

G

"kzl ") (qye (= =1)!
I/k—l' (k—1-12)!
1
~ )y (e = = 1)
i — 1)! (k—1-j)
Yy —— —2 V1
(z=Qm?=-Q" | 1 R~1
+ + 53—+ —| bagdn.
(e =2 v = Y | — 1 IZ Z San
Mit (51), S. 54, und unter Beachtung von py—; = g —1 bzw. vp_; = v, gilt damit

Vi d_ 1 k—2 QVk—2 .
[Kunle = 002300 + 5 [ Ko = Q0820 Qi

oG oG

-/ {aé‘kaékw(c)}{a:k el Q)+ (2 — OGO

1
2

™

> 1(’”) =

26



o [ e

y1=1 Y2 1
1 Hi—2 QVk—2

G

Xaf{acaifkaz”khk(z, Q)= (ur—D)(z— M2 (z —
finy V. Vk é(l/k,—g—]_)!
[uk-lv;( ) S
g Mk it~ i —g = 1)!
e Z( ) m]

(z _ C)Mk—Q(ﬁ)uk—l 1 Be—2 1 vi—1 1
i (e — 2)1 (v, — D! [u 2 ]}dfdn. (53)

Zu 1.2):

Beim (k—1)-ten Summanden dndert sich nichts. Fiir den (k—2)—ten Summanden
gilt unter Beachtung von py = pp_1 + 1, vy = Vg_1, pg—1 = ppe—o+ 1 und vp_; =
Vk—o mit zum Fall I.1) analogen Betrachtungen

Koo (o = 033 w(C)d(i0)

1

= 50 Ko s — 028 ()T

oG

— 1 k—1—1 qrk_1 (Z - C)NkiZ(ﬁ)kal
B %a(;{ag % w(g)}{ o — 2 — 1)L % 2= ¢

_(Z—C)“’“Qz— C)vs! “kZ_ el _
(ke — 2)N (g, — 1)! [ +Zyz d

y1= 1 y2=1

—%/84 ({8’% 1 - 1w(€)}{ 1)0,04* 8k hi (2, C)

=)= O =0

e l/k l/k—é(l/k -l — 1)'
[ (v — 1)1 e>(_1) h—1-0)
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(Z_C)uk—Z(Z_C)uk 1 1 33 vi—1
(e = 2)! (v — 1)! [uk_1 yz:l_"'g:l ]}) d€dn
= % / {aé‘kla?”w(o}{agaska:khk(z, 0

—(uk—l)( — Q)2 (z = Q)
& (v o (vg — € —1)!
l/k—l O] Z( ) BT
N~ (e yue—g L =7 = D!
Mlc—l' < ) (k—l—j)!]

o — ()He—2 ZT v—1 1 g —2 1 vp—1
+( (uko— 2)!&1/,C —Ci)! [ + 2 _+Z—]}d§d77

pr — 1

™
G

+ / {3?’“‘1lagk‘lw(C)}64{0485ka:khk(z,C)
—(pe = 1)z = Q2 (z =
vp—1
— [ - (= =1)!
VMZ() (=
— (“k) Y JM
uk - 1! (k—1—j)

Z_Cuk—Qﬁukl 1 Nk2 vE—1
+( (uk)—Q)!Eyk—i)! [uk_1 Z_+Z ]}dfdﬁ-

y11 y212

Dies in Verbindung mit (51), S. 54, liefert analog zu Fall I.1)

1 Vi—1 d_ 1 k—2 QVk—2 d
3 Kz = 0207w F + 5 [ Ko e = Q00O

oG PYe)

-/ {6&"“65%(0}{8;—% b (2,C) + (2 = O G = ¢+

o8



g (u) s =3 = 1)
Mk—l' J (k—1-7)

(- Ot (z — ()t [P‘i:l 1, Z yl ] }dgdn

(g — DM vg — 1)!

y1=1 ya=1
1 —1agVk-1 £ AVk
+; /{agkl laz W(C)}ag{acag az hk(z, )
G
—(uk—l)( L CETO
vp—1
SV e = —1)!
o Z( )
N 1(“’“) Y JM
Iuk - 1)! (k—1-7)!
Gy o Ll I < UV U | P
* (g — 2)! (v — 1)! [“’C_lerlX:_ller;lh &dn.  (54)
Zu L.3):

Analog zu den vorangegangenen Féllen ist

1/K,L,c,uk(z — Q)0 07 w(C)idC + % /Kuk_l,uk_l(z — Q)0 07 w(Q)id¢

2
aG aG

- / {85’“82%(0}{85’“ 07 hi(z,Q) + (2 = Q7 (z = !

™

,Uk_l '“k 1<uk) * ]((/;fk—_lj—_;))]

N L CT ri _+"kz ”dgdn

(e =DM we =D [ = =y

+ / {62‘“6?%(0}55 {%Békas’“hk(z, ¢)
G
G o
(1 = 1)} (vg — 2)!
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iy 14% Vk Z(yk —g—l)'
’“_1';(@> (k—1—20)!
F- Y ] (“’“) O e _‘jl))!’]

(z— Nk lz— uk2 prp—1 v —2
+ [yk_1+2—+z ]}dfdn- (55)

(e — 1)! Vk_2 — =Y

Zu 1.4):
Es ist entsprechend

1 Vi . 1 o k- d
3 Ko = OO (Oidg + 5 Kz = 020 20l0)

2 i
G G

-/ {aé‘kaékw(c)}{a:k e hy(2,0) + (2 = O I E O

™

(Z_C)uk* (Fc)uk 1 [ee—1 1 vp—1 1
T G Dl 1) [Z _+Zy2]}d5d"

y1=1 N yo=1
= {3?’“‘23?‘2“(0}5<{‘963§ka:khk<z, 9
_(z — C)#k l(ﬁ)uk 2
(e — D — 2)!

vp—1 UV, Vk_e(yk_ﬂ_l)!

SRRy R ==
pp—1 i (g — )
+ (v — 1)! ; (L; )(—1):% J%I

(z_ouk— (m)uk—Q pp—1 vp—2
" (e — D) (v — 2)! [yk_1+2_—+y221 ]}dﬁdn- (56)
Zu L5):
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Fiir n = g = 1 und m = v, lautet (50), S. 51,

=9
(Z/k — 1)'

— Uk_l I/kfl
log s — ¢12 — -0" 1
oglz — (] M_D!g;m

= —00% (2, C) + @ [Z <yk> (—1)"’“4%

7TK1,I/k (Z - C) =

(e —1)! 21
me_zi'

y2=1

-1 ag{( () (a%a:khm Q)+ %

vp—1 Vg Ve (l/k —-1- E)l (Vk _ 1)| vp—1 1
’ Lz_; <5)(_1) G-1o0 koD _;@D}dwn
=9

(l/k — 1)!

__1 / (9:02w(0)) (aza;’khk(z,o +

™

gy mt W —1 =0 (yp —1)! 1
X[Z(E)(‘” (k—l—@!‘(k—l)!_zy_])dgd"

ya=1 72

¢
1
[ (210(0) @002t el ) dgan 67)
T
el
Fiir den (k — 2)—ten Summanden gilt

3 [[Konoile = 08 2u(Oid¢
aG
_ 1 1 (ﬁ)uk_lil Vi —2
T om (Vg—1 — 1)! z2—C az w(Q)de
oG

-2 / (0302 (2, €)) 8o (Q) dgdln

G
— )k-1-2
o f : S A L)

) (V-1 —2)! z—=¢
G
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Unter Beachtung von (57), S. 61, und v,_o + 1 = v, folgt damit

: / Ko (2 — Q0 w(Q) % + 1 5 [ Kooz = QO (g

2 ¢
oG
1 V-1, Vi (Z B C)Vk_l
;/ ¢ 0, (f%@ hi(2, C) + 1)
G
vp—1 vp—1
: Vg v, (l/k —-1- E)' (l/k - ].)' : 1
% LE_; (E)(_l) k-1-0! (k_1) _;QD dtdi
Y \Wk—1—2
+% / & 11_ 2)!(z fz : 2w (C)dedn. (58)
G
Zu 1.6):
Analog zum Fall 1.5) ist
1 . 1 d¢
> [ Kua(z = Q0 w(Q)idC + 5 | Ky 0(z — Q)0 w ()=
. ./ @
_ 1 k—1 A (Z — C)“kil
= —;G/(azag w(¢)) (3'5 0.y (2, C) + =1
pup—1 . g —1
ik i e =1 =) (g — 1)! 1
" [ ()= - ‘Zy]) e
+%/ 0c0:05* 0, hy (2 ,Q)] agk’zw(g)dfdn. (59)
Zu TL1):

Fiir den (p — 1)—ten Summanden gilt nach Aussage von Korrolar (3.1), S. 52,

1 -1 qlp—-1 dz
3 K = 0300
oG

- E=g
(1o — DIy, — 1)

2T
aG

x [(_1)ukup (1, — 1)! Z_; (uk ; up> (<11 (Nk(’u_k pipp—_pl—)!m
+(=1)""" (v, — 1)! zp: (V'“ ; V”) (=1)¢! (Vlc(;c lj;q—_q 1—)!1)!

q=0

_ L (<—1)“”“"“82’“””82"“""’85'“a:kak(z, ok
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— Bp—1( _
—%/((—l)k_“f’—’/pﬁagk—'fpagk—upagkazukhk(Z’ C) i (Z C) (Z O
G

(k—£—1)

by —1 . pp—1 vp—1
Pk (=7 = 1)! 1 1

j=0 J (k_J—l)' ylz_lyl yZZ_l?h

X0 1 ()

(o — 1wy —

X [(_1)ukup(up —1)! zp: (Mk - /‘p> (_1)])71 (Nk( — php —p —1)!

1
T

/

p pe —p—1)!

p=0

HeD =1 Y ( ; ) RIS B

q=0 (Vk_q_l)!

s Vg vi—4 l/k—e—l!
—(uk—1)!z <£>(_1)k ﬁ

-1
—j—=1)!
I/k—l' <Mk) ukgruk_]_l +Z_+Z
]:O '7 .] ygl

x O 1+18§”‘1w(g)d£dn

(caysosmmsemsige e g gty . )

(z=Qre "z — Q) B~ Hp—1—1
W [(—1) (1p-1)
" #p 12 ( :“p 1 ) 1);0—1 (e — pp—1 —p —2)!

(e —p—1)!

D (s 1)

I/kllp11

Vk_Vp 1) (e —vp1 —q—1)!
(g —q—1)!

Vkl Vg ok —2€—=1)!
_(Nk—l)!z (g)(_l) k eﬁ

up—1 i B k_._1! up—11 -1y
(v = 1)! (‘;)(—1)% J%+§;—+ S —D

X0~ 8~ w () dédn.
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Es sei fiir den Moment

]_ Vi —Vp—1 - -1 14
L= [ ((a)meg e iy (,)
G

(z = Qo1 (z — Q) r—tip-1-1
+ (Up L — 1) (Vp L — 1) [(_1) (:u’p*l)!

Bk—Hp—1—2
— g — 1 — Uy, —p—2)!
y Z (Mlc Hp—1 )(_1)p—1 (e Hp-1—D )

p (u, —p —1)!

p=0
(1) (s — 1)!

Vp—Vp—1—1

o Z (uk — Vp_1> (—1)0! (v (—Vkup__lq—_ql)_' 1)!

q

iy Vg v Vk—g—l!
—(ue = 1)1 (ﬁ)(_l) ¢ eﬁ

x@?”_lag”_lw(g)dgdn.

Fiir den (p — 2)-ten Summanden gilt entsprechend

1

5 Koo o = Q20 (g
oG

_ _% /<(_1)k—pp_1—up_1+2812’k—uplagk—ﬂpl agka;’khk(z, C)
G

_ (Z — C)Np—1*1(ﬁ)’/p—1*1 [(_1)uk_“9_1(,up_1 _ 1)!

(tp—1 — DN (¥por — 1)!

Me—pp—1—1 _ ( _ —p— 1)'
x ) (M M’H)(—l)“ e :

p (e —p — 1)!

p=0
+(—1)Vkiup_1(1/p_1 — 1)'

vp—Vp—1—1
Vg — Vp_1 (e —vymr —qg—1)!
x Z < 14 )(_1)q 1 ( p '

g q vg —q—1)!

] Vg v —1 l/k—g—l'
—(px, — 1)! (ﬁ)(_l) ¢ w
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Ml g — G — 1) 1
—(l/k:_l)!j;o (N_)(—l)“k ]%+ Z_ — +

J
xag"_lag"_lw(g)dfdn

1 —Vp—1 —Hp—1 v
_;/ {af(<—1)’“—“"-l‘“"-1“3§’° O O O (2, )
G

Z= Qe (z = Q) BE—Hp—1
_( (,Up—)1 — 1)!51/1)_1 1 1)! [(—1) =1y — 1)

B —pp—1—1 Ly, — ( . B _1)'
s (k up_1>(_1)p_1 fi, — pp—1 —p — 1)

s p (e —p = 1)!
H(=1) 7 (g — 1))

vp—vp—1—1

= q (v —gq—1)!
vp—1
Vg Vfg(l/k_g_l)!
— —1)! e ) L.
=ty (F) o =
£=0
pp—1 . Hp—1—1 vpy_1—1
. —7=1)! 1 1
— (v — 1)! ('%)(—1)“’“_9%4- Z — + —])}
= \J (k=7=-D! =y = w
><8?"‘28g"‘2w(()dfdn.
Wieder sei fiir den Moment
]_ Ve —Vp—1 - -1
I, := - /((—1)’“‘“"1_”f’1+284’° ¢ 8?’° bo 0Lk hy (2, )
G

O e [
. (Mp)1 — 1)!Eyp1<1 1)! [(—1)“k B (1,_y — 1)

Mr—pp—1—1 B ( . o 1)'
< 3 (uk upl)(_l)p_l fk = pp1 —p —1)!

p (e —p — 1)!

p=0
(1) (g — 1)!

vp—vp—1—1

Vk = Vp-1\ [ 1yq—1 (v —vp1 —q—1)!
* qz_; < q )( D (e —q—1)!
el UV v — (Vk —{— 1)'
—(pr, — 1)! 2 (€>(—1) Zm
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pr—1 i (e — G — 1) Mp-1—1 1 vp—1—1 1
DS () e S e Y —D

J
xag"_lag"_lw(()dfdn.

Wie in den vorangegangenen Féllen, stellt sich auch in diesem Fall heraus, dass
sich bei der Addition von

Vo1 d
5 Kol — 00000

2
G
und

5 [ Ko o = Q00 (O

2
aG

I, und I, gegeneinander wegheben. Denn fiir p, > 3 und p, 1 > 1 mit py — 2 >
Ho—1 gilt nun nach der Aussage von Lemma A.4, S. 103,

1 Mk —Hp—1—2 - 1
+ (D oy = Dl Y ( o )

Hp—1 =0 p

pet1 (= po—1 — p = 2)!
x(=1) (e — 1 —p)!

1 (ke — pp1 —p—1)!
<(-ap (mf—l—i)! |

Es folgt also
1 Hp—1 aVp—1 dz 1 Mp—2 QlVp—2 .
5 Kup,l/p (Z - C)ag az W(C)T + 5 Kupflyupfl (Z - C)ag 82 W(C)ch
aG aG
— _l —1)k—ro—vp+2 5¥k—Vp gk —Hp 9k GV _ G C)“p_l(z — C)Vp_l
) WG/ N e Tt

% [(_1)uk—up(up —1)! liki (:uk - :up) (_1)p—1 (1w — Hp—D— 1)!

—pn—-1)!
= p (g —p = 1)!

NE ORI S Ca IR VRIC et e

purs q (s —q—1)!
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Vi 1
Vg u e(l/k—g—l)!
“’“_1'2(6> T
Z:
Hp—1 vp—1

pr—1 . i _1
SR> (‘;)( 1)%]%_;_1 +ylzl—+yzzl D

X o tw(C)dgdn

1 Vp—Vp—1 —lp—1
_—/ {8f<<—1)’“—“”-1‘”"-1”8z’“ PO O O (2, )
G

™

Y ot i
(Hp1 = DM ¥p-1 = 1)!

B —pp—1—1 . ( . o 1)'
v Z (Mk Mp—l)(_l)p_l Mk — Hp—1 — P !

= p (be —p —1)!
H=D) T (1 = 1)

YR venaml Vi — Vp_1 (=1 —g—1)!
X jg: (=1)° ( v

[(—w—“pl(upl - 1)

pr q vg —q—1)!
vp—1
V. v 7£(l/k—€—1)!
— (g — 1)! B L L A A
(s )%(0( R
=1 Mp—1—1 vp_1—1
ik (e —j —1)! 1 1
_(Vk _ 1)! < >( 1)/% —J + — 4 -
= \J (k—j—1)! ylz:l v S v

xag”_zag"_Qw(C)dfdn.
Zu 1L.2):

Analog zu den in Fall I1.1) gemachten Betrachtungen gilt

1 Vo1 dc
E/Kﬂpﬂ’p(z - C)agpilafp w(g)_c

1
oG oG

1 _ —
_ _; / <(_1)kupup+28gk upaglc Npagkaz'/khk(z’ C) _
G

1 o s d¢
+ é /K.Up—la”p—l (Z - C)agp72afp w(C)TC
(=g E=g

(ko — DI, — 1)!

X [(_1)Mk—ﬂp(up —1)! “kii_ (:uk - :U'P) (_1)p—1 (e — Hp — P — 1)!

= p (e —p —1)!

TR e s

=0 q (lc—q—l)-
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s Vg e (v —£—1)!
k—llz<£> e
pp—1 . i _1 pp—1
1) (A;)( 1)uka((ﬁ;€_j_1 +Z—+Z D

N

j=0 y1= 1 Y y2= 1Y
X o w(Q)dgdn
1 Vg —Vp—1 —Hp—1 v
_; /{6C ((_1)k—up—1—Vp—1+2aZk 4 82% Hp 8gk8zkhk(z’ C)
G
(z=Qte Mz = Q) ! _
_ ] )HE—Hp—1 o —1)!
(,U/pl_]-)(]/pl_l) ( ) (:U’Pl )
; i il 1 (uk - up_l) (1)1 (k= o1 —p — 1)!
= p (be —p —1)!
1) ey — 1)
) I/kill (Vk — Vp—l) (_1)(171 (Vk —Vp_1—¢q— 1)'
pr q (v —q—1)!
vp—1
Vg oo (W — € —=1)!
— (i — 1)! etk T 2T )
by (7)o ==
=1 . Mp—1—1 vp_1—1
ik (e — g —1)! 1 1
—(v. — 1)! i —1 ) - + — 4+ _
=1 par <J>( ey yzzl oo
xag”_zag"_Qw(C)dfdn.
Zu IL3):

Es ist analog

1

Vy_1 . 1 9 AV, 2 .
3 /Kup,,,p(z — C)@é“‘*laz“ w(Q)id¢ + 3 /Kup_l,,,p_l(z — C)aé‘f’ 8{ w(C)id¢

oG el

1 _ _ _ A\l A1
———/((—1)’“"""“f’+28g’“ Yo ke 9 Y By (2, €) — (z = (2= ()
m
G

(ko — DI, — 1)!

X [(_1)“k_ﬂp('up —1)! Zp (Mk - Mp) (1)1 (Mlc(— pp—p—1)!

p:() p Mk;_p_].)'

+H(=1)" " (v, — 1)! (Vk . ) (cpyer = a1t

q=0 q (k_q_l)-
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s Vg e (v —£—1)!
k—llz<£> m
pp—1 . i _1 pp—1
_(yk—1)!j:0 (i)( 1)%]((/«;_]]_1 +ylzl_+yzzl D

X019 w(C)dedn

N

- {% ((—1)’“—“”-1‘”"-1”8?“‘””185’“‘“”18#’“ G NENS
G

™

QO s
(tp—1 — Dvpy = 1)!

B —pp—1—1 _ ( _ _p_l)l
X Z (“k “P—l) (—1)PL Mk — Hp—1 !

p (e —p —1)!

l(_l)uk—upl (1pr —1)!

p=0
(1) (1 — 1))

; kall (Vk — yp_l) (—1)et (v (— Vo1 —q —1)!

pr q vy —q—1)!
vp—1
Vg oo (W — € —=1)!
— (g — 1)! L
(1 )%(0( R
=1 . Mp—1—1 vp_1—1
ik (e — g —1)! 1 1
—(Z/ _1)! < _>(_1)Mk AL AR — 4 _
* = \J (k—Jj—1)! ylz:l v S v
xag”_zag"_Qw(C)dfdn.
Zu TL4):
Wie gehabt ist
1 Hp—1 gVp—1 ; 1 Hp—2 oVp—2 dz
3 Ky, v, (2 — C)@C 62 w(Q)id¢ + 5 K1y (2 — C)(’J?< 83 w(C)T
oG aG

1 =2 Vo i (z=Qm(z = Q!
- _ -1 k—pp—vp+2 QVk —Vp gtk —Hp ok QUi .
" / T e T

X [(_1)%/@(“[) _ 1)! i (:“k - “p) (_1)1)71 (/Mc(— Hp — D — 1)!

p=0 p lj’k_p_l)!

AT o (77 )cpm e m a2

q=0 q (Vk —q— 1)-
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Vi 1
Vg u e(l/k—g—l)!
“’“_1'2(6> T
Z:
Hp—1 vp—1

— (v — 1)! (Mk>( 1) ](ELIL:— jj—_ll + Z — + Z

j=0 J y1= 1 Y y2= 1Y
xag"’lag”’lﬂw(g)dfdn

_l /{ 3C ((_1)/9—#»—1—%—1-%282_%—“/7lagk—ﬂplagkazwchk(z, C)
G

™

G- =g
(tp—1 = (V-1 = 1)!

[(—w—“pl(upl - 1)

:)

e (e — (b — pp—1 — p — 1)!
% Z (Mk p—1)(_1)p_1 k p—1 !

p (e —p — 1)!

p=0
(1) (g — 1))

vp—Vp—1—1
y Z (Vk — Vp_l) (—1)et (v (— Vpe1 — g —' 1)!

= q v —q—1)!
el V. v — l/k—g—ll
(e =11 <€>(—1) ¢ Kﬁ

(k—j—1)!
xag”_zag"_Qw(C)dfdn.

_(Vk_l)!“k </“Lk>( 1)/% JM.}_MJ_Z_ l_}_ i])}

Zu IL5):

Fiir den (p — 1)-ten Summanden gilt

1 NN ¢
5 /K,Upv'/p(z - C)aé"p azp W(C)T
oG
vp—1
1 k—v,+1 qVk—Vp quir—1 qur qug k+1 (’Z - C)
[ — P )~ 4 ) — (-1 S A
27m~6G [( 1) 84 a{ az az hk(zv C) ( ) (Vp _ 1)'

el Vi v — (l/]c — E — 1)‘

X !(Hk_l)!g (g)(—l) em
S (19 (s (e =3 = D)
+(”’“_1)!;<j)(_1) (k—1-)
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—(=1)Ftmtt (=0~ uz_ (Mk , 1) (1! (g —p — 2)!

-1 22\ p (e —p—1)!

v —v,—1
k_,,p—u,,—1k - v, — UV o1 (W — v, —q—1)!
S qz—; ( q p)(_l) 1 (Vk—pq—l)!
— V1 =1
Z_C P P 1 - _
- %Z;l 0 w(¢)dC

y2=1

1 1 Vp—l —v I/*I/p — %4
:7/ [ ()| [(—1) et g 0k 3t (2,.)
G

per (2= C v & (e vt Wk = £= 1)}
S N B ==

(v —1)! MJZ_; (’;’“) (—D“”H]
_(_1)k+uk+l% :2: (“’“p_ 1) (—UMH
(- (=0) Z (e
_ % ; i] dédn

1 / [agﬂ*agﬂ*w(g)} (= 1)F 7t Q2 0 9 0 (2, ) .
T
G

Mit

1 E=9"
(Vp—l —-1)! z—(
= (~1)F T 08 O hy(2,¢) filr ¢ € OG

ﬂ-Klip—lyup—l(z - C) =

gilt fiir den (p — 2)-ten Summanden

1 -2 Up72 .
5 [ Ko o = Q020 (g
oG
1 —V, QVk—Vp VY p—2 QlVp—2
= [y o ropon oz, )] 020 () ded
G
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/ [(—1)’““’!’8%’“_”"“62"“6’;’“8;”°hk(z, g)] ofe =20 w(C) dédn.
G

1
T

Damit folgt

5 Koz = 0030 F + 5 [ Ky (o = 0828 (i
oG oG
== [ ot o)) [(-uetar o o ot (0
G
z=0)"" Ly e (Ve — €= 1)
_(_1)k+1 (Vp—l)' (/Lk_l)‘; (6)(_1) (k—l—g)'
& (e —j = 1)!
w0 (7)o m]
e EmOTIRE (uk - 1) e —p—2)!
(=1) w, — 1) ;0 p )TV o

e Y (e e )

= q (v —q—1)!

1 —V Yk —Vp 14 p—2 QVp—2
— / [(-1)’c o “agka';kazkhk(z,g)] o202 w(C)dédn.
G

Zu 11.6):

Analog zu I1.5) ist

1 Vp—1 . 1 —2 qlVp—2 d
3 /Kup,,,p(z — C)@gﬂﬂa{ w(Q)id¢ + 3 /Kuph,,pl(z — C)aé‘ﬂ aZp w(C)TC
aG aG
= [[otrapr )] [(-uprerion o gt 4,)
G
ki1 (2 — Q)Mp_l s Vg vt (g = £ =1)!
2\ (k—1-J)
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ktve—pp Np*luk_up_l k= Mo p—1\Fk — Hp — — 1!
SECACEIDS (“ p“)(_l) w(ukﬁip_zol)!)
_(_ k‘Hlk—l(z_C)up_l -1 I e )

A =] Z( R e
(z— Q"' =

1
- 1)) Zy_] dedn

1 — v —lp % p—2 alp-2
o [ [rmeazap st gz, )] 08w e
G

Zu IIL1):
Es ist
-
: / Kpnon & = 00(Q) S+ 5 [ (2 = Ol
oG
) / a”ka”ka“ka”khk (2 g)} w(C)dedn
G
_%/[ ka’/k 1auk 1aukavkh (Z O
G
el Y
(eI <VZ> (—1)"”—((1;:_ 1= K)),
£=0 ’
pr—1 Y
1y Mk) s (e — 3 = 1)!
ot (1) om0
Mg —2
)tk Pk — 1) o (g —p—2)!
Z ( (uk —1-p)!
2 -1 ( —q—2)!
luﬁ-kZ(k ) (y’;_l_q)!
X DO (C)dédn. (60)
Zu 111.2):

Das Ergebnis in diesem Fall ist identisch mit dem aus III.1).
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Damit bleibt von der Summe nur jeweils der erste Term von (53), (54), (55), (56),
(58), (59) und (60) iibrig. Also

_1\k
W(2) = Ta i O (z) + / [agkagkagkagkhk(z,g)} w(C)dedn

™
G
=/ {aé"“f?%kw(c“)}{a?’“a:khk(z, O+ (==

™

(Z—C)“k’l(ﬁ)'/k 1 [He! ve—1
(= D)l — 1) LZI y; ]}dgdn

- / |02 01 92 (2,0) | (¢ el
G

_% /{a?kagkw(g)}{ngaz"khk(za C) + (Z (;ko_ukl_) Eik —Ci;k_

Wl Vg i — I/k—g—l'
X !(Nk_l)!z (£>(—1) ¢ eﬁ

£=0

= (px—j — 1)
=0 '

Nun ist zunéchst nur fiir z # ¢ (s. (50), S. 51)
—0L* 0% gi(z,C) = —0L* 0% hy(2, ()
(z — ) 1( ¢t el Vg e (g —2—1)!
= (e — Dl — ! [ oy () e ey

=0
= 1) Z (") o e —log|z—<|2] .

Ein zum Beweis von Satz 3.1, S. 38ff, analoger Schluf} fiihrt jedoch wieder zu

ol = [ (oo or029u(2,0)] wic)agan

™
G
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™
G

_L / [0 20(Q)| 040 gu (2, gy O

3.5 Allgemeine orthogonale Zerlegungen

Analog zu Satz 3.4, S. 44, bzw. Satz 3.5, S. 46, 148t sich eine explizite Zerlegung

des Hilbertraumes Ly(G; C) in den Raum der Funktionen f : G — C, fiir die gilt
oro’f=0 in G (n,meNN)

und dessen orthogonalem Komplement mittels Satz 3.7, S. 48, angeben. Folgende

Definition erscheint dazu sinnvoll.

Definition 3.2 Fir n,m € IN se:

On,m,Z(G; C) = {f c LQ(G; (C) | 6;"8;‘f = 0},
Onm2(GiC) = {9 €Ly(G;O) [ (0, f) =0 V€ Opma(G;O}.
Damit gilt

Satz 3.8 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und Greenscher
Funktion héherer Ordnung g, k € IN, und

w € C*(G;C) N C*1(G;C).
Fiir beliebige n,m € IN mit n +m =k hat w dann in G die Darstellung

w=¢+v, wobei &€ Opma(G;C) und b € Oy, ,(G;C).

n,m,2

Beweis
Nach Satz 3.7, S. 48, hat w in G die Darstellung
(_1)k m qn qn qm
wlz) = —— [w(()0;"0z0; 0 gr(2, C)dEdn
G

1
— [orera .o apacdsan

G

Nach Definition von gy, ist hj, regulire Losung von A¥u = 0in G. Da fiir m4+n = k

oo par gu(2,C) = PRI he(2,C) in G,
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ist also auch
07070702 0¢ ¢ O " 0e(2,() =0 in G.

Somit ist das erste Integral von (61) beschrankt, mithin der Satz von der ma-
jorisierten Konvergenz anwendbar und also Differentiation und Integration ver-
tauschbar. Woraus

1\k
oror =0 [uororoporan(z,Odedn = 0

G

folgt. Daher bleibt zu zeigen:

/[8’”8”%(2 O)] f(z)dzdy = 0 fiir beliebiges f € Oy m2(G; C).
el

Mit Lemma 3.1, S. 44, folgt fiir f € O, ,2(G; C)

/ 0P 92 g4, O)) F () dady = (~1)™ / 102942, )] 0 1 (=) dady.
G G
Und mit Lemma 3.2, S. 46, folgt weiter

1y / 02 gx(z, )] I F (2)dady = (—1)™*" / (2, Q)07 f () dady = 0,

G

da f € Opm2(G;C). O

Sei nun fir m,n,k € Nmit m+n==%

WEZ(G5©) = { f € WF(G;©) | 9402 f = 0 anf G fiix 0 < v+ p <k —1,
0<p<m0<v<n},

wobei WF2(G; C) fiir n+m = k den Sobolevraum aller f € Ly(G; C) bezeichnet,
die schwache Ableitungen 040%f, 0 < u < m, 0 < v < n, in Ly(G; C) besitzen.
Damit ist alles bereitgestellt, um die angekiindigte explizite, direkte orthogonale
Zerlegung von Ly(G; C) formulieren zu kénnen.

Satz 3.9 Set G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und Greenscher
Funktion g, der Ordnung k € IN. Fiir n,m € IN mit n+m = k gilt dann

L3(G;C) = Opma(G; C) @ 2™ W2 (G; ©).
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Beweis .
Offenbar geniigt es, die Identitit O, ,(G;C) = 9297 an2n(G, C) zu verifizie-

ren.

Sei also ¢ € 020 Wffn (G; C) beliebig vorgelegt. Dann existiert zu diesem q ein
T E,V\V/’f,fn(G;C) mit
0707'r = qin G,

obdyr = 0aufdGfir0<v+pu<k—-1,0<v<m, 0<pu<n.
Fiir beliebiges ¢ € O,, .2(G; C) folgt dann weiter
(0.0 = (020, 0) = [ 0207 (:) ) dady = (-1)" / (2 02 dady

1)ntm /r 8’”8" z)dzdy = 0,
G

also ¢ € Oy, ,(G; C).

Sei jetzt ¢ € Op s
Problem betrachtet:

(G; C) beliebig vorgelegt. Fiir dieses ¢ wird das folgende

0707'r = ¢in G,
(62)
oLdlr = 0auf G fir0<v+pu<k—1,0<v<m,0<pu<n.

Eine Lésung von (62) ist gegeben durch

1) = -3 [ erorue oororr(Qiazan =~ [ arau(z Oa(c)ddn
G G

und die Behauptung folgt unter Beachtung der Eigenschaften von gj, auf 0G sowie
der entsprechenden Eigenschaften des T— bzw. des T-Operators (s. [Bege94],
[Veku62]). O
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