2 Integraldarstellungen im Einheitskreis

2.1 Greensche Funktionen héherer Ordnung

Die Greensche Funktion héherer Ordnung von A", n € IN, kann im Falle des
Einheitskreises ID := {z € C: |z| < 1} explizit angegeben werden (s. [Alma99),
[Bege02], [Veku68)).

Definition 2.1 Die Greensche Funktion n—ter Ordnung g,, n € IN, fiir den Ein-
heitskreis ID C C ist definiert durch

2

LS
gn(zag) (n _ 1)'2 z— C
S~ (=)
£ e T (1) (- 12
v=1

z,(eD, 2z # (.
Konsistenterweise hat g,, die folgenden Eigenschaften, notiert in (s. [Bege02])

Lemma 2.1 FEs st

Ogn(2,¢) = 0 fir |o/=1,1¢|<1,0<e<n—1,

a0 = 2 () S 25)

fiir z, € D, z # (,

Algn(2,¢) = 0 firzCeD, z#(

Fiir einen Beweis siche [Bege02].

2.2 Darstellungen mit Greenschen
Funktionen héherer Ordnung

Mit den im vorangegangenen Paragraphen eingefiihrten Greenschen Funktionen
hoherer Ordnung 148t sich nun die folgende Integraldarstellung analog zu Satz
1.2, S. 7, bzw. Satz 1.3, S. 7, gewinnen (s. [Bege02]). Uber dieses Ergebnis soll
kurz referiert werden.
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Satz 2.1 Jedes w € C*(ID; C) N C"}(ID; C) hat fiir z € ID die Darstellung
Nl [ =0 (1Y,
1 1 (=" (1=1¢CP\" .,
T /(n - (-=z ( 1—2C ) azw(f)dfdn

nll ZT |C|2 }
-3 [ () o
o

v=

/8 gn(2,C) ?w(()dﬁdn

Der Beweis folgt [Bege02].
Nach Voraussetzung hat w fiir z € ID geméf (18), S. 11, die Darstellung

w3 = o= | E= O omy()agn

(n—1)! z—C
i%/ 2=¢) A (C)dC.

D
[ _
i EI) e=¢
Unter Beachtung von |[¢|? = 1 fiir ¢ € dID folgt, dass die Kerne der Randintegrale
von (29) nicht singulér sind, mithin also der Integralsatz von Gauf} 1.1, S. 4,
angewendet werden darf. Damit wird (29) zu

1 /(Z—C)”ll—\é\2

(n—1)r z—C 1—2C ¢
D

w(¢)dEdn

w(z) =

o m!' T 1—z(;)2 ¢

nl )
+Zil/7((z ) 07w (C)dC.
D
Die Betrachtung der Differenz
L E=OM (1= 1- |<|2] ,
(n—l)hTID/ z2—C |:< 1_ZZ> 1—2C %M(C)dﬁdn

fiihrt dann durch mehrmalige Anwendung des Integralsatzes von Gaufl 1.1,
S. 4, zur Behauptung. O
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2.3 Darstellungen mit Bergmanschen
Kernen zweiter Ordnung

Das in der Einleitung besprochene Konzept, die Bergmansche Kernfunktion be-
treffend, soll nun auf den Fall w € C?(ID; C) N C}(ID; C) iibertragen werden. Fiir
z,( € D, z # (, ist nach Lemma 2.1, S. 17,

2 1_252 2 2
(2,0) = I — 2P log | T2 — (1= [¢) (1= ).
und
2 _ 1_|<|2>24_Z
azg2(27<) - ( 1 _ZZ C_Z'

Fiir z,{ € ID, z # (, gilt weiter

2 _ 1 1_|<|2>2 ya— 1-1¢P 2-¢
0:0;92(2,C) = C—Z[(l—zz + (¢ Z)21—ZZ(1—ZZ)2 )
Somit folgt fiir z,{ € ID, z # ¢,

1 [21—|C\2 z2—=¢

agaz.QQ(za C) = -

C—z| 1—2C (1—20)2
(2= T=F  1-[P-s0?+ =220 - 0)s
260 (it (-0 )
= o 20 = 160 =20 4201 = ()T 2) ~ I~ =]
2

= g 2Ol ¢ 2P

Die Bergmansche Kernfunktion zweiter Ordnung fiir den Einheitskreis lautet also
(s. (17), S. 11)

Ka(s,0) = 20802 (2,C) = ———— [0~ [P)(1 = [P) ¢ = 2] (30)

(1-20)*

Eine zum Satz 1.3, S. 7, analoge Aussage macht nun der folgende
Satz 2.2 Jedes w € C?(ID; C) N CY(ID; C) hat fiir = € ID die Darstellung

() = [Ka(e, Qu(Q)dedn— ~ [2gn(z.0)0ku(O)dedn. (1)

D
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Beweis
Nach Satz 2.1, S. 18, hat w fiir z € ID die Darstellung

w(z) — 1/2 1— |d2 (C)dﬁd + = 1 /2(7)(1 - |C|2) (C)d{,:d??

mJ (1= 2()3 1 - 2()?
(32)
——/6292 2, ()0%w(C)dédn.
Wegen 1 — z( # 0 fiir 2, € D, ist
z—C0)(1—|¢? z—C)(1—|¢]?
o{ Sl o} = S o
(-0
+w(C)8z{ 0 0P } fiir z,{ € ID.

Mit dem Integralsatz von Gaufl 1.1, S. 4, ergibt sich fiir das zweite Integral
aus (32)

1 (ﬁ)(l—ld) 1 Q)1 —¢?)
7r/2 T dgdn_ 2{ T ()}d{fdn

_%]D/w { : _1zg)|C| )}dgdn
—%/w { : _125‘0 )}dfdn.

Mit

S

= G FEO0 —16h) — (= K~ 2+ = P

und demzufolge
LI g (e L)
(1-2¢02 L (1-20°
1

= g 20D )~ 2 = P
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wird (32) zu

L 2 2 —22—2— 20.)
w(z) =+ !m[m—m )1~ [2) — 2 — CP] w(Q)dedn

—+ [2ante. )02 dcan
D

Mit Riicksicht auf (30) folgt die Behauptung. O

2.4 Bergmansche Kernfunktionen
hoherer Ordnung

Um eine zu Satz 31, S. 19, analoge Darstellung fiir Bergmansche Kernfunktionen
héherer Ordnung K,, im Einheitskreis angeben zu konnen, sind diese zunéchst zu
berechnen. Dies soll jetzt geschehen.

Lemma 2.2 Die Bergmansche Kernfunktion n-ter Ordnung K,, (n € IN) fir den
Einheitskreis berechnet sich zu

n

Ka(2,() = m z:(—l)‘H (n> (n : 1) |z — ¢ D)

=1 ny) \H
X (1= [¢P)" ™ (1-[2P)" ", z¢eD.

Beweis:
Sei k € IN beliebig fixiert. Unter Beachtung von

z,(eED = 2(#1
gilt dann fiir 0 <n <k

1 k(k+1)...(k+n—1)2"

13 —

s N (R

und
21— =k(k=1)...(k=n+1) (1= ¢ (="

Mit der Produktregel von Leibniz ist damit fiir 0 < ¢ < k

(L) -3 () (gt o e

21
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(K41 (k4 — 1)z
B Z (n) (1- ZZ)k+n
X k(k ) (k {+n+ 1) (1 . K|2)k—l+n (_C)an

LS (1) (oD e

n

Da fiir p € IN, gilt:

)kl_{ k=D)k-2)...(k-p)((—2)""" : 0<p<h-1,

0 : p>k,

folgt, unter Beachtung obiger Differentiationen, wieder mit der Produktregel von
Leibniz:

S () () ey

=0fir{=0

-5 ()OS (1) e (DY gy

¢
=k ( 1 _ED’C;IC; @ (1 —1|c\2>£ (C(?—Z ) ZZ% (f;) %;;)):

s
(D 0 (e S SO
O
K Z () e i) -2
(B a0
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R Ry A NP T (s .
_(1—zZ)2kZZ<E><n)(l§—£+n)' (¢ —1)! (L= [¢)™
x (1= 20 ¢ [2(1 = [¢P)]" [(=O) (1 = 20)] "

Eine Anwendung von

Lemma A.2 (s. S. 101) Sei K ein Kirper, a,b € K und £ € IN. Dann gilt fiir
beliebige ¢, € K, 0 <n </

¢ ¢
Z Gnea"b " = Z Cne(a+b)"a"",

wobel

fiir

2\ (k+n—1)!
= -—_ <n<
dn,t ()(k—ﬁ-l—n)" O_n_ga

(wobei z(1 — |¢[?) die Rolle von a und (—(¢)(1 — 2{) die von b iibernimmt, was
a+b=2(1-|¢?) 4+ (=01 = 2¢() = z — ( zur Folge hat) ergibt weiter:

K s (B (O (k+n—1)1(C=2)" .
1= 22 (z) (n) GF—trmi - LI
x (1= 20" [2(1 = [¢)]" [(=O) (1 = 20)] "
k! bk (C——Z)eil 2k—
- (1 _ ZZ)% ZZ <£>cn’f (f— 1)! (1 - ‘d ) ¢
x (1= 20 (2= O [2(1 = |¢)]
Die Darstellung fiir die ¢, aus Lemma A.2 eingesetzt fiihrt zu:

koot I _ —n
2.2 @cmg (ie R i)! (1= 1P = 20 (e = Q) [0 = 1))

F A L(n+v 14 (k+f—n—-v-1)[(k 1
=22 (_1)< v )(z—n—y>(k—£+£—n—u)!<e>(e—1)!
x (C=2) 7 (A= [CPF - 20F e — O [2(1 - [¢P] T

koot
_ (n+v)! 14 (k+l—n—-—v-—1) K
_ZZ vinl (—n—-v)i(n+v)! (k—n—v)I({—1)! LIk —2)!
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x(—l)”(c— )T = PR = 2O (e = O [2(1 = ¢

-2aser (T 0

><(<—) (L IR - 20 (- O [ [P

(T () = ()

(das ist die Aussage von Lemma A.1, S. 100, fira =k —nund S =k — 1)

& j -1 _ £—n
2.2 (I;) Cn,e%( =[P = 20 (2 = O [2(1 — [¢]?)]

x (1= [Pk 41— 20k [2(1 — [¢)] .

(ﬁ 1) (]Z 11> (n —(i)_!(?i n)! (¢ —(I;)!_(/:)i 0)!
~(n —(li)!_(/i)é n)! (¢ —(];)_!(Z)i 0= (i _ 1) ('Z _ Z)
impliziert eine Vertauschung der Summationsreihenfolge:
Sy (SO e o

x (1= [¢P)*=4(1 = 20)*~ [(1 = [¢)] "

SR e
x (1= [CP)*=4(1 = 20)* [(1 = [¢A)] "

SR E e
x (1= [¢[2)FEm(1 = 20)F 6 [2(1 — [¢P))f
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x (2 = [2)(1 = [¢P) + (1 = 2) (1 = [¢B)]
= (B2 (E) e 2 - s - gpon - ey

=%PZ§§Z§<Z:1> (o)t

x(1—|zH™#* O
Die benétigten Eigenschaften von K,, fasst das folgende Lemma zusammen.

Lemma 2.3 Firn € IN gilt

K, € C*(ID*C) wund 07Kn(z,¢) = 9Kn(z,¢) =0 fir z¢eD.

Bewelis
Firl1<pu<n,nelN,ist

=P )
:(Z_C)u—l‘;(u;l) u17§< ) .

In der Darstellung von K, aus Lemma 2.2, S. 21, ist also n — 1 die héchste
Potenz von Z. Dies zeigt die Polyanalytizitdt von K, in z. Analog folgt die Poly-
antianalytizitdt von K,, in (. O
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2.5 Darstellungen mit Bergmanschen
Kernen héherer Ordnung

Satz 2.3 Jedes w € C*(ID; C) N C"}(ID; C) hat fiir z € ID die Darstellung

w(z) = / Ko (2, O)e(C)dédn — - / O (2, O (C)dgdn, ¢ = €+

D D
Zum Beweis wird folgendes Lemma benotigt.

Lemma 2.4 Fir f,g € C", v € IN, gilt

—

forg - (-1 (25) g = 0,3 (-1)! (2t (221%)

0

~
Il

Beweis

t
>_.

oS () (o)

=S (o) (o ) + (o) (2 )

- S (ats) (o a) = v () (o)

— 0 (@28 o+ S0 (o) (007)
RCOREHCHICTINE

Zum Beweis von Satz 2.3!

Nach Satz 2.1 hat w die Darstellung

1 [n (=0 (1-1¢P\"" .,
D

v=0

—2 [aru(z o0 O ey
D
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Fir 1 <v <n -1 gilt mit Lemma 2.4

O O ) = 1y <<ﬁ)"( — L f:) ()

” (1 ~ ZC) V! (1 — ZC)
+5%;(_1)%% <(z ;!OU ((11_—|<l‘))"+1 ) %O
o (EE0ra- |<|>’“ y
— £ v—1—2¢ : ¢ v TZ v
#0312 w<<>)§ () =

ER (1) (=1 (= [T
XZ() R S TR (1-20""""

%/&Ci(_nf (ag—l‘ew(é)) ; (}i) (—1)Vﬁ—);:::

B ) I eV EPI 50
tz<> (n—1—k+1t)! (=0 (1_ C)n+1+t d&dn

) % v 1(_1)e (8?17%(0) EZ: (i) (_1)1/((41;?2—)1;’;

oD =0 N

N (R0 =t (=)
Z() (=¢) dc

, I o w1 (1_ C)n+1+t

1 fn (z=0" (1-[¢P\"",
UZZO;IDE(l—zC) <1—ZC) agw(odfdn
o [OkE Gl i
_w!@—if“ &®+§:l/ L_Owlg@mwn
n =P
_W/O_Cyﬂ<0&w
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* _1 ;/ [(_1)1/6% { (Z ;!C)U ((1 _E‘C))m-l } w(C)

e G0 =1  f
N aZ (_1) &C{ V! (1 _ Zz)n—kl } {az ZW(C)}] dfdn

- i; (=1)°% { - ;!OV =k )):H } w(C)dedn.

v D (1-2C
Es ist
nn—l . (Z—C)" (1_|C|2)n—1
VZ:O( 1) a{{ V! (1—ZZ)n+l}
—nn_l— v ~ (v E—f(m)u (1-¢»” '
- I/Z:O( g ;<£>8< V! af{(l_ C)n+1}
_nn—l v U (CTZ) (1_|C‘ )n 1
a Z:;ezg(e) 7 &{(1_ C)nﬂ}
B n—1n—1—¢ v/ (@) , (1_|C‘ )n 1
_néz_;; < / ) 14 af (1_ C)n+1
_nnfl n (C_—Z) (1_‘<.| )n 1
B pars f-i-l) 14 aﬁ{(l_ C)n+1}
- =0

J2
XZ(/Q (nn_;!k)!( _(?_i)i,f)_(( <) (—¢1-20)""

— (n—1 n—1-¢ n—1-¢
- —2)t(1 - 1-
= QnEOj( )c (- [?)" T (1= 0)
X E cre (2 — Q)" (2(1 = [¢] )) (mit Lemma A.2)
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, ez
u\ ZU)

A=) -

n+l—k—v ,
t+1 k+v

=0
V4

k+1

(1 —ZZ)Q" ez:;; (
(1-2()

( |

n—1
n
o ,; <k+1

) ()

n

)"

)

X (z — C)k (2(1 - [¢[?

> ji(—w("’;l)(

zZ)”‘l—z

ZZ)"*I’K

n+l—k—

n

)

)

x (z = O)F (2(1 = [¢]

2))3*]6

<k . 1) <£> C—2ta—lcAH "

1-¢

x(1=20)"""z=¢

x (1-— zZ)”_l—‘f i

) ¢ — | ( ‘C‘2)n—1—k

-~

="

)¢ (2(1 -

<£ + k) (k + 1) (ﬁ Z k) (C=2)t*

(1 Z)n 1—t—k (z— (:)k (z(l B

) (n K 1) (=1)FIC = 2% (1= |cP)"*
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I
~—~
—_
|
N | S
TN
N—
N
3
= 3
||M|
[en) —
N
>
+ 3
—
N——
N
3
> |
[S—Y
N——
N—
T~
T
ol
—~
o~
N—
3
AR
Pl

k
y 21:’“ (n - 2 - k) ”lz”(_l),,(n -1 - k- e)

1 O
- =w ni (o0 ) (") )= s (- ey
x (1= [2P)

(1 — ) 2” :1 ( ) ( ~ ) 1)F1|¢ — 2260 (1 [¢2)"*
x (1- \2‘2)”—’“

Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung

Zu dem gleichen Ergebnis kommen H. Begehr und A. Dzhuraev in [BeDz04],
wenn auch mit anderen Methoden und ohne die Erwidhnung, dass es sich um eine
Darstellung mit Bergmanschen Kernen héherer Ordnung handelt.
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Fir f €e C}(G;C), GCC, f=u+iwund z € G, z = x + 1y, ist

0zf(2) = 5(Gpulz,y) +idyu(z,y) +i0:v(z,y) — Oyv(2,y))

(Opu(z,y) — i0yu(z,y) — i0,v(z,y) — Oyv(z,y))

1
2
1
2 33
2 (33)

=5 (Opu(z,y) — i0yu(z,y) — [0ztv(x, y) — i0yiv(x,y)])

= 0,f(2).

Damit ergibt sich durch komplexe Konjugation der Aussage von Satz 2.3 zusétz-
lich der

Satz 2.4 Jedes w € C*(ID;C) N C"'(ID; C) hat fiir € D die Darstellung

w(z) = (=1)"

™

/w(C)a?O?gn(z, Q)dédn — % /3?gn(z, ()0fw(C)dédn, (= E+in.
D

D

2.6 Orthogonale Zerlegungen

Als Folgerung aus Satz 2.3, S. 26, bzw. Satz 2.4 148t sich eine explizite Zerlegung
des Hilbertraums Ly(ID; C) in den Raum der in ID polyanalytischen Funktionen
und dessen orthogonalem Komplement (s. [Bege02]) bzw. in den Raum der in ID
polyantianalytischen Funktionen und dessen orthogonalem Komplement angeben.
Folgende Definition erscheint dazu sinnvoll (s. [Bege02]).

Definition 2.2 Fir n € IN wird definiert:
Op2(ID;C) = {f €Ly(ID;C) | 02f =0 in DD},

A0, »2(ID;C) = {f e€Ly(D;C) | 9;f =0 in D},
0,,(ID;C) = {p e Ly(ID;C) | {p, f) =0 Vf e Ono(D;C)},
A0, ,(ID;C) = {peLy(ID;C) | (p,f) =0 V[feAO,,(ID;C)}.

Damit gilt dann der folgende

Satz 2.5 Jedes w € C"(ID; C)NC"(ID; C) hat in ID die Darstellung w = ¢+1p,
wobei ¢ € Op(ID;C) und 1 € Ony(ID;C), oder ¢ € AO,,(ID;C) und ¢ €
AO;,(ID; C).
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Beweis

In [Bege02] ist die erste Behauptung bereits bewiesen worden. Allerdings 148t sich
mit Hilfe der Bergmanschen Kerne héherer Ordnung der dort angegebene Beweis
wie folgt abkiirzen.

Nach der Aussage von Satz 2.3, S. 26, hat w in ID die Darstellung

w(2) = [KaleOw(Odedn— - [z, C)02(C)dean (34)

D D
Das erste Integral von (34) ist aus O, »(ID; C). Denn mit der ersten Aussage von
Lemma 2.3, S. 25, folgt, dass Integration und Differentiation vertauscht werden
diirfen. Die zweite Aussage desselben Lemmas hat dann die Polyanalytizitat die-
ses Integrals zur Konsequenz. Da das zweite Integral von (34) aus O, ,(ID; C) ist
(s. [Bege02]), folgt die erste Behauptung.

Die zweite Behauptung folgt analog zur ersten unter Beachtung, dass w in ID
nach Satz 2.4, S. 31, auch wie folgt dargestellt werden kann:

(=1)" /w(C)(??a?gn(z, C)difd??—%/3§gn(Z,C)a?w(C)d§dn. 0

™
D D

w(z) =

Mit
We?(ID;C) := {f € W**(ID;C) | 8“f =0 auf D fiir 0 < v <k — 1} ,k € IN,

wobei W*2(ID; C) der Sobolevraum aller f € Ly(ID; C) mit schwachen Ableitun-
gen bis zur Ordnung k& aus Ly(ID; C) ist, gilt damit der

Satz 2.6 Firl1l <k ist
Ly(ID; C) = Oy 5(ID; C) N Ly(ID; C) @ 8*WE*(ID; C)
und

Ly(ID; C) = AO;5(ID; C) N Ly(ID; C) ® W2 (ID; C).

Fiir einen Beweis sieche [Bege02] oder [BeDu01].

2.7 Darstellungen mit gemischten Ableitungen
der Greenschen Funktionen héherer Ordnung

Wie in der Einleitung erwéhnt, lassen sich die in der Cauchy-Pompeiu-Formel
hoherer Ordnung auftretenden Integralkerne der Randintegrale nur in einem be-
stimmten Fall als Gebietsintegral mit Bergmanschem Kern zusammenfassen. Der
allgemeine Fall soll nun behandelt werden.
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Eine Anwendung von Satz 1.8, S. 15, fiir n = 2 und G = ID zeigt, dass jedes
w € C?(ID; C) N C(ID; C) in ID unter Beachtung von

1 1
20005 ) =T T !
und
P _
0:0.(2.0) = og| T —2- -G 1P
die Darstellung
1 1 1
s ﬂ[ e el e
1 1-|"_ -0 <=0 _,_ (35)
_%/llog e—C| T 1-x  1-% <
D
X0 0cw()dedn

besitzt.

Dieser Darstellung soll nun eine andere gegeniibergestellt werden, welche sich
durch ein zum Beweis von Satz 2.1, S. 18, analoges Vorgehen ergibt.

Unter Beachtung von [¢|*> = 1 fiir ¢ € JID wird (19), S. 13, fiir w € C*(ID;C) N
C(ID;C) und z € D zu

_ L ¢ 1 _
w(z) = ,8£w(g)1 e d¢ + la£10g|1 2C|* 0w (¢)dC

(36)
47 [1oglz - ¢Padw(¢)dedn

D

Die Randintegrale von (36) lassen sich mittels des Integralsatzes von Gauf}
1.1, S. 4, in Gebietsintegrale transformieren, da 1 — 2{ # 0 fiir z,{ € ID. Damit
ergibt sich (36) zu

w(Z)=l/%f +1/[1i€+1i§} w(Q)dedn

D
1
—= 1
w/"gz ¢
D
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Durch langwierige Rechnungen, die hier nicht vorgefiihrt werden sollen, ist es
moglich, die Darstellung (37) auf die Form (35) zu bringen. Auch fiir den Fall
n = 3 ist diese Transformation moglich. Allerdings war der Rechenaufwand noch
erheblicher. Dieser Umstand fiihrte unter anderem dazu, allgemeine Greensche
Funktionen héherer Ordnung zu betrachten. Es sei in diesem Zusammenhang auf
die entsprechenden Darstellungen in Kapitel 3 verwiesen.

2.8 Allgemeine orthogonale Zerlegungen

Mit der Darstellung (35) 148t sich eine explizite Zerlegung des Hilbertraumes
Lo(ID; C) in den Raum der Funktionen f : ID — C, fiir die in ID 0,0, f = 0 gilt
und dessen orthogonalem Komplement angeben. Folgende Definition erscheint
dazu sinnvoll.

Definition 2.3

01,1.(ID;C) = {f €Ly(ID;C) | 0;0,f = 0},
O011,(D;C) = {peLy(D;C) | (o, f) =0 Vfe0(D;C)}.
Damit gilt

Satz 2.7 Jedes w € C*(ID; C) N C'(ID; C) hat in D die Darstellung

w=a¢+1Y, wobei ¢ € Op12(ID;C) undp € (9%’1’2(]]); C).

Beweis
Fiir z € ID sei

T =0 -0
12 1—-2¢

1 1—2C
_Efllog‘z—c
D

Nach (35) hat w in ID also die Darstellung w = ¢ + .

1— |g|2] B0cw (C)dédn.
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Offenbar ist ¢ in ID harmonisch. Somit bleibt zu zeigen, dass fiir beliebiges f €
O1,12(ID; C) gilt: (¢, f) = 0. Sei also f € Oy12(ID; C) beliebig fixiert. Dann ist

. f) = __//l ‘1—z< (z=¢) _¢==9

1— zg 1—2C
Es reicht also, zu zeigen:

x0z0cw (C) f (2)d€dndzdy.
1-2" =0 (=0
!llog c—C|  1—az 1-%

Zweimalige Anwendung des Integralsatzes von Gaufl 1.1, S. 4, zeigt unter
Beachtung von (33), S. 31, und der ersten Aussage von Lemma 2.1, S. 17,

—1-¢”

Kﬂ f(z)dzdy = 0.

]! llog o= 2_51(2__2? -9, |<|2] F@)dudy
+(1-[¢?) ] ()}dwdy
Y SIS R
+(1-[¢?) ] f(2)dady
= —/[(ﬁg) llog 12—_,22 2—1] - |Z_<|21_Zzz
+(1—1¢P) z] 8, f (2)dzdy
—[a. {[\z—cmog L1 <1—|z|2>] W)} dody
/ 2= (P log |- Zf —(1-1¢) (1—|z|2)] 0. f (2)dwdy
/ | — [P log |2 Zf ~(1-[P) (1—|z|2)]mdmy=o,

D
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nach Voraussetzung an f. O

Sei nun

W22(ID; €) := {f € W2*(ID;C) | 870% f = 0 auf D fiir 0 < v+ pu < 1,

0<v<1,0<p<1y,

wobei W22(ID; C) den Sobolevraum aller f € Ly(G; C) bezeichnet, die schwache
Ableitungen 0¥0%5 f, 0 < v <1,0 < p <1, aus Ly(ID; C) besitzen. Damit ist alles
bereitgestellt, um die angekiindigte explizite, direkte, orthogonale Zerlegung von
Lo(ID; C) formulieren zu kénnen.

Satz 2.8 .
Ly(ID; C) = Oy,15(ID; C) @ 8:0, W 2(ID; C).

Beweis
Nach der Aussage von Satz 2.7 geniigt es offenbar, die Identitét

Otm(]D; C) = 0:0, WQ’Q(]D; C)
zu bestétigen.
Sei also ¢ € 950, W 22(ID; C) beliebig vorgelegt. Dann existiert zu diesem g ein
r €W22(ID; C) mit

0-0,r = ¢ in DD,
0Ldr = OaufdD fir0<v+4+u<1,0<v<1,0<pu<1.

Fiir beliebiges ¢ € 0;,2(ID;C) folgt dann analog zum Beweis von Satz 2.7
weiter

(g, ) = (0:0.1,¢) = 0,
also g € 07 ,(ID; C).

Sei jetzt q € Otm(]D; C) beliebig vorgelegt. Fiir dieses ¢ wird folgendes iiberbe-
stimmtes Problem betrachtet:
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0-0,r = ¢ in ID,
(38)
09yr = OaufdD fir 0<v+4+pu<1,0<v<1,0< <l

Aufgrund der Eigenschaften des T- bzw. des T-Operators (s. [Bege94]) ist eine
Losung 7 von (38) gegeben durch

() =~ [ 0:0.:(,ulc) .

Also gilt ¢ € 9:9, W22(ID; C). O
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