1 Einleitung

Fiir ein beschréinktes Gebiet G C C mit glattem Rand 0G hat eine Funktion
w € C1(G; C)NC(G; C) fiir z € G nach der Cauchy-Pompeiu-Formel (s. [Bege94],
[Bege99], [Pomp13], [Veku62]) die Darstellung

o L@ g [ % e
o) = o [2hdc- 1 [w0F L c=erin.
oG G

Existiert fiir G dariiberhinaus die Greensche Funktion g, so lassen sich die Inte-
gralkerne der Darstellung (1) mittels geeigneter Ableitungen von g ausdriicken.
Dies soll zunéchst erldutert werden.

Sei also G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand 0G und z = z + iy ein
fester Punkt in G, im folgenden als Parameterpunkt bezeichnet. Weiter sei

h(z,-):G—= 1R
eine in G harmonische Funktion mit den vorgelegten Randwerten
h(z,() =log|z — (P, ¢€aG

(so eine Funktion existiert nach [Cour50]). Die Greensche Funktion

9(z,): G—=> R
von G fiir den Laplaceoperator
A= 48:4827
wobei
1 . 1 .
0, = 5 (0p —i0y) und Oy:= 5 (O +10y)

die nach Wirtinger benannten Differentialoperatoren sind (s. [Remm95]), ist dann
definiert durch (s. [Bege94))

1
g(Z, C) = log m + h(Z, C)a z 7£ C: (2)

und hat die folgenden Eigenschaften:
1) g(z,() ist harmonisch in ¢ € G\ {z};

n)  g(z,¢) +log|z — ¢|? ist harmonisch in ¢ = z;

m)  lim g(z,¢) =0.



Zusétzlich ist g symmetrisch in ihren Argumenten, d.h.

9(z,¢) = 9(C,2) (s [Bege9d]),

so dass ebenso ( statt z die Rolle des Parameterpunktes iibernehmen kann. Ist
demzufolge die Greensche Funktion eines beschrinkten Gebietes G mit glattem
Rand bekannt, gibt die Darstellungsformel von Green fiir harmonische Funktio-
nen u: G — R (s. [Bege94], [ReR092])

ang
- / (O s (3)

wobei v den &ufleren Normalenvektor im Punkte ¢ bezeichnet, eine eindeutige
Losung des Dirichlet Problems fiir harmonische Funktionen an.

Mit der Greenschen Funktion lassen sich dariiberhinaus auch Integraldarstellung-
en fiir w € C}(G; C)NC(G; C) angeben, welche z.B. explizite, direkte Zerlegungen
des Hilbertraums Ly(G; C) in den Raum der in G analytischen Funktionen und
dessen orthogonales Komplement bzw. in den Raum der in G antianalytischen
Funktionen und dessen orthogonales Komplement liefern (s. [Bege02], [BeDu01],
[BeDz04], [Dzhu00]). Diese Darstellungen werden nun hergeleitet.

Mit 212) gilt

o g_z =2i/[ -~ 0u4(2.0] wl)ac

1 (4)

= 5= [ 8z ().

oG

Das letzte Integral von (4) kann mit dem

Satz 1.1 (Integralsatz von Gauf8) Sei (71,72) € {(1,0),(0,1)} und G C C
ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Dann gilt fir w € C1(G; C) N C(G; C)

1 1
L w(@)d((2)™ (=i7)™) = -~ / o7 0o (2) dady.
2 v

oG G

(s. [Bege94], [Veku62]) ausgewertet werden, da 0.0,h(z,() existiert (und damit
ebenso 9:0,h(z, ()).

Nach Definition (2) gilt fiir z,{ € G mit z # ¢

000.1(2:6) = 0 ( Lz +0.0(6.0)) = 00(:0). )



Der letzte Term von (5) ist bis auf einen konstanten Faktor die Bergmansche
Kernfunktion von G. Dies soll festgehalten werden in folgender

Definition 1.1 Sei G C C ein Gebiet mit Greenscher Funktion g(z,(). Die
Funktion

K(Z’Z) = _%azazg(za C)

heifit Bergmansche Kernfunktion von G
(s. [Bergh0], [BeSc53], [Cour50], [Bege9d)]).

Bemerkung

Bergmansche Kernfunktionen — oder allgemeiner: reproduzierende Kernfunktio-
nen — erfreuen sich nach wie vor regen wissenschaftlichen Interesses (s. z.B.
[Sait03]).

Zuriick zur Auswertung von (4). Mit dem Integralsatz von Gauf$} 1.1 und den
vorangegangenen Uberlegungen folgt nun

/ahzg /&[ahzc w(¢)] dedn

(6)
_1 / ([0:0:h(2, O)] w(C) + D.h(2, )P (C)) dédn.

w(z) = - / [0:0.h(z, C)] w(C)dedy

. / (C% T 0.h(z, o) () dedn, "

Der Integralkern des zweiten Integrals aus (7) ist bis auf die Stelle z = ( gerade
die partielle Ableitung von ¢(z, () nach z. Es gilt aber dariiberhinaus

ity [ 3.z, CJu(Oden = [ D.9(z. Qolc)dcan Q
G

e—0 7T
Ge

wobei G, := G\ K.(z) mit K.(z) :={(: |z — (| < e} C G fiir € > 0 hinreichend
klein. Denn zunéchst ist mit dem Integralsatz von Gauf} 1.1



1 / 0.9z Cw / [0:0.9(2 )] w(¢)dedn
+ / 8.9(2, C)we (C)dedn.

Andererseits gilt aber auch

tny [ 0.g(z ()¢ = liny ( Jouswodc— [ ot ow(odc)
9G. oG

o=
= —lim 0 Z,Q)w = —2miw(z
- Lo( | i [ ano (odc) (2.

|z—¢|=¢ |z—(|=¢

In Verbindung mit (9) impliziert dies

—rw(z) = hm (/ 0:0.9(z, ( dﬁdn—i—/ﬁzg z,C wc(g)dfdn) (10)
G

Aus der Definition (2) ist sofort ersichtlich, dass gilt
tny [ [0¢0:9(z, O] w(Q)dedn = [ 0:0.h(z.¢)] (O décn.
Ge G
Also ist (10) dquivalent zu

~mio(z) 24 [ [050.h(z. O] wlC)dgn = limy2i [ Duglz, G
Ge

G
—

2rmi(2) + 2 [ 0¢l0.h(z, QwlC)) dédn = 20 [[0uh(z, (e

~lim 2 / 8.9(z, we(¢)dedn
Ge

omiw(2) + / “(C)Cdgz 2i / 8.h(2, O)we(¢)dédn

oG G

- lim2i [ 2.g(z. Qe (C)ded
Ge



1
= —lim— [ 9,9(z, (Jwe(C)dédn,

was (8) zeigt. Zusammengefafit gilt also der

Satz 1.2 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und Greenscher
Funktion g. Dann hat jedes w € C(G; C) N C(G;C) fiir = € G die Darstellung

1 1 1
= [oune, Oulrddn— - [duale.OwOrdein+ 5 [ 21
G G oG

Wegen

¢ (h=(z, Q)w(C)) = h, (2, Qw(C) + ha(z, Qwe (<)
und (4) gilt mit Satz 1.2 dariiberhinaus auch der (s. [Dzhu00])

Satz 1.3 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und Greenscher
Funktion g. Dann hat jedes w € C'(G;C) N C(G; C) fiir = € G die Darstellung

_ / K (2, O)(O)dedn - / 9.9(2, )0 (C)dédn.

Bemerkung
Eine analoge Argumentation fiir die zu (1) konjugierte Darstellung

d&dn .
we(€) , z€G, (=&+in
7rG/ ¢

271'1 C—z — 2z

fiihrt zu

Satz 1.4 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und Greenscher
Funktion g. Dann hat jedes w € C'(G;C) N C(G; C) fiir = € G die Darstellung

w(2) =~ [w(©)0:0c(e,C)den— - [Duglz, 00 dedn.
G G



Nun ist alles bereitgestellt, um die weiter oben erwéhnte explizite orthogonale
Zerlegung von Ly(G; C) formulieren zu kénnen. Sei dazu

012(G;C) = {f € Ls(G;C) | 9:f =01in G},
A0 5(G;C) = {f €L,(G;C) | d,f =0in G},
O0i5(G;0) = {9 €Ly(GO) [{p, f)=0 V[e01,(G;O)},
AO0H(G;C) == {p€La(G;0O) |(p,f) =0 VfeAO5(G;O)}.
Damit gilt dann zunéichst der

Satz 1.5 Fir ein beschrinktes Gebiet G C C mut glattem Rand und Greenscher
Funktion g sei B
w € C'(G;C) NC(G;C).

Dann hat w in G die Darstellungen
w=¢+1v, wobei ¢ € O15(G;C) und 1 € OiQ(G; C)
oder
w=¢+1p, wobei ¢€ AO15(G;C) undp € AOT,(G;C).
Fiir einen Beweis siche etwa [BeDu01] oder [Dzhu00].

Mit
W'?(G;C) == {f e W*(G;C) | f =0 auf G},

wobei W2(G; C) wie iiblich den Sobolevraum aller f € Ly(G;C) mit schwachen
Ableitungen erster Ordnung aus Ly (G; C) bezeichnet, gilt dann der

Satz 1.6 Fir ein beschrdinktes Gebiet G C C mut glattem Rand und Greenscher
Funktion g ist

OL(GiC) =0, W'2(G;C) und AOL,(G;C) = 8; W(G: C).

Fiir einen Beweis siehe etwa [Dubi94], [Dubi95] oder [Dubi97].
Die vorangegangenen Darstellungsformeln lassen sich auf Funktionen

weC"(G;C)NC"(G;C), neN,

8



verallgemeinern. Dies soll jetzt kurz skizziert werden.

Fiir das Randwertproblem

Finde in einem beschrinkten Gebiet G C C eine Lisung u € C**(G; R)
von A"u =0, n € IN, n > 2, mit den Randwerten

\ i (11)
Au:fl,ka aleu:fQ,ka OS]CSTL—].

gilt ein zum Dirichlet Problem analoges Resultat.

Motivierend sei bemerkt, dass Gleichungen des Typs

AAu—i—aaAu +b8Au +082u S 0%u e 0%u N 0
ox oy o0x? 0x 0y 3y Tor

in ou
g +ha—+k =f

z.B. bei Untersuchungen zu Fléchenkriimmungen und in der Theorie der flachen,
elastischen Schalen (Shallow Elastic Shells) eine Rolle spielen (s. [Veku68]).

Es gilt nun eine zu (3) analoge Darstellungsformel. Denn fiir ein beschrinktes
Gebiet G C C mit (stiickweise) glattem Rand und

u,v € C"(G;C) NC* H(G;C), neN,

ist zunéchst (s. [Veku68)])

/('UA”u — uA™) dxdy
G

n—1 12)
A" k-1 Ak (
= Z/( k a Y - a vAn_k_lu) ds.
ov
k=0
Fiir n € IN und einen festen Punkt z € G ist bekanntlich
= 1 2(n-1) 1
= =] 1
Wn(2, Q) (= 1)!2|z | og PEyap (13)
Fundamentallésung von
A"y =0 in G. (14)
Sei h,, € C?»71(G;C) nun regulire Lésung von (14) in G mit
hn(za C) = —LNL)n(Z, C): alghn(Z, g) = (*N‘)n(z C) ) (15)

agc_lhn(za C) _an 1wn(z C) auf BG,



wobei unter einer reguldren Losung von (14) eine Funktion verstanden wird, die
stetige partielle Ableitungen der Ordnung < 2n in G besitzt. Diese Wahl von
hy, fithrt dann tiblicherweise zur Definition der Greenschen Funktion von (14) (s.
[Veku68]).

Definition 1.2 Firn € IN seien G C C, w,, und h,, wie oben. Die Funktion

9n(2,€) = Wn(2,¢) + hn(z,Q)

heifit dann Greensche Funktion der Ordnung n von (14) in G oder einfach Green-
sche Funktion hoherer Ordnung von G.

Bemerkung
Zu Existenz— und Eindeutigkeitsfragen von g, siehe [Veku68|.

Ersetzung von v durch u und u durch g, in (12) fiihrt mit einem zum Beweis von
(3) analogen Schluss fiir z € G zu

%(n—l)]

[ OAT g (2
u(z) = _% Z /(A]ZU(O ¢ gn(z,C)

ov,
k=0 sa ¢

(16)
BA’gu(C)

n—k—
_T/CAC "gn (2, C)) ds¢

(s. [Veku68]), wobei [3(n — 1)] die gréBte ganze Zahl < 1(n—1) bedeutet. Ist also
die Greensche Funktion hoherer Ordnung von A" in dem beschrinkten Gebiet
G C C mit glattem Rand bekannt, so folgt analog zum Fall n = 1, dass (16) dann
die Losung des Problems (11) angibt.

Da Greensche Funktionen héherer Ordnung existieren, ist es naheliegend, dass
es ebenso Bergmansche Kernfunktionen héherer Ordnung gibt. A. Dzhuraev hat
1986 diese Frage in [Dzhu86] beantwortet (s. auch [BeGi92]). Es soll kurz seine
dahinfiihrende Argumentation dargestellt werden.

Fiir ein beschrinktes Gebiet G C C mit (stiickweise) glattem Rand und n € IN
sel

Ai(G) ={f:G—>C|02f=0in G}
mit beschrinker L2~Norm
1/2

[1sGrasdy | =1l < oo
G

In dieser Situation gilt dann folgendes

10



Lemma 1.1 Sei G wie oben, n € IN und K C G kompakt. Dann g¢ibt es eine
Konstante Cx > 0, die nur von K abhdingt, derart dass

Sup f(2)] < Ckl|fllaze firalle fe AZ(G).
zZE€

Es folgt, dass A2(G) ein Hilbertraum mit dem inneren Produkt

(u,v) = /u(z)@dwdy

G

und fiir jedes feste z € G das Funktional

ein stetiges, lineares Funktional auf A42(G) ist. Also ist nach dem Rieszschen
Darstellun ssatz das lineare Funktional ¢, durch das innere Produkt mit einem
Element fi™(¢) € A2(G) gegeben. Dies fiihrt zu

Definition 1.3 Sein € IN und G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand
und Greenscher Funktion héherer Ordnung g,. Die Bergmansche Kernfunktion
héoherer Ordnung K, fiir G wird wie folgt definiert

Kn(z,¢) == fI"(¢), 2(€G.

Ist die Greensche Funktion héherer Ordnung g, fiir A™ in G bekannt, so ergibt
sich analog zum Fall n = 1 folgender Zusammenhang zwischen K,, und g,

- (_1)n—1 n qQn
Kn(z,¢) = — - 07 gn(2,¢), 2,(€G. (17)

Das erste Ziel dieser Arbeit ist es nun, Satz 1.2 und Satz 1.3 auf Greensche
Funktionen und Bergmansche Kernfunktionen hherer Ordnung im Einheitskreis
bzw. in allgemeinen Gebieten mit Greenscher Funktion héherer Ordnung zu ver-
allgemeinern. Dabei werden die Integralkerne aus der fiir

we C"(G;C)NnC™ 1(G;C)
in G giiltigen Darstellung (s. [Bege94], [BeHi97], [Dzhu86])

o) = e [ 55 O b u()dedn

(k=1 z—C
11 0",
— o 07 w(¢)d¢
[=¢

(18)

B

-1

G
‘ m! 21 z—

3
Il



mittels geeigneter Ableitungen der Greenschen Funktion héherer Ordnung analog
zum Fall n = 1 dargestellt. Die Darstellungen am Einheitskreis werden in Kapi-
tel 2 und die Darstellungen fiir allgemeine Gebiete am Anfang von Kapitel 3
behandelt.

Die Darstellung (18) ist ein Spezialfall der Cauchy—Pompeiu-Formel hoherer Ord-
nung. Um diese griffig formulieren zu kénnen, vorab zwei Definitionen (s. [Bege94],
[BeHi97]):

Definition 1.4 Fir m,n € Z mit m +n > 0 und (m,n) # (0,0) sei

4 _ m( __ '
Mzm—lzn—l .m S 07
m(n—1)!

Knn2) =3 “mm 1)t n=b
melzn—l m—1 1 n—1 1
log |2|* — - —| : 1<m,n.
\ m(m —1)l(n —1)! [ ;u ;l/

Definition 1.5 Fir ein Gebiet G C C und w € Li(G) sowie m,n € Z mit
m-+n >0 set

TG,O,OW(Z) = w(z) fﬁT’ (ma TL) = (Oa O)a

Tamaw(2) i= / Kon(z — Ow(C)dedn fir (m,n) # (0,0).

G

Damit 148t sich nun die oben angekiindigte Darstellung formulieren.

Satz 1.7 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand, w € C*(G;C) N
C"1(G;C) und
(B, vm), 0 <m <k,

eine Kette von Bi—Indizes mit
po =10 =0, pim—1 < Pims Vm—1 < Vmy Pm—1 +Vm-1 + 1= i + ¥, 1 < < k.
Dann gilt fir z € G

k—1
v 1 )
w(z) = TG,ukyvkagkazkw(z) + Z 5 /Kum+1,u7n+1(z - C)agmafmw(C)
=0 sG
xd [(z’{)”mﬂ*”m(_¢Z)um+rum] '

12



Da fiir w € C"(G; C)NC" ' (G; C) in der Darstellung aus Satz 1.7 auch gemisch-
te Ableitungen auftreten, denn beispielsweise hat jedes w € C?(G; C) N C}(G;C)
in G die Darstellung (s. [Bege94], [BeDa02])

_ 1 W logls —
o) = 575 [@O 25+ 5 [ ogle - g
oG oG
(19)
41 [ 1og]z - ¢Pagan,

G

ist es sinnvoll, auch gemischte Ableitungen der Fundamentallésung w,, zu betrach-
ten, also nicht nur diejenigen Ableitungen von w,, welche zu der Bergmanschen
Kernfunktion fithren, um zu analogen Integraldarstellungen zu kommen. Das Ver-
fahren soll an vorangegangener Darstellung erldutert werden. In G gilt fiir z # (

0:0.05(2 () = ~log|e — (P 2 wnd 92:0.0( () = L -~
Damit wird (19) zu
0(2) = 5 [6(00:0.3(e, i — 5 [1e€) 0:0.3(2,0) + 2 C
9G oG

1

4o [ag(Ologz - ¢agdn

G
= o [ Q) P02, C) — 0D (2, ) G
oG
o [lQ) .02, C) = ool ) + 21 T

oG
1

4o [a(¢) g 2 - ¢ g

G
Die Greensche Funktion g, verschwindet auf dem Rand von G und ebenso alle
ihre Ableitungen. Denn aus (15) folgt

9u(5,0) = 0, By gn(5:€) =0, .., O ga(2,0) =0 auf G- (20)
Fir z € G und ¢ € 0G ergibt (20)
0;9n(2,¢) =0, 070,.9n(2,¢) =0, ..., 8?5,'}4_1gn(z, ¢)=0. (21)

Sei nun ((t), 0 < t < 1, Parameterdarstellung von 0G. Der Bogenldngenparame-
ter ist dann gegeben durch

s =s(t) = / () dr.

13



Die Tangente an 0G im Punkte ((s) hat dann die Darstellung ('(s) = &'(s)+in'(s),
woraus durch einfache Rechnung

Ou = 1()0 — €/(5)0, = i (C'(5)0; — C(5)) (22)
folgt. (22) angewandt auf (20) zeigt
Ouegn(2,0) =0 <= ('(5)0gn(2, C) = ('(5)0z9n(2: C). (23)
Da auch
Bygn(,0) = (C'()0 + ()0 ) gl ) = 0, (24)

ergibt eine gemeinsame Auswertung von (23) und (24)

&an(za C) =0. (25)

Eine analoge Behandlung der verbleibenden hoheren Ableitungen von g, nach
der #ufleren Normalen zeigt dann die Aquivalenz von (21) und

079,(2,0) =0, 070:9,(2,() =0, ..., agagflgn(z,g) = 0. (26)
Also gilt

1 1 _

w(2) = g [wl0P0:0:ha(z, 6 + 5 [1orQ) 060 a(e,€) — 21C
G oG (27)

1
41 [ag(©1ogz - ¢Pagan
G

Wegen der Regularitét von he kénnen die beiden Randintegrale aus (27) mit dem
Integralsatz von Gaufl 1.1 ausgewertet werden. Somit ist

o) =+ [ wlC)0D:0.h eV e — - [0 {ur() 0:0.a(z, ) — 21} de

G

4 [ wlO)toglz - ¢Pgan

G

1
— = [w(QBD:0. e, dein + - [e(0)0:0:0:haz, )l
G G

1 [ ©ad:0uha(e. dgn - [ua(6) B:0Lhalz¢) — 2 dea
G

G

42 [ wglO)togl - ¢Pgan

G
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_1 / (Q)3c08:0,ha (2, C)dédn

™
G

o / we(C) [log |2 — €2 — Bs0.ha(2, C) + 2] dedn.
G

Ein zur Rechtfertigung von (8) analoger Schluf fiihrt letztendlich zu dem

Satz 1.8 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und Greenscher
Funktion go. Dann hat jedes w € C*(G;C) N CY(G;C) in G die Darstellung

™
G

w(2) =+ [@(000:0:0:00(z. e — - [ 3:0.00(2.C)Opdc(C)gln
G

Eine Verallgemeinerung von Satz 1.8 auf Funktionen
w € C*(G;C) N CF1(G; C),

sowie die aus dieser Verallgemeinerung folgende Angabe von expliziten Zerle-
gungen von Ly(G;C) in den Raum der Funktionen f € Lo(G;C), fiir die in G
gilt 07'02f = 0, wobei m +n = k, und dessen orthogonalem Komplement, ist
Gegenstand des zweiten Teils von Kapitel 3.

Durch Iteration der Darstellungsformel aus Satz 1.7 wird dariiberhinaus eine
allgemeine Darstellungsformel fiir differenzierbare, komplexwertige Funktionen
mehrerer komplexer Verdnderlicher in Poly—Gebieten entwickelt. Diese Darstel-
lung findet z.B. Anwendung bei der Losung von gewissen Systemen von partiel-
len Differentialgleichungen (spezielle Anwendungen finden sich z.B. in [BeDz97],
s. aber auch [BeDa02]). Durch komponentenweise Auswertung dieser Darstel-
lung mit den vorangegangenen Ergebnissen werden dann Darstellungen in Poly—
Gebieten mit Greenschen Funktionen héherer Ordnung angegeben. Beispielsweise
gilt der

Satz 1.9 Seien Gy, Gy C C beschrinkte Gebiete mit glatten Rédndern und Green-
schen Funktionen g, bzw. gg, héherer Ordnung, ki, ke € IN. Dann hat jedes hin-
reichend oft differenzierbare! w : 0G; x 0Gy x Gi X Gy — C fiir z € Gy x Gy die
Darstellung

("

wle) = S [t zom oo om g (1, G désan

G1

'Was das genau heifit, wird an entsprechender Stelle geklirt.
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1

_|_

/ (1. G2) O 223 g (22, ) Ay

k1+k2
// Cla <2 aml an1 an1 amlgk1 (Zla Cl)

G1Go

Xamz 8"2 2122 ngk2 (22, <2)d§1d771d§2d772

//amlanlgkl 21,61)6m2an29k2(z2542)
G1Go

X O 08 02 022w Gy, o) d€rdim dEadp,

wobet my +ny = ki und mgo +ng = ky,m; € N,n; €e N, 1 < 5 < 2.

Diese Darstellung auf Funktionen w : 9yG™ U G" — C, wobei 9,G" = 0G; x

.. X 0G,,, welche beziiglich jeder Komponente Ableitungen hoherer Ordnung be-
sitzen, verallgemeinernt, werden als Anwendung, analog zum Fall eines einzelnen
beschrinkten Gebietes, ebenso explizite orthogonale Zerlegungen von Ly(G"; C)
diskutiert. Diese Zusammenhénge sind das Thema von Kapitel 4.

Dies scheint der richtige Platz zu sein, um meine Dankbarkeit gegeniiber meinem
Betreuer Prof. Dr. H. Begehr auszudriicken. Er hat mich vom ersten Semester an
geprigt. Und der Eingeweihte wird die Begehrsche Mathematik auch an fast jeder
Stelle dieser Arbeit unweigerlich erkennen. Ohne seine Fahigkeit, auch hinter grob
unsinnigem Formelwust das eigentlich Gemeinte zu erkennen, hétte diese Arbeit
sicher ein anderes Aussehen gehabt. Letztendlich hat sein sanfter Druck, sowie
seine zu jeder Zeit anwesende Hilfsbereitschaft, entscheidend zur Fertigstellung
dieser Arbeit beigetragen.

Ausserdem mochte ich mich bei meinem Kollegen und Freund Akad. Rat Dr. D.
Schmersau fiir die vielen fachlichen Anregungen nach dem Korrekturlesen etlicher
Seiten und die menschliche Unterstiitzung bedanken. Das meiste (vielleicht sogar
fast alles!) habe ich beriicksichtigt.

Desweitern mochte ich meine Dankbarkeit gegeniiber meinem Freund Herrn Chri-
stian von Goetze ausdriicken. Er hat sich miihevoll immerwieder durch das Manu-
skript gequélt und das als Fachfremder. Dariiberhinaus hat er wihrend der Ent-
stehung dieser Arbeit sicher die gréfite personliche Belastung ertragen miissen:
Mich!

Bedanken mochte ich mich auch noch bei den fleissigen Korrekturlesern Frau
Silke Gerstenberger, die immer froh war, einen Fehler zu finden, und Herrn Arpad
Sztahé, der auch schon mal eine Nacht geopfert hat.
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