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Kapitel 1

Dichtefunktionaltheorie

1.1 Einleitung

In der klassischen Mechanik wird der (zeitabhingige) Zustand eines Systems von N (punktférmi-
gen) Teilchen durch einen Vektor im 6/N-dimensionalen Phasenraum dargestellt. In der Quan-
tenmechanik hingegen benétigt man zur vollstdndigen Beschreibung einen Zustandsvektor im
unendlich-dimensionalen Hilbert-Raum. Dieser Zustandsvektor |¥) lisst sich in der Ortsdarstel-
lung als Zustandsfunktion W (ry,ra,...,ry) abhingig von allen Ortskoordinaten der N Teilchen
schreiben.

Die Beschreibung eines Systems aus N Atomkernen und N, Elektronen kann man wesentlich
vereinfachen, indem man die Bewegungen der Atomkerne und der sehr viel leichteren Elektro-
nen separiert. Diese Naherung nennt man Born-Oppenheimer-Naherung [22]. Die Idee dabei ist,
dass die sehr viel mobileren Elektronen sich praktisch instantan den Anderungen der Kernposi-
tionen anpassen konnen, die Kerne also aus der Sicht der Elektronen ndherungsweise unbeweglich
erscheinen. Die Berechnung der elektronischen Struktur im Feld der festgehaltenen Atomkerne
{R1,Ra,..., Ry, } mittels der stationiren Schrodinger-Gleichung
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ergibt die Energie-Eigenwerte des Grundzustandes (n = 0) sowie aller angeregten Zusténde (n >
0). Fiithrt man dies fiir eine Reihe von unterschiedlichen Kernpositionen durch, ergibt sich fiir jeden
der elektronischen Zusténde jeweils eine Energiehyperflache

En (Rla R27 sty RN) (12)

in Abhéngigkeit der Kernpositionen. Diese Hyperflichen kann man wiederum als Potentiale auffas-
sen, in denen sich je nach dem elektronischen Anregungszustand n die Ny Kerne bewegen. Deren
Bewegung kann sowohl klassisch als auch quantenmechanisch beschrieben werden.

1.2 Hohenberg-Kohn-Theorem

In der Physik der Atome, Molekiile und Festkérper kommt dem elektronischen Grundzustand eine
besondere Bedeutung zu. Dies gilt nicht nur fiir statische Systeme. Auch chemische Reaktionen
laufen meistens in guter Naherung entlang von elektronischen Grundzusténden ab. Trotzdem ist
die quantenmechanische Beschreibung mit der Zustandsfunktion, die von allen Ortskoordinaten
der Elektronen abhéngt, so kompliziert, dass eine direkte Losung der Schrodinger-Gleichung nur
fiir kleine Systeme mdglich ist.
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14 KAPITEL 1. DICHTEFUNKTIONALTHEORIE

1964 zeigten Pierre Hohenberg und Walter Kohn [23] mittels eines einfachen Widerspruchs-
beweises jedoch, dass der elektronische Grundzustand bereits vollstdndig durch die elektronische
Dichte p(r) definiert ist und legten damit das Fundament zur Dichtefunktionaltheorie (DFT).
Dies stellt eine betréchtliche Vereinfachung der Beschreibung dar, da die Teilchendichte nur von
einer Ortskoordinate abhéngt und trotzdem genauso wie die viel kompliziertere Zustandsfunktion
U (r1,re, ..., ry, ) sdmtliche Informationen iiber das System enthélt. Damit lassen sich die physi-
kalischen Observablen als Funktionale der Elektronendichte schreiben. Fiir das Energiefunktional
E, [p] kann man (fiir ein bestimmtes &uferes Potential v (r)) zudem noch ein Variationsprinzip
beweisen, wonach es bei der Grundzustandsdichte minimal wird.

Eine direkte Anwendung dieses Variationsprinzips, dhnlich der des Rayleigh-Ritzchen Variati-
onsprinzips in der Quantenchemie, scheitert jedoch an der Unkenntnis des Energiefunktionals

Elp] = B*" [p] + E" [p] + B [p]. (1.3)

denn in [23] wird nur die Existenz bewiesen, nicht jedoch die Form des Funktionals abgeleitet.
Genauer gesagt, sind die Teile des Funktionals unbekannt, die die kinetische Energie der Elek-
tronen EX™ [p] sowie die elektronische Wechselwirkung E° [p] betreffen. In der elektronischen
Wechselwirkungsenergie sind neben der klassischen Hartree-Wechselwirkung der Elektronen noch
die quantenmechanischen Austausch- und Korrelationsbeitrige enthalten.

1.3 Kohn-Sham-Formalismus

Die von Lou Sham und Walter Kohn im Jahr 1965 [24] vorgestellte Losung des Problems setzt an ei-
ner moglichst realistischen Beschreibung der kinetischen Energie an. Zu diesem Zweck wird die rea-
le Elektronendichte p (r) als Teilchendichte eines fiktiven Vielteilchensystems ¥ kg (r1,r2,...,TN, ),
des Kohn-Sham-Systems, geschrieben. Es wird angenommen, dass die Teilchen des Kohn-Sham-
Systems nicht miteinander wechselwirken und sich unter dem Einfluss eines noch zu bestimmenden
effektiven Potentials veyrs (r) bewegen. Wegen der fehlenden Wechselwirkung zwischen den Kohn-
Sham-Teilchen lasst sich deren Zustandsfunktion (im spinabgeséttigten Fall) exakt als einfache
Slater-Determinante

e1(ry) -+ i(ry)
Ugs (I‘l,I‘Q,...,I‘NC): — (14)

on(r1) - on(rn)
schreiben. Es zeigt sich, dass der delokale Charakter der kinetischen Energie des realen Systems be-
reits gut durch die kinetische Energie des fiktiven Kohn-Sham-Systems beschrieben wird. Die kleine
Differenz flieft in das Austauschkorrelationsfunktional E*¢ [p] ein. Desweiteren ist der Hauptanteil
der Elektron-Elektron-Wechselwirkungsenergie durch den nur von der lokalen Dichte abhingigen

Hartree-Term gegeben. Die Selbstenergiekorrektur wird ebenfalls im Austauschkorrelationsfunk-
tional beriicksichtigt. Damit ist das Energiefunktional des realen Elektronensystems gegeben durch

Elmn[ ]+Ene[ ]+EHartree[ ]+Emc[ ]

5 forssiom$ s {20
ORI (15)

Ep]

wobei €% [p] (r) die sogenannte Austauschkorrelationsenergiedichte ist. Diese enthélt allerdings,
wie oben erwédhnt, nicht nur die Austausch- und Korrelationsbeitrage, sondern auch die Korrek-
turen der kinetischen Energie und der Selbstenergie.
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Das Variationsprinzip des Energiefunktionals fiihrt dann auf die Kohn-Sham-Gleichungen fiir
die Ein-Teilchen-Wellenfunktionen ¢; (r)

( Z Ir — Rk| / r— dr + 0" [p] (r)) @i (r) = €ipi (r) (1.6)

mit dem Austauschkorrelationspotential

SE*[p] _ 0 (pep] (r))
Sp Op ’

o] (x) = (L.7)

die formal den Hartree-Fock-Gleichungen dhneln. Die Kohn-Sham-Gleichungen lassen sich ebenso
wie die Hartree-Fock-Gleichungen iterativ in einem selbstkonsistenten Verfahren losen. Wahrend
in quantenchemischen Methoden Ansétze fiir die Wellenfunktion gefunden werden miissen, die
stets eine Naherung an die exakte Wellenfunktion sind, ist es in der Dichtefunktionaltheorie das
Austauschkorrelationsfunktional, fiir das Naherungen gefunden werden miissen (siehe Abschnitt
1.4).

Fasst man die letzten drei Terme der Klammer von (1.6) in einem effektiven Potential zusam-
men,

vers 1) (r):_;|r—Rk| [ ). (18)

beschreiben die Kohn-Sham-Gleichungen nichts anderes als die Bewegung von nicht-wechselwir-
kenden Teilchen in dem &ufseren Potential vsy. Damit erhélt man a posteriori eine Rechtfertigung
fiir die Einfiihrung des fiktiven Kohn-Sham-Systems. Das effektive Potential ist dabei gerade so
definiert, dass die Teilchendichten des fiktiven und des realen Viel-Teilchen-Systems identisch sind.

Die Kohn-Sham-Orbitale ¢; (r) und die dazugehorigen Orbitalenergien ¢;, die sich aus der Lo-
sung von (1.6) ergeben, beziehen sich auf das fiktive Kohn-Sham-System, diirfen also formal nicht
mit den ,echten” Orbitalen und Orbitalenergien (z.B. aus Hartree-Fock-Rechnungen) verwechselt
werden. Aus demselben Grund ist die Gesamtenergie des realen Elektronensystems auch nicht iden-
tisch mit der Gesamtenergie des Kohn-Sham-Systems, die einfach der Summe der Orbitalenergien
(der besetzten Orbitale) entsprechen wiirde. Die Differenz ist

Bl - B == [ [H2  dwar s [l - Gl war. (19)

In der Praxis hat sich jedoch herausgestellt, dass sowohl die Orbitale als auch ihre Energien zu halb
quantitativen Aussagen verwendet werden konnen. (Zu einer Rechtfertigung sei auf die Ahnlichkeit
der Kohn-Sham- und Hartree-Fock-Gleichungen verwiesen.)

Eine formal exakte physikalische Bedeutung lésst sich allerdings der Orbitalenergie des hoch-
sten besetzten Zustandes zuschreiben. Sie entspricht der negativen Ionisationsenergie [27]. Diese
Aussage ist allerdings nur fiir das exakte Energiefunktional richtig. Mit den géngigen Austausch-
korrelationsfunktionalen ergeben sich hiufig grofe Abweichungen von den experimentellen und
theoretischen (quantenchemischen) Werten [25].

Dariiberhinaus steht die Gesamtenergie {iber Janaks Theorem [26] in Beziehung zu den Orbital-
energien. Zunéchst muss der Kohn-Sham-Formalismus auf gebrochene Besetzungszahlen erweitert
werden. Hat man die Grundzustandselektronendichte bereits mit der herkdmmlichen Kohn-Sham-
Methode (mit ganzen Besetzungszahlen) gelost, lisst sich die Gesamtenergie (zumindest in einer
Umgebung der bereits gefundenen Losung) allein als Funktion der Orbitalbesetzungszahlen n;
schreiben. Die Orbitale lasst man bei Variation der n; relaxieren. Damit sind sie ebenso wie die
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Dichte Funktionen der Besetzungszahlen n;. Die Energiefunktion lautet dann [27]

N
1 .
E(ni,..,nn,) = —527%/%' (n1,...,nn;T) Ap; (N1, ...,nN,;T) dr

-3 [ Bl
|I'—Rk|
) // p(ny, i) p (1, e NS

F— v
+/€wc [p] (r) p(n1,....,nN,;T) dr (1.10)

mit
p(ni,...,nn.;T) = inz lgs (n1,...,nn. ;1)) (1.11)

Aus (1.10) folgt Janaks Theorem!

oF oF OF
ol .= o 2] G

Wilny, j#i Wiln, j#i {1} & Pk lnj; {o1, 1k}
=€; =0

ok (r)
i = e (1.12)

wobei Beitrage durch Orbitalrelaxation verschwinden.

Dichtefunktionaltheorie und Kohn-Sham-Formalismus lassen sich nicht nur auf gebrochene Be-
setzungszahlen erweitern, sondern auch auf spin-polarisierte Systeme. In diesem Fall unterteilt
man die gesamte Elektronendichte in spin-auf- und spin-ab-Dichten, die ihrerseits jeweils durch
eine Slater-Determinante beschrieben werden [28]. Mithin miissen sdmtliche Funktionale beide
Spindichten als Argumente haben. Im Folgenden wird jedoch der Einfachheit halber auf die Un-
terscheidung in spin-auf- und spin-ab-Dichten verzichtet.

1.4 Austausch- und Korrelationsfunktionale

Ein wesentlicher Bestandteil im Kohn-Sham-Formalismus bildet das Austauschkorrelationsfunk-
tional
E*[p] = E* [p] + E° [p] , (1.13)

wobei E7 [p] den reinen Austausch- und E° [p] den Korrelationsanteil beschreibt. Leider fiihrt kein
systematischer Weg zur Bestimmung oder Verbesserung der Funktionale. Naherungen an das Aus-
tauschfunktional werden in der Regel durch Parametrisieren des sogenannten Austauschloches, das
durch die Zwei-Teilchen-Dichte ps (r,r’) beschrieben wird, gewonnen [25,29]. Als Austauschloch
bezeichnet man die effektiv positive Ladung, die sich durch die Verdrangung der iibrigen Elektro-
nen infolge des Pauli-Prinzips um jedes einzelne Elektron ergibt. Die Austauschenergie hingt tiber

die exakte Beziehung
¥ 1p, pa) // |r—r’| d dr’ (1.14)

mit der Ein-Teilchen- und der Zwei-Teilchen-Dichte p (r) und p2 (r,r’) zusammen . Fiir ps (r,1’)
konnen allgemeine Regeln (Summenregeln) aufgestellt werden, z.B.

/pg (r,r)dr’ = —1, (1.15)

. . . P . OE*¢ 6E.EC )
IDie Ableitung ist trivial bis auf den letzten Term: o OE™[o] _ = [ (v) apn = [vzc[p] (r) p(r)dr.
. . . . . BE”[ *,0°] sETe 9p° (1)
Janaks Theorem ist auch im spin-polarisierten System richtig: T = f5p‘7 (,)Tdr =

[o2e 0%, pP] (v) o (r) 2dr.
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p2 (r,r') <0, (1.16)

p2 (r,r) = —p(r), (1.17)

die von den Naherungen an po erfiillt sein miissen.

Fiir ein einfaches Modellsystem, ndmlich dem homogenen Elektronengas, kann das Austausch-
funktional theoretisch exakt bestimmt werden. Daraus resultiert {iber die Lokale-Dichte-Néherung
(LDA = Lokale-Dichte-Approximation) der Slater-Austausch (S), der auch fiir komplexere Syste-
me verniinftige Ergebnisse bringt. Bereits Ende der 1920er Jahre zeigten Dirac und Bloch [30,31],
dass die Austauschenergiedichte €}, des homogenen Elektronengases der Formel

N 3.,/3
€hom = _Z i/;plll{)::n (118)

geniigt. Die Lokale-Dichte-Néherung besteht nun darin, diese Beziehung auch fiir variierende Dich-
ten lokal gelten zu lassen, also der Austauschenergiedichte é* am Ort r jenen Wert zuzuweisen, den
sie héitte, wenn das System ein homogenes Elektronengas mit der (konstanten) Dichte ppom = p (r)
ware:

33/3

;p(r)lm. (1.19)

x

£ 1] (1) R S (0 () = =5

Formal wird hier das Austauschenergiedichtefunktional durch eine Funktion gendhert. Dieser An-
satz findet sich bereits in [24].

Korrekturen, die sich aus inhomogenen Dichtevariationen ergeben, werden innerhalb der so-
genannten GGA (,,generalized gradient approximation®) nachtriglich ergénzt. Die Inhomogenitét
geht meist iber den Dichtegradienten als zusétzliches Argument in €% ein:

£ (o] (r) ~ € (p(r), Vp (1)) (1.20)

Gelegentlich werden auch hohere Ableitungen hinzugenommen (z.B. [32]). Die sich aus den zu-
sitzlichen Parametern ergebenden (additiven) Korrekturen kann man sowohl aus theoretischen
Uberlegungen als auch aus Anpassung an experimentelle Daten gewinnen. Beispiele fiir ,ab-initio“
Funktionale sind B86 [33, 34], PW&6 [35], PBE [36] und RPBE [38], das in dieser Doktorar-
beit neben dem Slater-Austausch verwendet wurde. Beispiele fiir semiempirische Funktionale sind
B8&8 [39], P91 [40] und B3LYP [41].

Das Korrelationsfunktional E¢ enthélt neben dem reinen Korrelationsbeitrag noch die Kor-
rektur der kinetischen Energie, fiir die kein Funktional bekannt ist. Daher muss das Korrelati-
onsfunktional an vorhandene numerische Daten angepasst werden. Von Vosko, Wilk und Nusair
stammt ein Korrelationsfunktional [42], das an Daten aus Quanten-Monte-Carlo-Rechnungen des
homogenen Elektronengases (Ceperley und Alder [43]) angepasst wurde (VWN). Mit dem gleichen
Datensatz erzeugten Perdew und Wang ein alternatives Funktional (PW91) [44]. Beide Funktionale
entsprechen der Lokale-Dichte-Ni#herung. Uber diese Niherung herausgehende GGA-Funktionale
lassen sich wieder in ab-initio Funktionale, z.B. P91 und das von uns verwendete PBE, und se-
miempirische Funktionale, z.B. P86 [45] und LYP [46], unterteilen.

In der Praxis miissen Kombinationen aus Austausch- und Korrelationsfunktionalen gebildet
werden. Géngige Kombinationen von ab-initio-Funktionalen sind die von uns verwendeten SVWN
(LDA) und RPBE (RPBE+PBE, GGA).

1.5 Darstellung der Kohn-Sham-Orbitale

Eine Implementierung der Dichtefunktionaltheorie innerhalb des Kohn-Sham-Formalismus erfor-
dert die Moglichkeit, die Form der Kohn-Sham-Orbitale (und damit der Elektronendichte) in
Datensétzen zu kodieren. Hierzu gibt es zwei prinzipiell unterschiedliche Herangehensweisen.
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Bei der ersten werden die Kohn-Sham-Orbitale durch ihre Werte ¢; (r;) auf den Maschen eines
dreidimensionalen Raumgitters {r;} definiert. Bei der zweiten werden sie durch Linearkombina-
tionen aus analytischen Funktionen dargestellt:

Ne
r) = Z CuiXp (L) - (1.21)
p=1

Dabei bezeichnet N, die Anzahl der Funktionen in der ,Orbitalbasis* {x, (r)}. Letztere Strategie
wird in dem Programmpaket StoBe [47] verfolgt, das in dieser Arbeit verwendet wurde.

Die Kohn-Sham-Gleichungen (1.6) kénnen mithilfe von (1.21) auf ein nicht-lineares Eigenwert-
problem in der Koeffizientenmatrix C = {¢;; } zuriickgefiihrt werden:

H(C)C = ESC (1.22)

mit der Kohn-Sham-Matrix

/ r) Ay, (r)dr — Z Zk/ = Rk(|r) dr
/ plr /)drdr’ N e ICPAC I CT e

Ir—r’I

und der Uberlappmatrix
S = /XZ (r) xv (r)dr. (1.24)

Dabei ist E eine diagonale Matrix mit den Kohn-Sham-Orbitalenergien €; als Diagonalelementen.

Die Wahl des Typs der analytischen Funktionen héngt von den zu behandelnden Systemen
ab. Einen Festkorper mit Translationssymmetrie wird man eher mit Basissétzen, die auf ebenen
Wellen beruhen, behandeln, wiahrend sich fiir isolierte, endliche Systeme, z.B. Atome, Molekiile und
Cluster, Basissétze mit lokalisierten Funktionen anbieten, welche innerhalb von StoBe verwendet
werden.

Je besser die lokalisierten Basisfunktionen die Form der Atomorbitale wiedergeben, desto bes-
ser kann eine realistische Darstellung der Orbitale gelingen. Daher empfiehlt es sich zunéchst,
Slaterfunktionen

Xk (r) = ahryle zme L exp (=Cxr) (1.25)

zu verwenden, die die Wasserstoffatomorbitale exakt und die Orbitale anderer Atome immer noch
recht gut beschreiben. Es stellt sich jedoch heraus, dass die Berechnung der Integrale in (1.23)
und (1.24) mit Slaterfunktionen sehr aufwéndig ist. Wie Abbildung 1.1 zeigt, kann man durch
Linearkombinationen (Kontraktionen) von Gauffunktionen

Xe (r) = aPryle 2™ exp (—(ur?) (1.26)

den Verlauf der Slaterfunktionen relativ genau nachzeichnen. Je mehr Gaufsfunktionen verwendet
werden, desto besser ist die Darstellung. Integralberechnungen mit Gaufsfunktionen sind deutlich
weniger aufwindig als mit Slaterfunktionen (siehe z.B. Obara und Saika [48]), auch wenn die
Anzahl der Integrale ungefahr quadratisch mit der Grofe der Kontraktionen ansteigt.
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Funktionswert

Abbildung 1.1: Nidherung eines Slaterorbitals (1s-Funktion) durch eine, zwei und drei Gauhfunk-
tionen (STO-1G, STO-2G, STO-3G).
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