Kapitel 2

Das quantendynamische
Problem

2.1 Born-Oppenheimer-Niherung

Ein atomares Vielteilchensystem bestehend aus N Kernen und n Elektronen
wird nichtrelativistisch durch den allgemeinen HAMILTON-Operator

]:I - TK(P) + VKK(R) + T ( ) + ‘/ee( ) + VKe(Rv f) (21)

beschrieben. Hierbei sind die kanonisch konjugierten Orts- und Impulsope-
ratoren fiir die Kerne durch R = {R4,...,Ry} und P = {Py,..., Py},
fir die Elektronen durch ¢ = {rq,...,r,} und p = {p1,...,DPn} gegeben.
Dieser HAMILTON-Operator besteht aus den beitragenden Operatoren der
kinetischen Energie und der COULOMB-Wechselwirkung der Kerne

N ~ N
A P2 AR
Tk + Vi = I+ —= 2.2
=2 g+ 3 22)

mit der Masse M7 und der Ladung Z; des I-ten Kerns, der kinetischen Ener-
gie und der CouLOMB-Wechselwirkung der Elektronen

Te+%e:2%+z|fi_fj| (2.3)

und der CoOULOMB-Wechselwirkung zwischen den Kernen und den Elektro-
nen

VKe Z Z RI| (24)

It —
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Fiir den zeitunabhéngigen HAMILTON-Operator (2.1) resultieren aus der
stationdren SCHRODINGER-Gleichung

Ho(R, 1) = Eo(R, T) (2.5)

die Energie F und die stationdre Wellenfunktion gb(f{, r), die das atoma-
re Vielteilchensystem bestimmen. Aufgrund des sehr kleinen Verhéltnisses
1/M =~ 107*...1075 der Masse eines Elektrons zu einer charakteristischen
Kernmasse M bewegen sich die Elektronen viel schneller als die Kerne und
konnen sich somit fast instantan der Kernbewegung anpassen. Daher ist die
Bewegung der Kerne nahezu entkoppelt von der Elektronenbewegung.

Die Konsequenz dieser Uberlegung ist die BORN-OPPENHEIMER-Nihe-
rung mit dem Produktansatz

#(R,1) = Y(R)p(#; R) (2.6)

A~

aus stationdren Wellenfunktionen y(R) und ¢(f;R) fiir die Kerne bzw. die
Elektronen [31]. Die elektronische Wellenfunktion ¢(r; R) fiir eine festgehal-
tene Konfiguration der Kerne R geht als Eigenzustand aus der stationdren
SCHRODINGER-Gleichung

A

Hep(t;R) = E.(R)p(1; R) (2.7)

mit dem elektronischen HAMILTON-Operator H, = Te(f)) —|—f/ee(f') —|—VKe(f'; R)
hervor. Diese elektronische SCHRODINGER-Gleichung ist nur durch eine para-
metrische Abhéngigkeit von der Kernkonfiguration R gekennzeichnet. Durch
die Bestimmung der elektronischen Energie F.(R) fiir viele verschiedene
Kernkonfigurationen ergibt sich unter Einbeziehung der CouLOMB-Wechsel-
wirkung der Kerne eine Potentialflache

Vk(R) = Vkk(R) + Eo(R) (2.8)

des betrachteten elektronischen Eigenzustands.

Wird die Anwendung des Operators der kinetischen Energie der Kerne
auf die parametrisch abhéngige, elektronische Wellenfunktion vernachlassigt,
folgt die Bewegung der Kerne auf der elektronischen Potentialfliche aus der
stationdren SCHRODINGER-Gleichung

Hxx(R) = Ex(R) (2.9)

mit dem HAMILTON-Operator Hx = Tk (P) 4 Vi(R). Die Losungen fiir die

A~

Wellenfunktion y(R) der Kerne sind Eigenzusténde entsprechender Energie,
die sowohl gebundene Zusténde als auch Kontinuumszusténde umfassen.
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Der zentrale Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die akkurate Be-
schreibung der Bewegung der Kerne basierend auf dem vorgestellten Konzept
der elektronischen Potentialflichen. Die elektronischen Strukturrechnungen,
aus denen die Potentialflichen resultieren, werden daher im folgenden nicht
néher erldutert, sondern nur fiir die konkrete Anwendung in Kapitel 4 ange-
geben. Desweiteren wird die Indizierung aller GroBen beziiglich der Kerne mit
»K* nicht mehr beibehalten (HK =H V=V, .. ); diese Notation ersetzt
die bisherigen Bezeichnungen beziiglich des gesamten atomaren Vielteilchen-
systems. Im néchsten Abschnitt werden Methoden fiir die Behandlung der
Kerndynamik diskutiert und verglichen.

2.2 Dynamik der Kerne auf Potentialflichen

Als Ergebnis der Entwicklungen in den letzten Dekaden haben sich zwei
komplementére Anséitze zur Beschreibung der Dynamik der Kerne auf Po-
tentialflichen etabliert: In dem Modell der Molekulardynamik (MD) werden
die Kerne als klassische Massenpunkte betrachtet, wiahrend im Zugang der
Quantendynamik (QD) die Kerne als quantenmechanische Objekte behandelt
werden.

a 0.0F .

///

Abbildung 2.1: [lustration des zweidimensionalen Phasenraums (R, P): Mas-
senpunkt einer molekulardynamischen Simulation (links). Wellenpaket einer
quantendynamischen Simulation (rechts).

Die typischen Phasenraumobjekte beider Ansétze sind in Abb. 2.1 fiir
einen eindimensional beweglichen Kern mit dem Ort R und dem Impuls P ge-
zeigt. In einer molekulardynamischen Simulation wird der Massenpunkt des
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Kerns durch einen Punkt im Phasenraum repréisentiert (Abb. 2.1, links). Der
Zeitverlauf der Position dieses Punktes, die Trajektorie, ergibt sich aus der
Losung der klassischen NEwTONschen Bewegungsgleichung fiir das betrach-
tete elektronische Potential. An diesem Bild 148t sich die Groéflenskalierung
einer molekulardynamischen Simulation ableiten: Wird ein zweiter Kern hin-
zugefiigt, ist die Bewegung zweier Punkte im Phasenraum zu verfolgen, was
einer Verdopplung der Systemgrofle entspricht. Aufgrund der punktformigen
Phasenraumobjekte ist die Verkniipfung zweier Objekte additiv und die Sy-
stemgrofle skaliert nur linear mit der Dimension. Diese schwache Skalierung
ermoglicht molekulardynamische Simulationen von Vielteilchensystemen mit
einer groflen Anzahl von Atomen (N o 10! ...10°) [32]. Dariiber hinaus ist ei-
ne vollstandige Bestimmung der elektronischen Potentialfliche nicht notwen-
dig, da die Trajektorien von Massenpunkten einen lokalen Charakter haben.
Das elektronische Potential kann somit ,,on the fly* wihrend der Simulation
in der Umgebung der Trajektorien berechnet werden [33].

Viele Eigenschaften atomarer Vielteilchensysteme werden durch eine klas-
sische Behandlung der Kernbewegung im Rahmen der Molekulardynamik
hinreichend genau wiedergegeben. Ist die Dynamik jedoch entscheidend durch
Quanteneffekte (Interferenz, Tunneln, ...) bestimmt, miissen die Kerne in
einer quantendynamischen Simulation durch eine Wellenfunktion beschrie-
ben werden, die als Losung der quantenmechanischen SCHRODINGER-Glei-
chung (2.9) resultiert. In der Abb. 2.1 wird die Wellenfunktion eines eindi-
mensional beweglichen Kerns durch ein Wellenpaket représentiert, das den
ganzen Phasenraum erfiillt (Abb. 2.1, rechts). Die Grofienskalierung einer
quantendynamischen Simulation folgt analog: Das Hinzufiigen eines zweiten
Kerns fiihrt auf ein vierdimensionales Wellenpaket im Phasenraum und somit
zu einer Quadrierung der Systemgrofie. Da die Phasenraumobjekte eine aus-
gedehnte Struktur haben, ist die Verkniipfung zweier Objekte multiplikativ
und die Systemgrofe skaliert exponentiell mit der Dimension! Durch diese
starke Skalierung sind quantendynamische Simulationen auf Vielteilchensy-
steme mit wenigen Atomen beschrinkt (N oc 10%). Die groten quantendyna-
mischen Simulationen auf heutigen Supercomputern kénnen nur sechsdimen-
sionale Systeme exakt behandeln. Beispiele hierfiir sind die Dynamik eines
tetratomaren Molekiils in der Gasphase und eines diatomaren Molekiils auf
einer Oberfliche [34-37]. Diese Studien sind zudem noch auf die Betrach-
tung von Wasserstoff beschrénkt, da die Bewegung der leichten Protonen
mit sehr kleinen Basisentwicklungen in den einzelnen Dimensionen korrekt
beschrieben werden kann. Im Rahmen von approximativen, quantendynami-
schen Methoden wie zum Beispiel dem Multi Configuration Time-Dependent
Hartree (MCTDH)-Ansatz konnen Systeme hoherer Dimension in einem be-
grenzten Konfigurationsraum beschrieben werden (N oc 10°...10') [22,23].
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Fiir Systeme mit komplexer Dynamik auf groflen Zeitskalen hingegen ist im
Rahmen von MCTDH eine anschaulich nachvollziehbare Beschréinkung des
Konfigurationsraumes nicht mehr méglich. Solche dynamischen Phénomene
kénnen nur durch eine exakte quantendynamische Beschreibung verstanden
werden, die ein strenges Konvergenzverhalten beziiglich der verwendeten Ba-
sis aufweist.

Eine numerische Losung der stationédren SCHRODINGER-Gleichung (2.9)
der Kerne ist jedoch keine addquate Methode, die zeitliche Evolution eines Sy-
stems zu beschreiben, da die Observablen entlang eines Reaktionspfades be-
stimmt werden [38,39]. AuBlerdem weist dieser zeitunabhéngige Zugang eine
starke Skalierung mit der Systemgrofe auf und ist daher fiir hochdimensionale
Systeme mit komplexer Dynamik ungeeignet [4]. Solche aufwendigen, quan-
tendynamischen Probleme werden daher favorisiert zeitabhéngig beschrei-
ben [40,41]. Die numerische Losung der zeitabhingigen SCHRODINGER-Glei-
chung der Kerne

.0

i 0(R, 1) = HU(R, 1) (2.10)

erfordert die Propagation einer zeitabhédngigen Wellenfunktion ¢(R, t) der
Kerne. Dariiber hinaus eroffnet das zeitabhéangige Bild die Moglichkeit, das
atomare Vielteilchensystem einem zeitabhéingigen dufleren Feld auszusetzen.
Im Fall des zeitunabhéingigen HAMILTON-Operators H ist die zeitabhingige
Wellenfunktion ¢(R, t) eine Superposition der Eigenzusténde der stationédren
SCHRODINGER-Gleichung (2.9) mit trivialen zeitabhéingigen Phasen der zu-
gehorigen Energien.

Die zeitabhéngige SCHRODINGER-Gleichung der Kerne (2.10) kann formal
durch die Anwendung des Zeitentwicklungsoperators

U(t) = exp(—iHt) (2.11)
auf die zeitabhéngige Wellenfunktion
D(R, o + dt) = U(dt)y (R, to) (2.12)

gelost werden. Fiir den zeitunabhingigen HAMILTON-Operator H ist die
Grofle des Zeitschritts beliebig wéhlbar; im optionalen Falle eines dufleren,
zeitabhéngigen Feldes ist der Zeitschritt auf eine hinreichend kleine Grofie
beschréankt, um die Zeitabhénigigkeit des HAMILTON-Operators abzubilden.
Der néchste Abschnitt stellt den konkreten HAMILTON-Operator fiir dia-
tomare Molekiile auf Oberflichen vor. Basisdarstellungen der Wellenfunktion
und des HAMILTON-Operators sowie verschiedene Darstellungen das Zeitent-
wicklungsoperators werden in den Abschnitten 2.4 und 2.5 beschrieben.
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2.3 Hamilton-Operator diatomarer Molekiile
auf Oberflichen

Zur konkreten Beschreibung der sechsdimensionalen (6D) Dynamik diatoma-
rer Molekiile auf Oberflachen miissen geeignete Koordinaten festgelegt wer-
den, um eine moglichst effiziente numerische Umsetzung dieses hochdimensio-
nalen Systems zu realisieren. Wird dabei die Charakteristik des betrachteten
Systems und der interessierenden dynamischen Phénomene beriicksichtigt,
kann die Groe der nachfolgend benétigten Basisentwicklungen in den ein-
zelnen Koordinaten und damit die Systemgrofle minimiert werden.

Abb. 2.2 illustriert eine solche problemadaptierte Koordinatenwahl: Die
Dynamik des diatomaren Molekiils mit den Atomen der Massen M4 bzw. Mpg
wird in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten beschrieben. Folglich werden
im weiteren das Teilchen der Schwerpunktsbewegung mit der Gesamtmas-
se M = M4+ Mp und das Teilchen der Relativbewegung mit der reduzierten
Masse yp = MsMp/(Ma + Mp) betrachtet. Den &uBleren Freiheitsgraden des
Schwerpunktes werden die kartesischen Koordinaten R = {X,Y, Z} zuge-
ordnet. Die inneren Freiheitsgrade der reduzierten Masse werden durch die
Kugelkoordinaten {r, v, ¢} bestimmt.

Abbildung 2.2: Koordinaten eines diatomaren Molekiils auf einer Oberfléche:
AufBere Freiheitsgrade des Schwerpunktes {X,Y, Z} und innere Freiheitsgra-
de der reduzierten Masse {r, 9, ¢}.

In diesen Koordinaten ist der 6D HAMILTON-Operator des Molekiils auf
der Oberfliche durch

A ~

P2 A2 2

A A~ ~ p J A~
H=T+V = — + — V(R,r v 2.13
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gegeben.! Der Operator T der gesamten kinetischen Energie besteht aus der
kinetischen Energie des Schwerpunktes

S

Tros = —— = ——R 2.14
i INM oM (2.14)

mit dem Impulsoperator P= {pX, Py, PZ}, der radialen kinetischen Energie
~9 2
. D 1 /10
Tiwa=—=—|—-——= 2.15
d ('r’ or T) (2.15)

mit dem Impulsoperator p und der kinetischen Energie der Rotation

*2 2
. j 1 1 0 . 0 1 0
Ty = __ - gl % 2.1

C our? 2412 (smﬁ a0 " a0 * sin? 9 Qg2 (2.16)

mit dem Drehimpulsoperator j Der Operator V der potentiellen Energie, die
elektronische Potentialfliche, hdngt von den Ortsoperatoren aller Freiheits-
grade ab.

Nach der Bestimmung eines angepafiten Koordinatensystems wird eine
Diskretisierung der Koordinatenbeschreibung durch eine Basisentwicklung
vorgenommen. Im néchsten Abschnitt wird die Darstellung der Wellenfunk-
tion und des vorgestellten HAMILTON-Operators in einer Basis diskutiert,
wobei die Minimierung der Systemgrofle und die numerische Effizienz der
Propagation der Wellenfunktion im Vordergrund stehen.

2.4 Pseudospektrale Algorithmen

Unabhéngig von der Darstellung des Zeitentwicklungsoperators (2.11) ist
die grundlegende, den Rechenaufwand bestimmende Operation jedes Pro-
pagationsschemas die Anwendung des HAMILTON-Operators auf die Wellen-
funktion [7]. In einer allgemeinen Basisdarstellung nehmen der HAMILTON-
Operator die Gestalt einer Matrix und die Wellenfunktion die Form eines
Vektors an. Folglich stellt die HAMILTON-Operation in der Basisentwicklung
eine Matrix-Vektor-Multiplikation dar, die quadratisch mit der Basisgrofie
skaliert.

Mit pseudospektralen Algorithmen wird diese nachteilige, starke Skalie-
rung verbessert [29]. In diesen Algorithmen werden korrespondierende Ba-
sisdarstellungen benutzt, in denen die Matrizen der einzelnen Beitriage des

Tm folgenden werden die Ortsoperatoren in der Ortsdarstellung nicht mehr durch den
Symbolzusatz ["] gekennzeichnet.
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HAMILTON-Operators diagonal sind. Die sukzessive Anwendung der verschie-
denen Teile des HAMILTON-Operators auf die Wellenfunktion in den jewei-
ligen diagonalen Basisentwicklungen wird auf eine einfache Vektor-Vektor-
Multiplikation reduziert, die linear mit der Basisgrofle skaliert und daher nur
in geringem Mafle zum Rechenaufwand beitragt. Der Wechsel zwischen den
verschieden Basisdarstellungen, der dynamische Kopplungen des HAMILTON-
Operators vermittelt, wird durch schnelle Transformationen realisiert. Diese
Transformationen skalieren prinzipiell stéarker als linear und maximal qua-
dratisch mit der Basisgréfe und stellen somit den signifikanten Beitrag zum
Rechenaufwand dar. Die Entwicklung pseudospektraler Algorithmen hat zum
Ziel, Darstellungen und zugehorige Transformationen zu finden, die eine na-
hezu linear skalierende HAMILTON-Operation in einer optimal kleinen Basis-
entwicklung erméglichen.

2.4.1 Kartesische Koordinaten des Schwerpunktes

Die Einfiihrung pseudospektraler Algorithmen in quantendynamische Be-
schreibungen wurde durch die FOURIER-Methode begriindet [42]. Ausgehend
von einem kartesischen Koordinatensystem wird durch die Verwendung von
zwei korrespondierenden Basisdarstellungen eine numerisch effiziente Anwen-
dung des HAMILTON-Operators auf die Wellenfunktion entwickelt. Als Bei-
spiel fiir diese Methode soll hier die entkoppelte Schwerpunktsbewegung eines
diatomaren Molekiils auf einer Oberflidche dienen.

Der HAMILTON-Operator der Bewegung des Schwerpunktes in kartesi-
schen Koordinaten geht aus dem allgemeinen HAMILTON-Operator (2.13)
hervor

~

R . R P2 . v2 R
H=Tym+V = W+V(R,r0,ﬁo,¢o) = —ﬁ +V(R), (2.17)

indem die inneren Koordinaten {rg, ¥y, ¢o} in der potentiellen Energie fixiert
werden, und somit die freie Relativbewegung separiert. Um eine diskrete
Darstellung des HAMILTON-Operators zu erhalten, wird die zeitabhéngige
Wellenfunktion

(R, t) = Z PR ()0, (R) (2.18)

in einer Basis {®;(R)} aus Neay = Nx Ny Nz Eigenfunktionen des Operators
der kinetischen Energie (2.14) mit den Entwicklungskoeffizienten FBR(¢)
entwickelt. Fiir die kartesischen Schwerpunktskoordinaten ist diese Finite
Basis Representation (FBR) eine direkte Produktbasis aus ebenen Wellen in
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den einzelnen Koordinaten
exp(iP R) e (1PEX +1PRYY +1P57)
2r)3z (2r)3/2 ’

®;(R) = (2.19)

die ein dquidistantes Gitter {P;} im Impulsraum festlegt. Das diskrete Skalar-
produkt der Basisfunktionen wird iiber eine Quadratur nach der Trapezregel
auf einem dquidistanten Gitter {R,} mit N, Punkten und der konstanten
Wichtungsfunktion w® = (27)3/Neay definiert. Dabei bleibt die Orthonor-
malitdt der endlichen FOURIER-Basis entsprechend den FEigenschaften der
diskreten FOURIER-Transformation erhalten, und die Uberlappmatrix der
FBR

SEP = w0 (Ra) Py (Ra) = i (2.20)

folgt trivial. Wird die Basisentwicklung (2.18) von links mit @ (R) mulipli-
ziert mit nachfolgender Integration, so ergeben sich durch die Orthonorma-
litdt der FBR die Entwicklungskoeffizienten der Basisentwicklung zu

YEBR(p) = wRZq)* (R, t). (2.21)

Durch das Einsetzen dieser Entwicklungskoeffizienten in die Basisentwick-
lung der FBR (2.18) folgt eine ganz analoge Darstellung im Ortsraum

)= vg" " (1)d(R) (2.22)

in N Basisfunktionen §,(R) mit den Entwicklungskoeffizienten ¥PVE(t).
Die Basisfunktionen dieser Discrete Variable Representation (DVR)

a(R) = VuR >~ 07(R,)®i(R) (2.23)

sind diskrete DirACsche §-Funktionen 0,(Ry) = oo/ VwR, da die endli-
che FOURIER-Basis auf dem Gitter der Quadratur vollsténdig ist. Auch die
Orthonormalitét der Basisfunktionen und damit die triviale Uberlappmatrix
der DVR

SDVR _ R Z 5% (Ry)dx (Rg) = wh Z @, ( (Rar) = oo (2.24)

resultieren aus der Vollstandigkeit der FOURIER-Basis. Die Entwicklungsko-
effizienten

YPVR () = VR (R, t) (2.25)
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gehen direkt aus der Bildung der Basisentwicklung (2.22) hervor, kénnen aber
ebenso iiber die Orthonormalitit der Basisfunktionen nachvollzogen werden.
Um zu einer kompakteren Notation zu gelangen, wird die Matrix F}{ einer
diskreten FOURIER-Transformation (DFT) mit den konkreten Matrixelemen-
ten (Fji)io = VR ®(Ry) eingefithrt.? Aus der Struktur der Entwicklungs-
koeffizienten der FBR (2.21) und der DVR (2.25) in Verbindung mit der Or-
thonormahtat der FOURIER-Basis folgen die Verkniipfungen ¥BR = — Fi RUPVR
und ¢YPVR = Fry"BR der beiden Darstellungen. Somit sind FBR und DVR
in kartesischen Koordinaten isomorph, da die vermittelnde DFT F}{ unitar
ist. Beide Basisentwicklungen haben die gleiche Anzahl von N, Basisfunk-
tionen, die beziiglich des diskreten Skalarproduktes orthonormal sind.
Die Anwendung des HAMILTON-Operators (2.17) auf die Wellenfunktion
in der FBR
[HQ/}]FBR [TFBR + FT VCRF ]wFBR (2.26)

trans

ist durch eine diagonale Matrix der kinetischen Energie mit den Matrix-
elementen (TEBR), = P?/(2M) gekennzeichnet, da die Basisfunktionen der
FBR Eigenfunktionen des Operators der kinetischen Energie sind. Fiir die
nichtdiagonale Matrix der potentiellen Energie wird die Quadratur der Ma-
trixelemente tiber die Coordinate Representation (CR) der potentiellen Ener-
gie (VER), = V(R,) durch die DFTs FI, und Fg realisiert. Aus der Anwen-
dung des HAMILTON-Operators in der FBR resultiert die korrespondierende
Operation in der DVR

[HQ/}]DVR [FRTFBRFT +VCR]wDVR, (2_27>

trans

durch Multiplikation mit der Matrix Fr von links. Danach wird die Ein-
heitsmatrix SFBR = FLFR = 1 nach der Matrix der kinetischen Energie
eingefiigt und nachfolgend die Matrix Fr von rechts ausgeklammert. In der
DVR ist die Matrix der kinetischen Energie nichtdiagonal, die Quadratur der
Matrixelemente erfolgt wieder durch die DFTs Fr und Fk. Die Matrix der
potentiellen Energie nimmt jedoch die diagonale Form V® an. Somit werden
die dynamischen Kopplungen des betrachteten Systems in den FBR durch
die nichtdiagonale Matrix der potentiellen Energie vermittelt, in der DVR
hingegen durch die nichtdiagonale Matrix der kinetischen Energie.

Die dquivalenten Darstellungen, FBR und DVR, fiihren in der Anwen-
dung des HAMILTON-Operators auf die Wellenfunktion zum gleichen nume-
rischen Aufwand: Die Operatoren mit diagonalen Matrizendarstellungen wer-
den in einer Vektor-Vektor-Multiplikation auf die Wellenfunktion angewandst.

2Die Matrixschreibweise erfolgt nichtkursiv, wihrend die Matrixelemente wie gehabt
in kursiver Schreibweise gehalten sind.
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Die Anwendung der Operatoren mit nichtdiagonalen Matrizendarstellungen
erfolgt durch eine Vektor-Vektor-Multiplikation in der korrespondierenden
Darstellung, der ein Darstellungswechsel via DFT voran- und nachgeht. In
der numerischen Umsetzung werden die DFTs durch eine Fast Fourier Trans-
form (FFT)realisiert, die eine semilineare Skalierung N log N mit der Basis-
grofle aufweist. Folglich ergibt sich der numerische Aufwand der HAMILTON-
Operation in kartesischen Koordinaten zu

Ccart - 2CI-?F'I‘]VVcau"t 10g Ncart
= QCFFTNxNyNz<lOg NX -+ IOgNy —|—10g Nz) (228)

mit der spezifischen Konstante cppr der FFT, wobei die trivial linear ska-
lierenden Anteile vernachlassigt werden. Im néchsten Abschnitt wird eine
pseudospektrales Schema in Kugelkoordinaten beschrieben und mit dem vor-
gestellten Algorithmus in kartesischen Koordinaten verglichen.

2.4.2 Kugelkoordinaten der reduzierten Masse

Ein pseudospektraler Algorithmus in krummlinigen Koordinaten hat eine
kompliziertere Struktur als die FOURIER-Methode in kartesischen Koordi-
naten [43]. Die Forderung nach der einfachen, numerisch effizienten Anwen-
dung des HAMILTON-Operators in einer kleinen Basisentwicklung kann nur
in einem Kompromif} erfiillt werden. Als Beispiel fiir die Beschreibung in Ku-
gelkoordinaten dient nun die entkoppelte Relativbewegung der reduzierten
Masse eines diatomaren Molekiils.

Der HAMILTON-Operator der Bewegung der reduzierten Masse in Kugel-
koordinaten

A

~2 :2
A N N N D j A
H=Tos+Tu+V =0 I L VRyr 0 0 2.29
d t 9 2MT2 ( 0,7 ) ( )

folgt aus dem allgemeinen HAMILTON-Operator (2.13) durch die Fixierung
der dufleren Koordinaten Ry in der potentiellen Energie und der nachfol-
genden Separation der freien Schwerpunktsbewegung. Um die Struktur des
radialen Impulsoperators p in der radialen kinetischen Energie (2.15) zu ver-
einfachen, wird dieser HAMLTON-Operator beziiglich der iiblichen Substituti-
on der Wellenfunktion ¢’(r, 9, ¢, t) = ri(r, 9, ¢, t) transformiert. Dabei wird
die kinetische Energie in der Radialkoordinate

7 (2.30)
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auf die bekannte Form des LAPLACE-Operators in einer kartesischen Koor-
dinate zuriickgefiihrt, wihrend sich die anderen Beitrédge des HAMILTON-
Operators als invariant erweisen. Auflerdem transformiert sich das Volu-
menelement des Skalarproduktes dr’ d(cosd) dp = r*dr d(cosd) dp entspre-
chend.?

Fiir die Kugelkoordinaten der reduzierten Masse wird die Wellenfunktion

in der FBR
(r, 9, @,) = Y iR () pi(r)Ym(V, 0) (2.31)

ijm

in einer Basis aus Produkten der orthonormalen Eigenfunktionen der ver-
schiedenen Operatoren der kinetischen Energie mit den Entwicklungskoef-
fizienten Z-Fj]?nR(t) entwickelt. Dabei muf} die transformierte Wellenfunktion
die Randbedingung lim, o (r, 9, p,t) = 0 erfiillen, um das Verschwinden
der Wahrscheinlichkeitsdichte im radialen Ursprung zu gewéhrleisten. Die-
se Forderung wird nicht analytisch durch die Beschrénkung auf ungerade
Basisfunktionen in der Radialkoordinate erzwungen, sondern erst in der wei-
ter unten vorgestellten numerischen Umsetzung der entsprechenden schnel-
len Transformation beriicksichtigt. Die NEPE = N, Ny Basisfunktionen der

FBR Basis resultieren somit als direktes Produkt aus NV, ebenen Wellen

exp(ipir)
i(r) = ———
pi(r) 5
in der transformierten Radialkoordinate mit den zugehérigen Impulsen {p;}
und Mot = (Mumax + 1)? + (2Mmax + 1) (Jmax — Mmax) Kugelflichenfunktionen

Yim(0, ) = 0jm () () (2.33)

in den Winkelkoordinaten mit dem Drehimpuls 0 < j < jpax und seiner
Projektion —mypax < m < Mpax. Aufgrund der Einschrankung |m| < j
der konkreten Zustdnde von Drehimpuls und Projektion sind die Kugel-
flachenfunktion keine direkte Produktbasis beziiglich der Winkelkoordina-
ten ¥ und ¢: Die Kugelflichenfunktionen sind Produkte aus renormierten,
assoziierten LEGENDRE-Funktionen

(2.32)

B m 27+ 1(j—m)!
0im(0) = (—1) \/ > U+ m)!ij(COS V) (2.34)
im polaren Winkel 1 und ebenen Wellen

exp(imyp)

V2r

3Der Symbolzusatz [’] der neu eingefithrten GroBen wird im folgenden weggelassen.

Pm(p) = (2.35)




2.4. PSEUDOSPEKTRALE ALGORITHMEN 23

im azimuthalen Winkel ¢. Diese Basisfunktionen im polaren und azimutha-
len Winkel sind iiber die Projektion des Drehimpulses gekoppelt und bilden
folglich kein direktes Produkt in den Kugelflichenfunktionen. Eine solche
Basis aus einem nichtdirekten Produkt ist kompakter, da sie aus weniger
Basisfunktionen besteht, und reduziert somit die Systemgrofe.

Aufgrund des nichtdirekten Produktes in den Kugelflichenfunktionen ge-
staltet sich jedoch die Definition eines diskreten Skalarproduktes, das die
Orthonormalitdt der Basisfunktionen respektiert, schwieriger: Die Quadra-
tur iiber die Radialkoordinate erfolgt noch analog zur Quadratur in den kar-
tesischen Koordinaten, da die FOURIER-Basis in der Radialkoordinate in ei-
nem direkten Produkt mit den Kugelflichenfunktionen die FBR Basis bildet.
Die Trapezregel wird auf einem dquidistanten Gitter {r,} mit N, Punkten
und der konstanten Wichtungsfunktion w” = 27 /N, angewendet. Wieder-
um bleibt die Orthonormalitdt der FOURIER-Basis in der Radialkoordinate
entsprechend der diskreten FOURIER-Transformation erhalten.

Fiir die Quadratur iiber die Winkelkoordinaten folgten jedoch bei konse-
quenter Ausnutzung der kompakten Basis zustandsabhingige Gitter, die bei
nichtdiagonalen Matrixelementen zu komplizierten Transformationen zwi-
schen den beteiligten Gittern fithren wiirden [44]. Um solche komplizierten
Gitterfestlegungen zu vermeiden, werden in beiden Winkelkoordinaten feste
Gitter definiert, auf denen die entsprechende Quadratur die Orthonormalitét
der Kugelflachenfunktionen respektiert.

Im polaren Winkel ¢ wird diese Forderung durch eine GAUSS-LEGENDRE-
Quadratur auf einem Gitter {£z = cos g} mit Ny = jmax+ 1 Punkten erfiillt,
das aus den Nullstellen des LEGENDRE-Polynoms P;_ (&) resultiert. Dabei
ist die Wichtungsfunktion w? der GAUSS-LEGENDRE-Quadratur vom kon-
kreten Gitterpunkt abhéngig [45]. Eine GAuUsssche Quadratur mit jpax + 1
Punkten ist fiir Polynome bis zum Grad 2j,.« + 1 exakt. Der Integrand der
Orthonormalitétsrelation der assoziierten LEGENDRE-Funktionen (2.34) ist
maximal ein Polynom in £ = cos®¥ vom Grad 2jy., [43]. Folglich respek-
tiert die GAUSS-LEGENDRE-Quadratur die Orthonormalitdt der assoziierten
LEGENDRE-Funktionen. Im azimuthalen Winkel ¢ wird die Orthonormalitét
der ebenen Wellen (2.35) erneut durch eine Quadratur iiber die Trapezregel
erhalten, die auf einem dquidistanten Gitter {¢,} mit N, = 2max+1 Punk-
ten und der konstanten Wichtungsfunktion w?¥ = 27 /N,, ausgefiihrt wird.

Da die Quadratur iiber alle Koordinaten auf N, Ny N, Gitterpunkten mit
der Wichtungsfunktion w = w"w’w? die Orthonormalitit der FBR Basis
somit erhilt, folgt die Uberlappmatrix der FBR

St = Y WP (1a) Yo (03, 05) pir (re) Yirmw (03, 04) = Giir8jGmr (2.36)
aBy
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als triviale Einheitsmatrix. Unter Ausnutzung der Orthonormalitdat der FBR
ergeben sich die Entwicklungskoeffizienten der Basisentwicklung zu

E(t) = wppl (ra) Y (95, 04)0(ra, 05, @5, 1). (2.37)
afy

Korrespondierend zur Betrachtung in der FBR folgt die Basisentwicklung
der Wellenfunktion in der DVR

D0, 0,1) = Y Y (8)0a(r)0s,(0, ) (2.38)
aBy
in NOY? = N, NyN,, Basisfunktionen dq(7)ds, (1, ) mit den Entwicklungs-

koeffizienten ¢y (t) aus der Basisentwicklung (2.31) durch Einsetzen der

Entwicklungskoeffizienten (2.37).
Analog zur DVR in kartesischen Koordinaten sind die DVR Basisfunk-
tionen in der Radialkoordinate

r) = VY pi(ra)pir) (2.39)

diskrete DIRACsche d-Funktionen 6,(ra/) = 0aor/vVw", die beziiglich des
diskreten Skalarproduktes orthonormal sind. Die DVR Basisfunktionen der
Winkelkoordinaten

5,3"/ ,19 ()0 \/ wﬁww Z ,19,37 90"/ m<’l97 <p) (240)

hingegen sind lediglich gut lokalisiert auf dem Gitter und weisen Uberlappun-
gen im diskreten Skalarprodukt auf. Folglich resultiert die Uberlappmatrix
der DVR

SaDﬁX/F;’B"y’ = Z w¢53(7”e)527 (190 ‘Pn)éa’(re)éﬁ’v’(ﬁo 9077)

eCn

= Opar WY Z ¢m(%)AZ}3/¢fn(%') (2.41)

als eine in den Winkelkoordinaten nichtdiagonale Matrix. Der nichtdiagonale
Anteil

ARy = Jwlwd Y 05 (05)0m(0) (2.42)
j=[m|

héngt von der Projektion des Drehimpulses ab und wird durch die Un-
vollsténdigkeit der assoziierten LEGENDRE-Funktionen auf dem Gitter der
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GAUSS-LEGENDRE-Quadratur verursacht: Das Gitter ist durch die Null-
stellen des LEGENDRE-Polynoms P;_ . 11(§s) definiert und nicht abhéngig
von der Projektion des Drehimpulses durch die Nullstellen der LEGENDRE-
Polynome Pj . +1-|m|(§s). Deshalb ist die Uberlappmatrix im polaren Win-
kel (2.42) fiir Projektionen mit |m| > 0 nichtdiagonal.

Infolge der fehlenden Orthonormalitédt der DVR Basis konnen die Ent-
wicklungskoeffizienten

Vagy (t) = /W5 (7a, U, 95, 1) (2.43)

nur in Verbindung mit der FBR {iber die Bildung der Basisentwicklung (2.38)
bestimmt werden. Die Eindeutigkeit einer ausschlieflichen Beschreibung in
der DVR wiirde daher erst durch weitere Nebenbedingungen sichergestellt.
Ubergehend zur Matrixschreibweise werden die Matrix Fi der DFT in der
Radialkoordinate mit den Matrixelementen (F))i, = vw” pi(ry), die Ma-
trix L} einer GAUSS-LEGENDRE-Transformation (GLT) im polaren Winkel

mit den Matrixelementen (L});5 = / w} 0jm (V) und die Matrix Ff, der DFT

im azimuthalen Winkel mit den Matrixelementen (F),, = vw? ¢, () ein-
gefithrt. In dieser Matrixnotation sind die Entwicklungskoeffizienten in der
FBR (2.37) und der DVR (2.43) durch die Beziehungen "B} = FiLLFLwDVR

und F¢AFL1/JDVR = F,LyF, "B verkniipft. Da die GLT LL im Gegensatz zu
den DFTs F und FL nicht unitér ist, sind FBR und DVR in Kugelkoordina-
ten nicht mehr isomorph. Die DVR Basis besteht aus mehr Basisfunktionen
als die FBR Basis (NyN, > Nyo), die zudem beziiglich des diskreten Ska-
larproduktes nicht orthonormal sind. Die Basisfunktionen der DVR spannen
somit einen gréffern Raum auf als die Basisfunkionen der FBR. Folglich fin-
det bei der Transformation DVR—FBR eine Projektion statt, die bei der
inversen Transformation FBR—DVR offenbar wird: Die Matrix F¢AFL er-
weist sich als orthogonaler Projektor, denn die Uberlappmatrix im polaren
Winkel A = LgLL ist idempotent A? = A und hermitesch AT = A.

Diese unterschiedlichen Eigenschaften der beiden Darstellungen in Ku-
gelkoordinaten widerspiegeln sich auch in der Anwendung des HAMILTON-
Operators (2.29) auf die Wellenfunktion. In der FBR

PR = [TE3" + FITENF, + FILYFLVORE, LyF, ™0 (2.44)
nimmt die Matrix der radialen kinetische Energie die diagonale Form mit den
Matrixelementen (T}.q); = p?/2p an. Die Matrix der kinetischen Energie der
Rotation ist diagonal im Drehimpuls und dessen Projektion. Die Quadratur
der Matrixelemente iiber die Radialkoordinate in (Tiot)j0 = j(j + 1)/(2ur2)
wird durch die DFTs FI und F, realisiert. Fiir die nichtdiagonale Matrix
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der potentiellen Energie erfolgt die Quadratur der Matrixelemente iiber die
Coordinate Representation der potentiellen Energie (VR) 5, = V (14,935, ¢,)
durch die Transformationen FiLLFL und F LyF,.

Analog zum Vorgehen in kartesischen Koordinaten resultiert die Anwen-
dung des HAMILTON-Operators in der DVR

[Hy]PVR = [F, TEERFD 4+ F Ly The "LEFL + FLAFLVORpPYRE (2.45)
aus der entsprechenden Operation in der FBR (2.44) (vgl. Abschnitt 2.4.1).
Dabei ist die Matrix der radialen kinetischen Energie diagonal in den Win-
kelkoordinaten. Die Quadratur der Matrixelemente iiber die Radialkoordi-
nate erfolgt durch die DFTs F, und F}. Die Matrix der kinetischen Energie
der Rotation hingegen ist diagonal in der Radialkoordinate. Die Quadratur
der Matrixelemente iiber die Winkelkoordinaten wird durch die Transfor-
mationen F Ly und LLFL realisiert. Im Gegensatz zur DVR in kartesischen
Koordinaten nimmt die Matrix der potentiellen Energie jedoch keine dia-
gonale Form an: Durch die diagonale Coordinate Representation VCR® der
potentiellen Energie werden Anteile in die Wellenfunktion eingefiihrt, die in
der korrespondierenden FBR nicht dargestellt werden kénnen. Diese aliasing
terms werden durch die nichtdiagonale Matrix des Projektors Fg{,AF:[J aus der
Wellenfunktion entfernt [46]. Die Projektionsmatrix geht aus der Quadratur
der Matrixelemente iiber die nichtorthonormalen Basisfunktionen der DVR
hervor. Fiir hinreichend grofie Basisentwicklungen in den Winkelkoordina-
ten nédhert sich die Projektionsmatrix der Einheitsmatrix an und kann somit
bei entsprechender Konvergenz vernachlassigt werden. Als Konvergenzkrite-
rium kann die Minimierung des Normverlustes der Wellenfunktion infolge
der Vernachlissigung der Projektionsmatrix herangezogen werden [47]. Die
Beriicksichtigung der Projektionsmatrix entspricht einer akkuraten Behand-
lung des Monomorphismus’ FBR—DVR in Kugelkoordinaten und wird in
der Literatur auch als Generalized Discrete Variable Representation (GD-
VR) bezeichnet [46].

In der weiteren Betrachtung des numerischen Aufwandes der Anwendung
des HAMILTON-Operators werden wiederum alle trivial linear skalierenden
Vektor-Vektor-Multiplikationen vernachléssigt. Die DF'Ts in der Radialkoor-
dinate und dem azimuthalen Winkel werden durch semilinear skalierende
FFTs umgesetzt. Das Verschwinden der Wahrscheinlichkeitsdichte im ra-
dialen Ursprung wird durch die Verwendung von Real-to-Complex bzw.
Complex-to-Real FFTs in der Radialkoordinate erzwungen, mittels derer
nur ungerade radiale Anteile der Wellenfunktion zugelassen werden [48]. Auf
diese Weise wird der numerische Aufwand der FFT in der Radialkoordinate
entsprechend der auferlegten Symmetrie halbiert und zudem die Nutzung von
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effizienten Algorithmen des Hardwareherstellers ermoglicht. Eine alternative
Beschreibung der Radialkoordinate durch symmetrieadaptierte Wellenfunk-
tionen fithrt auf eine Fast Sine Transform (FST) [49], die jedoch in den
Bibliotheken vieler Hardwarehersteller nicht beriicksichtigt wird.

Die GLT im polaren Winkel wird direkt als Matrix-Vektor-Multiplikation
ausgefiihrt und skaliert folglich quadratisch mit der Basisgrofle. Ein anderer
Algorithmus fiihrt nicht nur die Transformation im azimuthalen Winkel auf
eine FFT zuriick, sondern stellt auch die Transformation im polaren Win-
kel mit Hilfe einer FFT dar, wobei jedoch die Matrix-Vektor-Multiplikation
mit ihrer nachteiligen Skalierung nicht umgangen werden kann [50]. Eine
weitere Methode, die ein semilineares Skalierungsgesetz Ny log? Ny befolgt,
ist der direkten Matrix-Vektor-Multiplikation erst bei sehr groflen Basisent-
wicklungen (Ny o< 10%...) iiberlegen [51]. Fiir quantendynamische Simula-
tionen mit maximalen Drehimpulsen, die wesentlich kleineren Basisdarstel-
lungen (Ny o< 10!) entsprechen, ist ein solcher Algorithmus daher ungeeignet.

Mit diesen konkreten Umsetzungen der einzelnen Transformationen ist
der numerische Aufwand der HAMILTON-Operation in der FBR (2.44) durch

CSI;%E = QCFFTNi)}}BlE lOg Nr + QCGLTNi)EENﬁ + QCFFTNS?)X? IOg Nap (246)

mit der Konstante cqrr der Matrix-Vektor-Multiplikation gegeben. Im Ge-
gensatz dazu beléduft sich der numerische Aufwand der HAMILTON-Operation
in der DVR (2.45) auf

CS]?)XE = CFFTNS]?)};R lOg Nr + QCGLTN;]}BleRNﬁ + CGLTNS]?)XeRNﬁ
+4cprrNoye log Ny (2.47)

Obgleich der Aufwand der FFT in der Radialkoordinate in der FBR, doppelt
so grof} ist wie in der DVR, ist die FBR der DVR im gesamten Aufwand {iber-
legen: Die akkurate DVR erfordert aufgrund der Projektionsmatrix in der
Darstellung der potentiellen Energie im Vergleich zur FBR eine zusétzliche,
quadratisch skalierende Transformation im polaren Winkel und den doppel-
ten Aufwand der FFT im azimuthalen Winkel. Zudem hat die FBR weniger
Basisfunktionen als die DVR (NJP¥ < NPYI). Werden alle Projektionen
des Drehimpulses benotigt (Mmax = Jmax ), stehen den Basisfunktionen in der
FBR anndherend doppelt so viele Basisfunktionen in der DVR gegeniiber:
Neot = (Jmax + 1)* < NyNyp = (Jmax + 1)(2max + 1) & 2(Jmax + 1)*. Bei der
Bewegung der reduzierten Masse in Kugelkoordinaten verringert sich dadurch
nur der Aufwand der FFT in der Radialkoordinate. Fiir den vollstéandigen
6D HAMILTON-Operator (2.13) hingegen, wie im nichsten Abschnitt vorge-
stellt, reduziert sich in der FBR damit auch der Aufwand der FFTs in den
kartesischen Schwerpunktskoordinaten [52].
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2.4.3 Darstellung der Hamilton-Operation

Da in einer vollstdndigen Beschreibung die &ufleren und inneren Koordinaten
des diatomaren Molekiils die Position verschiedener Teilchen, des Schwer-
punktes und der reduzierten Masse, beschreiben (vgl. Abb. 2.2), folgt die
Basis fiir die Entwicklung der 6D Wellenfunktion als direktes Produkt der
vorgestellten Basissdtze in kartesischen Koordinaten und in Kugelkoordina-
ten. Deshalb sind diese Basissétze sowohl in der FBR als auch in der DVR
paarweise zueinander orthogonal. Fiir die Basisentwicklung der Wellenfunk-
tion in der favorisierten FBR

DR, 0, 8) = > UEIR PR pi(r)Yym (0, ) (2.48)

ikjm
mit den Entwicklungskoeffizienten Z-Fk]?i(t) gelten daher alle bisher betrachte-
ten Eigenschaften der einzelnen Basissidtze und der entsprechenden Quadra-
turen ebenso. Somit folgt die Anwendung des HAMILTON-Operators (2.13)

auf die Wellenfunktion in der FBR

[P = TR + Tragt + FITNF, + FREILLFLVORF Ly F, Frly ™"
(2.49)

unter Beriicksichtigung der Eigenschaften der jeweiligen Darstellungen. Ana-
log resultiert der numerische Aufwand der 6D HAMILTON-Operation in der
FBR

CTBR = 2eppr N*PR log Neary + 2cprr NTPR log N, + 2carr NTPR Ny
+2cppr N?VR log N, (2.50)

wobei die Anzahl der Basisfunktionen in der FBR und der DVR durch
NFBR = N1t N, Nyoy bzw. NPVRE = N N, NyN,, gegeben ist.

Da in quantendynamischen Simulationen vergleichsweise kleine Basis-
entwicklungen im polaren Winkel benutzt werden (vgl. Abschnitt 2.4.2),
dominiert die semilineare Skalierung der FFTs in den kartesischen Koor-
dinaten, der Radialkoordinate und dem azimuthalen Winkel die quadrati-
sche Skalierung der GLT im polaren Winkel. Folglich skaliert die gesamte
6D HAMILTON-Operation in der vorgestellten, pseudospektralen Darstellung
semilinear. Die FBR als primére Darstellung mit dem nichtdirekten Produkt
in den Winkelkoordinaten reduziert dariiber hinaus die Systemgrofie [52].

Durch eine alternative Behandlung der Radialkoordinate im Rahmen ei-
ner diskreten BESSEL-Transformation kénnte die Systemgriofie auf Kosten
der Skalierung der HAMILTON-Operation nochmals verkleinert werden [53]:
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Die radiale Abhéngigkeit der Wellenfunktion wird in sphérischen BESSEL-
Funktionen erster Art entwickelt, die iiber den Drehimpuls gekoppelt ein
nichtdirektes Produkt mit den Kugelflachenfunktionen bilden. In dieser kom-
pakteren Darstellung wird die entsprechende BESSEL-Transformation jedoch
als quadratisch skalierendes Matrix-Vektor-Produkt ausgefiihrt. Somit muf3
je nach Anwendung entschieden werden, ob diese aufwendigere Darstellung
in der Radialkoordinate aufgrund der kleineren Systemgrofie lohnenswert ist.

Verglichen mit anderen Beschreibungen eines diatomaren Molekiils auf
einer Oberfliche [4] erreicht die hier favorisierte Darstellung eine bessere
Skalierung der HAMILTON-Operation beziiglich einer kleineren Systemgrofie.
Im néchsten Abschnitt werden Darstellungen des Zeitentwicklungsoperators
eingefiihrt, die auf einer iterativen Anwendung des HAMILTON-Operators be-
ruhen und somit die aufgezeigten Vorteile der Darstellung der Wellenfunktion
in numerischer Effizienz realisieren.

2.5 Der Zeitentwicklungsoperator

Um die zeitabhéngige SCHRODINGER-Gleichung (2.10) numerisch zu 16sen,
kann der formale Zeitentwicklungsoperator (2.11) iiber verschiedenste Pro-
pagatoren dargestellt werden |7, 8]. Dabei wird der numerische Aufwand der
Propagation der Wellenfunktion iiber den Zeitschritt At durch den Energie-
bereich des HAMILTON-Operators

AFE = Thax + Vinax — Vinin (2.51)

bestimmt, der aus der maximalen kinetischen Energie T),.. und der maxi-
malen und minimalen potentiellen Energie V.« bzw. Vi, resultiert. Die mi-
nimale kinetische Energie T},;,, der kinetische Anteil der Nullpunktsenergie,
wird vernachléssigt. Dieser Energiebereich ergibt sich iiber die Abhéngig-
keit der kinetischen und potentiellen Energie von Impuls und Ort aus der
konkreten Darstellung des HAMILTON-Operators. Das Energie-Zeit-Phasen-
raumvolumen AFAt begrenzt das Argument der Exponentialfunktion des
Zeitentwicklungsoperators und somit den numerischen Aufwand der Pro-
pagation. Da in der vorliegenden Arbeit der zeitunabhéngige HAMILTON-
Operator (2.13) betrachtet wird, muf} in der entsprechenden Darstellung der
Exponentialfunktion des Zeitentwicklungsoperators eine zeitliche Ordnung
des HAMILTON-Operators nicht beriicksichtigt werden. Eine naive TAYLOR-
Entwicklung der Exponentialfunktion erweist sich jedoch als numerisch insta-
bil, da die Symmetrie der zeitabhéngigen SCHRODINGER-Gleichung beziiglich
der Zeitumkehr verletzt wird [8].
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Im folgenden werden zwei Propagatoren vorgestellt: Der CHEBYSHEV-
Propagator wird durch eine allgemeine, numerisch exakte Entwicklung des
Zeitentwicklungsoperators in orthogonalen Polynomen realisiert und stellt
daher keine besonderen Forderungen an die Darstellung der HAMILTON-
Operation. Da die Grofle des Zeitschrittes die Anwendung der CHEBYSHEV-
Entwicklung nicht beschréankt, ist der CHEBYSHEV-Propagator global ein-
setzbar. Der Splitpropagator ist durch eine direkte, approximative Berech-
nung der Exponentialfunktion des Zeitentwicklungsoperators gekennzeichnet.
Voraussetzung fiir die Splitndherung ist ein pseudospektraler Algorithmus
mit einer diagonalen Darstellung der Operatoren sowohl der kinetischen als
auch der potentiellen Energie. Um den Fehler des Splitpropagators zu kon-
trollieren, mufl der verwendete Zeitschritt hinreichend klein gewé&hlt werden.

2.5.1 Chebyshevpropagator

Die Entwicklung des Zeitentwicklungsoperators in orthogonalen Polynomen
ist formal exakt und wird in der numerischen Umsetzung nur durch die Ge-
nauigkeit der verwendeten Hardware beschrinkt. Als Basis sind komplexe
CHEBYSHEV-Polynome

=¢ (x) = cos(narccos(—1iz)) (2.52)

iitber dem imaginéren Intervall —i < z < i besonders gut geeignet, da die
Konvergenzeigenschaften der resultierenden Entwicklung unabhéngig vom
Argument z sind [9,54]. Die komplexen CHEBYSHEV-Polynome gehen aus
der Rekursionsrelation

En(@) =205 (2) + 55 () Ejle) =1  Ej(z) ==z (2.53)
hervor und geniigen der Orthonormalitétsrelation

L[ EEE@,
—i /1= m2 — Ono

Durch Renormierung des HAMILTON-Operators (2.13) auf das Eigenwert-
intervall [—1, 1]

. 1
Hnorrn = T A =
AL

Srum. (2.54)

(- 1(3AE + Vi) ) (2.55)

wird das zu entwickelnde Operatorargument der Exponentialfunktion des
Zeitentwicklungsoperators

A

U(AL) = exp (= 1[JAE+ V] At) exp ( [JABAL [~ i Hyorn] ) (2.56)
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auf den Definitionsbereich [—1, i] der komplexen CHEBYSHEV-Polynome ein-
geschrinkt. Der vorangestellte Phasenfaktor bewirkt eine umgekehrte Ver-
schiebung des renormierten Eigenwertspektrums, wihrend der Faktor vor
dem Operatorargument einer inversen Skalierung auf den urspriinglichen
Energiebereich entspricht. Die Entwicklung der hinteren Exponentialfunktion
beziiglich des Operatorargumentes & = —i Hyopm in komplexen CHEBYSHEV-
Polynomen fiihrt auf den CHEBYSHEV-Propagator

A

e (AL) 2 exp ( —i[LAE + Vi At) 3 ag ()= () (2.57)
mit dem Parameter o = LAEA¢. Aus der Orthonormalitét (2.54) der kom-
plexen CHEBYSHEV-Polynome folgen die Entwicklungskoeffizienten

o< (a) = —i2 —0p0 [ exp(ax)ZE (z)
—i =z

dr = (2 = dp0)i" Jp () (2.58)

™

direkt als Besselfunktionen erster Art .J,(«). Da der Funktionswert der Bes-
selfunktionen fiir Ordnungen n grofler als das Argument o mit steigender
Ordnung exponentiell gegen Null abfillt, skaliert der numerische Aufwand des
CHEBYSHEV-Propagators linear mit dem Energie-Zeit-Phasenraumvolumen:
Je grofer das Argument « ist, desto mehr Terme miissen in der CHEBYSHEV-
Entwicklung berticksichtigt werden. Aus den Transformationseigenschaften
der zeitabhéngigen Entwicklungskoeffizienten af(«) folgt die Symmetrie des
CHEBYSHEV-Propagators beziiglich der Zeitumkehr. Durch die Endlichkeit
der Entwicklung geht jedoch die Unitaritdt des Zeitentwicklungsoperators
verloren. Daher erhélt der CHEBYSHEV-Propagator die Norm nicht. Auch die
Energie wird trotz Vertauschens von Propagator und HAMILTON-Operator
nicht erhalten. Die Anderungen von Norm und Energie dienen somit als Kon-
trollgrofen fiir die Genauigkeit der Propagation.

In den Simulationen werden die Entwicklungskoeffizienten a¢(«) in der
Initialisierung berechnet. Die sukzessive Anwendung der CHEBYSHEV-Poly-
nome E;(—iﬁnorm) auf die Wellenfunktion erfolgt wiahrend der Laufzeit mit-
tels der Rekursionsrelation (2.53). Folglich wird fiir die Propagation per-
manent Speicher fiir vier Wellenfunktionen bendtigt [7]. Zudem stellt die
iterative Anwendung des HAMILTON-Operators pro Zeitschritt einen groflen,
numerischen Aufwand dar. Deshalb ist der CHEBYSHEV-Propagator fiir hoch-
dimensionale Studien ungeeignet und wird in der vorliegenden Arbeit nur als
numerisch exakte Referenz fiir den Splitpropagator verwendet. Die Korrekt-
heit der im néchsten Abschnitt vorgestellten Propagation in Splitndherung
wird in dimensionsreduzierten Konvergenzstudien beziiglich der entsprechen-
den CHEBYSHEV-Propagation hinterfragt.
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2.5.2 Splitpropagator

Ausgehend von einer diagonalen Darstellung der Operatoren der kinetischen
und potentiellen Energie in der FBR bzw. DVR wird in der Splitndherung das
Operatorargument der Exponentialfunktion des Zeitentwicklungsoperators

Ugpiit (AL) ~ exp (—%TAt) exp (—iVAt) exp (—%TAt) (2.59)

symmetrisch in die Anteile der kinetischen und potentiellen Energie aufge-
spalten [10]. Dieser Splitpropagator ist auf die in Abschnitt 2.4 favorisierte
primére Darstellung in der FBR abgestimmt. Der erste kinetische Expo-
nentialterm wird auf die Wellenfunktion in der FBR mittels einer Vektor-
Vektor-Multiplikation angewendet. Danach wird die Wellenfunktion in die
DVR transformiert und der potentielle Exponentialterm via Vektor-Vektor-
Multiplikation ausgefiihrt. Schliefilich wird die Wellenfunktion wieder in die
FBR transformiert und der Propagationschritt mit der Vektor-Vektor-Multi-
plikation des zweiten kinetischen Exponentialterms abgeschlossen. Fiir die
DVR als primére Darstellung werden im Splitpropagator (2.59) die Opera-
toren der kinetischen und potentiellen Energie entsprechend vertauscht.

In der Splitndherung wird die Nichtvertauschbarkeit der Operatoren der
kinetischen und potentiellen Energie vernachlassigt. Diese Approximation ist
bis zur zweiten Ordnung im Zeitschritt At exakt. Der resultierende Fehler

Aupie = 1 (é[v, [V, 1)~ o [T 17, V]]) (ALP + 0 ((ADY)  (2.60)
wird durch den Kommutator [T,V] = TV — VT bestimmt [55]. Bei der
Darstellung des HAMILTON-Operators in Kugelkoordinaten ist die Matrix
der potentiellen Energie in der DVR jedoch nicht mehr diagonal (vgl. Ab-
schnitt 2.4.2). Die Vernachlissigung der entsprechenden nichtdiagonalen Pro-
jektionsmatrix F¢AFL in dem Exponentialterm der potentiellen Energie ver-
ursacht einen Fehler zweiter Ordnung im Zeitschritt, der durch die Abwei-
chung der Projektionsmatrix von der Einheitsmatrix bestimmt wird [56]. Da
diese Abweichung durch hinreichend grofie Basisentwicklungen vernachléssig-
bar klein gehalten werden kann, ist der resultierende Fehler durch die Basis-
darstellung kontrollierbar. Dariiber hinaus konnen alle Fehler der Splitnéhe-
rung iiber die Grofle des Zeitschrittes kontrolliert werden. Wird eine ma-
ximale Fehlergrenze fiir die Propagation gesetzt, erfordert ein HAMILTON-
Operator mit einem grofleren Energiebereich kleinere Zeitschritte, wahrend
schon groflere Zeitschritte fiir einen HAMILTON-Operator mit kleinerem Ener-
giebereich ausreichen. Die Symmetrie des Splitpropagators beziiglich der
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Zeitumkehr geht direkt aus der Definitionsgleichung (2.59) hervor. Desweite-
ren ist der Splitpropagator unitdr und erhélt somit die Norm. Lediglich die
Energie wird nicht erhalten, da Propagator und HAMILTON-Operator nicht
vertauschen. Folglich ist die Anderung der Energie wiederum eine Kontroll-
groBe fiir die Genauigkeit der Propagation.

Fiir die Simulation der Dynamik eines hochdimensionalen Systems wird in
der vorliegenden Arbeit ausschliellich der Splitpropagator verwendet (siehe
Kapitel 4). Dabei wird eine diagonale Darstellung der potentiellen Energie in
der DVR angenommen und somit eine triviale Projektionsmatrix FWAFL =1
vorausgesetzt. Mittels einer ausreichenden Basisgrofie in den Winkelkoordi-
naten wird diese Voraussetzung nahezu erfiillt. Die diagonalen Matrizen der
kinetischen und potentiellen Energie werden in der Initialisierung berech-
net. Die rein multiplikativen Operationen der kinetischen und potentiellen
Exponentialterme wihrend der Propagation erfordern nur den Speicher fiir
eine Wellenfunktion. Dariiber hinaus ist der numerische Aufwand des Split-
propagators im Vergleich zum CHEBYSHEV-Propagator deutlich geringer,
denn die Propagation erfordert pro Zeitschritt nur das numerische Aquiva-
lent einer HAMILTON-Operation. Zudem erweist sich die Splitndherung als
sehr robust gegeniiber grofleren Zeitschritten [7]. Diese Effizienz beziiglich
des Speicherbedarfes und des numerischen Aufwandes sowie die numerische
Stabilitit zeichnen den Splitpropagator fiir hochdimensionale Simulationen

aus [18,34,57,58].

2.5.3 Propagation in imaginéirer Zeit

Der Ausgangspunkt jeder Dynamik ist eine stationdre Wellenfunktion aus
Eigenzustinden des HAMILTON-Operators. Meist werden die erforderlichen
Eigenfunktionen {iber den direkten Weg der Diagonalisierung bestimmt. Fiir
hochdimensionale Systeme stellt dieses Vorgehen jedoch eine schwierige Auf-
gabe dar [59,60]. In zeitabhéingigen Beschreibungen solcher Systeme bietet
alternativ die Propagation in imaginérer Zeit eine leicht zu implementieren-
de Methode fiir die Berechnung der benétigten Eigenzustdnde und Energi-
en [61]: Der Zeitentwicklungsoperator (2.11) wird durch die Einfiihrung der
imaginéren Zeit 7 = it direkt in die nichtunitére Form

A

U(r) = exp(—HT) (2.61)

iiberfiihrt und erhélt somit nicht mehr die Norm. Die propagierte Wellen-
funktion

W(7) = U(M)(0) = > exp(—EnT)cnXn (2.62)
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folgt aus der Anwendnung des transformierten Zeitentwicklungsoperators auf
eine giinstig gewéhlte Startwellenfunktion ¢(0). Diese Operation wird in der
Basis der Eigenzusténde {x,} des HAMILTON-Operators dargestellt. Die Aus-
gangswellenfunktion ¢(0) = > ¢, x, wird durch die Entwicklungskoeffizien-
ten ¢, festgelegt. Der Zeitentwicklungsoperator (2.61) nimmt in der Basis der
Eigenfunktionen eine diagonale Gestalt mit den zugehérigen Energien F), an.

Die Entwicklung der zeitabhéngigen Wellenfunktion (2.62) in der Basis
der Eigenzustinde des HAMILTON-Operators zeigt, dal durch die Propaga-
tion in imagindrer Zeit die einzelnen Eigenfunktionsanteile in der Startwel-
lenfunktion mit exponentiell abfallenden Faktoren multipliziert werden. Die
Stiarke des exponentiellen Abfalls wird durch die entsprechenden Energien
der jeweiligen Eigenzusténde bestimmt. Folglich verbleibt in der Asymptotik
der Propagation nur der Anteil des Eigenzustands mit der kleinsten Energie,
des Grundzustands, in der zeitabhéngigen Wellenfunktion. Um die nume-
rische Darstellbarkeit sicherzustellen, wird die Wellenfunktion nach jedem
Zeitschritt renormiert und zudem der Zeitschritt hinreichend klein gewahlt.

Ausgehend von dem so resultierenden Grundzustand werden die angereg-
ten Zustédnde sukzessive durch analoge Propagation berechnet, jedoch unter
der Nebenbedingung der Orthogonalitit der zeitabhédngigen Wellenfunktion
beziiglich der schon bestimmten Figenzustéinde. Aus der propagierten Wel-
lenfunktion werden nach jedem Zeitschritt die Anteile der bisher berechneten
Eigenzustinde im SCHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahren herausproji-
ziert und nachfolgend die verbleibende Wellenfunktion renormiert.

Auf diese Weise kann das Spektrum der Eigenzusténde in aufsteigender
Reihenfolge mit hoher numerischer Genauigkeit bestimmt werden. Die Se-
paration quasientarteter Eigenzusténde x, und y,s, deren Energien |E, —
E,./| < 1 sich nur gering unterscheiden, erfordert aufgrund des nahezu glei-
chen exponentiellen Abfalls eine ldngere Propagationszeit. Symmetriebedingt
entartete Figenzusténde sind energetisch vollstandig dquivalent und kénnen
somit nicht durch das verwendete Energiekriterium getrennt werden.

Fiir die Propagation in imaginérer Zeit mufl der eingefithrte CHEBYSHEV-
Propagator nur wenig abgedndert werden. In der Entwicklung des transfor-
mierten Zeitentwicklungsoperators (2.61) werden nun reguldre CHEBYSHEV-
Polynome

=T

—n

(x) = cos(n arccos(zx)) (2.63)

iiber dem reellen Intervall —1 < z < 1 als Basis verwendet, die aus der
Rekursionsrelation

E;H(aj) =222 () — =, _(x) =h(z) =1 Eir) == (2.64)

n—1
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resultieren und durch die Orthonormalitatsrelation

1 — —
2 @), (), 7
/ o e - T (2.65)

gekennzeichnet sind. Mit Einfithrung des renormierten HAMILTON-Opera-
tors (2.55) folgt aus der analogen Entwicklung der Exponentialfunktion des
Zeitentwicklungsoperators im Operatorargument r = —Flnorm der abgewan-
delte CHEBYSHEV-Propagator

A~

U (AT) = exp ([%AE + Vinin] AT) 3 d (@) () (2.66)

in imaginérer Zeit mit dem Parameter o = %AEAT. Die wiederum iiber die
Orthonormalitéatsrelation (2.65) bestimmten Entwicklungskoeffizienten

o (a) = 2 —6no [ exp(ax)Z (x)
7T -1 V1— 22
resultieren als modifizierte Besselfunktionen erster Art I,,(«). Der Funktions-
wert der modifizierten Besselfunktionen fillt schon fiir Ordnungen n expo-
nentiell gegen Null ab, die groBer sind als die Wurzel des Argumentes /.
Deshalb konvergiert die Chebyshev-Entwicklung fiir die Propagation in ima-
gindrer Zeit noch schneller als fiir die entsprechende Propagation in reeller
Zeit.

Der Splitpropagator in imaginérer Zeit folgt direkt aus Gl. (2.59) durch
Substitution des imaginédren Zeitschritts AT = i At. Die vorgestellte Diskus-
sion der Splitndherung bleibt auch nach dieser Transformation unverédndert
giiltig.*

dx = (2 — 0po) () (2.67)

4Im Fehler der Splitnidherung (2.60), nun in Ordnungen des imaginiren Zeitschritts,
muf die imagindre Einheit i durch ein Minuszeichen ersetzt werden.
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