Numerische und geometrische Aspekte
der Energie-Wirbel-Theorie

Dissertation
zur Erlangung des akademischen Grades des
Doktors der Naturwissenschaften
am Fachbereich Geowissenschaften
der Freien Universitat Berlin

vorgelegt von
Matthias Sommer

im Januar 2010



Gutachter

PD Dr. Peter Névir
Prof. Dr. Sebastian Reich

Tag der Disputation: 31. Mai 2010



Inhaltsverzeichnis

I

1

Einleitung und Stand der Forschung 1
Einleitung 2
1.1 Problemstellung und Motivation . . . .. ... ... .. ... ... .. .. 2
1.2 Gliederung der Arbeit . . . . . . . . ... 6
Die Flachwassergleichungen 8
2.1 Herleitung der Flachwassergleichungen . . . . . . . ... ... ... .. .. 8

2.1.1 Skalare Form der Flachwassergleichungen . . . .. ... ... ... 11

2.1.2 Balancen des Flachwassermodells . . . . . . ... ... ... .... 13
2.2 Die Flachwassergleichungen in Hamilton-Darstellung . . . . . . .. .. .. 13

2.2.1 Geschwindigkeitsvariablen . . . . . . .. ... o oL 14

2.2.2  Abgeleitete Variablen . . . . ... ... o000 14
2.3 Die n-Schicht-Flachwassergleichungen . . . . . ... ... ... ... ... 17
Die Nambu-Darstellung 20
3.1 Definition und Eigenschaften . . . . . ... ... ... 000 21
3.2 Tensor- und Operatorform der Nambu-Darstellung . . . . . .. .. .. .. 25

3.2.1 'Tensorielle Form der Nambu-Darstellung . . . . . ... ... ... 25

3.2.2 Nambu-Darstellung fiir Feldgleichungen . . . . . ... ... .. .. 25
Energie-Wirbel-Theorie 27
4.1 Die barotrope Vorticitygleichung in Nambu-Darstellung . . . . . . .. .. 27
4.2 Die Flachwassergleichungen in Nambu-Darstellung . . . . . . . . ... .. 29
Geometrische Integration 33
5.1 Konservative rdumliche Diskretisierungen . . . . . . .. .. .. ... ... 34
5.2 Diskretisierung auf Basis der Hamilton-Darstellung . . . . . . . .. .. .. 35
5.3 Diskretisierung auf Basis der Nambu-Darstellung . . . . . . .. ... ... 35
Das ICON-Modell 38
6.1 Das ICON-Gitter . . . . . . . . . . e 38

6.1.1 Eine gitterinduzierte Instabilitat . . . . . . .. ... .. ... ... 39

6.1.2 Mittelungen auf dem ICON-Gitter . . . . .. ... ... ... ... 40

6.2 R&aumliche Operatoren und Bewegungsgleichungen . . . . ... ... ... 41



II Ergebnisse 43

7 Nambu-Diskretisierung der Flachwassergleichungen auf einem versetz-

ten, geoditischen Gitter 44
7.1 Methodik . . . . . . . . . 44
7.2 Herleitung der Nambu-Semi-Diskretisierung auf dem ICON-Gitter . . . . 46
7.2.1 Funktionalableitungen auf dem ICON-Gitter . . . ... ... ... 47
7.2.2 Nambu-Klammern auf dem ICON-Gitter . . ... ... ... ... 48
7.2.3 Resultierende Operatoren und Bewegungsgleichungen . . . . . .. 51
7.2.4 Vorhersageprozess . . . . . . . .. . 52
7.3 Flussform der potentiellen Enstrophie . . . . ... .. ... ... ..... 53
7.4 Numerische Experimente mit dem Nambu-Schema . . . ... ... .. .. 99
7.4.1 Rossby-Welle . . . . . ... o 55
7.4.2 Erhaltungs- und Stabilitétseigenschaften . . . . . . .. ... ... 55
7.4.3 Spektralanalysen . . . . .. .. Lo oo 59
7.4.4 Die Erhaltung der Wirbel-Casimire . . . . . . . .. ... ... ... 60
8 Nambu-Formen in der Hydro-Thermodynamik 65
8.1 Das quasigeostrophische Zweischicht-Modell . . . . . . . . ... ... ... 65
8.2 Das n-Schicht-Flachwassermodell . . . . . .. ... ... ... ....... 66
8.3 Das hydrostatische Modell . . . . . . .. ... ... .. ... ... ... 68
8.4 Die resonante Wellentriade . . . . . . . ... ... .o 0. 71
8.5 Das Lorenz’86-System . . . . . . . . . . ... 73
9 Geometrische und algebraische Eigenschaften der Nambu-Form (4
9.1 Lokale und globale Antisymmetrien . . . . . . . . ... ... ... ..... 7
9.2 Die Lie-Algebra von Nambu-Systemen . . . . . .. ... ... ... .... 81
9.3 Das Phasenraumvolumen . . . . . . . .. .. ... Lo 87
9.3.1 Das Phasenraumvolumen von allgemeinen dynamischen Systemen 88
9.3.2 Das Phasenraumvolumen von Poisson- und Nambu-Systemen . . . 94
9.4 Das Phasenraumvolumen von Diskretisierungen . . . . . . . . ... .. .. 98

9.4.1 Volumenerhaltung und Zeit-Reversibilitdt unter rdumlichen Dis-
kretisierungen . . . . . .. ..o 99

9.4.2 Volumenerhaltung und Zeit-Reversibilitéit unter zeitlichen Diskre-
tisierungen . . . . ... Lo 100
9.4.3 Volumenerhaltung und Lyapunov-Exponenten . . . . . . . .. . .. 102
9.4.4 Experimente mit rdumlichen Diskretisierungsschemen . . . . . . . 103
9.4.5 Experimente mit zeitlichen Diskretisierungsschemen . . . . . . .. 105
10 Zusammenfassung, Interpretation und Ausblick 108
10.1 Zusammenfassung und Interpretation . . . . . . . . . . ... ... ... 108

10.2 Ausblick . . . . . . 110

ii



IIT Anhinge

A Hamiltonsche Mechanik
A.1 Systeme auf symplektischen Mannigfaltigkeiten . . . . . . ... ... ...
A.2 Systeme auf Poisson-Mannigfaltigkeiten . . . . .. ... ... ... . ...
A.2.1 Zusammenhang zwischen algebraischer und geometrischer Dar-
stellung . . . . . . L
A.2.2 Lie-Poisson-Mannigfaltigkeiten . . . ... ... ... ........

B Lie-Algebren und Funktionalableitungen
B.1 Lie-Algebren . . . . . . . . . . . e
B.2 Funktionalableitungen . . . . . . ... .. ... .0 o L
B.2.1 Diskretisierung der Funktionalableitung . . . . . . ... ... ...
B.2.2 Kettenregel fiir Funktionalableitungen . . . . . ... ... ... ..

C Helmholtz-Theorem und Potentialrekonstruktion
C.1 Das zweidimensionale Helmholtz-Theorem . . . . . . .. ... .. ... ..
C.1.1 Zusammenhang mit der Kettenregel der Funktionalableitung . .
C.2 Die Potentialrekonstruktion . . . . . .. . .. ... ... . ... ... ..

Symbolverzeichnis

Literaturverzeichnis

iii

113

114
115
116

119
119

122
122
123
124
124

126
126

. 127

128

130

132



Abbildungsverzeichnis

1.1
1.2

2.1
2.2
2.3

3.1

6.1
6.2

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
7.8
7.9
7.10
7.11

8.1

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6
9.7
9.8

Al

Themeniibersicht . . . . . . . ... .. 4
Numerische Modellierung . . . . . . . . ... .. . oL 5
Das Flachwassermodell . . . . . . . .. ... ... o o 11
Helmholtz-Zerlegung . . . . . . . . . . ... 16
Das n-Schichtmodell . . . . . ... ... ... 17
Hamilton-Systeme . . . . . . . .. . . 20
Das ICON-Gitter und sein lokales Stencil . . . . ... ... ... ..... 39
Galewsky-Test . . . . . . . . L 40
Ubersicht Nambu-Diskretisierung fiir die Flachwassergleichungen . . . . . 45
Kiirzung auf dem Gitter . . . . . . . . .. ... oo 49
Hohenfeld fiir Rossby-Welle . . . . . . .. .. ... ... .. .. ...... 56
Enstrophiebilanz . . . . . . ... o 0o 56
Enstrophiebilanzen gegen Zeitschrittgrofle . . . . . . . . .. ... 57
Energiebilanz gegen Viskositatskoeffizient . . . . . . .. ... ... 58
Energiebilanz . . . . . .. ..o 58
Energie- und Enstrophie- Bilanzen mit der impliziten Mittelpunktregel . . 59
Spektrale Energieverteilungen . . . . . . . ... oL oo 60
Casimirbilanzen . . . . . . . .. L L L L 61
Casimirbilanzen . . . . . . . . ... Lo 61
Resonante Wellentriade . . . . . . .. ... ... ... . 71

Eigenwerte der Killing-Form zweier Diskretisierungen der Vorticitygleichung 84

Die Lie-Algebra von Nambu-Systemen . . . . . . . ... ... ....... 86
Ensembles-Vorhersage . . . . . . . . ... ..o Lo 87
Trajektorien im Phasenraum . . . . . . . .. .. ... . 0 L. 93
Volumenbilanz des Flachwassermodells . . . . . ... ... ... ... ... 94
Léngentendenz gegen Gitterkonstante . . . . . ... ... ... ... ... 104
Mittlere Léngentendenz fiir die implizite Mittelpunktregel . . . . . . . .. 105
Mittlere Léngentendenz fiir nichtreversible Zeitintegratoren . . . . . . . . 106
Hamilton-Systeme . . . . . . . .. . . 115

v



Tabellenverzeichnis

2.1
3.1

4.1

4.2
5.1

6.1
6.2

7.1
7.2

8.1

9.1

9.2
9.3
9.4
9.5
9.6

Al
A2

Skalare Form der Flachwassergleichungen . . . . .. ... ... ... ... 12
Vergleich zwischen Jacobi- und Takhtajan-Identitat . . . . . . . . . .. .. 24
Kontinuierliche und diskrete atmosphérendynamische Systeme in Nam-

bu-Form . . . . . . . e 28
Beitrége der einzelnen Teilklammern . . . . . . . .. .. .. oL 32
Ubersicht Nambu-Diskretisierung . . . . . . . . . .. ... .. ... .... 36
Gitterbezeichnungen . . . . . . .. ... Lo L L o 39
Lokale Groflen auf dem ICON-Gitter . . . . . . . .. ... ... ... ... 41
Zusétzliche Groflen fiir die Nambu-Diskretisierung . . . . . . . . . . . .. 46
Casimir-Erhaltung und individuelle PV-Erhaltung . . . . . ... ... .. 63
Dimensionsanalyse der Lorenz-Systeme . . . . . . . ... ... ....... 76

Antisymmetrien der zwei- und dreidimensionalen, inkompressiblen Fluid-

dynamik . . . . ..o 78
Zwei Hamilton-Darstellungen des Lotka-Volterra-Systems . . . . . . . .. 92
Reversibilitdt und Volumenerhaltung . . . . . . ... .. .. ... ... 93
Volumenerhaltung in linearen und nichtlinearen Systemen . . . . . . . .. 96
Volumenerhaltung von reguldren und singuldren Hamilton-Systemen . . . 97
Symmetrie und Antisymmetrie . . . ... .00 98
Jacobi- und Leibnizidentitat . . . . . . ... ..o 117
Lie-Poisson-Reduktion . . . . . ... ... ... ... 0oL 121



Zusammenfassung Das Thema der vorliegenden Arbeit ist die Energie-Wirbel-Theo-
rie, die Darstellung verschiedener atmosphérendynamischer Gleichungssysteme in Nam-
bu-Form. Letztere misst als Verallgemeinerung der Hamilton-Form den Erhaltungsei-
genschaften eines Systems besonderen Wert zu. Basierend auf dieser Darstellung wird
fiir die Flachwassergleichungen ein numerisches Diskretisierungsschema auf einem mo-
dernen, unstrukturierten Gitter entwickelt, welches Erhaltungsgesetzen fiir die Energie
und die potentielle Enstrophie geniigt. Anhand numerischer Experimente werden ver-
schiedene Eigenschaften des so definierten Schemas untersucht. Auflerdem werden die
geometrischen und algebraischen Merkmale der Energie-Wirbel-Theorie sowie der damit
definierten Diskretisierungsschemen diskutiert.

Summary The focus of this thesis is the Energy-Vorticity-Theory, the representation
of various atmospheric dynamical equations of motion in Nambu form. As a generaliza-
tion of Hamiltonian mechanics, the Nambu formalism allocates particular significance
to the conservation properties of a system. Based on this representation, a numerical
discretization scheme for the shallow-water equations on a ‘state of the art’ unstructured
grid which complies with conservation laws for energy and potential enstrophy is develo-
ped. Various properties of this scheme are analyzed by means of numerical experiments.
Furthermore, the geometric and algebraic traits of the energy-vorticity theory and the
associated discretization schemes are discussed.
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Teil 1

Einleitung und Stand der
Forschung



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung und Motivation

Seit rund hundert Jahren werden Methoden der numerischen Mathematik auf die Me-
teorologie angewendet: Ab 1911 beschéftigte sich der norwegische Meteorologe Lewis
Fry Richardson mit der Idee, die Atmosphirendynamik durch numerische Lésungen von
partiellen Differentialgleichungen zu beschreiben und vorherzusagen. Obschon der ur-
spriingliche Versuch von Richardson (1922) noch keine praktisch brauchbaren Resultate
erbrachte, wurde die Idee weiterverfolgt und schliellich mit einem einfacheren physi-
kalischen Modell sowie besseren numerischen Methoden von Charney et al. (1950) die
erste erfolgreiche numerische Wettervorhersage durchgefiihrt. Seither hat eine weitrei-
chende Entwicklung auf dem Gebiet der numerischen Wettervorhersage stattgefunden,
die vor allem auf die Fortschritte in der digitalen Informationsverarbeitung und im me-
teorologischen Messwesen sowie auf verbesserte numerische Methoden zuriickzufiihren
ist. Damit haben sich auch die Ziele grundlegend verdndert: W&hrend Richardson noch
davon traumte, ,,schneller zu rechnen als das Wetter voranschreitet®, sind heute Klima-
prognosen iiber Jahrtausende hinweg in greifbare Néhe geriickt.

Parallel zu dieser anwendungsorientierten Entwicklung verlief die Theoriebildung in
der Meteorologie. Wihrend die klassischen Bewegungsgesetze fiir Fluide bereits seit den
Arbeiten von Euler (1757) sowie Navier und Stokes bekannt waren, wurde erst Anfang
des vergangenen Jahrhunderts damit begonnen, diese auf konkrete atmosphérendyna-
mische Probleme anzuwenden (Bjerknes, 1904; Exner, 1908). Die durch genauere und
besser vernetzte Messungen moglich gewordene Beobachtung von typischen Bewegungs-
mustern der Atmosphére konnten so durch eine systematische Analyse der zugehotrigen
Bewegungsgleichungen beschrieben und analysiert werden. Besonders erwéhnenswert im
Bezug auf die hier vorliegende Arbeit ist die Entdeckung von Erhaltungsgesetzen. Wih-
rend Energie-, Impuls-, Masse- und Entropieerhaltung den Ausgangspunkt zur Herlei-
tung der hydro-thermodynamischen Bewegungsgleichungen bilden, wurden andere Er-
haltungsgrofien erst spéter daraus abgeleitet. Ohne Bezug auf die Atmospharendynamik
waren fiir inkompressible Fluide schon von Helmholtz und Kelvin Wirbelerhaltungsgeset-
ze aufgestellt worden (Helmholtz, 1858). Mit Blick auf die meteorologische Anwendung



gelang dies fiir die vollstdndigen, nichthydrostatischen Gleichungen mit der Arbeit von
Ertel (1942).

Ein weiteres, fiir diese Arbeit relevantes Konzept, ist die Hamiltonsche Darstel-
lung von Differentialgleichungen. Diese Methode der theoretischen Physik hat das Ver-
sténdnis verschiedenster Systeme wesentlich geprégt (z. B. Festkorperphysik, Molekiildy-
namik und Quantentheorie). In Lagrangescher, d.h. partikelorientierter Beschreibung
der Fluiddynamik folgt die Hamiltondarstellung direkt aus den entsprechenden Va-
riationsprinzipien. In Eulerscher, also ortsfester Darstellung ergibt sich bei Ergénzung
des Systems durch prognostische Clebsch-Potentiale ebenso eine Hamilton-Darstellung
(Clebsch, 1857; Ertel, 1939; Davydov, 1949). Die Teilchenumordnungssymmetrie kann
dabei als zuséitzliche Nebenbedingung (sog. Lin-Constraints) interpretiert werden (Lin,
1963). Ohne die Verwendung der Clebsch-Potentiale ergibt sich ein singuldres System:
Der Teilchenumordnungssymmetrie entsprechen dann geméfl dem Noetherschen Theo-
rem Wirbelerhaltungsgrofien, die als Casimire unter beliebigen Transformationen des
Phasenraums erhalten sind. Durch die Reduktion der vollen Lagrangeschen auf die re-
duzierte, ortsfeste Beschreibung ergibt sich ein Hamiltonsches System auf einer Poisson-
Mannigfaltigkeit (Ebin und Marsden, 1970; Marsden und Weinstein, 1974; Morrison und
Greene, 1980). Die Hamiltonsche Darstellung von Systemen verschiedenster Art wurde
auch in der numerischen Mathematik aufgegriffen. Allgemein werden Diskretisierungs-
schemen, die auf der Hamiltonschen Darstellung oder auf Variationsprinzipien beruhen,
unter dem Stichwort ,geometrische Integration® zusammengefasst.

Eine aktuelle Entwicklung in der theoretischen Meteorologie ist schliefflich die Aus-
arbeitung der Energie-Wirbel-Theorie (Névir und Blender, 1993; Névir, 1998; Salmon,
2005; Névir und Sommer, 2009). Deren Grundkonzept ist die Nambu-Darstellung von at-
mosphérendynamischen Bewegungsgleichungen und damit die Formulierung und Klassi-
fizierung verschiedener Atmosphérenmodelle hinsichtlich ihrer Erhaltungseigenschaften.
Dabei wird die von Nambu (1973) eingefiihrte Verallgemeinerung der Hamiltonmechanik
eingesetzt. So konnen neben der Energie auch andere Erhaltungseigenschaften als konsti-
tuierende (d. h. die Bewegungsgleichung definierende) Groflen auftreten. In der Energie-
Wirbel-Theorie ergeben sich jeweils die Gesamtenergie und eine systemabhéngige Wir-
belgrofle als konstituierende Erhaltungsgréfien. Daraus ergibt sich auch eine praktische
Anwendung: Im Zug der Entwicklung von geometrischen Konzepten fiir die numerische
Modellierung wurde von Salmon (2005, 2007) die Verwendung der Nambu-Darstellung
zur raumlichen Diskretisierung von fluiddynamischen Systemen vorgeschlagen. Dieses
Konzept wird im Folgenden als ,Nambu-Diskretisierung‘ bezeichnet. Deren exemplari-
sche Anwendung auf die meteorologischen Flachwassergleichungen ist das Hauptthema
der vorliegenden Arbeit.

Der Austausch von Methoden und Ideen zwischen numerischer Mathematik, theo-
retischer Physik und Meteorologie wird in Abb. 1.1 vereinfacht zusammengefasst. Die
Nambu-Mechanik ist ein spezielles Teilgebiet der theoretischen Physik, entsprechend
stellt Abbildung 1.1 (b) einen Ausschnitt von 1.1 (a) dar. Das Hauptthema dieser Arbeit,
die Anwendung der Nambu-Diskretisierung auf ein meteorologisches Gleichungssystem,
ist rot markiert.

Die Motivation hinter der Verwendung von Methoden der geometrischen Integra-

3



Meteorologie Nambu-
Mechanik

(b)

Abbildung 1.1: Themeniibersicht. NWP: Numerische Wettervorhersage. TM Theoreti-
sche Meteorologie. GI: Geometrische Integration. EVT: Energie-Wirbel-Theorie. ND:
Nambu-Diskretisierung.

tion sind zu einem wesentlichen Punkt die Erhaltungseigenschaften, deren Rolle hier
kurz erldutert werden soll. Das Gesamtsystem Atmosphére umfasst sowohl konservative
(z.B. Advektion, Gravitation) als auch dissipative (z.B. turbulente und viskose Rei-
bung) und antreibende Prozesse (z.B. Strahlung und diabatische Prozesse). Bei der
Modellierung dieses Gesamtsystems kénnen wegen der beschrinkten Rechenkapazitiaten
nicht alle Prozesse genau dargestellt werden, deshalb wird ein Teil der Dynamik durch
Parametrisierungen approximiert. Ein Beispiel hierfiir ist die turbulente Reibung. Sie
parametrisiert d&hnlich einem Reservoir den Einfluss der Subgrid-Skala auf die aufge-
16ste Skala. Gangige Diskretisierungsverfahren fiir den konservativen Kern weisen oft
Unzulénglichkeiten beziiglich der Erhaltungseigenschaften auf. Sehr deutlich wird dies
am Beispiel der inkompressiblen, zweidimensionalen Dynamik. Dort gibt es einen engen
Zusammenhang zwischen einer unzureichenden numerischen Umsetzung der Enstrophie-
erhaltung und einem unnatiirlich starken Energiefluss zum unteren Rand der aufgeltsten
Skala hin. Dies fiihrt iiber kurz oder lang zur sogenannten nichtlinearen numerischen In-
stabilitdt. Ein moglicher Ausweg ist die Entfernung der Energie auf der kleinsten Skala
aus dem System mittels Dissipation. Problematisch an diesem Vorgehen ist, dass damit
die Parametrisierung nicht mehr nach den auf dieser Skala tatséchlich stattfindenden
Prozessen modelliert wird, sondern durch numerische Notwendigkeiten vorgegeben ist.
FEine elegante Losung zur Behebung der nichtlinearen Instabilitéit ist die Verwendung
von konservativen Schemen, wie zum Beispiel dem Arakawa (1966)-Schema oder dem in
dieser Arbeit hergeleiteten. Es geht bei diesen Ansétzen deshalb nicht darum, die dissi-
pativen Prozesse zu vernachlissigen oder Modelle und Theorien zu bearbeiten, welche
jene ausschliefen. Vielmehr soll versucht werden, den konservativen Anteil des Gesamt-
systems auf eine Weise zu behandeln, welche Voraussetzung fiir eine konsistente Model-
lierung auch des dissipativen Teilsystems ist. Dabei liegt der Schwerpunkt dieser Arbeit
hauptséchlich auf der Entwicklung von konservativen rdumlichen und weniger den zeit-



lichen Diskretisierungsschemen. Abb. 1.2 zeigt schematisch die Schritte der numerischen
Modellierung bis zur Simulation eines Modells sowie den Punkt (rot markiert), an dem
diese Arbeit ansetzt.

Physikalisches Modell

!
Partielle Differentialgleichung

lR dumliche Diskretisierung

Gewohnliche Differentialgleichung

lZeitliche Diskretisierung

Algebraische Differenzengleichung
!

Numerische Simulation

Abbildung 1.2: Numerische Modellierung

Abgesehen von dieser praktischen Anwendung werden im Rahmen einer weiteren
Verallgemeinerung der Energie-Wirbel-Theorie zusétzliche Beispiele fiir Nambu-Formen
in der Atmosphérendynamik genannt. Im Wesentlichen ist das die Verallgemeinerung der
bereits existierenden Nambu-Darstellungen fiir die quasigeostrophische Dynamik und
fiir das Flachwassermodell auf Systeme mit mehreren Schichten sowie das kontinuierlich
geschichtete, hydrostatische Modell.

Schliefllich werden die algebraischen und geometrischen Eigenschaften der Nambu-
Darstellung, wie sie in der Energie-Wirbel-Theorie verwendet wird, untersucht. Neben
der generellen Frage nach der Voraussetzung fiir die Existenz einer Nambu-Darstellung
interessiert im Fall der Fluiddynamik unter anderem die Beziehung zwischen der Di-
mension des Gebietes, auf dem sich die Dynamik abspielt, und den fiir die Nambu-Dar-
stellung ,giinstigsten‘ Variablen. Dies ist auch von praktischer Relevanz, da die Ver-
wendung von Geschwindigkeitsvariablen wegen des Wegfalls der Notwendigkeit einer
Potentialrekonstruktion effizienter ist als die Verwendung von abgeleiteten Variablen.
Die algebraische Interpretation der Hamilton-Mechanik kann in gewissem Umfang auch
auf die Nambu-Mechanik verallgemeinert werden. Insbesondere gibt es eine enge Be-
ziehung von Nambu-Systemen zu halbeinfachen Lie-Algebren, die sich in praktischen
Anwendungen jedoch nicht zwingenderweise wiederspiegelt. Die geometrische Beschrei-
bung von gewdhnlichen sowie partiellen Differentialgleichungen bietet sich insbesonde-
re fiir die qualitative Analyse der Stabilitéitseigenschaften an. Das Hamilton-Prinzip,
interpretiert als Geodétengleichung, definiert auf dem Phasenraum durch die kineti-
sche Energie eine Metrik und damit einen Kriimmungsbegriff. Aus der Bemerkung,
dass fluiddynamische Phasenrdume typischerweise negative Kriimmung aufweisen, er-



gibt sich eine anschauliche, geometrische Erkldrung fiir die prinzipiellen Schwierigkeiten
der numerischen Wettervorhersage (Arnold und Khesin, 1998). Fiir die geometrische
Beschreibung der Nambu-Mechanik bietet sich hier die Liouville-Gleichung beziehungs-
weise das Liouville-Theorem als Ausgangspunkt der Idee von Nambu an. Die Liouville-
Gleichung kann als Kontinuitétsgleichung fiir die Phasenraumdichte auch durch das
Volumen eines im Phasenraum mitbewegten Gebietes ausgedriickt werden. Fiir sym-
plektische Hamilton-Systeme ist dieses Volumen erhalten, eine Eigenschaft, die unter
passenden Annahmen auch auf Poisson-Systeme iibertragen werden kann. Wegen der
konzeptionellen Néahe der Liouville-Gleichung zu Ensembles-Vorhersage-Methoden ist
auch die Frage nach einer geeigneten numerischen Umsetzung von Interesse.

Einige der behandelten Fragen werden experimentell beantwortet. Dabei wird als
Ausgangspunkt das sogenannte ICON-Modell!, beziehungsweise dessen Prototyp ICO-
SWP? verwendet. Beide Modelle sind Teil des ICON-Projektes des Max-Planck-Insti-
tutes fiir Meteorologie sowie des deutschen Wetterdienstes mit dem Ziel der Entwick-
lung eines kombinierten Wetter- und Klimavorhersagemodells. Das ICOSWP-Modell
der Flachwassergleichungen wurde als wesentlicher Teil der vorliegenden Arbeit um eine
Implementierung der Nambu-Diskretisierung erweitert. Auf diese Weise sind Vergleichs-
experimente zwischen dem urspriinglichen ICON-Flachwassermodell und dem modifi-
zierten Modell moglich.

1.2 Gliederung der Arbeit

Die wichtigsten Themen aus Abb. 1.1 werden als Stand der Forschung in folgenden
Kapiteln aufgegriffen: Das Flachwassersystem als einfaches Modell der Meteorologie in
Kapitel 2, die Nambu-Darstellung in Kapitel 3, die Energie-Wirbel-Theorie in Kapitel
4, Methoden der geometrischen Integration inklusive Nambu-Diskretisierung in Kapitel
5 und das ICON-Modell in Kapitel 6. Davon ausgehend sollen in dieser Arbeit folgende
Fragen diskutiert werden:

e Lisst sich die Energie-Wirbel-Theorie zur Konstruktion von konservativen Sche-
men auf einem modernen Gitter anwenden? (Kapitel 7)

e Welche Eigenschaften weisen so konstruierte Schemen auf und entsprechen sie den
Erwartungen? (Kapitel 7)

e Fiir welche anderen atmosphirendynamischen Systeme gibt es Nambu-Darstel-
lungen? (Kapitel 8)

e Was sind die grundlegenden algebraischen und geometrischen Eigenschaften der
Nambu-Darstellung, so wie sie in der Energie-Wirbel-Theorie benutzt wird? (Ka-
pitel 9)

Tcosahedral Nonhydrostatic
2Icosahedral Shallow Water Prototype



e Was lésst sich iiber die Phasenraumvolumenerhaltung der Nambu-Diskretisierung
sagen? (Kapitel 9)

Einige der Resultate sind im Rahmen dieser Arbeit als Teile von Artikeln veroffent-
licht worden:

e Die Konstruktion von konservativen Schemen auf dem ICON-Gitter in Sommer
und Névir (2009).

e Die Erweiterung der Energie-Wirbel-Theorie um Schichtmodelle und das hydro-
statische Modell in Névir und Sommer (2009).

e Ein Vergleich der Nambu-Diskretisierung mit Hamiltonschen Teilchenmethoden in
Shin et al. (2009).

e Die Volumenerhaltung von Diskretisierungen in Sommer und Reich (2010).



Kapitel 2

Die Flachwassergleichungen

Verglichen mit anderen Modellen der Atmosphéirendynamik zeichnet sich das Flachwas-
sermodell durch das Fehlen des thermodynamischen Freiheitsgrades aus. Erfasst werden
dagegen die nichtlinearen Eigenschaften der Fluiddynamik unter Einfluss der Gravita-
tion. Konkret beschreibt es die Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit beziehungs-
weise eines inkompressiblen, hydrostatisch geschichteten Gases auf der rotierenden Erde.
Die charakteristische horizontale Léngenskala ist dabei weitaus gréfler als die vertikale
Skala. Es wird hingegen keine Néherung beziiglich des geostrophischen Gleichgewichts,
wie z.B. beim quasigeostrophischen Modell angenommen. Die Flachwassergleichungen
werden als Testfall fiir numerische Modelle verwendet (Williamson et al., 1992), da sie
trotz ihrer ,Einfachheit’ doch wesentliche Merkmale der vollstéindigen, primitiven Dy-
namik aufweisen: Dies ist neben der Nichtlinearitéit vor allem die Tatsache, dass Wel-
lenphénomene auf verschiedenen Zeitskalen auftreten, konkret sind das die ,langsamen’
Rossby- und die ,schnellen‘ Schwerewellen.

2.1 Herleitung der Flachwassergleichungen

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Flachwassergleichungen ist das prognostische Glei-
chungssystem fiir die nichthydrostatische, barokline, adiabatische und reibungsfreie At-
mosphére auf der rotierenden Erde: Die Bewegungsgleichung fiir den dreidimensiona-
len Wind, die Masse-Kontinuitéitsgleichung sowie die hydrodynamische Form des ersten
thermodynamischen Hauptsatzes:

o 1
7(91;:—u~Vu—2wE><u—;Vp—V<I> (2.1)
op

0s

5= —u- Vs. (2.3)

Hier ist



u=| v die Windgeschwindigkeit,

wpg die Erdwinkelgeschwindigkeit,
p der Druck,
® das Schwerepotential der Erde,
p die Dichte und
s die massenspezifische Entropie.

Das Flachwassermodell geht aus dem Gleichungssystem (2.1)—(2.3) unter den Annahmen
von Hydrostasie, Inkompressibilitdt und zu Beginn verschwindender vertikaler Windsche-
rung hervor:

e Die Inkompressibilitdt % = 0 fithrt dazu, dass die Kontinuitétsgleichung (2.2)
diagnostisch wird. Im z-System gilt dann

Vi vy + 0w =0,

0. u
wobei Vj, = ’ , Vp = und w die Vertikalgeschwindigkeit ist. Falls die
Oy v
Dichte zur Anfangszeit homogen ist, so bleibt sie das fiir alle Zeiten. Als vertikale
Randbedingungen seien

dpH

w(H) = % und
dnn

w(n) = dr

gewdhlt, wobei die horizontale individuelle Ableitung

dp,
—h_ 9 V4
U t+ Vh - Vp
verwendet wird. Vertikale Integration der hohenunabhéngigen Kontinuitétsglei-
chung ergibt
dpn  dpH _ dph

—(n—HV, vy = il ZhiT ThT
(= H)Va-vi="3"~ "3 =g

und damit

Oth = =V - (viph). (2.4)
Hier beschreibt H(x) die Bodentopographie und h(x) = n(xz) — H(z) die Schicht-
dicke des Fluids wie in Abb. 2.1 dargestellt.



e Mit der Hydrostasie %’ = 0 folgt aus der Vertikalkomponente der Bewegungsglei-
chung die diagnostische Gleichung

0=—-0.p—pyg.
Aus der Homogenitét der Dichte resultiert integriert ein lineares Druckprofil
p(xv Y, Z) = p(x7 Y, ZO) - pg(Z - ZO)

und mit der oberen Randbedingung p(n) = 0 konkret

e Wegen der anfinglich verschwindenden vertikalen Windscherung 0,vi(tg) = 0
entfillt die Vertikaladvektion von Horizontalwind. Die Vertikalkonstanz des hori-
zontalen Windes fiir alle Zeiten folgt dann aus dem linearen Druckprofil:

thh
dit

1
0, = ——V30.,p=0.
P

Die horizontale Bewegungsgleichung lautet somit

dpvp
dt

1
= —fk X Vp — ;Vhp. (2.6)

Der Druckgradientterm ist vertikal konstant und kann in einer beliebigen Refe-
renzhohe innerhalb der Fluidschicht gew&hlt werden. Mit dem oben berechneten
Druckprofil (2.5) ergibt sich

thh
dt

= —fk x vy —gVn. (2.7)

Zusammengefasst resultiert das folgende geschlossene, nichtlineare Gleichungssystem
fiir die Flachwasserdynamik:

vy ==V - Vv — fkx vy, — gVi(h+ H) (2.8)

Oth = =V, - (vph).
Im weiteren Text wird der Einfachheit halber mit flacher Orographie (H =0 = h = n)
gearbeitet. Die besprochenen Methoden lassen sich aber ohne Weiteres auch auf Systeme

mit Orographie anwenden. Auflerdem wird der Index ,h‘ weggelassen, sofern ersichtlich
ist, dass die Horizontalkomponente der betreffenden Grofle gemeint ist.
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Abbildung 2.1: Das Flachwassermodell

2.1.1 Skalare Form der Flachwassergleichungen

Mit den Grofien
¢ Vorticity,

(o, absolute Vorticity,

q="%

(absolute) potentielle Vorticity,
u =YV -v horizontale Divergenz und
U = 3v? + gh massenspezifische Gesamtenergie (Bernoulli-Funktion)

sowie der horizontalen Lamb-Aufspaltung des Geschwindigkeitstermes
1
(v-V)v=§kxv+§Vv2

lassen sich die Flachwassergleichungen auch in folgender Form schreiben:

ov
oh

Die Anwendung der Rotation beziehungsweise der Divergenz auf die horizontale Bewe-
gungsgleichung ergibt prognostische Gleichungen fiir Vorticity und Divergenz:

0
5 0
g’l; =—gAh—div((v-V)v)+ f(— Pu

=k rot ((yv) — AWU. (2.11)
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Bei der Verwendung dieser prognostischer Groéflen wird der Windvektor mit einer ge-
eigneten Methode (Abschnitt C.2) aus Vorticity und Divergenz rekonstruiert. Die ver-
schiedenen Formen der individuellen und lokalzeitlichen Tendenzen sind in Tabelle 2.1
zusammengefasst.

¢ w
4 —Capt | —p®+2J(u,0) + fC— Pu+ Ah
5| =V (V) k-V x (Cv) — AU

Tabelle 2.1: Skalare Form der Flachwassergleichungen

Die Gesamtenergie H des Flachwassersystems setzt sich aus der kinetischen Energie
des Fluids sowie der potentiellen Energie der freien Oberfliche zusammen:

Hyin = /dA %hv2
1 2

Hpot == dA §gh
H= Hkin + Hpot-

Sie ist neben der potentiellen Enstrophie

_ Lo 1[G
8_/dA2hq_2/dAh

eine Erhaltungsgrofie des Systems:

OH =0
o€ =0.

Die potentielle Enstrophie ist dabei nur ein Spezialfall einer ganzen Reihe von Casimiren
Cr:= /dA hf(q), (f beliebig),

insbesondere den PV-Momenten

1
E, = dA hg"t2.
n—l—2/ K

&p entspricht dabei der potentiellen Enstrophie und £_; der Zirkulation. Die Casimire er-
geben sich aus der Teilchenumordnungssymmetrie bei der Reduktion der Lagrangeschen
in die Eulersche Darstellung. Sie sind dquivalent mit der Erhaltung der PV-Isoflichen
(Abschnitt 7.4.4).
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2.1.2 Balancen des Flachwassermodells

Auf ein Teilchen im Flachwassermodell wirken Druckgradient-, Coriolis- und Zentrifugal-
kraft. Ein Zustand, in dem sich die ersten beiden Krifte aufheben, wird geostrophische
oder lineare Balance genannt. Wenn sich alle drei Kréfte zu Null addieren, wird von
nichtlinearer Balance gesprochen. Der entsprechende Wind heifit dann Gradientwind.
Fiir beide Fiélle konnen Balancegleichungen hergeleitet werden, die erfiillt sein miissen,
damit sich das System im entsprechenden Zustand befindet:

e Lineare (geostrophische) Balance Ccll—‘t’ = 0 mit Balancegleichung

v:?kah oder f¢ — Bu— gAh = 0.

e Nichtlineare Balance: % + 112 = 0 mit Balancegleichung
2J(u,v) + fC— Pu—gAh =0, J(u,v) := 0xv — Oyu.
—_—
lineare Balance

Die Balancegleichungen ergeben sich aus folgenden Formeln fiir die Advektion von spe-
zifischem Impuls und Divergenz:

1
V-VVz{Xv+§VV2

é%:@tv—i—fxv—i—%sz
v Vu=—p?+div(v-Vv) + 2J(u,v)

d
= d—/: = Oy — p* + div(v - Vv) 4+ 2J(u,v).

Ublicherweise werden Anfangsbedingungen balanciert, um die Amplituden der Schwere-
wellen zumindest zu Beginn einer Simulation gering zu halten.

2.2 Die Flachwassergleichungen in Hamilton-Darstellung

Hamiltonsche Systeme umfassen zwei verschiedene Gruppen: Die symplektischen Syste-
me sowie die allgemeineren Poisson-Systeme. In der fluiddynamischen Anwendung bilden
nur die Gleichungen in Lagrangescher Form oder die um die Clebsch-Potentiale ergénz-
ten Eulerschen Gleichungen ein symplektisches System. In der allgemeineren Poisson-
Darstellung ist auch die ausschlieflliche Verwendung der Eulerschen Beschreibung mog-
lich. Beim Flachwassermodell treten als prognostische Grofen die Hohe sowie zwei Va-
riablen fiir die Horizontalgeschwindigkeit auf. Letztere konnen Geschwindigkeitskompo-
nenten, Impulskomponenten oder auch die abgeleiteten Grolen Vorticity und Divergenz
sein. Aus der Lie-Poisson-Reduktion (Abschnitt A.2.2) der Flachwassergleichungen in in-
dividueller Form ergibt sich die Impulsform dieser Gleichungen (Morrison und Greene,
1980). Fiir die Nambu-Darstellung ist jedoch die Vorticity-Divergenz-Form am geeig-
netsten (Abschnitt 9.1). Aus diesem Grund wird hier nur diese sowie die Geschwindig-
keitsform diskutiert.
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2.2.1 Geschwindigkeitsvariablen

Fiir die Flachwassergleichungen (2.8)—(2.9) existiert die nichtkanonische Hamilton-Dar-
stellung (Morrison und Greene, 1980)

0F O6H O0F _0H dH _oF
Die Integration erstreckt sich dabei iiber das Definitionsgebiet der Fliissigkeit. F bezeich-
net ein beliebiges Funktional der prognostischen Grofien und das Hamilton-Funktional
H ist wie iiblich die Gesamtenergie des Systems. Die Funktionalableitungen (Abschnitt
B.2) davon ergeben

E— v, E:‘I/

Diese Klammer ist nicht nur nichtkanonisch, sondern auch singuldr. Es handelt sich
also um ein Hamilton-System auf einer Poisson-Mannigfaltigkeit. Die Singularitéit der
Klammer zeigt sich in der Existenz der Wirbel-Casimire Cy, die mit allen anderen Grofien
in der Klammer vertauschen:

o, oH

{C;, F} =0 VF.

2.2.2 Abgeleitete Variablen

Anstelle der Horizontalgeschwindigkeitskomponenten u und v kénnen auch die abgelei-
teten Grolen Vorticity ¢ und Divergenz o als prognostische Grofien verwendet werden.
Unter der Transformation

u ¢ OV — Oyu
v 1 Ozt + Oyv

gilt fiir die Funktionalableitung die Kettenregel (Anhang B.2)

oF OF oF
su Mo %
0F g 0F 5 0F
v Y6 Yu
oder in vektorieller Form SF SF SF
— =-k — —V—.
v Ve = Vi
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Wird dies in die Poisson-Klammer (2.12) eingesetzt, ergibt sich eine Summe von Klam-
mern:

(FH} = /dA J<5]: 5”) (2.13)

8¢’ o¢
={FH}ee
0F O0H
/dA J<5u (M) (2.14)
—{FH}

O0F oH oH oF OF oH oH o0F
+/dA( (V{SM Vi Vil V5C> Vi Ven V(su'vah)
::{]:77_[}(#}1

(2.15)
0F O0H O0F OH
o (0 (2.2 o (.57)). o2

Der Jacobi-Operator kann stets als Divergenz geschrieben werden:
J(A,B) =V - (AVB x k).

Damit verschwinden die beiden Terme in (2.16) bei geeigneten Randbedingungen. Wie
spater (Abschnitt 9.1) gezeigt wird, ist diese Abhéngigkeit von den Randbedingungen
typisch fiir Nambu-Darstellungen zweidimensionaler Fluiddynamik. Zur Berechnung der
Funktionalableitungen nach Vorticity und Divergenz werden analog zur Stromfunktion
im horizontal divergenzfreien Modell die Stromfunktion y und das Geschwindigkeitspo-
tential v zur Darstellung des Geschwindigkeitsfeldes eingefiihrt (Anhang C):

hv = —rot(kx) +grad(y) (2.17)
—_————
kxVx

Daraus ergibt sich eine Aufspaltung des Impulses in einen solenoidalen (divergenzfreien)
und einen irrotationalen (wirbelfreien) Anteil (Abb. 2.2):

hvX:=k x Vx Solenoidaler Impuls

hv? .=V~ Irrotationaler Impuls

Im Folgenden werden der Einfachheit halber vX und v7 auch als solenoidaler bezie-
hungsweise als irrotationaler Wind bezeichnet, obwohl diese Begriffe eigentlich nur auf
den zugehorigen Impuls zutreffen. Vorticity und Divergenz lassen sich durch die Poten-
tiale folgendermaflen ausdriicken:

¢ = VGO
po= V~(%V7)+J(><,%)-
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Abbildung 2.2: Helmholtz-Zerlegung
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(a) Solenoidaler Wind und Stromfunktion
Per Definition der Hamilton-Darstellung ergeben diese Ausdriicke zusammen mit den

in Anhang C diskutiert. Die Funktionalableitungen der Energie nach den abgeleiteten

Die Rekonstruktion der Potentiale aus gegebenem Vorticity- und Divergenzfeld wird
Groflen ergeben sich aus der Kettenregel geméfl Anhang B.2:
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2.3 Die n-Schicht-Flachwassergleichungen

Die Flachwassergleichungen zeichnen sich unter anderem durch eine homogene Dichte
und ein lineares Druckprofil aus. Damit verschwindet die vertikale Windscherung und das
System ist barotrop, d. h. es gibt keinen thermodynamischen Freiheitsgrad. Eine nahelie-
gende Verallgemeinerung ist die Betrachtung mehrerer iibereinanderliegender Schichten
mit jeweils konstanter Dichte (Abbildung 2.3). Das Druckprofil ergibt sich dann ,stiick-
weise linear und an den Schichtgrenzen tritt ein Vertikalgradient des Horizontalwindes
auf. Anschaulich gesprochen werden mehrere nicht-mischende Fluide unterschiedlicher
Dichte betrachtet. So gesehen ist auch in dieser Verallgemeinerung keine Thermody-
namik involviert. Werden jedoch die Schichten als isentrope Schichten interpretiert, in
denen sich die Dichte aus der hydrostatischen Grundgleichung ergibt, kann dieses Modell
auch als vertikal diskrete Vorstufe zum hydrostatischen Modell aufgefasst werden.

]h\_/ pn
n /_/—\

-
h ~ |~

e

Thl P1

Abbildung 2.3: Das n-Schichtmodell

Der Einfachheit halber sei eine ebene Bodentopographie vorgegeben und das Ko-
ordinatensystem so gewéhlt, dass z = 0 mit dem Boden zusammenfillt. Analog zum
Einschicht-Fall ergeben sich die Mehrschicht-Flachwassergleichungen aus den urspriing-
lichen, nichthydrostatischen Gleichungen unter folgenden Annahmen:

e Die schichtweise Inkompressibilitit (ifti = 0 fithrt dazu, dass die Kontinuitétsglei-

chung diagnostisch wird:

Vi - v+ 0.w; = 0.

Der Index i bezeichnet hier jeweils Groflen in Schicht i. Als vertikale Randbedin-
gungen sei jeweils

gewihlt. Durch Integration der Kontinuitédtsgleichung ergeben sich wieder die Be-
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wegungsgleichungen der Schichthéhen:

hi 77
¢ ~ ~ dh; dh;_1 dh;
dho,w = w(h;) — w(hi—1) = — =
/h Ozw =wlhi) —wlhio1) = "7 = =3~ =

i—1

hi
= —/~ dhVy - Vi = —hiVi - Vi
hi—1

= Oth; = =V, - (hivhﬂ-). (2.19)

Hier ist h; := Z;Zl h; die Hohe der i-ten Grenzschicht.

o Aus der Hydrostasie < d—w = 0 folgt, dass sich die vertikale Bewegungsgleichung auf

die folgende diagnostlsche Gleichung reduziert:

= —0.p(z,y, 2 sz (,y,2)pig-

Hier ist x; die charakteristische Funktion in Schicht i. Aus dem schichtweise ho-
mogenen Dichtefeld ergibt sich integriert mit der Randbedingung p(h,) = 0 das
stiickweise lineare Druckprofil

~ z a
p(z,y,2) = p(hn)+/~ d= 2 = 9Pe(2) 5+ E h -
\7,0_/ hn aZ +1 pe( )

Hier ist £(z) := min{j € ij > z} die Schichtnummer, in der sich z befindet.

e Genau wie im Einschichtfall, bleibt ein Anfangszustand ohne vertikale Windsche-
rung fiir alle Zeiten so und fiir die horizontale Bewegungsgleichung ergibt sich

dpvh
dt

1
= _fk X Vpi— 7vhp7
Pi

wobei Vy,p im Unterschied zum Einschichtmodell in allen Schichten unterschiedli-
che Werte annehmen kann. Die horizontale Bewegungsgleichung in Schicht ¢ lautet
damit

dpvh

= v — gV (Rt Y b (2.20)

j=ig1 P

Zusammengefasst ergibt sich das Gleichungssystem fiir das n-Schicht-Flachwassermodell
in Eulerscher Form:

th,i >~ - Pj
ot = —Vp;- VVh’i — fk x Vhi — gV | h; + Z hj;i (2.21)
Jj=t+1
6thi == —Vh : (hivh,i)' (222)
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Diese 3n Gleichungen bilden ein geschlossenes Gleichungssystem fiir die n Hohen und
die 2n Horizontalgeschwindigkeiten. Die Indizes h werden fortan wieder weggelassen.
Die horizontale Bewegungsgleichung kann mit der Bernoulli-Funktion

1 ~ = ;
Vitg it Y m

j=ir1 P

und der schichtweisen Weberschen Aufspaltung in folgende Form gebracht werden:

8VZ'
ot

= —(G+ Pk x vi — VU, (2.23)

Mit Vorticity und Divergenz als prognostische Gréflen ergibt sich schlieflich die skalare
Form

aG , '
S = V(G P
88’? = k-Vx (G fvi) — AT,

Diese Dynamik erhélt in jeder Schicht individuell die potentielle Vorticity ¢; = % und
damit sowohl schichtweise als auch global die potentielle Enstrophie

_ a1, 1 , (G +f)?
& = /dA/o dz2pq2—2;pj/dAjhj. (2.24)

Die Gesamtenergie setzt sich aus kinetischer und potentieller Energie der einzelnen
Schichten zusammen:

h
1, ,

Tln ?Lz
Hpot = /dA/ dzpgz :g/dA ij/~ zdz
0 7 hi 1
g 7 7 g 7
=3 /dA > ok —hiy) = 3 /dA > pi(h3 +2hjh; 1)
J J
1 ~
= H = Hin + Hpor = 5 Z ;i /dA (hjv]? +g(h5 + 2hjhj,1)) :
J
Im Gegensatz zur Enstrophie, ist die Energie nicht schichtweise sondern nur global er-

halten, es findet also ein vertikaler Energieaustausch statt.
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Kapitel 3

Die Nambu-Darstellung

Wie in Abb. 3.1 skizziert gibt es Hamiltonsche Systeme auf symplektischen und auf
den allgemeineren Poisson-Mannigfaltigkeiten (Anhang A). Letztere kénnen entarte-
te Poisson-Klammern aufweisen, d. h. es konnen Casimir-Erhaltungsgrofien vorkommen.
In dem Fall werden sie, im Gegensatz zu den reguldren, symplektischen Systemen, auch
,singuldrt genannt. Ein Beispiel fiir ein symplektisches Hamilton-System sind wechsel-
wirkende Massenpunkte und ein Beispiel fiir ein singuldres Hamilton-System ist der
durch die Eulerschen Kreiselgleichungen beschriebene rotierende Festkorper. Letzterer
ist in dem vollen, nichtreduzierten Phasenraum der Winkel und Winkelgeschwindigkeiten
auch ein regulires, symplektisches System. Dies ist ein typisches Beispiel, wie singulére
Systeme durch Reduktion aus reguliren hervorgehen (Anhang A). Solche Reduktionen
kommen auch in unendlichdimensionalen Phasenrdumen vor z. B. in der Fluiddynamik.
Dort ergeben sich im Wesentlichen zwei verschiedene Moglichkeiten der Beschreibung:
Die Lagrangesche, mitbewegte und die Eulersche, ortsfeste Darstellung. Sie sind nicht
gleichwertig, in dem Sinn, dass die Eulersche aus der Lagrangeschen durch eine Redukti-
on hervorgeht. Die mit der entsprechenden Teilchenumordnungssymmetrie verbundenen
ErhaltungsgréBen sind die Wirbel-Casimire (Marsden, 1999; Névir, 2004).

Hamilton-Systeme
auf Poisson-Man-
nigfaltigkeiten

Hamilton-Systeme
auf symplektischen
Mannigfaltigkeiten

Abbildung 3.1: Hamilton-Systeme

In Nambu (1973) wurde erstmals angeregt, einen der Casimire eines singuléren Sys-
tems als ,zusétzlichen‘ Hamiltonian zu verwenden und die bilineare, antisymmetrische
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Poisson-Klammer durch eine trilineare, zweifach antisymmetrische Nambu-Klammer zu
ersetzen.! Dies wurde an einem konkreten Beispiel, dem erwihnten Eulerschen Kreisel,
vorgefithrt und damit eine bestimmte Form der Nambu-Klammer angegeben. Takhta-
jan (1994) schlug eine allgemeine mathematische Formulierung von Nambu-Systemen
vor und diskutierte eine Erweiterung auf Nambu-n-Klammern. In diesem Sinn ist jede
Poisson-Klammer auch eine Nambu-2-Klammer. Umgekehrt kann aus jeder Nambu-Dar-
stellung eines Systems durch Kontraktion eine Hamilton-Darstellung abgeleitet werden.

Die Nambu-Darstellung beschreibt also genau die Poisson-Systeme in Abb. 3.1. Sie
misst den Casimir-Erhaltungsgréfien besonderen Wert zu, indem diese, wie die Energie,
als konstituierende Hamiltonians eingesetzt werden. Fiir spezielle Anwendungen ergeben
sich daraus interessante Vorteile.

3.1 Definition und Eigenschaften

Von Nambu (1973) wurde diese Darstellung urspriinglich in drei Dimensionen an folgen-
dem speziellen Beispiel definiert:

Beispiel 1 (Eine Nambu-Klammer auf R3). Fiir beliebige Funktionen? F,G, H : R® — R
sei die folgende Klammer definiert:

OF,G,H

O(z,y,2)

Diese ist offensichtlich trilinear und zweifach antisymmetrisch. Aus der Definition tiber
die Gradienten folgt auch die Produkteregel.

{F.G,H}:=VF-VG x VH =

Diese Klammer ist der Prototyp einer Nambu-Klammer. Die Eulerschen Kreiselglei-
chungen kénnen mit ihr als Nambu-System geschrieben werden:

Beispiel (Eulersche Kreiselgleichung als Nambu-System). Gegeben seien die Eulerschen
Kreiselgleichungen

I,—1,
) L, L L,
_ — I.—1I,
| L | = | Sl
L Lelyr I,
z LI, “ety

als nichtlineare, prognostische Gleichungen fir den Drehimpuls L in Abhdngigkeit von
den Trigheitsmomenten I, 1, I.. Dafiir ist die Hamiltonsche Darstellung

1 (12 L2 2
%F:{F,H}:VF-LXVH, H:2<$+y+z> (3.1)

'Die Bezeichnungen ,Nambu-Klammer, -System, -Tensor usw. wurden erst spiter eingefiihrt.
2Im Folgenden sei jeweils ausreichende Differenzierbarkeit vorausgesetzt.

21



bekannt. F' ist hier eine beliebige Funktion auf dem Phasenraum, z. B. F = L. Die Gra-
dienten beziehen sich dabei auf den Phasenraum und werden durch partielle Ableitungen
nach den Drehimpulsenkomponenten berechnet:

OF OF OF\7
F=(— —
v <8Lx’ oL, aL)

Das Quadrat des Gesamtdrehimpulses G = %L2 ist ein Casimir dieser Poisson-Klam-
mer: Es gilt
{F,G} =0 VF,

was direkt aus der Antisymmetrie des Kreuzproduktes folgt. Damit und mit der Klammer
aus Beispiel 1 lassen sich die Eulerschen Kreiselgleichungen auch als Nambu-System

schreiben: d
th {F,G,H} =VF -VG x VH.

Zusitzlich zu diesem Beispiel werden in Nambu (1973) zwei Verallgemeinerungen
erwahnt. Zum einen der Fall mit derselben Klammer aus Beispiel 1 aber mehreren kon-
stituierenden Funktionen G;, H;:

N
d O(F, Gy, Hy)
th Z A(z,y,2)

Dieser Fall wird hier nicht weiter betrachtet. Er findet in der Nambu-Formulierung der
nichthydrostatischen Hydro-Thermodynamik Anwendung (Névir und Sommer, 2009).
In die drei verschiedenen Teilklammern werden dort die Helizitdt, die Masse und die
Entropie eingesetzt. Zum anderen wird eine Verallgemeinerung auf 3N-dimensionale
Phasenrédume mit Koordinaten (x;,y;, z;) definiert:

N
O(F, G H)
F E 3.2

— wzyyuzz ( )

Damit konnen, analog zur Vielteilchen-Hamiltondarstellung, gekoppelte Kreisel- (oder
Spin-)systeme beschrieben werden. Zwischen der Hamilton- und der Nambu-Darstellung
fiir Vielkorper-Systeme gibt es allerdings wichtige strukturelle Unterschiede (Kapitel
9). Die Form (3.2) ist ein Beispiel fir eine Klammer, die Systeme in mehr als drei
Dimensionen und damit auch nichtintegrable Systeme beschreibt.

Eine allgemeine mathematische Charakterisierung der Nambu-Darstellung findet sich
in Takhtajan (1994). Die Nambu-Klammer wird darin tiber ihre Eigenschaften definiert:

Definition (Nambu-Klammer, Nambu-System). Fine Nambu-Klammer der Ordnung r
auf dem Phasenraum M ist eine r-lineare, antisymmetrische Abbildung

[} 2 C®(M) x - x C(M) — C®(M),
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welche die Leibniz- und die Takhtajan-Identitat® erfillt. Ein prognostisches Gleichungs-
system in der Form

d
—F={F Hy,... H._
dr { s 1171, ) 1}

wird Nambu-System und die Gréflen H; werden konstituierende Grdfien genannt.
Linearitéit {F +G,Hy,... 7Hr—1} = {F, Hy, ..., Hr—l} + {G, Hy, ... 7Hr—1}-

Antisymmetrie {H1,..., H,} = sgn(o){Hy(1),--., Hy)} Fiir alle Permutationen o
mit Signum sgn(o).

Leibniz-Identitit

{FG,Hl,... 7H'r—1} = F{G,Hl,... 7Hr—1} —i—G{F,Hl,...,HT_l}.

Takhtajan-Identitét

({Hy,... . HY, Hys1, ..., Hop 1}
+H{H {Hy,...,H—1,H 1}, Hryo, oo, Hor 1}

+---+{H,...,Hoyp—o,{H1,...,Hr—1,Hor_1}}
—{Hy,... Hy oy {Hy, .. Hayp 1)}

Von dieser Definition wird im Folgenden in drei Punkten abgewichen:

e Die Takhtajan-Identitét ist als Verallgemeinerung der Jacobi-Identitét eingefiihrt
worden. Letztere hat neben der geometrischen auch eine algebraische Interpre-
tation, wie in Tab. 3.1 aufgefiihrt. Eine konsequente Verallgemeinerung auf die
Nambu-Mechanik wére mit einer ,r-dren Algebra‘ verbunden (Takhtajan, 1994).
Fiir partielle Differentialgleichungen wurde die Takhtajan-Identitdt bislang erst
fiir die barotrope Vorticitygleichung nachgewiesen (Bihlo, 2008). Allerdings erfiillt
z. B. bereits das urspriinglich von Nambu (1973) vorgeschlagene System (3.2) diese
Identitét nicht. Die Frage der Volumenerhaltung, die eng mit der Jacobi-Identitéat
verkniipft ist, wird in Kapitel 9 diskutiert. Fiir die Darstellung der Erhaltungsei-
genschaften ist die Takhtajan-Identitdt von untergeordneter Bedeutung. Aus die-
sen Griinden wird im Folgenden der Begriff ,Nambu‘ auch fiir Systeme angewendet,
fiir die die Takhtajan-Identitdt nicht nachgewiesen ist, beziehungsweise nicht zu-
trifft.

e Analog zur Hamiltonschen Feldtheorie wird auch eine Nambu-Feldtheorie beriick-
sichtigt, vgl. Abschnitt 3.2.2. Diese Méglichkeit wurde erstmals in Névir (1998)
diskutiert.

e AuBerdem werden nur Nambu-Darstellungen der Ordnung drei berticksichtigt. Dies
entspricht im Allgemeinen Systemen mit quadratischer Nichtlinearitidt, was der
gingige Fall ist.
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Jacobi-Identitét Takhtajan-Identitat
Geometrische Poisson-Tensor (bzw. Phasen-
Interpretation raumvolumen) erhalten
Symplektische 2-Form ge-
schlossen
Algebraische Hamiltonsche Vektorfelder bil-
Interpretation den Unteralgebra.
Erhaltungsgréfien | Klammer aus 2 Erhaltungsgro- | Klammer aus r» Erhaltungsgro-
Ben ist auch Erhaltungsgrofie. | Ben ist auch Erhaltungsgrofe.

Tabelle 3.1: Vergleich zwischen Jacobi- und Takhtajan-Identitét

Im weiteren Text wird also unter einer Nambu-Klammer eine trilineare, antisym-
metrische Abbildung auf dem Phasenraum verstanden, die die Leibniz-Identitéit, und
damit die Produktregel, erfiillt. Dies ist eine pragmatische Wahl, die auch der Definition
von Nambu (1973) sehr nahe kommt. Ein Casimir Hy der Poisson-Klammer wird damit
neben dem Hamiltonian H; konstituierende Gréfle der prognostischen Differentialglei-

chung;:

d
aF ={F,H,} ={F, Hi, Hs}.

Genau wie die Erhaltungseigenschaft fiir H; (iiblicherweise eine Energieform) unmittel-
bar aus der Antisymmetrie der Poisson-Klammer folgt,

dH,

dH,

— ={H,H,} =—{H,H,} = — =0,

dt

dt

gilt das bei der Nambu-Klammer fiir beide konstituierende Gréfien (Hy, Ho):

dH dH
d—tl — {H,,H,,Hy} = —{H\, H,, Hy} = d—tl =0
dH. dH-
ditQ ={Hy,H,Hy} = —{Hs,Hy,Hs} = d7t2 =0

Da Nambu-Klammern iiber ihre Eigenschaften definiert sind, sind sie nicht eindeutig.
Bisweilen gibt es fiir ein System mehrere verschiedene Darstellungen, genau wie das auch
bei den Poisson-Klammern der Fall ist. Gelegentlich werden die Klammern daher durch
Indizes unterschieden. Typische Nambu-Klammern (z. B. die Wirbelklammer) tauchen
in mehreren verwandten dynamischen Systemen auf. Weitere geometrische und algebrai-
sche Eigenschaften der Nambu-Darstellung werden in Kapitel 9 diskutiert.

3auch Fundamentale oder verallgemeinerte Jacobi-Identitit genannt
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3.2 Tensor- und Operatorform der Nambu-Darstellung

3.2.1 Tensorielle Form der Nambu-Darstellung

Wie in Anhang A beschrieben, kann auf endlichdimensionalen Mannigfaltigkeiten jede
Poisson-Klammer durch den Poisson-Tensor ausgedriickt werden.?

{F,H} = BdF ®dH) = BYF;H ;. (3.3)
Die Komponenten des Poisson-Tensors B beziehen sich auf die gewdhlten Koordinaten
(#1,...,2n) und transformieren als kontravarianter Tensor zweiter Stufe (ein ,Bivektor*).
Fiir die partiellen Ableitungen wird die Notation
oF
F. =
" 8Zi

verwendet, und {iber gleiche Indizes wird jeweils summiert (Summenkonvention). Der
Poisson-Tensor braucht dabei lediglich die Antisymmetrieeigenschaft zu erfiillen. Die
Bilinearitét und die Leibniz-Identitét folgen direkt aus der Linearitdt der Darstellung
beziehungsweise aus der Produkteregel fiir die partielle Ableitung. In Matrix-Form ge-
schrieben bedeutet dies

{F,H} =VFTBVH.

Beziiglich des Euklidischen Skalarproduktes ist B also eine anti-selbstadjungierte Abbil-
dung. Diese Notation ldsst sich auf auf die Nambu-Klammer iibertragen, sie kann durch
den Nambu-Tensor in Komponenten ausgedriickt werden:

{F,G,H} = N(dF ® dG ® dH) = N“*F,G ;H}.. (3.4)

Die Stellung des Casimirs in der Klammer ist dabei irrelevant, gewthnlich wird er als
zweites oder drittes Argument verwendet. Die Komponenten des Nambu-Tensors N
transformieren als kontravarianter Tensor dritter Stufe (ein ,Trivektor‘). Da fiir einen
Tensor dritter Stufe keine Matrixdarstellung existiert und ein Skalarprodukt stets zwei
und nicht drei Vektoren verbindet, kann hier aber im Gegensatz zum Hamilton-Fall nicht
von Anti-Selbstadjungiertheit gesprochen werden.

In dieser Form wird auch klar, dass die Dimension des Phasenraumes nicht notwen-
digerweise 3, also der Anzahl Klammerargumente sein muss. Tatséchlich ist dies sogar
selten der Fall. Dennoch gibt es einen engen Zusammenhang zwischen beiden, was in
Abschnitt 9.1 diskutiert wird.

3.2.2 Nambu-Darstellung fiir Feldgleichungen

Die obige Definition einer Nambu-Klammer kann analog zur Hamilton-Darstellung auf
Feldgleichungen iibertragen werden (Névir, 1998). Typischerweise ist der Phasenraum in
der allgemeinen Fluiddynamik eine Menge von ausreichend differenzierbaren Funktionen

“Eine Einfiihrung in die Differentialgeometrie mit allen fiir das Folgende benétigten Begriffen ist in
Schutz (1980) oder Marsden (1999) zu finden.
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auf einem Gebiet V', welches eine zweidimensionale Schicht oder ein dreidimensionaler
Ausschnitt der Atmosphire sein kann. Die Felddarstellung von Poisson-Klammern lautet
dann

5F 5H1> | (55)

(F.Hy) = /dVB< &

wobei B einem anti-selbstadjungierten Operator beziiglich des L?-Skalarproduktes auf V'
entspricht. F und H; sind Funktionale auf V' und % bezeichne die Variationsableitung
nach der allgemeinen Variable z (Anhang B.2). Der entsprechende Ausdruck fiir die
Nambu-Darstellung ist

SF My M
(F.Hi, Fo} = /dVN( L IL )

N ist hier ein linearer, antisymmetrischer Operator und kann aus demselben Grund wie
im endlichdimensionalen Fall nicht als anti-selbstadjungiert bezeichnet werden.
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Kapitel 4

Energie-Wirbel-Theorie

AuBer den urspriinglich von Nambu (1973) vorgeschlagenen Eulerschen Kreiselgleichun-
gen ist die Nambu-Darstellung vor allem auf fluiddynamische Systeme angewendet wor-
den. Solche Systeme sind in Eulerscher Darstellung singulédr in dem Sinn, dass sie Ca-
simire aufweisen. Diese Casimire konnen zur Konstruktion von Nambu-Darstellungen
benutzt werden. Die Anwendung auf partielle Differentialgleichungen verallgemeinerte
dabei auch die urspriingliche Form fiir gewthnliche Differentialgleichungen. Es sind Nam-
bu-Darstellungen fiir verschiedene, sowohl diskrete als auch kontinuierliche meteorolo-
gische Modelle bekannt, vgl. Tab. 4.1. Das allgmeine Konzept, atmosphérendynamische
Systeme in Nambu-Form zu schreiben, wird als Energie-Wirbel-Theorie (engl. Energy-
Vorticity-Theory, EVT) bezeichnet. Diese hat auch Eingang in die Modellierung des
Wetter- und Klimavorhersagemodells ICON gefunden (Gassmann und Herzog, 2008).
In den folgenden Abschnitten wird die Nambu-Darstellung der barotropen Vorticityglei-
chung als typisches Beispiel vorgestellt, aulerdem als Voraussetzung zur numerischen
Umsetzung auch die Nambu-Darstellung der Flachwassergleichungen. Die Anwendung
auf weitere atmosphéirendynamische Systemen wird in Kapitel 8 diskutiert.

Die Bezeichnung ,Energie-Wirbel-Theorie* erklért sich durch die Tatsache, dass stets
die Energie und eine WirbelgroBe als konstituierende Funktionen (bzw. Funktionale) auf-
treten. Diese charakteristische Eigenschaft der Fluiddynamik war auch die Motivation
zur Entwicklung des Dynamischen Zustandsindexes (engl. Dynamic state index, DSI)
(Névir, 2004; Weber und Névir, 2008). Dieser skalare Index beschreibt die Abweichung
eines Zustandes der Atmosphére von einem Energie-Wirbel-Grundzustand. Er wird er-
folgreich auf verschiedensten Skalen zur Diagnostik und Interpretation von Aktivitéts-
zentren verwendet, z. B. im Bezug auf Niederschlag (Claussnitzer et al., 2008).

4.1 Die barotrope Vorticitygleichung in Nambu-Darstel-

lung
Die zweidimensionale Vorticitygleichung
a¢
R
5 = —IW.0)
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Inkompressible Dynamik (2D und 3D)
Quasigeostrophische Dynamik
Flachwassergleichungen
Mehrschichtsysteme

Hydrostatisches System
Nichthydrostatisches System
Raleigh-Bénard-Konvektion

Névir und Blender (1993)

Névir (1998), Névir und Sommer (2009)
Salmon (2005, 2007)

Abschnitt 8.2, Névir und Sommer (2009)
Abschnitt 8.3, Névir und Sommer (2009)
Névir (1998), Névir und Sommer (2009)
Bihlo (2008)

Lorenz’60
Lorenz’63
Punktwirbel
Wellentriade
Lorenz’86

Bihlo und Staufer (2010)
Névir und Blender (1994)
Névir (1998)

Abschnitt 8.4

Abschnitt 8.5

Tabelle 4.1: Kontinuierliche (oben) und diskrete (unten) atmosphérendynamische Sys-

teme in Nambu-Form

ist eine nichtlineare, partielle Differentialgleichung zur Prognose der Vorticity { einer

horizontalen, inkompressiblen Stromung. v ist dabei die Stromfunktion des Windes

v=k x V¢

und ist mit der Vorticity iiber die elliptische Gleichung

Ay =(

verbunden. Sie beschreibt die groffiten in der Meteorologie vorkommenden Skalen und
nur eine Wellenform, die Rossby-Wellen. Gerade diese Einfachheit war Voraussetzung
fiir die erste erfolgreiche Wettervorhersage, die auf der Grundlage der Vorticitygleichung
erstellt wurde (Charney et al., 1950). Die Energie dieses Systems besteht ausschlielich
aus dem kinetischen Anteil

H = % / dAv?,

da weder Gravitation noch Thermodynamik durch dieses System beschrieben werden.
Auflerdem gibt es eine unendliche Menge von Wirbel-Casimiren

& = [aar)

28



darunter insbesondere die Zirkulation und die Enstrophie:

:/dAC

1
= - A
& 2/d(

Dieses System kann mit der Poisson-Klammer

——{]—“ HY = /dAJ<5J: (m)C

3¢ 8¢

als Hamilton-System auf einer Poisson-Mannigfaltigkeit geschrieben werden. Die Klam-
mer ist dabei singuldr mit obengenannten Wirbel-Casimiren. Auf deren Basis lésst sich
die folgende Nambu-Klammer definieren (Névir und Blender, 1993):

oF 0F 6H> o0& (A1)

o = (P €= /dAJ<5C 5 ) 5e

Eine Antisymmetrie folgt lokal aus der Divergenzfreiheit (was hier der Massenerhaltung
entspricht) und die andere aus den periodischen (oder anderen geeigneten) Randbedin-
gungen. Die Vorticity-Klammer taucht auch in der Nambu-Darstellung der Flachwasser-
gleichungen und des quasigeostrophischen Systems auf. Die Klammer (4.1) kann aufer-
dem zur Verwendung mit beliebigen Momenten der Vorticity als zweite konstituierende
Grofe verallgemeinert werden (Salmon, 2005). Deren Verwendung fiir die Diskretisierung
der Vorticitygleichung hat sich jedoch als unpraktikabel erwiesen. Zum einen schrénkt
die dabei notwendigerweise auftretende Singularitit der Darstellung! die Flexibilitit der
Methode stark ein. Zum anderen zeichnen sich so konstruierte Schemen durch schlechte
numerische Stabilitdtseigenschaften aus.

4.2 Die Flachwassergleichungen in Nambu-Darstellung

Die Nambu-Darstellung der Flachwassergleichungen geht auf Salmon (2005, 2007) zu-
riick. Wie in Abschnitt 9.1 gezeigt wird, ist die einfachste Form in einer Darstellung mit
Vorticity, Divergenz und Hohe als prognostische Gréflen zu erwarten. In Abschnitt 2.2
wurde die nichtkanonische Poisson-Klammer der Flachwasserdynamik diskutiert. In der
Vorticity-Divergenz-Darstellung ergab sich eine Summe von Klammern:

{'7 } = {" '}CC + {'7 '}H# + {'7 '}Cﬂh'

Aus diesen drei Einzelklammern kénnen Nambu-Klammern mit der potentiellen Enstro-
phie als konstituierende Erhaltungsgrofie hergeleitet werden:

'Die Singularitéit der Darstellung ist von der Singularitit des Poisson-Tensors zu unterscheiden, vgl.
Abschnitt 4.2
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e Die ((¢-Klammer (2.13) ergibt sich analog zum inkompressiblen Fall (Névir und
Blender, 1993):

OF OH\ 6
{f,H}Cg = /dAJ <5C’ 5() — =A{F, H75}CCC' (4.2)

¢
e Die pp-Klammer (2.14) kann durch Addition einer Summe aus zyklischen Vertau-
schungen antisymmetrisiert werden:

{F HYuu = /dAJ <(§:—, ?:) gf +ceye(F, H,E) = A{F, H, E} e (4.3)
Dadurch folgt aus der Antisymmetrie des Jacobi-Operators auch die zweite Anti-
symmetrie. Die Addition der zwei Terme veréindert dabei die Bewegungsgleichun-
gen nicht, da die potentielle Enstrophie funktional unabhéngig von der Divergenz
ist. Weil auch jede verniinftige Diskretisierung diese Eigenschaft aufweist, haben
die Permutationsterme rein formalen Charakter.

e Bei der (ph-Klammer (2.15) bedarf es ebenfalls der Darstellung als Summe iiber
eine zyklische Vertauschung, um eine zweifache Antisymmetrie zu garantieren:

1 oF , 0H OH . OF\ . o0&

= — A - el on o oF éE

| ([, 0F, 0K 0H, OF\ , o€

_ A oF 0’ [ 0H oF o6&
/d Iyq <8y op % a¢ % o % 8¢ > sy +eyelF 1 E)

Im Folgenden werden die einzelnen zyklischen Permutationen mit den Indizes
w1, und 73 bezeichnet. Diese Klammer weist zwei Besonderheiten auf: Zum
einen gibt es offenbar keine Moglichkeit, sie in invarianter Form (d. h. durch Vekto-
ren und Operatoren) zu schreiben. Zum anderen treten die singuldren Vorfaktoren
ﬁ, qu auf. Wenn fiir F die prognostischen Grofien ¢, u, h eingesetzt werden, kiirzt
sich der Nenner weg und es ergeben sich die Flachwassergleichungen in gewohnli-
cher Form ohne Singularitét. Bei der Diskretisierung dieser Klammer spielen diese
PV-Gradienten im Nenner eine wichtige Rolle (Kapitel 7). Die hier auftretenden
Singularitdten in Form von Briichen sind nicht mit der Singularitdt des Poisson-
Tensors (det B = 0) zu verwechseln. Diese ermoglicht die Existenz von Casimiren
und damit einer Nambu-Darstellung. Die Singularitidt ist damit eine charakte-
ristische Systemeigeschaft. Obige Singularitdt der Nambu-Darstellung hat jedoch
keine physikalische Bedeutung in diesem Sinn. Sie kiirzt sich durch Einsetzen der
prognostischen Grofen.

Zusammengesetzt ergibt sich so das Flachwassersystem in Nambu-Darstellung:

OF(C, u, h]

5t ={F,H,E ={F, H,E e +{F . H,E}ece +{F, H, EYepn,
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wobei die Klammern wie oben definiert sind.

Um aufzuzeigen, welche Terme in den Flachwassergleichungen durch welche Klam-
mern dargestellt sind, werden in diesem Abschnitt explizit die prognostischen Gréflen
Vorticity, Divergenz und Héhe in die Klammern eingesetzt und die Operatoren ausge-
wertet:

e Fiir die Vorticitytendenz ergibt sich der Term aus der ({(-Klammer und einer aus
der (uh-Klammer wie folgt

oH o€
- k-V— k.
{C’H7S}CCC V(SC XV(SC VqXVX
= k-rot(¢Vy)
= —hvX-Vyq
= —div(vX()
08 _0H
{C7H75}Cuh = V- (CSCV(SM> =-V- (CIVV)
= —div(v7()
= {H,E} = —div(¢evX) —div((evT)
= —div(v(,)-
Die Divergenz des solenoidalen Vorticityflusses wird also durch die Vorticityklam-

mer und die Divergenz des irrotationalen Vorticityflusses durch die gemischte
Klammer ausgedriickt.

e Die Tendenz der Divergenz wird durch einen Permutationsterms aus der pud- und
zweien aus der (ph-Klammer dargestellt:

6E OH

{/JqH,g}#‘uC = —kvé—ngm—quXV’y

= k-rot(¢V7y)

= k-Vgxhv?

= k-rot(ghv?)

06 _0H
T B (ad vASA4) RN v

{w K., =V <5CV 5() V- (¢Vx)

= k- rot (qghv¥)
” oH
{uw M, E300, = _AE =—AU.
={u,H,E} = k-rot(ghv)— AT

Die Rotation des irrotationalen Vorticityflusses ergibt sich hier aus der Divergenz-
klammer und die Rotation des solenoidalen Vorticityflusses ebenso wie der Laplace
der Bernoulli-Funktion aus der gemischten Klammer.
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e Den einzigen Beitrag zur Hohentendenz liefert ein Permutationsterm aus der ph-
Klammer:

{h. R, EYony = —i—A?}f = —Ay = —div(hv).

Diese Aufteilung der Terme ist in Tab. 4.2 zusammengefasst. Die Vorticityklammer
entspricht der Vorticityklammer in der Nambu-Darstellung der barotropen Vorticity-
gleichung (Névir und Blender, 1993). Sie beschreibt den solenoidalen Anteil der Vor-
ticityadvektion. Die Gesamtklammer wurde hier als Summe von einzelnen Klammern
geschrieben. In allen Klammern kommen jedoch dieselben konstituierenden Gréfien vor.
Dies ist ein wesentlicher Unterschied zur Nambu-Darstellung des nichthydrostatischen
Systems, bei der in den einzelnen Klammern verschiedene Groflen das Gesamtsystem
konstituieren.

Vorticityklammer Divergenzklammer Gemischte Klammer

¢ = {CH.Eleee +{GHE
— —_—
=—div(CavX) =—div(avT)
8tﬂ = {:uvva :ZC + {/’L7H75}g11,h
— —
=k-rot ((aVv"7) =k-rot ((qvX)

+{uHEX
—_———
=—AU
8th - {h’H’g}ﬂZh
—_———

=—div(hv)

Tabelle 4.2: Beitrége der einzelnen Teilklammern
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Kapitel 5

Geometrische Integration

Bei der Simulation von Losungen partieller sowie gewohnlicher Differentialgleichungen
miissen wegen der beschrinkten Rechen- und Speicherkapazitit stets Naherungen vor-
genommen werden. Die Wahl einer bestimmten numerischen Methode legt letztlich fest,
wie die Ndherungen genau ausgefiihrt werden und welche Auswirkungen sie auf die un-
terschiedlichen Eigenschaften der betreffenden Gleichung haben. Diese Eigenschaften
konnen grob in zwei Gruppen eingeteilt werden. Beispiele fiir ,lokale’ oder ,quantitative’
Eigenschaften von prognostischen partiellen und gewohnlichen Differentialgleichungen
sind:

e Der lokale Wert der Raumableitung einer partiellen Differentialgleichung
e Der lokale Wert der Zeitableitung
Beispiele fiir ,globale‘ oder ,qualitative’ Eigenschaften sind

e Die Erhaltungseigenschaften (z.B. Energie, Wirbelerhaltung, Impuls, Masse, En-
tropie)

e Die symplektische Struktur bzw. die Poisson-Struktur
e Die Volumenerhaltung im Phasenraum bzw. das Liouville-Theorem
e Diskrete und kontinuierliche Symmetrien (z. B. Zeit-Reversibilitét)

All diese Eigenschaften werden in der rdumlichen (fiir partielle Differentialgleichungen)
und in der zeitlichen Diskretisierung im Normalfall nur zu einer gewissen Ordnung an
Genauigkeit erhalten. Fiir jede dieser Eigenschaften gibt es spezielle Methoden, sie mog-
lichst genau und effizient umzusetzen. Die Ordnung, mit der der Diskretisierungsfehler
der lokalen Eigenschaften mit steigender Auflésung abnimmt, wird ,lokale rdumliche
bzw. zeitliche Genauigkeit’ genannt. Mit einem Runge-Kutta-Verfahren hoher Ordnung
kann beispielsweise eine entsprechend hohe zeitliche Genauigkeit fiir eine gewdhnliche
Differentialgleichung erreicht werden.

Verfahren, welche die letzten vier Eigenschaften speziell beriicksichtigen werden unter
dem Begriff , geometrische Integration‘ zusammengefasst. Dies gilt in speziellem Maf fiir
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gewohnliche, zunehmend aber auch fiir partielle Differentialgleichungen. Thre Motivation
ergibt sich zu einem wesentlichen Teil aus Erkenntnissen der so genannten Chaostheorie.
Durch die sensible Abhéingigkeit von den Anfangsbedingungen ergibt sich bei nichtlinea-
ren Systemen die Situation, dass in der Praxis exakte Losungen kaum noch berechnet
werden konnen. Das wird als deterministisches Chaos bezeichnet. Damit relativiert sich
die Motivation, der lokalen Genauigkeit moglichst viel Gewicht beizumessen, da eine
genaue Vorhersage sowieso nicht erreichbar ist. Stattdessen kann versucht werden, un-
ter der Beachtung der letzten vier Eigenschaften, zumindest gewisse (z. B. statistische)
Merkmale der Losung richtig wiederzugeben. Als Beispiel fiir Anwendungen, die je ei-
ner der oben genannten Gruppen entsprechen, seien zwei Arten von Vorhersagen der
atmosphéirendynamischen Grundgleichungen genannt:

e Bei der Wetterprognose wird versucht, die Losung moglichst genau zu berechnen.
Dafiir ist unter anderem eine hohe lokale Genauigkeit relevant.

e Bei der Klimavorhersage liegt das Interesse hingegen bei den charakteristischen,
statistischen Merkmalen der simulierten Losung. Dabei kommt der Beriicksichti-
gung der globalen, qualitativen Eigenschaften der zugrundeliegenden Gleichung
eine besonders wichtige Rolle zu.

In der Praxis werden diese Anséitze nicht strikt getrennt sondern miteinander kombiniert
und die optimalste Methode héngt letztlich vom konkret zu bearbeitenden Problem ab.

5.1 Konservative rdumliche Diskretisierungen

Bei Vernachlédssigung der dissipativen und antreibenden Prozesse weist die Atmosphé-
rendynamik die globalen Erhaltungsgrofien Energie, Masse, Impuls, Entropie, Drehim-
puls und modellabhéingige Wirbelerhaltungsgrofien (z. B. potentielle Enstrophie, Helizi-
tét) auf. Lokal gelten entsprechende Flussgleichungen. Rdumliche Diskretisierungen der
partiellen Differentialgleichungen geben diese Erhaltungseigenschaften im Allgemeinen
nicht wieder, d. h. selbst wenn die damit verbundenen gewohnlichen Differentialgleichun-
gen exakt gelost wiirden, ergébe sich daraus nicht notwendigerweise die Erhaltung. Im
Normalfall ist der entsprechende Fehler von derselben Ordnung wie die lokale Genau-
igkeit. Durch eine spezielle Wahl der Differenzenquotienten ist in besonderen Féllen
jedoch auch eine exakte Erhaltung moglich. Durch die zusétzliche Bedingung sind dabei
iiblicherweise mehr Gitterpunkte involviert, d.h. es werden groflere Stencils benétigt.
R&aumliche Diskretierungsschemen, die Erhaltungsgesetzen geniigen, werden ,konserva-
tive rdumliche Diskretisierungen‘ genannt.

Die Entwicklung solcher Schemen begann unmittelbar nach der Einfithrung numeri-
scher Methoden in die Atmosphirendynamik, mit der auch die Entdeckung der ,nichtli-
nearen numerischen Instabilitét’ verbunden ist (Phillips, 1956, 1959). Die Ursache wurde
in der mangelnden numerischen Darstellung der Energie- und Enstrophieerhaltung loka-
lisiert und konnte durch ein speziell dafiir ausgelegtes konservatives Diskretisierungssche-
ma behoben werden (Arakawa, 1966). Allerdings ist dieses Schema auf die Verwendung
der barotropen Vorticitygleichung auf homogenen Gittern beschréinkt. Spéter wurden
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solche konservativen und somit gegeniiber der nichtlinearen numerischen Instabilitét
resistenten Diskretisierungen auch fiir die Flachwassergleichungen definiert (Sadourny,
1975; Arakawa und Lamb, 1981). Fiir Simulationen von komplexer Fluiddynamik auf
sehr allgemeinen Gittern sind vorgenannte Losungen nicht mehr angemessen und neue-
re Ansiitze werden aktuell verfolgt (Zeitlin, 1991; McLachlan, 1999, 2003; Quispel und
McLachlan, 2006). Dabei geht es nicht mehr ausschliefilich um die Behebung der nicht-
linearen numerischen Instabilitdt, sondern, wie oben beschrieben, um eine konsistente
Ubertragung der Gleichungsstruktur auf diskrete Modelle.

5.2 Diskretisierung auf Basis der Hamilton-Darstellung

Die Hamilton-Darstellung (Anhang A) beschreibt die qualitativen, globalen Merkmale
einer Differentialgleichung besonders anschaulich. Sie bietet sich damit auch zur nu-
merischen Modellierung dieser Eigenschaften an. Das gilt besonders fiir gewohnliche
Differentialgleichungen (Leimkuhler und Reich, 2004; Hairer et al., 2006), aktuell wird
aber auch die Anwendung auf partielle Differentialgleichungen diskutiert (Bridges und
Reich, 2006; Salmon, 2004).

Wie in Kapitel 3 dargestellt wurde, ist die Lagrangesche Fluiddynamik regulér,
das heifit unter bestimmten Zusatzannahmen existieren auf der zugehorigen symplekti-
schen Mannigfaltigkeit kanonische Koordinaten. Die Hamilton-Darstellung der Lagran-
ge-Fluiddynamik wird z. B. bei der ,Hamiltonian particle-mesh method‘ (HPM) verwen-
det (Frank et al., 2002; Frank und Reich, 2004). Die rdumliche Diskretisierung ist dabei
kanonisch und die Verwendung eines symplektischen Zeitintegrationsverfahrens gewéhr-
leistet eine exakte Wiedergabe der symplektischen Gleichungsstruktur.

Wegen der Wirbel-Casimire ist die Eulersche Beschreibung singulédr und entspricht
einem Hamilton-System auf einer Poisson-Mannigfaltigkeit. Die auftretenden Poisson-
Klammern kénnen zur energieerhaltenden Diskretisierung verwendet werden (Salmon,
2004). Damit lassen sich die erw#hnten konservativen Diskretisierungen auf fast beliebige
Gittertypen verallgemeinern. Die Methode ist weitgehend analog zur unten diskutierten
Nambu-Diskretisierung, allerdings beschriankt auf eine einzelne Erhaltungsgrofe.

5.3 Diskretisierung auf Basis der Nambu-Darstellung

Auf der Basis der Nambu-Darstellung von atmosphirendynamischen Gleichungssyste-
men wurde von Salmon (2005, 2007) eine allgemeine Diskretisierungsmethode (im Fol-
genden ,Nambu-Diskretisierung genannt‘) vorgeschlagen, welche neben der Energie ei-
ne Wirbelgréfle exakt erhélt. Diese Eigenschaft bezieht sich auf die rdumliche Semi-
Diskretisierung, die typischerweise den groflieren Anteil am Fehler verursacht als die
zeitliche Diskretisierung.

An einem einfachen Beispiel wird hier das allgemeine Vorgehen bei der Nambu-Dis-
kretisierung erliutert. Gegeben sei der eindimensionale! raumliche Differentialoperator

'Die Methode ist fiir partielle Differentialgleichungen auf beliebigen Gebieten anwendbar, die Be-
schréankung auf eine Dimension dient hier der Ubersichtlichkeit.
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X und die zugehorige partielle Differentialgleichung (PDE)

Die Idee bei der Nambu-Diskretisierung ist, anstelle der direkten Diskretisierung von X
durch Differenzenquotienten, dem in Tab. 5.1 skizzierten Weg zu folgen. Zuerst wird fiir
die gegebene Differentialgleichung die Nambu-Darstellung

OF ={F,H,E}

mit den konstituierenden Erhaltungsgrofien H, £ konstruiert. Dazu gibt kein allgemeines
Verfahren, fiir eine Vielzahl von fluiddynamischen Systemen ist die Nambu-Form jedoch
bekannt. Darauthin werden diskrete Ausdriicke fiir diese konstituierenden Erhaltungs-
groBen sowie fiir die Nambu-Klammer definiert. Dabei werden Integrale zu Summen,
Funktionalableitungen zu partiellen Ableitungen und Differentialquotienten zu Differen-
zenquotienten. Die genaue Wahl des Schemas ist hierbei frei, fiir die Erhaltungseigen-
schaften ist letztlich nur die Antisymmetrie der diskreten Klammer ausschlaggebend.
Um dies zu erreichen kann die kontinuierliche Klammer als Summe zyklischer Vertau-
schungen geschrieben werden:

[F.EH) = L(F. € H) + {LF.€) + {61, F)). (5.1)
Dies ist wegen der Antisymmetrieeigenschaften immer exakt moglich. Werden nun die
einzelnen Terme auf der rechten Seite von 5.1 separat diskretisiert und dabei eine der
beiden Antisymmetrien erhalten, ergeben sich in der derart diskretisierten Klammer
wieder beide Antisymmetrien.

PDE ODE
Bewegungsgleichung Bewegungsgleichung
Oz = X|[72] Oz = X(2)
l T
Erhaltungsgrofien Erhaltungsgrofien
H = [dzh(z) H =3, Azh(z)
E=[dze(z) E =75, Azie(z)
Nambu-Darstellung Nambu-Darstellung
OFlz) ={F, H,E} O F(z)={F,H,E}
=[N (£ F.5) =2 AuN ([Alzi gﬂ : [Alzi ‘32] ’ {Alzi ngD

Tabelle 5.1: Ubersicht Nambu-Diskretisierung
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Zuletzt werden in die diskrete Klammer die konstituierenden Erhaltungsgroéfien sowie
die prognostische Grofle z; eingesetzt und der Ausdruck ausgewertet. Als Resultat ergibt
sich eine gewohnliche Differentialgleichung (ODE) mit Erhaltungseigenschaften fiir H
und E. Im Fall von fluiddynamischen Systemen sind diese Erhaltungen dabei nicht nur
global zu verstehen. Durch Integration iiber ein beliebig kleines Gebiet ergeben sich
diskrete Analoga der lokalen Flussgleichungen

Oth = —div(hv)
Ore = —div(ev).

Der Vergleich mit der allgemeinen Eulerschen Bilanzgleichung fiir die Gréflen ¢ = h, e
org +div(vg +S;) = Qq

zeigt, dass in der Nambu-Diskretisierung weder Quellen oder Senken (), noch nichtkon-
vektive Terme div(S;) auftreten. Bei Verwendung von abgeleiteten Variablen wird die
Energie H durch Potentiale ausgedriickt, entsprechend ergibt sich auch die Flussglei-
chung beziiglich dieser Potentiale. Fiir die potentielle Enstrophie der Flachwasserglei-
chungen wird die Erhaltungseigenschaft in Kapitel 7 explizit nachgewiesen.

Genau wie die Diskretisierung von Poisson-Klammern (Salmon, 2004) liefert diese
Methode a priori keine Méglichkeit, auch die Jacobi-Identitét fiir die diskretisierten Glei-
chungen zu gewéihrleisten. Eine Konsequenz daraus ist, dass das Phasenraumvolumen
unter einer derart konstruierten Semi-Diskretisierung nicht notwendigerweise erhalten
ist (Kapitel 9). Der Fehler ist fiir das hier untersuchte System jedoch klein.
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Kapitel 6

Das ICON-Modell

Das ICON'-Modell ist ein Gemeinschaftsprojekt des Max-Planck-Institutes fiir Meteoro-
logie und des deutschen Wetterdienstes. Das Ziel ist die Entwicklung eines allgemeinen
Zirkulationsmodells, welches zur globalen sowie regionalen Klima- und Wettervorher-
sage verwendet werden kann. Dazu werden die voll elastischen, nichthydrostatischen
Navier-Stokes-Gleichungen auf einem versetzten, geoditischen, adaptiven Gitter gelost.
Als Vorstufe dazu existiert ein Flachwasser-Prototyp (engl. Icosehedral shallow-water
protoype ICOSWP), primér zur Untersuchung des horizontalen Gitters und der hori-
zontalen Differentialoperatoren. Eine detaillierte Beschreibung des Flachwasserprototy-
pen ist in Bonaventura und Ringler (2005) und Bonaventura et al. (2005) zu finden. Im
Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde dieser Prototyp um eine Implementierung der
Nambu-Diskretisierung erweitert. Da im weiteren das nichthydrostatische ICON-Modell
nicht benutzt wird, werden die beiden Begriffe ICON und ICOSWP synonym verwendet.

6.1 Das ICON-Gitter

Das ICON-Gitter ist ein geoditisches Dreiecks-Gitter mit Variablenversetzung (C-type
staggering). Die Dreiecks-Struktur erméoglicht dabei im Vergleich mit klassischen Recht-
eck-Gittern eine homogenere Verteilung der Gitterpunkte (Heikes und Randall, 1995).
Fiir die Flachwasser-Gleichungen auf einem unversetzten geodétischen Gitter wurde in
Ringler und Randall (2002) eine konservative rdumliche Diskretisierung vorgeschlagen.
Eine Verallgemeinerung auf C-versetzte Gitter ohne explizite Erhaltungseigenschaften
findet sich in Bonaventura und Ringler (2005).

Die globale Gitterstruktur ist die eines Ikosaeders und dessen dualen Koérpers, eines
Dodekaeders. Diese beiden Strukturen werden gegenseitig verfeinert bis die gewiinschte
Auflésung erreicht ist. Es ergeben sich schliellich zwei zueinander duale Gitter, eines mit
Dreiecken und das andere mit Fiinf- sowie Sechsecken als Kontrollvolumen (Abb. 6.1).
Die Masse, der Druck und die Divergenz sind jeweils in den Dreiecksmitten definiert, die
Vorticity in den Fiinf- bzw. den Sechseckmitten und die Windgeschwindigkeit senkrecht
zu den Dreieckskanten. Die Notation auf dem Gitter ist in Tab. 6.1 zusammengefasst.

cosahedral nonhydrostatic
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(a) Das ICON-Gitter in nied- (b) Das lokale Stencil:

riger Auflésung Vorticity-Punkt v, Masse-
Punkt ¢ und Windkante
L.

Abbildung 6.1: Das ICON-Gitter in niedriger Auflésung und sein lokales Stencil.

i Massepunkt

v Vorticity-Punkt

l Windkante

N(.) Menge der Nachbarpunkte auf dem jeweils dualen Gitter
&) Menge der Kanten einer Zelle

A; Flache einer Massezelle (Dreieck)

A, Fléche einer Vorticity-Zelle (Fiinf- bzw. Sechseck)
A= %51)\1 Flache einer Kantenzelle

A Lénge einer Kante [

0 Lange einer Kantennormalen [

0 Differenzenquotient entlang [

OZL Differenzenquotient normal zu [

Tabelle 6.1: Gitterbezeichnungen

Die algebraischen Operatoren 0; und 8ZL wirken als Differenzenquotienten zweiter
Ordnung von auf Vorticity- bzw. Massepunkten definierten Groflen.

6.1.1 Eine gitterinduzierte Instabilitét

Obwohl das ICON-Gitter insgesamt sehr homogen ist, gibt es Situationen, in denen
die Gitterstruktur einen wesentlichen Einfluss auf die Simulation hat. Der Galewsky
et al. (2004)-Test zeichnet sich durch einen zonal symmetrischen, barotrop instabilen,
scherenden Jet-Stream aus. Die Instabilitit wird auf dem ICON-Gitter im Vergleich zu
Spektralmodellen oder Hamiltonschen Teilchenmethoden (HPM) sehr schnell ausgelost.
Mit hoheren Auflosungen vermindert sich jedoch die Stérke dieses Effektes (Abb. 6.2).
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Ein moéglicher Grund fiir das Auftreten dieser Instabilitéit kann auch in der Verwendung
der skalaren Form der Gleichungen liegen, was die numerische Umsetzung der Impuls-
erhaltung im Advektionsterm erschwert (Hollingsworth et al., 1993). Abhéngig von der
Approximation der lokalen kinetischen Energie konnen dadurch Instabilitdten auftreten,
welche sich bevorzugt an Gitterinhomogenitédten bemerkbar machen. Dafiir spricht, dass
die rdumliche Verteilung der Fiinf- und Sechsecke einer Welle-5-Struktur entspricht,
obschon erfahrungsgeméfl die Welle 6 bei diesem Test instabiler ist.

Ax = 80km Ax = 40km Ax = 20km HPM
107 107 x10" 107
80 e 80 e 80 e 80 e
1 1 1 1
60 0s 60 0s 60 05 60 05
o [ o [
40— 40— A0 [ 40 [
-0s 0s “0s 0s
20 -1 20 -1 20 -1 20 -1
15 15 15 15
0 0 0 0
-100 0 100 -100 0 100 -100 0 100 -100 0 100
10 10 10 107
80 e 80 e 80 e 80 8
1 1 1 1
60,\ 05 60 05 60 05 60 05
\ /\,‘ /'\ \/\“ \ / . AAVAVAAY |, . .
40 AUW 40 P ———— I ]
-0s 05 “0s 05
20 -1 20 -1 20 -1 20 -1
15 15 15 15
0 0 0 0
-100 0 100 -100 0 100 -100 0 100 -100 0 100
10 107 107 107
80 e 80 e 80 e 80 e
1 1 1 1
60 60 60 60
i\ f f‘ f‘ f 0s A A Al 0s 0s
10 ,'a\ ‘N‘ ‘N\ (ﬁ “"b\ 0 0 \ /) | 0 0 0 " 0
U U“\y \(‘. ——
20 ( ( b o 20 4 20 - 20 -1
15 15 15 15
o 0 0 0
-100 0 100 -100 0 100 -100 0 100 -100 0 100

Abbildung 6.2: Vorticity am Tag 2 (oben), 4 (Mitte) und 6 (unten) (Shin et al., 2009).

6.1.2 Mittelungen auf dem ICON-Gitter

Durch die Variablenversetzung ist die Definition von Mittelungen zwischen den beiden
Gittern unumgénglich. Im Flachwasser-Prototyp werden folgende Mittelbildungen ver-
wendet:

e Mittelung von Dreiecksecken auf Dreiecksmitten

ai::% Z oy

veEN (i)

e Mittelung von Dreiecksmitten auf Dreiecksecken

a, = ! > f;)iai (6.1)

Y ieN(v)
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e Mittelung von Dreiecksecken oder -mitten auf Kanten

ol 02
ay = A (6.2)
2
Der Index o bezieht sich dabei auf die entsprechend markierten Punkte in Abb. 6.1 (b).
Es wird sich bei der Anwendung der Nambu-Diskretisierung auf diesem Gitter zeigen,
dass die Wahl der Mittelung einen wesentlichen Einfluss auf Erhaltungs- und Stabili-
tatseigenschaften hat.

6.2 Réiumliche Operatoren und Bewegungsgleichungen

Das ICON-Modell verwendet eine Finite-Volumen-Diskretisierung fiir den horizontalen
Rotations- und Divergenzoperator:

) 1
div(v) A/dAdlv A/ dn-v — dlvi(vf)zz Z Vit

L leg)

1
rot (V) A/dArot A ds v — rOtV(vlJ_):/l,/lezg(:)VlLél'

Die Divergenz eines Vektorfeldes in der Dreiecksmitte wird entsprechend dem Satz von
Gauf als Fluss aus diesem Dreieck hinaus approximiert (n steht hier fiir den Normalen-
vektor und s fiir den Tangentialvektor entlang 0A). Analog ergibt sich gemifl dem Satz
von Stokes die Vertikalkomponente der Rotation in einem Sechs- oder Fiinfeck als Fluss
entlang der Kanten. Fiir die Berechnung der Rotation an den Vorticitypunkten oder der
Divergenz an Massepunkten ist aufgrund der Variablenversetzung entsprechend Abb.
6.1 (b) die Kenntnis der Kantennormalgeschwindigkeiten v;- ausreichend. Die lokalen

Groflen, die im ICON-Modell verwendet werden sind in Tab. 6.2 definiert.

Hohe hz
Geschwindigkeit normal zu Kante vlJ-
Geschwindigkeit tangential zu Kante vl||

Vorticity ¢y =10t (V])
Divergenz pi = div(vit)
1Y% q =

Tabelle 6.2: Lokale Grofien auf dem ICON-Gitter

Prognostiziert werden die Héhe und eine Windkomponente an ihren jeweils definier-
ten Punkten auf dem Gitter:

— 1
it = =G+ v} — o (5 u +) + ol
Oihi = —divi(have vib).
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Pvey ist hier die flichengewichtete Mittelung der Hohe auf die Kante. v und v sind
ll

die zonale bzw. die meridionale Windkomponente und v; ist die Komponente parallel
zu Kante [. Sie werden aus den prognostizierten Normalkomponenten an den Kanten
mit einem geeigneten Verfahren rekonstruiert (Nicolaides, 1992; Raviart und Thomas,
1977). Als Zeitschrittverfahren wurde hauptséichlich Leap-frog verwendet. Zur genaueren
Umsetzung der Erhaltungseigenschaften wurde hier zusétzlich ein iteratives implizites
Mittelpunktverfahren implementiert.
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Teil 11

Ergebnisse
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Kapitel 7

Nambu-Diskretisierung der
Flachwassergleichungen auf einem
versetzten, geoditischen Gitter

In Kapitel 6 wurde das ICON-Modell beziehungsweise dessen Flachwasser-Prototyp
ICOSWP vorgestellt. Die zugehorige Semi-Diskretisierung erhélt explizit nur die Mas-
se. Wie im Folgenden gezeigt wird, gibt es Situationen, in denen signifikante Fehler
insbesondere beziiglich der Enstrophieerhaltung auftreten. Mit der Methode der Nam-
bu-Diskretisierung ist es méglich, eine Semi-Diskretisierung herzuleiten, die genau diese
Inkonsistenzen eliminiert. Die prinzipielle Anwendbarkeit sowie die wichtigsten Eigen-
schaften dieser konservativen Diskretisierung sollen in diesem Kapitel diskutiert werden.
Gegeniiber bestehenden Arbeiten ergibt sich als Neuerung ein Energie- und Enstrophie-
erhaltendes Schema fiir die Flachwassergleichungen auf einem versetzten, geodétischen
Dreiecks-Gitter.

7.1 Methodik

Wie in Abschnitt 5.3 beschrieben, besteht die Idee von Salmon (2005, 2007) in der Ver-
wendung der Nambu-Darstellung eines gegebenen dynamischen Systems, um numerisch
die Erhaltungseigenschaften der konstituierenden globalen Gréfien wiederzugeben. Das
Vorgehen ist fiir die Flachwassergleichungen in Abb. 7.1 skizziert. Die Punkte stehen da-
bei fiir die in dieser Abbildung aus Platzgriinden nicht aufgefithrten Klammern. Anstatt
direkt die rdumlichen Differentialoperatoren (7.1)—(7.3) zu diskretisieren, werden diskre-
te Formen der Erhaltungsgrofien (7.7)—(7.8) und der Nambu-Klammer (7.11) definiert.
Schliefllich ergeben sich die Bewegungsgleichungen durch Einsetzen der prognostischen
Groflen in die entsprechenden Klammerausdriicke. Die Erhaltungseigenschaften der so
definierten Semi-Diskretisierung folgen damit aus der Art der Konstruktion. Ein explizi-
ter Nachweis ohne Verwendung der Nambu-Darstellung wird in Abschnitt 7.3 gegeben.
Reibungsterme kénnen anschliefend nach Belieben addiert werden, womit Energie und
potentielle Enstrophie dissipiert wird. Im reibungsfreien Zustand ergibt sich jedoch stets
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der exakt konservative Fall.

Bewegungsgleichung (PDE)

o

Bewegungsgleichung (ODE)

H = /dA; (hv? + gh?) (7.7)

E = / dA %th (7.8)

5= —div((av) (7.1) ¢, = — div; <hl <gllel I (jlvlﬂ/l) > (7.4)
o ) v
ot~ "ot (Gav) —div(VY) Orpi = — rot; (7,01q) + div; (fﬁ@fi)
7.2
(72 — div; (a}m) (7.5)
Oh :
i —div(hv) (7.3) . N
t Oih; = — div; <8l 7) (7.6)
l T
Erhaltungsgroien Erhaltungsgréien

H=Y AR (vll)2 + gz Ah2(T.9)

!
1 T2
E= EV: Ayhug? (7.10)

Nambu-Darstellung (PDE)

OFIC, mah] = {F, H,E} (7.11)

56 (SF oH
:/dAdCJ<5C,6C>+...

Nambu-Darstellung (ODE)

1 0F| 1
-Calrac) a

Z [1 8F]/\8{16H]+
S L4001 [49g

Abbildung 7.1: Ubersicht Nambu-Diskretisierung fiir die Flachwassergleichungen
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7.2 Herleitung der Nambu-Semi-Diskretisierung auf dem
ICON-Gitter

Zusétzlich zu den in Kapitel 6 eingefiihrten, werden folgende Mittelungen definiert:
e Alternative Mittelung von Dreiecksecken auf Kanten

o1 o2
~ +
qy = % (7.13)

e Mittelung von Kanten auf Dreiecksecken

. 1 Ay
a; = ZZ Z ?al
le&(i)

Das alternative Mittel (7.13) ist das arithmetische Mittel der néchsten Dreieckse-
cken, welche nicht an die Kante anschlieflen (in Abb. 6.1 (b) mit Quadrat markiert).
Die Unterscheidung der beiden Mittelbildungen ist fiir die Erhaltungseigenschaften we-
sentlich. Zusétzlich zu den in Tab. 6.2 eingefiihrten Groflien werden diejenigen aus Tab.
7.1 verwendet. Die kinetische Energie wird alleine aus den Normalkomponenten der Ge-
schwindigkeiten berechnet. Dies erklért den fehlenden Faktor % Da die Orientierung der
Kanten gleichméfig in alle Richtungen verteilt ist, ergibt sich insgesamt ein isotroper
Ausdruck.

Feldvariable Gittervariable
Stromfunktion X Xv
Geschwindigkeitspotential e

Bernoulli-Funktion v U, .= (Vﬂj‘)i + gh;
Potentielle Enstrophie E E=31%, AhG
Kinetische Energie Hiin  Hyin 1= > Arhy (vf)2
Potentielle Energie Hpot  Hpot =5, A;h?

Tabelle 7.1: Zusétzliche Groflen fiir die Nambu-Diskretisierung

Auflerdem werden Stromfunktion y, und Geschwindigkeitspotential +; des Impulses
eingefiihrt. Damit ist analog zur analytischen Helmholtz-Zerlegung

hv =k x Vx + Vv

eine Zerlegung auf dem Gitter in solenoidalen und irrotationalen Anteil definiert:

hvii= 9x + Ofy. . (7.14)
N~~~ N——
:EVXL ::EVZVJ'



Die Rekonstruktion der Impulspotentiale xy und v erfolgt, wie in Abschnitt C.2 beschrie-
ben, in zwei Schritten:

1. Bestimme die Potentiale X,,7; des Windes. Diese sind durch
Vi =X + 01 A
definiert. Sie ergeben sich aus der Losung der beiden Poisson-Gleichungen

Axy, =( (7.15)
Aus diesen Potentialen ergibt sich der Impuls:

huvi- = hi(OX + 017).

2. Aus dem im vorherigen Schritt berechneten Impuls berechnen sich nun dessen
Potentiale x,, ;. Sie ergeben sich aus der Losung der beiden Poisson-Gleichungen

Ax, = rot, (hyvi) (7.17)
Ary; = divi(hyvid). (7.18)
Die elliptischen Gleichungen (7.15)—(7.18) werden auf dem ICON-Gitter mit einem vor-
konditionierten Verfahren der konjugierten Gradienten iterativ gelost.
7.2.1 Funktionalableitungen auf dem ICON-Gitter

Die Funktionalableitungen werden in der diskreten Formulierung durch partielle Ablei-
tungen ersetzt:

0 1 0 0 1 0 0 1 0
—_—— —— _—— — —_—— — .
(SC AV 8@,’ 5,u Al 8,&17 oh Al 8]11

Diese Ausdriicke ergeben durch Auswertung der partiellen Ableitungen der konstituie-
renden Gréflen H = Hyi, + Hpor und E das Folgende:

1OH _ 1B _ G _

4,00, ~ A,00, n, "

1 OH 1 OF

ot = 1
Lom =" Top =" (7.19)
1 OH 1 OF 1—

. — . _ — _ 2.

A; Oh; Vi A; Oh; 2(] it (7.20)

Die spezielle Wahl der Definition der potentiellen Enstrophie E bewirkt, dass (7.20)
unabhéngig von der Anzahl Ecken des Polyeders durch ¢ ist. Dies ist unter anderem
notig fiir die Kiirzung der Singularitét in der gemischten Klammer (4.4).
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7.2.2 Nambu-Klammern auf dem ICON-Gitter

Der erste Schritt hin zu einem konservativen Schema wurde im vorherigen Abschnitt
durch die Definition der diskreten Ausdriicke fiir die Erhaltungsgrofien und deren Ablei-
tungen unternommen. Als nichsten Schritt werden jetzt Diskretisierungen der Nambu-
Klammern eingefiihrt.

Die (puh-Klammer

Bei der Diskretisierung der gemischten Klammer (4.4) muss sichergestellt werden, dass
sich der PV-Gradient im Nenner wegkiirzt, damit sich nicht aus einer scheinbaren eine
echte Singularitét ergibt. Dies kann durch eine angemessene Definition der Mittelungen
erreicht werden. Auflerdem werden die lokalen = und y-Richtungsableitungen normal zu
den Dreieckskanten gewéihlt. Mit dieser Wahl ergibt sich fiir die drei Permutationsterme
von (4.4) (mit m—m3 indiziert)

{(F.H.E}?, =

L (g | LOE g | LOH) i [ LOF ) 1 L OHY o)
QZl:Al@fq (al |:AV8<V:|z’al [Aiam] ’ [Aiam]al 4,9),) "

{F.H E}?, =

1 0F

1 (L J1OE] , [10F] , [10E], 1 OF]\, [10H
2;Alafq<al 4,00 ) Ao U (mow) Ym0 ),) Y A o,
{(F.H,E}T, =

1 1 0H] [ 1 OF ] 1 0H 1 OF 1 OF
9 A—|ot] = 1| - _al |t 1| L 1| - .
ZI: laliq (al A, agy_.al | A; O | % [Ai M]@l A, 0G|, % A; Oh,;

7

Der Faktor 2 vor den Summen beriicksichtigt wieder, dass die beiden beliebigen Rich-
tungsableitungen 8, und 9, in der kontinuierlichen Klammer (4.4) durch 29;- ersetzt
werden konnen. Durch die spezielle Wahl der Mittelungen und diskreten Gradienten
kiirzen sich die bunt markierten Faktoren genau wie in der Feldgleichung weg und die
Singularitit entfallt. Wegen der Antisymmetrie des Jacobi-Operators ist die Kiirzungs-
problematik in den blauen Faktoren identisch, d.h. wenn sie sich in der mo-Permutation
kiirzen, so gilt das auch fiir die m3-Permutation. Die Singularitit in der 7;-Permutation
ist hingegen von anderer Art, und die Schwierigkeit auf einem versetzten Gitter be-
steht darin, mit einer einzigen Definition der Klammer (aus Symmetriegriinden miissen
die drei Permutationsterme ja identisch diskretisiert werden) beide Faktoren zu kiir-
zen. Mindestens einmal muss dabei der Gradient einer Variable einen Gradienten auf
dem dazu dualen Gitter kiirzen. Auf dem ICON-Gitter gibt es fiir dieses Problem eine
verhéltnisméBig simple Losung, wie anhand Abb. 7.2 erldutert wird: Der Gradient der
diskreten Funktionalableitung A%g—}g senkrecht zur (horizontalen) Kante [ besteht auf
dem trianguldren Gitter (Abb. 7.2 (a)) aus nur zwei Summanden und kiirzt sich gemé&s
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44 4s g6
_ * Q3456
® Ga34
l l
43 a2 B 44
* Q123 _
* q1234
q1 a1 42
(a) Trianguldres Gitter (b) Quadrilaterales Gitter

Abbildung 7.2: Kiirzung auf dem Gitter

der binomischen Formel zur gemittelten PV:

) i o _
alLA%afi _ —30i-¢%; _ _%5%((12234 — ¢%123)
g 9-q 5%(@234 — Q123)
_ lg+dsrad-d-g-a _ ld—q
2 o+ +qr—q—q—q3 2q1—q1
1 -
= —5(94 +q1) =—q-

Dies entspricht der entsprechenden Kiirzung in den kontinuierlichen Gleichungen:

8x% . O (_%QZ) _ —q0zq _

axq &vq arq

Auf einem quadrilateralen Gitter (Abb. 7.2 (a)) hingegen ergibt sich kein polynomialer
Ausdruck:

L 1 0F 1ol 2 _11/2 _ 2
O A; Ohi _iaz 9% 2y (4%3456 — 4% 1234)
1= 1= 1/~ —
9 q 9 q 5 (@3456 — T1234)

G+ P+ BTG -6 —d

2q3+ g t+aqs++9— @1 —q2—q3 — g4
1 ¢g+g-4d-4& (7.21)
 2¢+ G- — g '

Der Term (7.21) ist zwar auch eine Approximation der PV, jedoch eine denkbar schlech-
te. In Situationen, in denen der PV-Gradient klein wird, was in diesem Modell ohne
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Weiteres vorkommen kann, werden dadurch sehr grofie Fehler erzeugt. Dies erklért die
spezielle Wahl der Diskretisierung der potentiellen Enstrophie und der gemischten Klam-
mer. So kiirzt sich in allen Termen der Nenner weg und es ergibt sich mit eingesetzten
Funktionalableitungen der Energie und potentiellen Enstrophie:

oF oF 1 1—
_ 1 1— 1 1 1
{F,H, E}Cuh = —2ZAZ (3 — 0 X — 09 5< > ) q,al (24121)
=q
oF 1
{FHE}g#h = _QZAZ lL(S,u 8J_ 8l Qv 8ZL\I/
l
=1
1 oF
_ 1 1 1
{FH E}C,U«h = 2;Al Ol 7%01 qll_ 8l E

=1

Die restlichen Klammern weisen keine Singularitdten auf und kénnen daher weitaus
allgemeiner diskretisiert werden.

Die (¢(¢-Klammer

Der Jacobi-Operator kann durch die Rotation als Finite-Volumen-Operator ausgedriickt
werden:

J(a,B) =k -rot (aVP) — J(«a — Z A 08.

lGS ()

Damit ergibt sich fiir die Vorticity-Klammer (4.2) der folgende Ausdruck:
1 0F]| 1 1 OF 1 OH

F,H,E =>» A — — | MO |
{ Yo = Z [A 3@}1 lezsj(‘) |:A1/ 3@] 101 [A 8{,,]

Dies ist bereits zweifach antisymmetrisch wie benétigt. Im Gegensatz dazu muss bei
der Diskretisierung auf einem quadrilateralen Gitter eine Antisymmetrisierung durch
die Summation von zyklischen Permutationen vorgenommen werden. Jeder Summand
entspricht dabei einem Term im Arakawa-Jacobian (Arakawa, 1966).

Die puu¢-Klammer

Auf den Fiinf- und Sechsecken kann der normale Rotations-Operator fiir die Diskreti-
sierung des Jacobians verwendet werden:

J(a, B) =k -rot (aVP) — J(a, B), = rot ,(a0)8) = Z S0 3.

ZGE
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Fiir die erste Permutation der Divergenz-Klammer (4.3) ergibt sich damit
1 9F] 1 [10F] 1 OH

F,H E}™ =) A, — Fl :

U B EV: [A BCJ Ay lg(:) [Az' aﬂz‘]zdlal [Az' 8/14-]

Die anderen beiden Permutationen sind gleich Null, da die potentielle Enstrophie nicht
von der Divergenz abhéngt.

7.2.3 Resultierende Operatoren und Bewegungsgleichungen

In einem letzten Schritt werden nun die prognostischen Gréflen (,,, p; und h; an ihren je-
weiligen Gitterpunkten zusammen mit den Funktionalableitungen in die diskretisierten
Klammern eingesetzt. Damit ergeben sich schliellich die konservativen Prognoseglei-
chungen.

Vorticity-Gleichung
Mit F' = (, ergibt sich in der Vorticity-Klammer

G, H, E}eee = —divy (@El"lﬂb

und in der gemischten Klammer

{(VaH E}Cuh = diVi ((A]/lﬁlvzj_> .

v

Offensichtlich wird fiir die solenoidale und die irrotationale Flusskomponente eine ver-
schiedene PV-Mittelung verwendet.

Divergenz-Gleichung

Fiir F = p; ergibt sich

{wi, Hy E} e = — Z NOgy, = —rot; (3,01q) (7.22)
leet
{pi, H, E}( ), = Z NGox = div; <q181 X> (7.23)
ZGS('L)
{ni, H EY22, = Z NOFW = ~div; (979)
leé’( )

wobei die Rotation auf Dreiecken wie folgt definiert ist:

rot i (7,01q) == —~ Z NV (7.24)

Genau wie im vorherigen Abschnitt werden auch hier andere Mittelungen fiir den sole-
noidalen und den irrotationalen Anteil des Flusses verwendet.

o1



Kontinuitédtsgleichung
Einsetzen der Hohe h; in die gemischte Klammer ergibt
’ 1 . . -
{hiy, H, E}g;h = 1 Z )\laf"y = —div; (@J_,Y) = —div; (hlvlw'> .
D)
Dieses Ausdruck entspricht dem iiblichen Ausdruck fiir die Kontinuitétsgleichung und

erhalt damit auch die Masse.

7.2.4 Vorhersageprozess

Zusammengefasst ergeben sich die Bewegungsgleichungen

0iGy = —din(hl <§leXJ_ + (YIVZYL) ) (7.25)
Oip; = —rot; (7,019) + div; (q~53fy> — div; (8#11) (7.26)
8thi = —diVi (ElV7L> . (727)

In dieser Schreibweise wird als einziger neuer Operator die Rotation auf Dreiecken (7.24)
benétigt. Alle anderen Anderungen gegeniiber dem ICON-Flachwasser-Prototypen kin-
nen durch die Mittelungen ausgedriickt werden. Die Vorticity-Gleichung entspricht in
ihrer Form direkt der partiellen Vorticity-Gleichung (2.10). Unter Verwendung von

—rot (YVq) + div (¢Vx) = rot(¢av),

wird klar, dass die Divergenzgleichung (7.26) auch eine sinnvolle Niherung der partiellen
Divergenzgleichung (2.11) ist. Dasselbe gilt wie bereits bemerkt auch fiir die Kontinui-
tatsgleichung. Auf dieser Semi-Diskretisierung aufbauend kann ein numerisches Modell
der Flachwassergleichungen implementiert werden. Zu einem bestimmten Zeitpunkt im
Vorhersageprozess werden dabei folgende Schritte ausgefiihrt:

1. Rekonstruiere aus der Vorticity (,, der Divergenz p; und der Hohe h; die Strom-
funktion y,, das Geschwindigkeitspotential v; und die zugehorigen Geschwindig-
keitskomponenten lei und V?L (7.14).

2. Berechne die Tendenzen gemifl (7.25)—(7.27).

3. Fiihre einen Zeitschritt aus. (Leap-frog oder die implizite Mittelpunktregel werden
verwendet. )

Zwei Nachteile dieses Schemas sind offensichtlich:

e Die Verwendung der Vorticity-Divergenz-Form macht die Losung von vier ellipti-
schen Problemen in jedem Zeitschritt notig.
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e Das verhéltnisméfig grofie Stencil erschwert die Definition eines effizienten impli-
ziten Zeitintegrationsverfahrens.

Allerdings ist mit diesem Schema keine Vektorrekonstruktion fiir die zweite Geschwin-
digkeitskomponente nétig, da alle Tendenzen durch die skalaren Potentiale ausgedriickt
werden konnen. Die Semi-Diskretisierung (7.25)—(7.27) wird im Folgenden kurz ,Nambu-
Schema‘ genannt.

7.3 Flussform der potentiellen Enstrophie

Aus der Art der Konstruktion ergibt sich, dass das Nambu-Schema auch wieder eine
Nambu-Darstellung ist, welches sich im Wesentlichen durch seine Antisymmetrieeigen-
schaften auszeichnet. Das Resultat ist daher analog zum Ergebnis auf der Basis von
,Skew-gradient systems‘ (McLachlan, 2003). Die Herleitung gestaltet sich mit der Nam-
bu-Diskretisierung jedoch wesentlich einfacher.

Fiir die partiellen Gleichungen resultieren die Erhaltungseigenschaften durch Ein-
setzen der prognostischen Gleichungen in die Tendenz der potentiellen Enstrophie. So
ergibt sich ein Integral iiber eine Divergenz, welches bei geeigneten Randbedingungen
(z.B. auf der Sphire) verschwindet:

1 1 1
O = /dA ou(hg?) = 3 /dA 9(200iC — qOhh) = —3 /dA div (hg*v) = 0.

Lokal gilt entsprechend die Flussgleichung 0, (th) = —div (hq2v). In semidiskreter
Notation kann die entsprechende Aussage fiir ein bestimmtes Schema unabhéngig vom
Konstruktionsalgorithmus nachgewiesen werden, indem gezeigt wird, dass die lokale En-
strophietendenz die Divergenz des Enstrophieflusses ist, welcher in der globalen Summe
(7.28) verschwindet:

1 _
O E = 5 Zy: A0 (hqu)

1

=3 Z Ay (2006 — @ 0ihy) (7.28)

mit 6thl, = (({%hi)y = —diVi(ElVlJ‘)y.
Dies wird hier fiir die Nambu-Diskretisierung explizit gezeigt:

Lemma. Das Nambu-Schema (7.25)-(7.27) erhdlt die potentielle Enstrophie
1 _
E= 5 Z Auhqu
12

exakt, d. h. O:E = 0.
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Beweis: Es wird gezeigt, dass die lokale Tendenz der potentiellen Enstrophie nur von den
orientierten Kanten dieser Zelle abhéngt und sich damit fiir benachbarte Zellen vy, v
mit gemeinsamer Kante | zu Null summiert:

[815 (Aulﬁzq qzl)]l = - [at (AI/QEVQq?/Q)]l . (7'29)

Daraus folgt dann die globale Erhaltung. Es gilt

Oy <1Ayhng> =0 <2 (CV ';;Vfu) >

Z—*qu > Mg vy — qu > Z Naihiv) ™ - qy o> Ahpv) ™

1EN(v) l€E(D) 1EN(v) le&(i 1EN(v) le&(i)

:;A :;B :ZC

Term A kommt aus dem solenoidalen Teil der Vorticity-Gleichung (7.25) und kann fol-
gendermafen ausgedriickt werden:

1 _ 1 9 5 —
A=—sa > N@dix = —5 > a (26112 - q21) ;X (7.30)
le&2(v) leE(v)

E%(v) steht fiir die Menge der nichsten Kanten des Gitterpunktes v, welche nicht dort
beginnen. Ausdruck (7.30) erfiillt die Bedingung (7.29) offensichtlich. Fiir den irrotatio-
nalen Teil der Vorticity-Gleichung B ergibt sich

1 -
B=-za > Naihiv) ™

le&2(v)
_ 1 _
3 Ala?hlvﬁ+§ ST AGFE V] (7.31)
1€€2(v) 1€€2(v)

SchlieBlich gilt fiir den Term C' aus der Kontinuitétsgleichung

C = fqz Z vt

leg2(v
1 T 4L
Z )\lqzlhlvl —5 Z Alé)fq%hlvf . (732)
le£2 le&2(v)

Die ersten Terme von (7.31) und (7.32) erfiillen die Bedingung (7.29) separat und die
zweiten Terme heben sich gegenseitig auf. O

Um die Analogie zum analytischen Ausdruck aufzuzeigen, kann die Summe als lokale
Flussgleichung

) <;Auhuq3> =A+B+C
=5 (vt (2t =) o) — i, (2 — ) v ) )
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geschrieben werden. Mit
rot (q2VX) = —div (q2hvx)

wird klar, dass lokal die Tendenz von hg? tatsichlich eine Divergenz ist. Durch Inte-
gration iiber einen beliebigen Ausschnitt I' kann ein diskretes Gauf/Stokes-Theorem
formuliert werden:

8:?% ZAuhqu = % Z >‘l< <2@2 - q21) B X — (26712 - q%) hleVL)-
vel leol’

Es wird also nicht nur global keine potentielle Enstrophie produziert, sondern es gilt

auch lokal fiir jedes beliebige Gebiet I' mit Rand OI' eine entsprechende Aussage. Das

bedeutet, dass in dieser Semi-Diskretisierung keine Quellen, Senken oder nichtkonvektive

Fliisse fiir die potentielle Enstrophie vorkommen.

7.4 Numerische Experimente mit dem Nambu-Schema

In diesem Abschnitt werden Experimente mit dem ICON-Flachwasser-Prototypen
Jcoswp_vl-1¢ (ICOSWP) und dem um das Nambu-Schema erweiterten Programm mit-
einander verglichen. Ein drittes Schema, welches ebenfalls die Vorticity-Divergenz-Form
der Gleichungen verwendet, jedoch nicht explizit konservativ ist, wurde auch getestet.
Es ergab sehr dhnliche Resultate wie das ICOSWP-Schema und wird deswegen nicht
dargestellt. Als Anfangsbedingungen wurden folgende Zustéinde wurden gewéhlt:

e Schwerewelle’: Ruhende Atmosphére, Hohenauslenkung in Gaufiform am Pol.
e Rossby-Welle‘: Test 6 nach Williamson et al. (1992).

e Weiles Rauschen‘: & = 350 m £+ 100 m; ¢, = +5-107%s~! nach Bonaventura und
Ringler (2005).

Die mittlere Kantenldnge betrug ca. 160 km, was einer Auflésung von ca. 1° entspricht.

7.4.1 Rossby-Welle

Abb. 7.3 zeigt das generelle Verhalten der beiden Schemen am Beispiel der Rossby-Welle.
Speziell mit dem ICOSWP-Schema ergeben sich nach zehn Tagen leichte Asymmetrien
(Abb. 7.3 (a)). Diese fithren wie auch in anderen Modellen (Thuburn und Li, 2000) zu
einem Zerfall der Welle in einen zonaleren Zustand. Der Ubergang erfolgt etwas spiter
auch mit dem Nambu-Schema (Abb. 7.3 (b)). Beide Schemen sind damit offensichtlich
in der Lage, die Rossby-Mode wiederzugeben.

7.4.2 FErhaltungs- und Stabilititseigenschaften

Fiir das Nambu-Schema wurde in Abschnitt 7.3 gezeigt, dass die lokale Tendenz der
potentiellen Enstrophie die Divergenz eines Flusses ist. Fiir das ICON-Schema ist das
jedoch nicht der Fall. In Abb. 7.4 ist die potentielle Enstrophie sowie die Summe der
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10500 m 10500 m
10000 m 10000 m
9500 m 9500 m
9000 m 9000 m
8500 m 8500 m
10500 m 10500 m
10000 m 10000 m
9500 m 9500 m
9000 m 9000 m
8500 m 8500 m
8000 m 8000 m

Abbildung 7.3: Hohenfeld nach 10 (oben) und 16 (unten) Tagen. (a): ICOSWP; (b):
Nambu. Anfangsbedingung: Rossbywelle.

lokalen Tendenzen aus Gleichung (7.28) iiber der Zeit dargestellt. Sofern nicht anders
erwihnt, sind im Folgenden stets beziiglich des Anfanszustandes normierte Bilanzen
% dargestellt. Es ist erkennbar, dass diese Summe tatséchlich der Tendenz der
gesamten potentiellen Enstrophie entspricht. Fiir den hier getesteten Fall einer Schwe-
rewelle ergeben sich im ICON-Modell lediglich leichte Oszillationen. Mit dem Nambu-
Schema zeigt sich exakte Erhaltung. Die Summe (7.28) ist algebraisch, d.h. bis auf

Maschinengenauigkeit Null. In Bonaventura und Ringler (2005) wird festgestellt, dass

(a) (b)

2e-05 r 2e-05

8 1e-051 L i) 1e-05 -
0e+00 ‘ ‘ ‘ - 0e+00

1e-03 r 1e-03

S 0e+00 1 o~ 1 S 06400 v e e
-1e-03 : : : F -1e-03 - : : :
5e-01d 1e+00d 2e+00d 5e-01d 1e+00d 2e+00d
Time Time

Abbildung 7.4: Oben: Relative Variation der potentiellen Enstrophie. Unten: Summen
der lokalen Enstrophietendenzen geméif (7.28)(ausgezogen) sowie (7.33) (gestrichelt).
(a): ICOSWP; (b): Nambu. Anfangsbedingung: Schwerewelle.

auch das ICON-Schema in gewissem Sinn konservativ ist: Tatséchlich ergibt auch die
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Summe

1
8tE* = 5 Zy: Al/qI/ (2atCV - QVathV) (733)

mit  O¢hy, = —div, (hyvy). (7.34)

Null. Der Wert dieser Summe ist als gestrichelte Linie in Abb. 7.4 miteingetragen. Je-
doch ist die hier eingesetzte Kontinuitdtsgleichung (7.34) auf den Dreiecksfléichen keine
prognostische Gleichung, die in dem Schema verwendet wird, sondern eine zusétzlich
eingefiigte prognostische Grofle, die nur auf unversetzten Gittern mit der Gleichung fiir
h iibereinstimmt. Aus diesem Grund gilt die Erhaltung der potentiellen Enstrophie im
ICOSWP-Schema nicht exakt. Tatséichlich bleib, wie unten gezeigt wird, die Differenz
E — E* zwischen den beiden Ausdriicken nicht einmal klein. Dies ist unabhingig von
der Art der zeitlichen Diskretisierung, da bereits das rdumliche Schema in einer nicht-
konservativen Form vorliegt. Diesen Nachteil weist das Nambu-Schema nicht auf (Abb.
7.4 (b)). Aus diesem Experiment, sowie obiger Argumentation folgt, dass die rdumli-
che Diskretisierung des ICON-Schemas im Gegensatz zur Nambu-Diskretisierung, lokale
Quellen und Senken der potentiellen Enstrophie aufweist. Diese Aussage gilt unabhén-
gig vom verwendeten Zeitintegrationsverfahren. Die Konsequenzen werden im Folgenden
erldutert.

(a) (b)

150
IS

- :3‘ _0.02
491.00 o
Z 050 Eam .
0.00- ‘ ‘ ‘ | 0.00 = = ‘ ‘ |
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
Courant nnmb(‘r Courant Illlllll)(‘l‘

Abbildung 7.5: Relativer Fehler der aufsummierten potentiellen Enstrophie gegen Zeit-
schrittgrofie in Courant-Einheiten ohne (ausgezogen) und mit (gepunktet) Asselin-Filter.
(a): ICOSWP-; (b): Nambu-Schema. Leap-frog-Verfahren. Anfangsbedingung: Rossby-
Welle.

Die Rolle des Zeitschrittalgorithmus zeigt sich bei einem Vergleich mit verschiedenen
zeitlichen Auflésungen. In Abb. 7.5 ist der relative Fehler der aufsummierten potentiellen
Enstrophie gegen die Zeitschrittgrofle aufgetragen. Auch mit einem sehr kleinen Zeit-
schritt wird der Fehler des ICOSWP-Schemas nicht kleiner als ein bestimmter (durch
die erwéhnte Inkonsistenz des rdumlichen Schemas verursachter) Wert. Der Fehler des
Nambu-Schemas ist hingegen um rund zwei Gréflenordnungen kleiner und geht linear
mit dem Zeitschritt gegen Null. Entsprechend ist der lokale zeitliche Fehler von zweiter
Ordnung, was der Genauigkeit des hier verwendeten Leap-frog-Zeitintegrationsschemas
entspricht. Mit Verwendung eines symmetrischen Zeitintegrationsverfahrens 148t sich
dieser Fehler weiter verringern.

Durch Hinzunahme von Reibungstermen der Form vAv ist das System nicht mehr
konservativ und Energie wird dissipiert (Abb. 7.6). Das Nambu-Schema gibt dennoch
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Abbildung 7.6: Energieverlust nach zwei Tagen gegen Viskositétskoeffizient fiir das
ICOSWP- (ausgezogen) und das Nambu- (gepunktet)-Schema. Anfangsbedingung: Wei-
Bes Rauschen.

sehr gut die Eigenschaft des kontinuierlichen Modells wieder, im reibungsfreien Fall
konservativ zu sein. Fiir das ICON-Schema gilt das hingegen nicht: Die inverse Ener-
giekaskade wird nicht angemessen dargestellt, was hier einer Zufuhr von Energie ins
System entspricht. Fiir ausreichend kleine Viskositédtsparameter tibertrifft dieser Effekt
sogar den der Dissipation und fithrt zu einer Netto-Energiezunahme. Die Ansammlung
von kinetischer Energie am untersten Ende des aufgelosten Spektrums kann schliellich
zur nichtlinearen numerischen Instabilitét fithren (Abb. 7.7).

(a) (b)

o 0.051
Sle

1=
S

0.00 1

4.00 d 8.00d 4.00d 8.00d

Time Time

Abbildung 7.7: Gesamtenergie (gepunktet) und potentielle Enstrophie (ausgezogen) fiir
das ICON- (a) und das Nambu- (b) Schema. Anfangsbedingung: Weifles Rauschen.

Bei der Verwendung des Leap-frog-Zeitintegrationsverfahren ist die Anwendung ei-
nes Filters (hier Asselin) zur Unterdriickung der rechnerischen Mode unerlésslich. Dieser
Filter entspricht einer schwachen numerischen Dissipation. Oft fallt dadurch eine allen-
falls vorhandene nichtlineare Instabilitat nicht auf, da sie durch die Filterung gleich mit
entfernt wird. Dies trifft beispielsweise auf Abb. 7.8 (a) zu. Die Verwendung von sym-
metrischen Zeitintegrationsverfahren eliminiert auch die rechnerische Mode und damit
die Notwendigkeit einer Filterung. Wird damit eine reibungsfreie Simulation durchge-
fithrt, zeigt sich die vorher durch den Asselin-Filter ,versteckte’ nichtlineare Instabilitét
(Abb. 7.8 (c¢)). Das Nambu-Schema zeichnet sich demgegeniiber durch sehr hohe Stabi-
litdt aus. Bei der Kombination mit dem Leap-frog-Verfahren ist die Dissipation durch
den Asselin-Filter deutlich zu erkennen (Abb. 7.8 (b)). Bei der Verwendung mit dem
symmetrischen Verfahren (Abb. 7.8 (d)) offenbart sich die Stérke dieses Schemas.
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Abbildung 7.8: Relative Energie- (blau) und Enstrophie- (griin) Bilanzen mit der impli-
ziten Mittelpunktregel

7.4.3 Spektralanalysen

Um das Verhalten eines bestimmten Diskretisierungsschemas im Umgang mit Strukturen
auf sehr kleinen Skalen zu testen, wurden von Ringler und Randall (2002) sowie Bona-
ventura und Ringler (2005) sogenannte ,Decaying turbulence tests‘ vorgeschlagen. Als
Anfangsbedingung ist dabei weifles Rauschen gegeben und das System wird mit schwa-
cher Reibung iiber einen ldngeren Zeitraum (hier 20 Tage) integriert, bis die inverse
Energiekaskade ein stationédres Spektrum erzeugt. Fiir die inkompressible, zweidimen-
sionale Dynamik gibt es dazu theoretische Ansitze von Kolmogorov (1941) und Salmon
(1998). Unter der Annahme eines hinreichend grofien spektralen Trégheitsbereiches (Be-
reich ohne Anregung und Dissipation) ergibt eine Dimensionsanalyse der kaskadieren-
den Grofen ein k~5-Verhalten fiir die groBen und ein k~3-Verhalten fiir die kleinen
Skalen. Trotz der einschréankenden Annahmen kénnen diese Resultate einen ungefihren
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Abbildung 7.9: Spektrale Verteilung der kinetischen Energie ¢ (oben) und Héohenfeld
h (unten) nach 20 Tagen fiir ICOSWP- (a) und Nambu- (b) Schema (ausgezogen).

Anfangsbedingung: Weiles Rauschen (gepunktet). %~ 5- und k~3-Linien (gestrichelt).

Eindruck vom Spektralverhalten zweidimensionaler Fluiddynamik und entsprechender
Simulationen geben.

Die spektrale Verteilung der kinetischen Energie und das zugehorige Hohenfeld nach
20 Tagen ist in Abb. 7.9 dargestellt. Der auffallendste Unterschied ist, dass das Spektrum
des Nambu-Schemas steiler ist als dasjenige des ICOSWP-Schemas: Dieses zeigt mehr
Energie in den grofien und weniger in den kleinen Skalen, was auch in der Druckverteilung
deutlich zu sehen ist. Damit wird klar, dass ein konservatives Schema den spektralen
Energiefluss qualitativ anders behandelt. Es ergeben sich nicht nur am untersten Rand
des Spektrums sondern auch auf globaler Ebene wesentliche Unterschiede im Vergleich
zu einem nichtkonservativen Schema.

7.4.4 Die Erhaltung der Wirbel-Casimire

Wie in Kapitel 2 gezeigt wurde, ist im analytischen Fall jedes beliebige Moment der po-
tentiellen Vorticity erhalten. Hier ist ein Schema entwickelt worden, welches die potenti-
elle Enstrophie exakt erhélt. Prinzipiell wére mit dieser Methode auch die Erhaltung von
hoheren Momenten der Vorticity denkbar. Dieses Vorgehen hat sich aber als unpraktika-
bel erwiesen. Die gleichzeitige Erhaltung mehrerer Wirbel-Casimire ist allerdings nicht
moglich. In Abb. 7.10 und 7.11 sind die Bilanzen der zweiten, vierten und sechsten po-
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tentiellen Vorticitymomente aufgetragen. Die Verletzung der Erhaltung nimmt offenbar
mit steigender Potenz zu. Keines der beiden Schemen erzielt fiir die h6heren Momente
eine anndhernd gute Erhaltung wie fiir die Enstrophie. Die Giite héngt dabei auch von
den Anfangsbedingungen ab: Wihrend fiir eine typische Schwerewelle (Abb. 7.10) das
Nambu-Schema deutlich bessere Resultate erbringt, ist dies fiir den barotrop instabilen
Scherstrom (Abb. 7.11) nicht der Fall.
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(a) ICON (b) Nambu

Abbildung 7.10: Bilanzen von Enstrophie (rot), viertem (griin) und sechstem (violett)
Moment der potentiellen Vorticity. Anfangsbedingung: Schwerewelle.
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Abbildung 7.11: Bilanzen von Enstrophie (rot), viertem (griin) und sechstem (violett)
Moment der potentiellen Vorticity. Anfangsbedingung: Galewsky et al. (2004).

Wie im Folgenden gezeigt wird, kann die Beziehung zwischen der Casimir-Erhaltung
und der individuellen Erhaltung der potentiellen Vorticity durch die Iso-Flachen-Erhal-
tung der PV besonders einfach ausgedriickt werden. Die zweidimensional inkompressible
Stromung ldsst sich durch die barotrope Vorticitygleichung und die diagnostische Kon-
tinuitatsgleichung darstellen:

d¢
i 0
V-v=0.

Sei nun ein Anfangszustand gegeben, bei dem die Vorticity nur endlich viele Werte
¢ € Q={C,...,(ny} annimmt. Wegen der individuellen Vorticityerhaltung sind die
Vorticity-Isoflichen mitbewegte Flachen und mit dem Reynoldschen Transporttheorem
gilt

d

— dA = dAV -v=0.

dt Je=¢, =G
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Das Integrationsgebiet ist dabei die (;-Isofliche. Sei nun ein beliebiges Funktional

F = /dA F(¢)

der Vorticity gegeben, z. B. ein Vorticitymoment. Die Integration werde iiber das gesamte
Gebiet ausgefiihrt. Aufgrund der Isoflichen-Erhaltung ergibt sich fiir die Tendenz dieses
Funktionals

d d
i [ ara= g% JAREE

d
:;F(Q)dt/c dA =0.

=G

Aus der individuellen Vorticityerhaltung folgt also die Flachenerhaltung fiir die Vorticity-
Isoflichen und daraus direkt die Erhaltung sédmtlicher Casimire. Diese Methode wird in
McLachlan (1999) zur Entwicklung einer Methode benutzt, die dhnlich dem Ansatz von
Zeitlin (1991) sédmtliche Casimire erhélt.

Ein vergleichbarer Sachverhalt ergibt sich fiir die Flachwasserdynamik: Anstelle der
zweidimensionalen Divergenzfreiheit ergibt sich dieses Modell aus der dreidimensionalen
Divergenzfreiheit verbunden mit der Barotropie-Annahme. Die individuelle Erhaltungs-
grofe ist hier die potentielle Vorticity und die Kontinuitétsgleichung ist eine prognosti-
sche Gleichung fiir die Schicktdicke:

dq

2 =0 7.35

g (7.35)
dh

Unter der Annahme, dass die potentielle Vorticity endlich viele Werte ¢; = {q1,...,qn}
annimmt, ergibt sich daraus dhnlich wie vorher die Erhaltung der hdhengewichteten
Flidche, also des Volumens der Isoflichen der potentiellen Vorticity:

i dAh:/ dA <dh+hV-v>:0.
dt q=q; q4=q; dt

Fiir ein beliebiges Funktional
G / dA hG(q)

der hohengewichteten potentiellen Vorticity ergibt sich wieder globale Erhaltung:

Cclit/dAhG(q) = j’f;/— dARG(q)

q9=4q;

d
= ZG(%)dt/ dAh = 0.
3 q=q;
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Genau wie sich im Fall der zweidimensional inkompressiblen Stromung aus der indi-
viduellen Vorticity-Erhaltung die Erhaltung der Vorticity-Iso-Fldchen und beliebiger
Funktionale der Vorticity ergeben hat, ergibt sich im dreidimensional inkompressiblen
Flachwassermodell aus der individuellen PV-Erhaltung die Erhaltung der héhengewich-
teten PV-Iso-Fliachen und héhengewichteter Funktionale der PV. Dies ist in Tab. 7.2
zusammengefasst.

2D-inkompressibel: Baro- | 3D-inkompressibel: Flach-

trope Vorticitygleichung wassermodell
d¢ dg
— =0 — =0
dt dt
ARV v =
1 +hAV-v=0
Fléchenerhaltung
— dA =0
dt /<=<1 4 / dAh =0
dt Jg=q,

Casimir-Erhaltung

d d
3 [ dAFQ) =0 dt/dAhG(q) =0

Tabelle 7.2: Casimir-Erhaltung und individuelle PV-Erhaltung

Fiir das hier verwendete Nambu-Schema auf dem ICON-Gitter wurde gezeigt, dass
explizit nur ein Casimir erhalten ist (Abb. 7.10 und 7.11). Daraus folgt mit der vorhe-
rigen Diskussion, dass nicht von strikter individueller PV-Erhaltung gesprochen werden
kann, da dann sdmtliche Casimire erhalten wéren. In der Praxis zeigt sich aber der
dominante Einfluss der (potentiellen) Enstrophie, fiir die die Erhaltung nachgewiesen
wurde. Sie héngt nicht nur direkt mit dem Energiefluss durch die Skalen zusammen
(Kolmogorov, 1941), sondern nimmt auch in der statistischen Beschreibung eine zentra-
le Rolle ein (Salmon, 1998; Abramov und Majda, 2003; Dubinkina und Frank, 2009).
Methoden wie HPM, die auf einer teilchenbasierten Beschreibung der Fluide beruhen,
geben entsprechende Eigenschaften in hohem Mafl wieder. Ein Vergleich von Resultaten
des Nambu-Schemas mit solchen von HPM findet sich in Shin et al. (2009).
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Fiir die dreidimensionale Helmholtzgleichung

dg

i £-Vv
gilt ein géinzlich anderes Bild: Der Twisting-Term verhindert die Existenz eines indivi-
duell erhaltenen Wirbelvektors und entsprechend ergibt sich nur ein einziger Wirbel-
Casimir, die Helizitét. Eine Nambu-Darstellung dieser Dynamik wird in Névir (1998);
Névir und Sommer (2009) vorgeschlagen und die prinzipiellen Unterschiede zwischen
zwei- und dreidimensionaler Fluiddynamik werden in Arnold und Khesin (1998) aus-
fithrlich diskutiert.
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Kapitel 8

Nambu-Formen in der
Hydro-Thermodynamik

In Kapitel 4 wurde eine Ubersicht iiber bereits existierende Nambu-Darstellungen von
diskreten sowie kontinuierlichen atmosphérendynamischen Modellen gegeben. Diese um-
fassen sowohl inkompressible als auch kompressible Modelle mit und ohne thermodyna-
mische Freiheitsgrade. Hier werden weitere Beispiele fiir solche Darstellungen gegeben.
Sie schlieflen sich den vorgenannten insofern an, als dass auch sie stets eine Energieform
sowie eine globale Wirbelgrofle als konstituierende Groflen verwenden und damit das
Konzept der Energie-Wirbel-Theorie weiter untermauern.

8.1 Das quasigeostrophische Zweischicht-Modell

Aus dem 2-Schicht-Flachwassermodell (Abschnitt 2.3) geht unter den Annahmen
e quasigeostrophische Bewegung (d. h. kleine Rossbyzahl Ro < 1),
e kleine Variation des Coriolisparameters (d. h. %L < 1) sowie
e feste Gesamthohe (d. h. keine externen Schwerewellen)

das quasigeostrophische 2-Schicht-Modell mit fester Gesamthohe (engl. rigid-lid) hervor
(Salmon, 1988). Die beiden Schichten seien dabei wieder inkompressibel mit den Dichten
p1 und ps. Die Dynamik wird durch die individuelle Erhaltung der potentiellen Vorticity
q1 bzw. qo vollstdndig beschrieben:

Ogi +J(¥i,q5) = 0

T A\If1+f+g° (Ty — )

@ = AUt [+ (V= 1),
Die Variablen sind hier wie folgt definiert:
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@ =0 — g,f—l‘){l(\lfl — WUy) Potentielle Vorticity in Schicht 1 (untere Schicht)

g2 = G2 — gfﬁ12 (Py — W) Potentielle Vorticity in Schicht 2 (obere Schicht)

W, Stromfunktion in Schicht ¢

f  Coriolisparameter
fo Coriolisparameter in zentraler Breite
H; Die mittlere Dicke der Schicht ¢
g = p1p—1p2

hy = Hy + % (¥ — ¥3)  Dicke der Schicht 1 (untere Schicht)
he = Hy + %(\Ilg — WUy) Dicke der Schicht 2 (obere Schicht)

g reduzierte Gravitationskonstante

Im Gegensatz zum Flachwassermodell wird die Stromung also ausschliefllich durch den
rotationellen Freiheitsgrad, die quasigeostrophische PV beschrieben. Die Gesamtenergie
des Systems kann durch die Stromfunktionen ausgedriickt werden.

15 2

?(\Ill —WU9)? ).

Die quasigeostrophische potentielle Enstrophie ist als zweites Moment der PV definiert:

£ = %dA (¢? 4 ¢3). Daraus ergeben sich die Funktionalableitungen

H = % /dA <H1(V\1!1)2 + Hy(V0,)2 +

oH o0&
o —p1H1 ¥, oo qQ
oH o0&
— = —paHoVy, — = qo.
0q2 dq2

Diese kénnen zur Nambu-Darstellung des quasigeostrophischen Zweischicht-Modells ver-
wendet werden:

1 1
OF ={F,H,E} :/dA < 5}-J(6H 68) + 5fJ<5H 58)).

p1Hy 6q1” \oq1’ 6q1 paHs 8q2” \0q2’ 0g2

Im Vergleich mit dem entsprechenden Einschicht-Modell (Névir, 1998) konnte hier die
Wechselwirkung zwischen den Schichten durch eine Modifikation des Energie-Funktio-
nals vorgenommen werden.

8.2 Das n-Schicht-Flachwassermodell

In diesem Abschnitt soll, als Vorbereitung der Nambu-Darstellung des kontinuierlich
geschichteten Modells, diejenige des n-Schicht-Flachwassermodells (2.3) hergeleitet wer-
den. Durch Summation der potentiellen und kinetischen Energie ergab sich dort fiir die
Gesamtenergie

1 ~
H = Hiin + Hpot = 5 ij /dA (hjvg +g(h5 + 2hjhj_1)) .
J
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Daraus berechnen sich die Funktionalableitungen

oH
oH 1 7 3
Sho = 5Ioiv? + pigh; + pighi—1 + Z pigh;
z J=i+1
= pi|5vitg|hi+ Z hi™
2 ? pi
Jj=i+1

Die Poisson-Struktur ist damit genau dieselbe wie im Einschichtfall (Salmon, 2005) und
unter der Verwendung der physikalischen Gesamtenergie des Systems kénnen die Evo-
lutionsgleichungen ohne weitere Néherungen als Poisson-Klammer geschrieben werden:

OF = {]—" H}

5f oH 5f oH (57‘( oOF

Die Dichte geht hier im Vergleich zum Einschichtmodell als zusétzlicher Parameter ein.
Einsetzen der Kettenregel fiir die Funktionalableitung unter der Transformation zu
Vorticity-Divergenz-Variablen in die nichtkanonische Poissonklammer (8.1) ergibt die
entsprechende Poisson-Klammer:

§F _6H
{(FHy=> — /qul o vém
ZGXn
{fﬂ}w
§H
Agk -V x Vot
2 /d ‘ Vacz Vi
ZeXn
{‘FH}QQ

OF _O0H OH 0F 0F _O6H oH OF
dA | ¢ i V== R vadd i vaadin
- ZGZX: / (q < i vd@ v5,ui V5Ci> + vé,ui véhi vé,ul- V(Shi>

{FHYeiph,

Wie im Einschichtfall berechnen sich die Funktionalableitungen der Energie aus den
Potentialen:

oH o _ o OH_
3G = PiXis S = —Pi%; Sh; = Pi¥i-

Stromfunktion y; und Geschwindigkeitspotential ; des Impulses in Schicht ¢ sind schicht-
weise definiert:
hivi =k x Vx; + V7;.
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Die Funktionalableitungen der Enstrophie ergeben direkt

5€, 5E, 56, 1,
5Cz = Piqi, 5'[“ =0, 5h; = 2szi .

Damit konnen die einzelnen Terme der Poissonklammer als Nambu-Klammern geschrie-
ben werden und es ergibt sich eine Nambu-Darstellung mit den schichtspezifischen pro-
gnostischen Groflen Vorticity, Divergenz und Hohe:

f[Cl,...,Cn,/tl,...,/Ln,hl,...,hn] :{]:,H,Ep}
= {faHagp}CCC+{F7H75P}NNC+{‘F7H75P}CN}V

(8.2)
Die Klammern sind dabei folgendermafien gegeben:
1 0F 0H\ &,
F,H,E& = /dAJ< > 8.3
{ p}CC< zj:pg 6Cj 5(] 5<j ( )
1 0OF H\ 0&,
F,H,E& = /dAJ<,>+C c(F, H, &
{ e Z p2~ Su;’ oy ) 8¢ ( »)
)
{fﬁep}@h_z /dA <a o, a”a‘m)a 07 4 eye(F M6
Irqj 0G; j 0G; h;
0F , OH 0F ., 0H 0y
+ /dA < 0 88)8 Py cye(F, H,E
Zp] yqj y5<] y5 yéﬂj y6C] yéh y ( )

Wie bereits im Einschicht-Fall, wird die zweifache Antisymmetrie der letzten beiden
Klammern durch die Summe iiber zyklische Permutationen sichergestellt. Die schichtab-
hingige Dichte tritt hier als Parameter auf. Der erste Term (8.3) ist strukturell identisch
mit der Nambu-Klammer der barotropen Vorticitygleichung. Diese Darstellung benotigt
im Gegensatz zu derjenigen des quasigeostrophischen Zweischicht-Modells keine Rigid-
Lid-Randbedingung. Eine Implementierung dieser Form auf dem ICON-Gitter wird in
Griewank (2009) dokumentiert und weist die erwarteten Eigenschaften auf.

8.3 Das hydrostatische Modell

In Salmon (2005, 2007) wird erwéhnt, dass sich aus einer Nambu-Darstellung der Flach-
wassergleichungen auch eine solche fiir das hydrostatische System ergibt. Hier soll gezeigt
werden, wie der Ausdruck fiir die potentielle Energie, deren Funktionalableitung sowie
die vertikale Wechselwirkung aus dem Mehrschicht-Flachwassermodell folgt und sich
damit eine konkrete Nambu-Formulierung fiir das hydrostatische Modell ergibt.

Der diskrete Schicht-Index ¢ der Mehrschicht-Modelle wird im hydrostatischen Sys-
tem durch die kontinuierliche Variable z ersetzt. Auflerdem wird die Dichte nicht mehr
konstant gesetzt sowie der Twisting-Term (entsprechend der dreidimensionalen Wir-
belgleichung) beriicksichtigt. Da im Twisting-Term die Vertikalgeschwindigkeit eingeht,
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diese aber gleichzeitig keine prognostische Groflie ist, weist das hydrostatische Modell
Elemente sowohl zwei- als auch dreidimensionaler Dynamik auf. Diese unterscheiden
sich jedoch beziiglich ihrer Nambu-Darstellung in charakteristischen Punkten (Abschnitt
9.1). Aus diesem Grund stellt der Twisting-Term bei der Definition einer Nambu-Dar-
stellung fiir das hydrostatische Modell eine Schwierigkeit dar, welche durch die Wahl
von isentropen ©-Koordinaten umgangen werden kann. Die Dynamik wird damit effek-
tiv zweidimensional und ist durch die prognostischen Gleichungen fiir die Horizontalge-
schwindigkeit auf ©-Flichen und die Pseudodichte gegeben:

88\; +v-Vev+ fkxv = —VoM (8.4)
op .
En +Ve:(pv) = 0.

Die Pseudodichte p und die potentielle Temperatur © sind wie folgt definiert:

5 _ 0z
po= o n=5g
R

0 = T(m>%.
P

Das Montgomery-Potential M in (8.4) kann in folgender Form geschrieben werden:

Cp Orer ' nP(O)
M(©) = ¢,T() + g2(0) = g [ () + / 40’ n(0') o (85)
R Jo p(©)
Dies zeigt die Analogie mit dem Druckgradientterm in der Bewegungsgleichung des
Flachwassersystems (2.21):

1 ~ = :
—pi=g | hi + Z hj& . (8.6)
Pi j=it Pi

Der Unterschied ist, dass im Mehrschicht-Flachwassersystem die Dichten p; feste Para-
meter sind, wihrend sie im hydrostatischen Fall (zusammen mit z(0©)) aus der hydro-
statischen Grundgleichung dgp = —gp und der idealen Gasgleichung ermittelt werden.
Damit verfiigt dieses Modell im Gegensatz zu den anderen, hier betrachteten auch iiber
einen thermodynamischen Freiheitsgrad.

Das Gesamtsystem kann nur dann in isentropen Koordinaten geschrieben werden,
wenn weder die oberste noch die unterste Schicht unterbrochen sind. Wihrend die obere
Randbedingung einer freien isentropen Flidche nicht sehr unrealistisch ist, gilt dies fiir
die untere Randbedingung nicht, da iiblicherweise die Orographie die isentropen Flichen
schneidet. Praktische Methoden zur Umgehung dieses Problems finden sich in Hsu und
Arakawa (1990). Mit der Weber-Transformation und der Bernoulli-Funktion

1
B = §v2 +c, T+ gz (8.7)
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kann die Bewegungsgleichung (8.4) in der Form

a@: = —Cak XV — V@B.

geschrieben werden. Die Gesamtenergie des hydrostatischen Modells setzt sich aus ki-
netischer, potentieller sowie innerer Energie zusammen. Letztere kommt dabei aus der
Temperaturabhéngigkeit der Dichten, im Gegensatz zu den konstanten Dichteparame-
tern des Flachwassermodells. Obwohl die dynamische Struktur dieselbe ist, fehlte dort
der thermodynamische Aspekt. Um die Funktionalableitungen der kinetischen Energie
nach den abgeleiteten Groflen zu bestimmen, kénnen wie im Flachwassersystem Strom-
funktion und Geschwindigkeitspotential definiert werden:

pv =k x Vox + Ve1.

Daraus ergeben sich die Funktionalableitungen

Hiin = /dV %pvz, 57;?“ — _y, 57;;”1 S 57;;:1 _ %VQ’

Mo = / 0V pg. 57;§ot o 57;Zot o 57;;@ e

Moy = /dV P 57(;(ént — 0, 5';(/1m —o, 57(;{;;*5 — T,
H = Hyin + Hpot + Hint = ?Zz—x, ?::—7, ?;:B

Die Ertelsche potentielle Vorticity kann auf ©-Flédchen als

_Sa‘V@_Caaz(%_@
p p p

II:

geschrieben werden und fiir die potentielle Enstrophie &, = % [dv pII? ergeben sich die
Funktionalableitungen

0&p
5
Sowohl die Bewegunsgleichungen als auch die Funktionalableitungen sind von derselben
Struktur wie diejenige der Flachwassergleichungen. Damit kann eine Nambu-Darstellung

des hydrostatischen Systems mit den prognostischen Groflen Vorticity, Divergenz und
Pseudodichte auf isentropen Flichen definiert werden:

08 _
Sp

II 0, ﬁ _ e
op 2

)

atf[C,Maﬁ] = {}—:H:Sp} - {FvvaP}CCC + {}—:H:Sp}uuc + {.7:,7'(,5;;}(“,3- (8'8)
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Die Klammern sind folgendermafien gegeben:

B 5F H\ &,
0F O0H Y\ 6&
{fﬂHﬂgp}ppC = /dVJ <5,u’5,u> (575) +CYC(.F,H,SP)

B 1 (. 6F, 6H  6F, 6H\ , 6&
(F H, Edeup = /dV o (ar sc0g, — Org Oy ) 0 5% 4 cye(F, . )

1 OF . OH O0F . OH 0E
dV o>— Oy — Oy—0y— =p
—|-/ VayH <6y5cay5'u 3y5May 54.)(% 5ﬁ—|—cyc(]-"’}—[’gp)

Dies zeigt, dass die in Salmon (1998) beschriebene Analogie zwischen dem Flachwasser-
und dem hydrostatischen Modell auch in der Nambu-Darstellung ihre Entsprechung fin-
det. Im Gegensatz zur barotropen Vorticitygleichung wird das hydrostatische System,
genau wie das Flachwassersystem, durch eine Summe aus Nambu-Klammern beschrie-
ben, wobei die zuséitzlichen Klammern den divergenten Anteil des Flusses darstellen.

8.4 Die resonante Wellentriade

K
3 K,

Ky
Abbildung 8.1: Resonante Wellentriade

Wiéhrend eine einzelne Rossby-Welle eine analytische Losung der quasigeostrophi-
schen Vorticitygleichung ist, gilt dies wegen der Nichtlinearitéit der Gleichung fiir eine
Uberlagerung von Wellen nicht. Unter bestimmten Annahmen (Pedlosky, 1979) lassen
sich jedoch Wellenvektoren K; identifizieren, welche resonant wechselwirken ohne dabei
weitere Wellen anzuregen. Die Amplituden a; dieser Wellen werden dann durch folgendes
Gleichungssystem beschrieben (Pedlosky, 1979):

da;  2B(Kj,Kj3)
At K2+ F
da2 QB(Kg,Kl)
At K3+ F
das  2B(K;,Kbj)
dt T K2+ F

asa3 = 0 (8.9)
asap = 0 (810)

ai1ay = 0. (8.11)
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Hier ist K; der Wellenvektor der i-ten Welle und F' = (%)2 das Quadrat des Verhéltnisses
von Langenskala zum Rossby-Deformationsradius ist. Auflerdem wird die symmetrische
Funktion .
B(K:,K;) = ; (K}~ K2)Z- (K; x K;)

verwendet. Z ist hier ein vertikaler Einheitsvektor im Spektralraum. Die Energie sowie
die potentielle Enstrophie der resonanten Wellentriade konnen durch die Amplituden der
Wellenvektoren ausgedriickt werden. Beide Groflen sind auch in diesem stark reduzierten
Modell erhalten:

o2
ZH ZKQ—FF)ZJ—COHSt

j
a?
ZEj = z:(K]2 + F)QEJ = const.
J j

Aus der gleichzeitigen Erhaltung von Energie und Enstrophie in der Form eines Erhal-
tungssatzes fiir den Wellenvektor-Energieschwerpunkt

Zj K?Hj (t)

2.5 Hj(t)
folgt, dass ein Energiefluss zu grofleren Wellenldngen zwingend an einen Energiefluss zu
kleineren Wellenldngen gebunden ist. Die inverse Energiekaskade stellt sich hier beson-

ders einfach dar. Aufgrund der Ahnlichkeit mit den Kreiselgleichungen lassen sich die
Amplitudengleichungen (8.9)—(8.11) in folgende Form bringen:

= const

Z‘K2 XK3 0 0
da
(KI+F) (K3+F) (K34 F) - = 0 7 K; x K, 0 VExVH,
0 0 ZK1 X K2

wobei a = (a1,a2,a3)’ der Vektor der Wellenamplituden ist. Unter Verwendung der
Resonanzbedingung Z K; = 0 und der Definition HJ K2 + F lasst sich eine Nambu-
Klammer fiir das System der Wellentriade deﬁnleren

d ZK1XK2

pl@=—55

VF-VE xVH =:{F,E,H}.
dt ki K3K3

Diese Klammer entspricht bis auf die Vorfaktoren genau der Nambu-Klammer der Eu-
lerschen Kreiselgleichung. Dieses Ergebnis zeigt, dass die Energie-Wirbel-Theorie auch
in der spektralen Darstellung angewendet werden kann. Eine Antisymmetrie ergibt sich
hier aus der Resonanzbedingung der Wellen und damit aus der notwendigen Bedingung
fiir die SchlieBung des Systems. Genau wie in der Ortsraumdarstellung gehen also auch
hier die Randbedingungen ein (vgl. Abschnitt 9.1). Nambu-Darstellungen fiir weitere
spektrale Low-order-Modelle werden in Bihlo und Staufer (2010) diskutiert.
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8.5 Das Lorenz’86-System

In Lorenz (1986) wird iiber eine spektrale Trunkierung der primitiven Gleichungen ein
Neun-Moden-Modell hergeleitet. Aus einer weiteren Vereinfachung (Bokhove und She-
pherd, 1995) ergibt sich ein Fiinf-Komponenten-Modell (im Folgenden Lorenz’86-System
genannt):

d

% = —x9x3 + broxs
d

% = —x123 + br1Ts
d

% = —1122 (8.12)
dxy 1

Lt _ g

dt e?

d 1

% = g$5 + bx1xs.

Dieses System erhilt eine diskrete Form der Energie und potentiellen Enstrophie:
H= (ZL‘% + 203 + 22 + 22 + x%) (8.13)

C =

N DN =

(27 +23) . (8.14)

Mit der Energie H kann eine nichtkanonische Hamilton-Darstellung definiert werden
(Bokhove und Shepherd, 1995):

0 0 —X9 0 xgb
0 0 I 0 —ba:l

{(F.G}y=VF"| 2, -z 0 0 0 |VG (8.15)
o 0 o0 o -1
—bxry bxy 0 % 0
—Bp

Die potentielle Enstrophie stellt in diesem trunkierten Modell einen Casimir dar:

{F,C} =VFI'BpVC =0 VF.
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Die Poisson-Matrix Bp kann in einen symplektischen (Bg) und einen Lie-Poisson-Teil
(Brp) aufgespalten werden:

0 0 — X9 0 $2b
03 0 0 I 0 *bl‘l
Bp = 0 —é + T2 —x1 0 0 0 )
10 o 0 0 0 0
=:Bs —bxg b$1 0 0 0
=:Brp

wobei alle leeren Eintrége einer Null entsprechen. Der Teil By p ist linear in den x;’s
und in Lie-Poisson-Form. Die Strukturkonstanten I' der zugehorigen Poisson-Klammer
erfiillen definitionsgeméaf N

{zi,z;}p = B}fp = Ffjazk.l
Insgesamt gibt es in diesem System 53 = 125 Strukturkonstanten, wovon jedoch wegen

der Antisymmetrieeigenschaft in den unteren Indizes nur 50 unabhingig sind. Davon
wiederum sind bis auf folgende alle Null:

33 =1 [ =-1
I =1 I3 =1
1%5 =—b F%z =b
F%S = Fgl = —b.

Diese Strukturkonstanten sind wegen
rf,=0 I3, =0
F?z =0 Fgl =0

nicht zweifach antisymmetrisch und es ergibt sich nicht direkt eine Nambu-Darstellung
im Sinn von Abschnitt 9.2. Allerdings hiangt der Casimir C nur von x1 und x2 ab. Damit

'Um Verwechslungen mit den Exponenten zu vermeiden wurden hier die Indizes fiir die Basisfunk-
tionen x;, z; unten gewdihlt.
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kann ein zweifach antisymmetrischer Nambu-Tensor N definiert werden:

N231 N32L—
132 1 N312 —
N2 — NB2L g
N2 g, NB1Z —
N123 N21B —
N125— N215 g
N34 N435
N34 N34
N3 — N453 _ .

Alle anderen Eintriage des Tensors sind Null und der Parameter r ist eine beliebige Zahl.
Es ergibt sich also eine 1-parametrige Schar von Nambu-Darstellungen:

VF'BLpVG = BY,F,G; = N F,G ;C,
=C1(FoG3—bF2G5— F3G 2+ bF5G 2)
+ Co(—F1G 3+ bF 1G5+ F3G 1 —bF5G )
+C3(F1G 2 — FoG 1 +1F4G 5 —1F5G 4)
+ Cur(=F3G 5+ F5G 3)
+ C5(=bF1G 2 +bF2G 1 +1F3G 4 — 1F 4G 5)
= {F,G,C}ny.

Das Gesamtsystem (8.12) schreibt sich damit als Summe aus einer Poisson- und einer

Nambu-Klammer:
{F.G} ={F,G}s + {F,G,C}n.

Eine reine Nambu-Darstellung ist in den Variablen z; aus Dimensionsgriinden unzweck-
méBig: Die Hamilton- und Casimirfunktionen bestehen nur aus quadratischen Termen.
Ein singularitétenfreier (d.h. ohne Briiche definierter) Nambu-Tensor fithrt also zu rein
quadratischen (oder hoherpotenten) Bewegungsgleichungen. Die Bewegungsgleichungen
(8.12) enthalten jedoch auch lineare Terme. Der Poisson-Tensor (8.15) hat dagegen li-
neare und konstante Eintrége, so dass sich dimensionsméfig wieder die Bewegungsglei-

chungen ergeben:

OH

Bwgl ~ 2* + 2 = Brp — .

wg 25+ z LP 02
~z+1

~z
Das ist eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Hamilton-Darstellung in die-
ser Form. Ein Nambu- oder ein Poisson-Tensor mit ausschliefllich konstanten Eintrige
erlaubt demnach nur quadratische oder lineare Bewegungsgleichungen. Erst die Kombi-
nation dieser beiden Moglichkeiten ergibt eine Darstellung des Gesamtsystems. Dieser
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Sachverhalt ist zusammen mit demjenigen fiir das Lorenz’63-Modell in Tab. 8.1 zusam-
mengefasst. Unter Bp, N, B finden sich die Dimensionen der entsprechenden Tensoren
sowie die damit erzeugten Bewegungsgleichungen. Die passenden Moglichkeiten zur Wie-
dergabe des Gesamtsystems sind rot markiert. Eine Nambu-Darstellung des konservati-
ven Anteil des Lorenz’63-Systems wurde in Névir und Blender (1993) diskutiert. Dabei
entfillt die Notwendigkeit einer Kombination von Poisson- und Nambu-Systemen, da
die Hamilton- und die Casimirfunktion dimensionsméflig zu den Bewegungsgleichungen
passen.

Lorenz’63 Lorenz’86

Bewegungsgleichung ~ 224 2 ~ 2242
H ~ 22+ 2 ~ 22
C ~22+ 2 ~ 22

Bp/mogl. Bwgl. ~ztl )~ 4+l |~ bl )~ 2242

N /mogl. Bwgl. ~1)~22 4241 ~1/)~22
B, /mogl. Bwgl. ~1/~z
Bs + N/mogl. Bwgl. [ ~22+2

Tabelle 8.1: Dimensionsanalyse der Lorenz-Systeme
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Kapitel 9

Geometrische und algebraische
Eigenschaftten der Nambu-Form

Wie gezeigt wurde, ermoglicht die Nambu-Darstellung interessante Anwendungen im
Bereich der Numerik von partiellen Differentialgleichungen mit Erhaltungseigenschaf-
ten. Daneben ergeben sich im Zusammenhang mit der Nambu-Darstellung von fluid-
dynamischen Systemen auch Fragen beziiglich ihrer geometrischen oder algebraischen
Interpretation, was in diesem Kapitel diskutiert wird.

9.1 Lokale und globale Antisymmetrien

Bei einem Vergleich zwischen den Nambu-Darstellungen von zwei- und dreidimensiona-
ler inkompressibler Fluiddynamik wie in Tab. 9.1 fillt auf, dass im zweidimensionalen
Fall eine Antisymmetrie der Nambu-Klammer lokal aus der Antisymmetrie des Jacobi-
Operators und die andere global aus der partiellen Integration (und damit letztlich iiber
das Theorem von Stokes aus den Randbedingungen) folgt. In drei Dimensionen hingegen
folgen beide Antisymmetrien lokal aus der Antisymmetrie des Spatproduktes. Des Wei-
teren ist es bemerkenswert, dass in zwei Dimensionen die einfachste Nambu-Darstellung
stets abgeleitete Variablen (d.h. Wirbelvektor bzw. Vorticity und Divergenz) als pro-
gnostische Groflen verwendet. In drei Dimensionen dagegen kommen sowohl abgeleitete
als auch Geschwindigkeitsvariablen gleichermafien vor. Zusammengefasst ergeben sich
daraus die (miteinander verbundenen) Fragen:

e Wieso ist eine Antisymmetrie von Nambu-Darstellungen zweidimensionaler Fluid-
dynamik stets iiber die Randbedingungen gegeben?

e Weshalb sind die Nambu-Darstellungen zweidimensionaler Fluiddynamik in abge-
leiteten Variablen strukturell einfacher?

e Warum ergeben sich fiir die dreidimensionale Fluiddynamik kontréire Antworten?

Ein Hinweis auf die Antwort zur ersten (und damit auch zur dritten) Frage ergibt sich
aus der Beobachtung, dass im dreidimensionalen Ortsraum die Volumenform eine 3-Form
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Zweidimensionale Dreidimensionale

Fluiddynamik Fluiddynamik
Bewegungsgleichung
¢ =—J(¥,() 0€=¢€-Vv—v-V§
Nambu-Klammer
{F.&, H} {7, h, 1}

OF OH & OF
/dA<J<5< 6<> “/dv (Vxés>

oh OH
(V . 55) (V . 6&)

Antisymmetrien 1 lOka,l, 1 global 2 10kal

Tabelle 9.1: Antisymmetrien der zwei- und dreidimensionalen, inkompressiblen Fluid-
dynamik

ist. Diese ist, analog zum 3-Tensor der Nambu-Darstellung, zweifach antisymmetrisch.
Entsprechend kann die kartesische 3-Form im dreidimensionalen Ortsraum zu einer zwei-
fach antisymmetrischen Nambu-Klammer auf dem Phasenraum der Funktionen auf die-
sem Ortsraum integriert (oder im Diskreten summiert) werden. Im zweidimensionalen
Ortsraum ist die Volumenform hingegen eine 2-Form, woraus sich nicht in derselben
direkten Weise ein Nambu-3-Tensor ableiten ldsst. Das bedeutet nicht, dass mit einer
Volumenform auf dem Ortsraum stets eine Nambu- (oder Hamilton-) Darstellung ei-
nes fluiddynamischen Systems definiert wird. Tatséchlich muss dies im Einzelfall durch
Einsetzen passender Erhaltungsgrofien untersucht werden. Es zeigt aber, dass die Ei-
genschaften des dreidimensionalen Raumes direkt die Antisymmetriebedingungen einer
Nambu-Darstellung der entsprechenden Fluiddynamik liefern. Dies kann am Beispiel der
dreidimensional inkompressiblen Dynamik nachvollzogen werden: Die Nambu-Darstel-
lung des rotationsbehafteten Anteils der Advektion € x v in Geschwindigkeitsvariablen

lautet: SF 5g 5
(F.G.H} = /dV o

ov

Diese Form wird z. B. in der Darstellung der mchthydrostatischen Dynamik verwendet.
Fiir unversetzte (aber nicht notwendigerweise homogene) Gitter mit Kontrollvolumen
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{Vi} ergibt jede Diskretisierung dieser Klammer ein gekoppeltes Tripel-System:

1 OF 0G 0H <~ 1 O(F,G,H)
{F.G,H} _Z VZ2ov, Ov; 8 ovi Z V2 0(ui, vi,w;)

) %

Die lokale 3-Form %dui Adv; Adw; wird so zu einer Nambu-3-Form des Gesamtsystems
summiert: '

1
N = Z Wdui A dv; A dw;.

Diese Form der Nambu-Klammer ist ohne Anwendung auf die Fluiddynamik bereits von
Nambu (1973) vorgeschlagen worden. Das Vorgehen ist dabei analog zur Konstruktion
einer symplektischen 2-Form fiir n-Teilchen aus der symplektischen 1-Teilchen-Form.
Die Wechselwirkung wird jeweils durch die Hamiltonfunktion dargestellt, wihrend die
Gesamtform sich aus einzelnen, entkoppelten lokalen Formen zusammensetzt. Auf ei-
nem zweidimensionalen Ortsraum existiert diese natiirliche Einteilung in Tripel dagegen
nicht, da dort die entsprechende Volumenform eine 2-Form ist und lokale 3-Formen
(d.h. aus du; und dv; aufgebaute) stets trivial sind. Deswegen muss die Antisymmetrie
auf eine andere, iiblicherweise kompliziertere Weise sichergestellt werden.

Eine Methode, die sich dafiir stets anwenden lésst, ist die Antisymmetrisierung durch
Addition von zyklischen Termen. Diese wird bei der Nambu-Diskretisierung ausgefiihrt
um die Antisymmetrieeigenschaften des diskreten Nambu-Tensors zu gewéhrleisten.
Manche Systeme bendtigen die Antisymmetrisierung auch schon in ihrer Feld-Form,
z. B. die Flachwassergleichungen oder die Darstellung der Vorticitygleichung durch ho-
here Vorticitymomente:

Beispiel (Barotrope Vorticitygleichung). Die barotrope Vorticitygleichung besitzt unter
anderem die Vorticity-Casimire

1
En = dA ("2,
n+2/ ¢

Sie konnen als zweite konstituierende Erhaltungsgrofie zur Nambu-Darstellung dieses
Systems verwendet werden (Salmon, 2005):

oF _ {F.H,E = ! /dA ! <J <5f 6H) (S&L—ircyc(gn,f,?-()).

ot 2n + 3 I 8¢ 8¢ ) oC
Aus +1
5571_ n+l __ néi_ 5£ "
=g =(%)
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folgt, dass diese Darstellung tatsdichlich wieder die barotrope Vorticitygleichung ergibt:

1 1 O0F OH\ o6&,
M b = 2n+3/d‘4<" <J <6<’6<> o

S (o (o€ i\ 5F S (%€ s E\ H

i 5<’<6<> 5" (ac) "5 ) &
1 §F SH\ 6E

:2n+3/d‘4 (J<5<’5c>5<

OH OEN OF 0 OF\ 0H
e (i) 5+ o (50%) %)

= {faHug}u

wobei die Antisymmetrie der Klammer {-,-,-} und damit die Randbedingungen einge-
gangen sind. Eine Antisymmetrie folgt unmittelbar aus den Eigenschaften des Jacobi-
Operators, die andere aus den zyklischen Vertauschungen. Die Klammer ohne zyklische
Vertauschung
FHE,, = —— —, = | —
{ b n+1 ¢ 0¢ 6¢ ) ¢

ist hingegen (aufSer fir n =0, entspricht &, = &) nicht antisymmetrisch:

Lol <6}' 5H> 0&n

C L [aa L (6F 5 oM
1 1 L (6F 6E\ oM
= Mg J(éc’éc) 5¢

= {F,&,H}=—{F,HE}
0F O0H\ 6
- - [ (T %)%

1 OF OH\ o6&,
= fqa—g (L oMt %n
/d cn‘]<5<’6<> 5

= —(n+D{F, H,ELre

In diesem Beispiel zeigt sich einerseits die besondere Rolle der Enstrophie als zwei-
tes Vorticitymoment, und andererseits, dass typischerweise bei der Nambu-Darstellung
von zweidimensionaler Fluiddynamik die Randbedingungen eine wichtige Rolle spielen.
Dies entspricht obiger Argumentation iiber die Rolle der Volumenform und gilt selbst
dann, wenn eine Antisymmetrisierung angewendet wurde. Daraus ergeben sich weitere
Konsequenzen: Wenn also in der zweidimensionalen Fluiddynamik die zweifache Anti-
symmetrie iiber die Randbedingungen und damit den Satz von Stokes hergeleitet wird,
ist hierfiir das Auftreten eines Differentialoperators notwendig. Wegen

OF OF 0F
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oder in 2D

Ez—vhxké—}——vhé—}—

ovp o¢ dpip,
treten diese Differentialoperatoren nur bei Verwendung der abgeleiteten Variablen auf.
Sollen dennoch Geschwindigkeitsvariablen verwendet werden, so miissen (aus Dimen-
sionsgriinden) Differentialoperatoren im Ziahler durch solche im Nenner kompensiert
werden. Genau dies passiert bei den Flachwassergleichungen: Wéhrend die Nambu-Dar-
stellung in Vorticity-Divergenz-Variablen noch einigermaflen simpel ist, ist die Nambu-
Darstellung in Geschwindigkeitsvariablen kompliziert, vor allem wegen der zusétzlichen
PV-Gradienten im Nenner (Salmon, 2005):

OF[v,h]
T e

OF 5H( 1 o0& 1 (58)

{F,H,E} / ov < ov \20,¢%n T 23yqay5h

3 3 3 3
_/dA 1 (@2 oF a2 0H] 08 _/dA Ly (@ oF a2 R 0g
3¢ \ 9yq 0u’ dyq ou | Sh 32" \ Opq 6v’ Dpq dv | 6h
+ cyc(F,H,E).

Dies hat auch Konsequenzen fiir die praktische Anwendung: Die Kiirzung dieser Singula-
ritédten ist bereits in Vorticity-Divergenz-Variablen nur auf bestimmten Gittern moglich.
Fiir die Darstellung in Geschwindigkeitskoordinaten ist noch iiberhaupt keine singu-
laritatenfreie Diskretisierung bekannt. Dies beantwortet die zweite (und dritte) obige
Frage. Da nur in abgeleiteten Variablen Differentialoperatoren vor den Funktionalab-
leitungen auftreten, kann nur dann das Gauf}- oder das Stokes-Theorem angewendet
werden. Alternativ konnen Terme im Nenner eingefithrt werden, mit den erwéihnten
negativen Nebenwirkungen. Entsprechend fillt die Nambu-Darstellung von zweidimen-
sionaler Fluiddynamik in abgeleiteten Variablen typischerweise einfacher aus als in Ge-
schwindigkeitsvariablen.

9.2 Die Lie-Algebra von Nambu-Systemen

In diesem Abschnitt soll fiir gewohnliche Differentialgleichungen die Beziehung zwischen
ihrer Nambu-Darstellung und der Lie-Algebra! ihrer Poisson-Klammer? diskutiert wer-
den. Wie in Kapitel 3 dargestellt, ist die Nambu-Darstellung eine Alternative zur nicht-
kanonischen Hamilton-Darstellung von singuldren Systemen. Eine spezielle Klasse von
singuléren Systeme sind die Lie-Poisson-Systeme. Diese zeichnen sich durch einen linea-
ren Poisson-Operator aus. Dadurch bilden die linearen Funktionen auf dem Phasenraum
eine endlichdimensionale Unter-Algebra, die besonders einfach untersucht werden kann.
Da insbesondere die Bewegungsgleichungen der Fluiddynamik in Eulerscher Darstellung

! Anhang B.1
2Anhang A
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aus einer Lie-Poisson-Reduktion hervorgehen (Marsden und Weinstein, 1974), lassen sich
auch fiir die Meteorologie interessante Systeme auf diese Art untersuchen.

Gegeben sei ein endlichdimensionaler Phasenraum M mit Koordinaten (z1,..., 2y)
sowie eine Lie-Poisson-Klammer auf dem Raum der Funktionen auf M. Dieser wird
damit zu einer unendlichdimensionalen Lie-Algebra und die linearen Funktionen bilden
eine n-dimensionale Unter-Algebra. Darauf seien die Strukturkonstanten I' gegeben:

{2, 29} = Fz,jzk.

Daraus lisst dich die Killing-Form K% = I‘?’“Ffz der Lie-Algebra der linearen Funktio-
nen berechnen. Mit den Komponenten der Killing-Form kann ein Index der Struktur-
konstanten ,gehoben‘ werden und es resultiert ein zweifach antisymmetrischer, 3-fach
kontravarianter Tensor:
ijk ij 7k k

% =T KYF.
Die zweite Antisymmetrie dieses Tensors folgt dabei aus der Jacobi-Identitét. Sofern es
sich um eine halbeinfache Lie-Algebra handelt, kann die Matrix der Killing-Form inver-
tiert werden. K;; = (K%)~1. Der Absolutbetrag des Ortsvektors (21,...,2,) beziiglich
der Killing-Form

1 .
C = §KijZZZJ

ist dann eine Casimir-Funktion. Dies folgt mit C;, = K7z aus der Kontraktion eines
antisymmetrischen mit einem symmetrischen Tensor:

{F,C} = {2} F;C;
=T/FFiC;
= ¥ Ky FiC 2 =T F,C;Co =0 VF.

Mit C kann nun eine Nambu-Darstellung dieses Systems definiert werden (Bialynicki-
Birula und Morrison, 1991):

{F,H,C} = FijkEiHij7k
=T9FFH Ky 2!
=T/2'F;H,; = {F.H}.

Der dreifach kontravariante Tensor I'/¥ nimmt hier die Rolle des Nambu-Tensors ein.
Prinzipiell lasst sich so fiir beliebige halbeinfache Systeme in Lie-Poisson-Form eine Nam-
bu-Darstellung definieren. Allerdings ergibt sich daraus, im Gegensatz zur von Salmon
(2005) vorgeschlagenen Methode kein allgemeiner Algorithmus, um eine entsprechen-
de Diskretisierung einer partiellen Differentialgleichung zu konstruieren, da die Jacobi-
Identitdt der zugrundeliegenden Lie-Poisson-Form eine Voraussetzung fiir die obige Kon-
struktion ist. Weil die gidngigen Diskretisierungen die Jacobi-Identitit nicht notwendi-
gerweise erfiillen, ist das Verfahren fiir numerische Anwendungen wenig interessant. FEine
Ausnahme ist die Trunkierung der barotropen Vorticitygleichung von Zeitlin (1991), die
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die algebraische Struktur der flichenerhaltenden Diffeomorphismen und damit sdmtliche
Casimire exakt umsetzt. Im Folgenden wird an einem Beispiel gezeigt, dass verschiede-
ne rdumliche Differenzenschemen der barotropen Vorticitygleichung die Bedingung der
Halbeinfachheit ebensowenig wie die Jacobi-Identitét erfiillen.

Beispiel (Barotrope Vorticitygleichung). Gegeben sei die singulire Hamilton-Darstel-
lung der barotropen Vorticitygleichung

5F _(0H
{F,H}:/dA(SCJ <5C’C>'

Davon sei eine zentrale Diskretisierung zweiter Ordnung auf einem homogenen Gitter
definiert:

oF oH OH
F.H} = -
U 1} %: 9Gij ( (aCi+1,j 9Gi-1,5

OH OH
- <8€’i7j+1 a 8Ci7j—1> (<i+1’j - C’i—l,j)).

> (Gij+1 — Gij—1)

Der Poisson-Tensors dieses Systems ist zwar linear, erfillt jedoch die Jacobi-Identitdt
nicht. Die Strukturkonstanten ergeben sich unter Verwendung der Doppelindizes

(7), (L), (mn):

FEZ;()M) = 0j10im (0ih—1 = Oikt1) (Onj+1 — Onj—1)

= 0ik0jn(0j1-1 — 0j1+1) (Om,i+1 — Omyi—1)-
Fiir die Killing-Form findet man durch Multiplikation der Strukturkonstanten
Kij)@jry = =80iw0j 40 + 2(0iir410j g1 + Giir4105,5—1 + Oiir 105041 + diir—10551—1),

also eine Summe aus —8xEinheitsmatriz und vier Matrizen mit den Fintrdigen 2 auf
einer Nebendiagonalen. Nach dem Satz von Gerschgorin (1931) liegen die Eigenwer-
te zwischen —16 und 0 (Abb. 9.1 (a)). Tatsichlich ist ein Eigenwert stets Null, die
Killing-Form ist also singuldr und diese Diskretisierung entspricht keiner halbeinfachen
Lie-Algebra, selbst wenn die Jacobi-Identitat erfillt wire. Fin dhnliches Bild ergibt sich
fir den Arakawa-Jacobian (Abb. 9.1 (b)). Dieselbe Rechnung fir die dezentrale Dis-
kretisierung erster Ordnung des Jacobi-Operators ergibt sogar eine véllig ausgeartete
Killing-Form, bet der alle Figenwerte Null sind.

Obwohl die Strukturkonstanten des Arakawa-Jacobian zweifach antisymmetrisch sind
und der Casimir Enstrophie quadratisch ist, folgt diese konservative Form also nicht aus
der Methode von Bialynicki-Birula und Morrison (1991).

Die Schwierigkeit besteht im Regelfall in der Erfiillung der Jacobi-Identitéit. Sofern
diese erfiillt ist und das Lie-Poisson-System halbeinfach ist, existiert geméf Bialynicki-
Birula und Morrison (1991) stets eine Nambu-Darstellung mit quadratischem Casimir.
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(a) Standard-Jacobian (b) Arakawa-Jacobian

Abbildung 9.1: Eigenwerte der Killing-Form zweier Diskretisierungen der Vorticityglei-
chung

Diese Feststellung wird hier durch eine weitere Charakterisierung der in der so konstru-
ierten Nambu-Darstellung verwendeten Casimire ergéinzt: Als symmetrische Matrix ist
durch eine passende Variablentransformation die Matrix der Killing-Form stets diago-
nalisierbar, dies entspricht einer ,diagonalen‘ Form fiir den Casimir:

C=> N

Die \; stehen hier fiir die Eigenwerte der Killing-Form. Die Bezeichnung ,diagonal‘ be-
zieht sich dabei auf die Tatsache, dass in diesen Variablen keine gemischten Terme der
Form z°27,i # j vorkommen. Dies ist beispielsweise beim Drehimpulsquadrat oder der
Enstrophie der Fall, nicht jedoch bei der Helizitét in Geschwindigkeits- oder abgeleiteten
Variablen. In geeigneten Variablen ist auch die Helizitét diagonal, da sie jedoch indefinit
ist, treten stets Terme beider Vorzeichen auf. Dies gilt unabhéngig von der Variablen-
wahl, da nach dem Trégheitssatz von Sylvester die Menge an positiven, negativen und
Null-Eigenwerten charakteristisch fiir die Killing-Form und damit die Lie-Algebra ist.
Im Folgenden wird der Fall diskutiert, in dem alle Eigenwerte dasselbe Vorzeichen ha-
ben. Diese konnen dann durch eine entsprechende Koordinatentransformation auf einen
konstanten Wert skaliert werden, so dass die Killing-Form die Einheitsmatrix ist:

K;; = 6.
Der Casimir nimmt damit eine speziell einfache Form an:
C= Z:(zl)2
i
Die Nambu-Darstellung ergibt sich wie oben aus dem Nambu-Tensor N¥*¥ = I'ij,,

5Kk

{F,H,C} = NijkF;H ;C}
= NijkF;H ;62"
=TV FyH ;= {F,H}.
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Der einzige Unterschied zur oben erwdhnten Form ist die besondere, definite Form des
Casimirs. Die Strukturkonstanten sind dabei bereits in der 2-fach kontravarianten und
einfach kovarianten Form I'} zweifach antisymmetrisch, was unter anderem beim Euler-
schen Kreisel der Fall ist:

Beispiel (Eulersche Kreiselgleichung). Fiir die Eulerschen Kreiselgleichungen

I,—1I,
L, i,lz L,L,
R I
dt Y LIy =277
I—1,
: 71, Laly
ist die Hamiltonsche Darstellung
L. L
0 -7 Ts X
{FH}=VF'| L o _L VG, G:§(L§+L§+L§)
L L.
_75 Le 0

bekannt. Sie hat die Hamilton-Funktion Gesamitdrehimpulsquadrat G und die Casimir-
. . 2 L? 2 . . . .
Funktion Energie H = %(% + T; + %) und ist damit gewisserweise komplementdr zur

iblichen Hamilton-Darstellung (3.1) dieses Systems. Als Lie-Poisson-System lassen sich
davon die Strukturkonstanten berechnen
|
Ff‘:] = _O-(ljk)7k7
die offensichtlich nicht zweifach antisymmetrisch sind. Die Killing-Form hat die Kom-

ponenten

. |
und st diagonal mit negativen Diagonalelementen
2
Ki=————, i#k#1L1#1.
i oL TRALIF

Also ist gemdfi dem Cartan-Kriterium die zugehorige Lie-Algebra halbeinfach und es
existiert dafiir eine Nambu-Darstellung wie oben gezeigt. Da die Figenwerte alle negativ
sind, ist die Algebra sogar kompakt und der Casimir kann in eine besonders einfache
Form gebracht werden. Tatsdchlich sind in den Variablen

~ L
Lz’ = :
VI
die Strukturkonstanten auch in der gemischten Form zweifach antisymmetrisch. Die

Killing-Form ist dann die Einheitsmatriz und das System nimmt folgende Nambu-Dar-
stellung an:

{F,H,G} =VF-VH x VG.
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Der Casimir 1
H=3 (L§+L§+LZ)
ist dabei quadratisch und positiv definit.

Solche Lie-Algebren mit negativ-definiter Killing-Form werden auch kompakt ge-
nannt. Vereinfacht gesagt, ist eine Lie-Algebra kompakt, wenn der Parameterbereich
der zugehorigen Gruppe kompakt ist. Beispiele fiir reelle Gruppen mit kompakten Lie-
Algebren sind die Dreh- und die symplektische Gruppe und Beispiele fiir reelle Gruppen
mit nichtkompakten Lie-Algebren sind die allgemeine lineare Gruppe oder die Lorentz-
Gruppe. Entsprechende Aussagen gelten auch fiir Systeme, die nicht in Lie-Poisson-
Form sind, die Halbeinfachheit ist dann allerdings schwieriger nachzupriifen, da die
linearen Funktionen keine Unter-Algebra mehr bilden. Bemerkenswerterweise erfiillen
auch Nambu-Systeme die Jacobi-Identitéit nicht notwendigerweise. Die Arakawa-Form
des Jacobi-Operators ist ein Beispiel hierfiir. Auch die Nambu-Form von Systemen, die
die Jacobi-Identitét erfiillen, miissen nicht zwingenderweise aus den Strukturkonstanten
hervorgehen, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 2 (Lorenz’86-Modell (Abschnitt 8.12)). Der Lie-Poisson-Teil des Lorenz’86-
Modells lisst sich wie gezeigt in Nambu-Form darstellen. Mit den Strukturkonstanten
kann auch die Jacobi-Identitit nachgerechnet werden. Fir die Killing-Form ergibt sich

03
-1 0 2b
K:
0O 0 O
26 0 —b?

Neben dem Figenwert Null treten ein positiver und ein negativer Figenwert auf. Die
zugehorige Lie-Algebra ist also weder kompakt noch halbeinfach.

Poisson-Systeme Poisson-Systeme

Nambu-

mit kompakten | mit halbeinfachen
Systeme

Lie-Algebren Lie-Algebren

Abbildung 9.2: Die Lie-Algebra von Nambu-Systemen

Die Nambu-Darstellung in der hier verwendeten Form ist offensichtlich allgemeiner
als in Bialynicki-Birula und Morrison (1991) dargestellt. Die Verhéltnisse sind in Abb.
9.2 zusammengefasst. Eine Beriicksichtigung der Takhtajan-Identitdt wiirde hier unter
Umsténden einen engeren Zusammenhang ergeben (vgl. Ausblick 10.2).
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9.3 Das Phasenraumvolumen

In diesem Abschnitt sollen die phasenraumgeometrischen Eigenschaften von dynami-
schen Systemen allgemein und von solchen in Nambu-Darstellung im Speziellen unter-
sucht werden. Die Hamilton- und damit auch die Nambu-Mechanik bieten einen prakti-
schen Rahmen zur Diskussion der Phasenraumgeometrie, dasselbe gilt auch fiir Diskreti-
sierungen, die auf diesen Darstellungen aufbauen. Das Verhalten eines Systems beziiglich
seines Phasenraumvolumens steht auch in enger Beziehung zur statistischen Mechanik
und zu Ensemble-Vorhersagen. Mit letzteren wird versucht, der nicht-vorhersagbaren
Natur komplexer, nichtlinearer dynamischer Systeme besser gerecht zu werden. Ein nu-
merisches Vorhersagemodell wird dabei einige Male mit leicht veréinderten Anfangsbe-
dingungen gestartet. Die Linien in Abb. 9.3 stellen hier beispielhaft die Resultate der
einzelnen Ensemblemitglieder dar. Die Werte an zwei verschiedenen Orte entsprechen
dabei den Werten entlang verschiedenen Dimensionen im Phasenraum. In diesem Bei-
spiel bleiben die Ensemblemitglieder entlang der Dimension [Temperatur in Bukarest]
offensichtlich wesentlich linger zusammen als entlang [Temperatur in Aberdeen]. Mit
solchen Methoden lésst sich (durch Ensemblemittelung) also nicht nur ein besseres Vor-
hersageergebnis erzielen, sondern auch die Zuverldssigkeit der Prognose abschétzen.

Aberdeen Lat: 57 Lon: =2 Wed,09DEC2009 06Z Bukarest Lat: 45 Lon: 26 Wed,09DEC2009 06Z

850 hPa Temp. in °C, 6h—Niederschlag in mm 850 hPa Temp. in °C, 6h—Niederschlag in mm

(a) Temperatur in Aberdeen (b) Temperatur in Bukarest
Abbildung 9.3: Ensembles-Vorhersage. (Quelle: http://www.wetterzentrale.de)

Die in dieser Diskussion zentralen Begriffe

e Reversibilitat,

e Volumenerhaltung und

e Vorhersagbarkeit, bzw. Chaotisches Verhalten

stehen in enger jedoch nicht dquivalenter Beziehung. Fiir die ersten beiden Punkte wird
das in Lamb (1996) gezeigt. Im Bezug auf chaotisches Verhalten ldsst sich bereits am
Lorenz’63-Modell erkennen, dass die naive Annahme, Volumenkontraktion fithre zu Vor-
hersagbarkeit, falsch ist. Dieses Modell ist dissipativ, das Volumen eines Gebiets im
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Phasenraum nimmt also unter dem Fluss ab. In der Tat geht dieses Volumen sogar sehr
schnell gegen Null, der Attraktor hat offenbar eine niedrigere Dimension als der Phasen-
raum. Dies fithrt jedoch nicht dazu, dass naheliegende Zusténde auch nahe beieinander
bleiben. Das Gegenteil ist der Fall: Binnen kurzer Zeit wird eine anfangs kleine Punkt-
wolke von Zusténden iiber einen weiten Bereich des Phasenraums verstreut, welcher im
Wesentlichen durch die Erhaltungsgréfien gegeben ist. Trotz der massiven Volumenab-
nahme ist das System also nicht vorhersagbar.

9.3.1 Das Phasenraumvolumen von allgemeinen dynamischen Syste-
men

Wihrend die Geometrie von Mannigfaltigkeiten und die Struktur darauf definierter Vek-
torfelder und Funktionen unabhéngig von der Wahl der Koordinaten ist, werden Diffe-
rentialgleichungen iiblicherweise in bestimmten Variablen (den Phasenraumkoordinaten)
geschrieben. Fiir ein bestimmtes dynamisches System existieren jedoch stets beliebige
Koordinatendarstellungen. In diesem Abschnitt soll anhand verschiedener Beispiele ge-
zeigt werden, inwiefern der Volumenbegriff von der Wahl dieser Variablen abhéngt.

Beispiel (Lotka-Volterra-Modell (Lotka, 1925; Volterra, 1926)). Die gdngige Darstel-
lung dieses Rduber-Beute-Modells verwendet die Variablen m (Anzahl Raubtiere) und n
(Anzahl Beutetiere):

d m mi(e —yn
d _ (e=m) ) _ 5
e\ —n(e —ym)

Auf dem Phasenraum I' = R*T sind damit die Koordinaten m,n definiert und das erzeu-
gende Vektorfeld X ist in der entsprechenden Koordinatenbasis gegeben. Auf I' kénnen
auch andere Koordinaten gewdhlt werden, z. B.

q —Ilnn

D Inm

Die Vektorfeldkomponenten transformieren entsprechend:

m(e —yn g — yeP
X _ (e=m) | _ gl

—n(e —ym) e—ye 1

Beide Darstellungen sind dquivalent in dem Sinn, dass sie durch eine Koordinatentrans-
formation auf ' auseinander hervorgehen. Typische Trajektorien des Lotka-Volterra-
Modells sind phasenversetzte Oszillationen (Abb. 9.4, Seite 93).

Die kartesische Divergenz (auch Euklidische, kanonische oder Standard-Divergenz
genannt) eines Vektorfeldes ist die Spur der Jacobimatrix des Vektorfeldes:

div(X) = tr (J(X)) = X%
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Die kartesische Divergenz des Lotka-Volterra-Vektorfeldes X héngt offenbar von der
Koordinatenwahl ab:

Koordinaten Kartesische Divergenz
m(e —yn)
(m,n) tr(J( ) =~(m—n)
—n(e —ym)
€ —yeP
(4,p) tr(J( ) =0
€—nye?

Dies gilt allgemein fiir nichtlineare Koordinatentransformationen, da die Jacobi-Matrix
eines Vektorfeldes keine invariante Grofle ist. Im Gegensatz dazu ist folgende Definition
koordinatenunabhéngig:

Definition (Divergenz). Die Divergenz des Vektorfeldes X beziiglich der Volumenform
Q ist durch
divg(X)Q = LxQ = d(ix)

gegeben. Hier ist Lx die Lie-Ableitung entlang X und i das innere Produkt. Die kartesi-
sche Divergenz ist die Divergenz beziiglich der kartesischen Volumenform in den entspre-
chenden Koordinaten. Wenn ersichtlich ist, auf welche Volumenform sich die Divergenz
bezieht, wird der entsprechende Index auch weggelassen.

Bildlich gesprochen ist die Divergenz die Anderung der Volumenform entlang des
Vektorfeldes. Der Fluss ¢! eines divergenzfreien Vektorfeldes X ist dann volumenerhal-
tend und umgekehrt:

(¢')*Q = Q < div(X) = 0.

Aus dieser Definition folgt der Ausdruck fiir die Divergenz in beliebigen Koordinaten:

Lemma (Divergenz in Koordinaten). Die Volumenform Q sei in Koordinaten
(z%,...,2") gegeben:
Q=fdz' Ao Ad2

Diese Darstellung ist stets méoglich, da die Volumenformen an einem Punkt einen eindi-
mensionalen Vektorraum bilden. Dann ist die Divergenz eines Vektorfeldes X beziiglich
Q gegeben durch

dive(X) = X% + J;’ka. (9.1)

Im Vergleich zur kartesischen Divergenz kommen also noch Terme hinzu, die von der
gewdhlten Volumenform abhdngen.

Ist beispielsweise in den Koordinaten (z!,...,2") Q = dz! A --- A dz", dann ergibt
sich aus der Transformationsregel fiir n-Formen in den Koordinaten (z!,...,2")
ozt ...,z
Q:dzl/\--~/\dz”:(ﬂi)dzl/\---/\d?".
a(zt, ..., z")
=f
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f ist hier also die Funktionaldeterminante der Variablentransformation und ist kon-
stant fiir lineare Transformationen. Entsprechend verschwindet der zweite Term in (9.1)
und damit ist die kartesische Divergenz invariant unter linearen Transformationen. Am
Beispiel des Lotka-Volterra-Modells wurde die Divergenz beziiglich zweier verschiedener
Volumenformen berechnet, konkret beziiglich der kartesischen Volumenform .4, in den
Koordinaten (g, p) sowie beziiglich der kartesischen Volumenform €2, in den Koordina-
ten (m,n) (der Index ,c* steht hier fiir ,cartesian‘). Damit erkliren sich die verschiedenen
Werte. Der invariante Wert resultiert, wenn die Volumenformen entsprechend (9.1) mit-
transformiert wird. Die Divergenz beziiglich €2y, in den Koordinaten (m, n) ergibt dann
dasselbe Resultat wie in den Koordinaten (g, p):

0 1
0 o 0 =1 0 -1
= divg,,,(X) = 8—me + %Xn + Ogn XM+ anjm X" — 0.

mn mn

Als (beziiglich Q) divergenzfreies System, bilden die Lotka-Volterra-Gleichungen in
(g, p) sogar ein kanonisches Hamilton-System:

d q 0 1 O H _
T = . H(qg,p)=¢(p—q)— (e’ +e79).
P -1 0 OpH

In den Koordinaten (m, n) ist das Lotka-Volterra-Modell nichtkanonisch aber regulér. Es
ist ein Beispiel fiir ein System, welches die Jacobi-Identitét erfiillt aber das kartesische
Volumen nicht erhélt.

Generell stellt sich die Frage, ob fiir jedes beliebige System eine Volumenform exis-
tiert, beziiglich der dieses divergenzfrei ist. Das ist deswegen von Interesse, weil die
Divergenzfreiheit wiederum eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Hamilton-
schen Darstellung ist. In einfachen Féllen kann diese Frage folgendermafien beantwortet
werden:

Bemerkung. Sei ein Vektorfeld X in beliebigen Koordinaten (2%, ..., 2") gegeben. Falls
eine glatte, strikt positive Funktion f existiert, die die Differentialgleichung

f:
T“X“ +Xh =0 (9.2)
oder dquivalent
g,MX“—i—XfZL:O, g=Inf (9.3)

lost, dann ist das Vektorfeld X divergenzfrei beztiglich der Volumenform
Q= fQ. (9.4)

Qe =dzt A--- Adz” ist hier die kartesische Volumenform in den entsprechenden Koor-
dinaten.
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Dies folgt direkt aus Gleichung (9.1). Durch eine anschlieende Transformation auf
Koordinaten, in welchen €1; kanonisch ist, ergeben sich Vektorfeldkomponenten, die im
kartesischen Sinn divergenzfrei sind. In zwei Dimensionen ist Divergenzfreiheit dquivalent
mit der Existenz einer Hamiltonschen Darstellung. Wenn also eine Losung fiir (9.3)
bekannt ist, ldsst sich damit explizit eine Hamilton-Darstellung konstruieren:

1. Lose in gegebenen Koordinaten die Gleichung (9.3). Daraus ergibt sich eine Koor-
dinatendarstellung fiir €.

2. Transformiere das System auf Koordinaten, in welchen die Volumenform 2 ka-
nonisch ist. In diesen Koordinaten ist das Vektorfeld im kartesischen Sinn diver-
genzfrei und eine Voraussetzung fiir die Existenz einer Hamilton-Darstellung ist
erfiillt.

Beispiel (Alternative Hamilton-Darstellung des Lotka-Volterra-Modells). Fir das Lot-
ka-Volterra-System in den Koordinaten (m,n) lautet die Volumenformgleichung (9.3)

Omgm(e —yn) — pgn(e —ym) = —y(m —n).
Diese besitzt unter anderem die Ldsung
f=ezmtn), (9.5)

Die Koordinaten, in denen die damit verbundene Volumenform kartesisch ist, lauten

r € e ™
- 5 o
S v e ="

und fir die Vektorfeldkomponenten ergibt sich

X . rln(—%r)(l + ln(—gs))
—sln(—2s)(1 +1In(—1r))

(9.6)

Dieses Vektorfeld ist divergenzfrei im kartesischen Sinn und ein kanonisches Hamilton-
System mit Hamiltonfunktion

H(r,s) = —eem 2ME) iy = eet
Dies ist eine alternative Hamilton-Darstellung des Lotka-Volterra-Modells, die aus der
speziellen Wahl der Léosung (9.5) hervorgeht.

Die Eigenschaften des Lotka-Volterra-Modells in verschiedenen Koordinaten sind in Tab.
9.2 zusammengefasst.

Die Hamiltonfunktion H ist hier nur von der bereits bekannten Hamiltonfunktion ab-
héngig, was bei zweidimensionalen Systemen immer der Fall ist. In hoherdimensionalen
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ixQegp = dH | ixQers = dH

(m,n) | nichtkanonisch | nichtkanonisch

(¢,p) kanonisch nichtkanonisch

(r,s) | nichtkanonisch kanonisch

Tabelle 9.2: Zwei Hamilton-Darstellungen des Lotka-Volterra-Systems

Phasenrdumen kann es vorkommen, dass ein System zwei unabhéngige Hamilton-Dar-
stellungen besitzt. Solche Systeme werden Bi-Hamiltonsch genannt (Olver, 1990).

Die Frage der Volumenerhaltung ist auch mit der Reversibilitdt verbunden. Gemés
Definition in Abschnitt 9.4 wird eine Differentialgleichung

2 =X(z)
reversibel genannt, wenn eine lineare, involutive Abbildung S mit
SX =-XS

existiert. Beziiglich dieser Definition ist das Lotka-Volterra-Modell nur in den Koordi-
naten (m,n) reversibel. Reversibilitdt kann sich aber auch auf den Fluss einer Diffe-
rentialgleichung beziehen. Eine Flussabbildung ¢! wird reversibel genannt, wenn es eine
involutive Abbildung p auf dem Phasenraum gibt, fiir die

¢t =pogop

gilt. Diese Definition ist koordinateninvariant und das Lotka-Volterra-Modell ist reversi-
bel in dem Sinn. Als Gegensatz werde nun ein einfaches, irreversibles System betrachtet:

Beispiel (Der geddampfte Oszillator). Die Bewegungsgleichung des gediampften harmo-
nischen Oszillators lauten

z —y x
Yy T Yy
In den Koordinaten
r 22 + o2
o) acos( oy )
ist dieses System entkoppelt
7 —r
) 1
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und irreversibel. Die Volumenformgleichung lautet
—r0rg + 3¢g —1=0

und besitzt die ,Losung’ g = —Inr = f = % Es sind auch Lésungen mit Winkelabhdn-
gigkeit maoglich, aber allen ist gemein, dass sie Unstetigkeiten aufweisen.

Die beiden aufgefithrten Beispiele unterscheiden sich in einem wesentlichen Punkt:
Das reversible Lotka-Volterra-Modell weist beschréankte, periodische Volumenoszillatio-
nen auf und es lie} sich eine Volumenform ohne Singularitdt angeben, beziiglich der das
prognostische Vektorfeld divergenzfrei ist. Beim irreversiblen, geddmpften harmonischen
Ostzillator hingegen hat die so hergeleitete Volumenform eine Singularitéit und ist zudem
entlang Trajektorien unbeschréinkt. In einem strengeren Sinn kann hier also nicht von
Volumenerhaltung gesprochen werden.

Lotka-Volterra | Geddampfter Oszillator

Reversibilitét Ja Nein

Volumenerhaltung Ja Nein

Tabelle 9.3: Reversibilitdt und Volumenerhaltung

0.7 T T T 1
0.6
05 05
m
‘g 0.4 . 0
o3
=
0.2 ~05
0.1
0 . . . 1 . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 -1 -0.5 0 0.5 1
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[

200 300 400 500 0 10 20 30 40 50
t t

o
i
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Volumen

o

o = 0

Volumen
o

o 0

(a) Lotka-Volterra-System (b) Gedédmpfter Oszillator

Abbildung 9.4: Trajektorien im Phasenraum

Diese Beispiele verdeutlichen, dass Divergenzfreiheit im kartesischen Sinn von den
gewdhlten Koordinaten abhéngt und auch mit der Reversibilitéitseigenschaft eines Sys-
tems verbunden ist (vgl. auch folgende Abschnitte). Insbesondere wurde mit dem Lotka-
Volterra-Modell in (m, n)-Koordinaten ein Beispiel fiir ein Hamiltonsches System gege-
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ben, dessen kartesische Divergenz nicht verschwindet. Bei der Betrachtung von parti-
ellen Differentialgleichungen oder Diskretisierungen davon wird iiblicherweise mit der
kartesischen Volumenform in den verwendeten Variablen gearbeitet. Das entspricht der
Situation, dass alle Dimensionen homogen gewichtet werden. Wie hier gezeigt wurde,
héngt die beobachtete Volumenbilanz von der Gewichtung ab. Aus der Diskussion in
Abschnitt 9.4 folgt, dass charakteristische Grofien, wie das zeitgemittelte Volumen oder
die Reversibilitdt davon jedoch nicht tangiert werden.

Der Begriff der Volumenerhaltung ist auch zentral fiir die statistische Mechanik. Im
divergenzfreien Fall gilt, dass jede stationdre Funktion f (z.B. eine Funktion, die nur
von ErhaltungsgréBen abhéngt) wegen

0=0,f=Vf-X=V-(fX)-fV-X
=0
= V- (fX)=0.

auch die Liouville-Gleichung erfiillt und damit eine Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunk-
tion ist. Das Gegenteil gilt hingegen fiir den Fall, dass divX # 0. Beziiglich der Statistik
kann also eine #hnliche Diskussion wie die obige iiber das Phasenraumvolumen gefiihrt
werden.

9.3.2 Das Phasenraumvolumen von Poisson- und Nambu-Systemen

In der Praxis sind viele reversible Systeme beziiglich des kartesischen Volumens erhal-
tend, wenn nicht lokal exakt, so doch im Mittel (Abschnitt 9.4). Abb. 9.5 zeigt das
Phasenraumvolumen von zwei verschiedenen Semi-Diskretisierungen der Flachwasser-
gleichungen. Beide weisen keine exakte Volumenerhaltung auf, stattdessen treten die
bereits beim Lotka-Volterra-Modell beobachteten Oszillationen auf. Zumindest die Vo-
lumenbilanz der Nambu-Diskretisierung scheint beschrankt und im Mittel erhalten zu
sein. Aus dem Vergleich mit den Beispielen im letzten Abschnitt kann in diesem Fall
vermutet werden, dass eine Losung fiir die Volumengleichung existiert, so dass die Er-
haltung auch lokal gilt.

1.00020 P (ﬁ\\ “fﬂ\‘ “/’ﬁ\‘ + 1.00020 +
~ [\ /A \ 1 f
e o000 A A A A [ AN X \ / \ /b o 1000104 =
g AVAVWAWA \ \ g . L
§ 10000 VN \J “‘\/‘/ \ / \\ J/ \\ /‘ 0\ / / \ [t § 100000 LT \\V//\‘/\/”\_//\\¢“\\/»
0.99990 | Voo \ /1 \ |\ “/’ = 0.99990 -| =
0.99980 - ‘ v \/‘ v 0.99980 | : : H
1.00000 d 2,00000 d 1.00000 d 2,00000d
Time Time
(a) ICON (b) Nambu

Abbildung 9.5: Volumenbilanz des Flachwassermodells

Abb. 9.5 ist gleichzeitig ein Beispiel fiir ein Nambu-System, welches lokal nicht vo-
lumenerhaltend ist. Im Folgenden soll gezeigt werden, wie fiir bestimmte Spezialfille
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aus der Nambu-Darstellung eines Systems sogar auf exakte Volumenerhaltung geschlos-
sen werden kann. Dies ist eine Verallgemeinerung der Tatsache, dass lineare Systeme
mit konstantem Poisson-Tensor volumenerhaltend sind: In diesem Fall ist die Jacobi-
Matrix ein Produkt aus einer symmetrischen und einer antisymmetrischen Matrix. Aus
der Darstellung

Xt =B"H,

folgt dann unmittelbar die Erhaltung des kartesischen Volumens

dive X = X! = (B"H ), = B" H,, = 0.
Eine ganz analoge Aussage gilt fiir Nambu-Systeme mit konstantem Nambu-Tensor:
Bemerkung 1. Ein Nambu-System

Op2t = {zi,H, C}
{F,H,C} = N"F;H ;C},
mit konstantem Nambu-Tensor N erhdlt das kartesische Volumen. Dies folgt aus
X* ={z,H,C}=N""H;C,,
und damit
dive, X = X, = (N¥'H ;C,) p = N¥'(H ;,C; + H;C ) = 0.

Fiir Systeme mit ,diagonalem‘ Hamiltonian und Casimir, also

H(z) = Z > hi(2)
C(z) = Z Z cir(2)"

gilt sogar ‘
0, X"=0 (ohne Summation iber i).

Dieser Fall trifft beispielsweise auf die barotrope Vorticitygleichung, die Fulerschen Krei-
selgleichung und die Lorenz-Modelle zu. Die Helizitdt der inkompressiblen, dreidimen-
sionalen Dynamik nimmt hingegen in Geschwindigkeitsvariablen eine ,nicht-diagonale‘
Form an.

Dieses Resultat ist in Tab. 9.4 noch einmal dem Poisson-Fall gegeniibergestellt. So-
wohl das Flachwassermodell als auch das nichthydrostatische Modell sind durch einen
nichtkonstanten Nambu-Tensor dargestellt. Die in Abb. 9.5 beobachteten Fluktuationen
stehen deshalb in keinem Widerspruch zu obiger Bemerkung.
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Systeme mit konstantem Poisson-Tensor | Systeme mit konstantem Nambu-Tensor

Typischerweise linear Typischerweise quadratisch

Volumenerhaltung folgt aus
einfacher zweifacher

Antisymmetrie.

Bsp. Diskretisierung inkompressi-

Bsp. Linearisiertes Hamilton-System bler Fluiddynamik

Tabelle 9.4: Volumenerhaltung in linearen und nichtlinearen Systemen

Invariante Nambu-Volumenformen

Im letzten Unterabschnitt wurde gezeigt, wie unter bestimmten Voraussetzungen zu ge-
gebenen Vektorfeldern Volumenformen konstruiert werden kénnen, so dass die entspre-
chenden Fliisse volumenerhaltend sind. Dies kann auch auf Hamiltonsche Vektorfelder
auf symplektischen (=reguléren) und singuliren Poisson-Mannigfaltigkeiten angewendet
werden (Tab. 9.5): Im ersten Fall existiert nach dem Satz von Darboux immer eine sol-
che invariante Volumenform. Diese ergibt sich aus der Inversion des Poisson-Tensors. Im
singuldren Fall trifft dies nicht zu: Zwar folgt aus der Jacobi-Identitét, dass der Poisson-
Tensor unter dem Fluss erhalten ist, aber daraus kann wegen der Degeneriertheit von B
nicht auf Volumenerhaltung geschlossen werden. Aus einer unter Umsténden vorhande-
nen Losung von (9.3) ergibt sich Volumenerhaltung beziiglich dieser speziell definierten
Volumenform.

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, inwiefern die Nambu-Darstellung fiir
singulédre Systeme eine invariante Volumenform entsprechend der Liouville-Form im re-
gulidren Fall liefert. Fiir ein reguldres Hamiltonsystem ist die Liouville-Form §2 auf der
Basis der symplektischen 2-Form w definiert:

DQ=wA--ANw.

Ein haufiger Fall ist, dass die symplektische 2-Form w fiir das Gesamtsystem aus Formen
von Teilsystemen aufgebaut wird:

Als Matrix geschrieben nimmt w in diesem Fall eine Blockdiagonalform an. In der
Nambu-Mechanik ist das Analogon zur symplektischen 2-Form die Nambu-3-Form wy.
Allgemein gilt fiir Differentialformen o und G aus dem Biindel A"M bzw. A*M der r-
bwz. s-Formen die gradierte Kommutationsregel

aNfB=(-1)"FA«, acAN'M,3e AN M.
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Reguldre Systeme Singuldre Systeme
{zi, 2 } = B
Xy ={,H}
det(B) £ 0 det(B) =0
Lx,B=0

Erhaltung des Poissontensors

Die aus dem Poisson-Tensor konstru- | Falls eine Losung f der Volumen-
ierte invariante Liouville-Volumenform | gleichung (9.3) existiert, ist das Q-
Qp = )\ B! ist erhalten: Volumen erhalten:

divo, Xy = 0. diVQfXH =0.

Tabelle 9.5: Volumenerhaltung von regulédren und singuldren Hamilton-Systemen

Also antikommutieren zwei beliebige 3-Formen im Gegensatz zu 2-Formen:

alNfB=0Aa, a,BeANM
aNfB=-0ANa«, a,f e A3M.

Wiéhrend die Motivation eine vollig andere ist, ist der mathematische Hintergrund
vollkommen analog zu den quantenmechanischen Vertauschungsrelationen: Die Wellen-
funktion einer N-Teilchen-Konfiguration aus Fermionen #ndert ihr Vorzeichen unter
Teilchenvertauschung im Gegensatz zur Wellenfunktion fiir Bosonen. Daraus wieder-
um folgt, dass, wenn in einem fermionischen System zwei Einzelteilchen eine identische
Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion besitzen, die Wellenfunktion des Gesamtsystems
identisch verschwindet. Solche Zusténde treten also nicht auf; dies ist als Pauli-Prinzip
bekannt.

Aufer fiir dreidimensionale Phasenrdume lésst sich aus einer Nambu-3-Form somit
keine Volumenform konstruieren, da bereits das einfache duflere Produkt verschwindet:

wy Awy =0, wy € AT3M).

Alternativ kann eine Volumenform aus der ,partiellen &ufferen Ableitung® (Fecko, 1992)
definiert werden. Dazu muss das Gesamtsystem in der Viel-Tripel-Form

{F,H,E} =) "V, FVy,H x Vy,E

vorliegen, was z. B. fiir Kreisel- oder Spinsysteme der Fall ist. Fiir die Diskretisierungen
partieller Differentialgleichungen gilt das jedoch im Allgemeinen nicht. Eine Ausnahme
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Symmetrie Antisymmetrie
Symplektische 2-Form Nambu-3-Form

iXHdeH iXHEwN =dH ANdE
Bosonische Wellenfunktion Fermionische Wellenfunktion

Tabelle 9.6: Symmetrie und Antisymmetrie

bilden die Systeme mit konstantem Nambu-Tensor. Fiir sie existiert nach Pandit und
Gangal (1998) eine Basis, in der das System genau die erwidhnte Form annimmt. Ein
Beispiel hierfiir ist die inkompressible Fluiddynamik in drei Dimensionen beziehungswei-
se Diskretisierungen davon. In drei Dimensionen liegt die Nambu-Darstellung bereits in
solchen Koordinaten vor. Damit erhélt eine Diskretisierung dieser Dynamik in Nambu-
Form das damit verbundene Phasenraumvolumen, was bereits allgemein in Bemerkung
1 festgestellt wurde. Im Gegensatz zu den Flachwassergleichungen gilt dies exakt und
fiir beliebige Gitter.

9.4 Das Phasenraumvolumen von Diskretisierungen

In diesem Abschnitt soll am Beispiel des ICON-Flachwasser-Prototypen sowie der Nam-
bu-Diskretisierung der Einfluss von rdumlichen und zeitlichen Diskretisierungsschemen
auf die Phasenraumvolumenerhaltung und die Reversibilitét (Arnold, 1989) untersucht
werden. Als dissipationsfreies System weist die reibungsfreie Fluiddynamik Volumener-
haltung auf. Dies gilt nicht nur fiir die symplektische Lagrange-Dynamik sondern auch
fiir die singulidre Euler-Dynamik (Arnold, 1989). Wie in vorherigen Abschnitten und
in Lamb (1996) sowie Posch und Hoover (2004) diskutiert, ist die Beziehung zwischen
Volumenerhaltung und Reversibilitdt subtil. Insbesondere folgt aus Reversibilitdt nicht
stets Volumenerhaltung, setzt dieser aber enge Schranken, wie hier gezeigt wird.

Bei bestimmten Anwendungen kann das Phasenraumvolumenverhalten eines gegebe-
nen dynamischen Systems und seiner numerischen Umsetzung die Resultate wesentlich
beeinflussen. Eine fehlerhafte Phasenraumkontraktion oder -expansion fiithrt beispiels-
weise bei Ensemble-Vorhersagen zu Auswirkungen auf die Ausbreitung der Ensemble-
mitglieder und die Dimension des chaotischen Attraktors (Ehrendorfer, 1994a.b). In
Dubinkina und Frank (2007) wurde gezeigt, dass das Arakawa-Schema fiir die zweidi-
mensionale, inkompressible Fluiddynamik volumenerhaltend ist. Hier sollen Resultate
fiir ein allgemeineres physikalisches und numerisches Modell diskutiert werden.

Fiir diese Analyse wird der Diskretisierungsprozess in rdumliche (z.B. finite Diffe-
renzen, finite Volumen) und zeitliche (z.B. implizite Mittelpunktregel, Leap-frog) Dis-
kretisierung unterteilt. Damit wird eine partielle Differentialgleichung (PDE) in eine
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gewohnliche Differentialgleichung (ODE) und schlieBlich in eine algebraische Differen-
zengleichung (AE) iiberfiihrt.

9.4.1 Volumenerhaltung und Zeit-Reversibilitdt unter rdumlichen Dis-
kretisierungen

Die gewohnliche Differentialgleichung
z2=X(z) (9.7)

sei eine rdumliche diskretisierte Approximation der gegebenen partiellen Differentialglei-
chung

£ = Xpoel]. (9.8)

Die dieser ODE zugeordnete Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(z(t),t) erfiillt defini-
tionsgemif die Liouville-Gleichung:
dp .
Op=—V - (pX) bzw. i —pdiv(X). (9.9)
Diese kann als Erhaltungsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeit p, das System in einem
mitbewegten Phasenraumvolumen V' (¢) zu finden, interpretiert werden:

d
— dV p = 0. (9.10)
——
=:p

Lokal gilt dp = pdV/, also ist das Phasenraumvolumen stets antiproportional zur Dichte
p. Im Folgenden ergibt sich das Volumen jeweils als Inverses der Dichte.

Im Allgemeinen braucht die Divergenz der diskretisierten Gleichung (9.7) nicht gleich
derjenigen der Feldgleichung (9.8) zu sein. Die Differenz zwischen beiden definiert die
Ordnung der Genauigkeit einer spezifischen rdumlichen Diskretisierung:

div(Xppe) = div(X) + O(Az"). (9.11)

Sie ist iiblicherweise gleich der Ordnung der rdumlichen Differenzenquotienten des ver-
wendeten Schemas.

Eine partielle Differentialgleichung (9.8) wird zeitreversibel genannt, wenn es eine
lineare Tranformation S der Variablen gibt, so dass S = S~! und

XPDE(SZ) = _SXPDE(Z)
Entsprechend heifit die gewohnliche Differentialgleichung (9.7) zeitreversibel, wenn

X(Sz) = —SX(z).
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Aufer fiir die Advektionsterme ist die Zeit-Reversibilitét einer partiellen Differentialglei-
chung bei einer Diskretisierung verhiltnisméafig einfach zu gewihrleisten (Egger, 1996).
Hier sei diese Bedingung als erfiillt angenommen.

Als Hamilton-Systeme weisen sowohl die Flachwassergleichungen als auch die inkom-
pressiblen Euler-Gleichungen verschwindende Phasenraumdivergenz auf. Im Allgemei-
nen ist es nicht moéglich, die Hamilton-Struktur von fluiddynamischen Systemen wihrend
einer Diskretisierung zu erhalten. Obschon die Antisymmetriebedingung mit geeigneten
Methoden (z.B. mit der in dieser Arbeit verwendeten) iibertragen werden kann, gilt
dies nicht fiir die Jacobi-Identitét. Eine bemerkenswerte Ausnahme bildet hier die Trun-
kierung der Spektraldarstellung der inkompressiblen, zweidimensionalen Fluiddynamik
von Zeitlin (1991). Wie in vorherigen Abschnitten diskutiert, kann in besonderen Fé&l-
len Volumenerhaltung auch ohne Jacobi-Identitét gewdhrleistet werden. Die Arakawa-
Diskretisierung der Euler-Gleichungen fiir das inkompressible, zweidimensionale Fluid
beispielsweise erhiilt das Phasenraumvolumen exakt (Dubinkina und Frank, 2007). Zeit-
reversibilitdt fithrt jedoch nicht zwangsweise zu Volumenerhaltung (Lamb, 1996). Dies
wird in Abschnitt 9.4.4 diskutiert.

9.4.2 Volumenerhaltung und Zeit-Reversibilitidt unter zeitlichen Dis-
kretisierungen

Im Folgenden wird die Genauigkeit von verschiedenen Zeitschritt-Methoden fiir lineare
Systeme untersucht. Die Experimente mit den nichtlinearen Flachwassergleichungen in
Abschnitt 9.4.5 bestéitigen teilweise diese lineare Analyse, zeigen aber auch wichtige Dis-
krepanzen auf. Die gewohnliche Differentialgleichung (9.7) sei also linear angenommen:

i=X=Az (9.12)

Hier ist A die Jacobi-Matrix des prognostischen Vektorfeldes. Damit ist die Phasen-
raumdivergenz

div(X) = tr(A)

konstant. Sei M die fiir einen Algorithmus spezifische diskrete Flussabbildung, die die
prognostischen Variablen z; = z(t;) von Zeitschritt i auf den Zeitschritt i + 1 abbildet:

M : Zi — MZi = Zi+1- (913)

Geméf Annahme (9.10) ist die Wahrscheinlichkeit p konstant in einem mitbewegten
Kontrollvolumen, so dass

/ dViqa P(Zz'+17tz‘+1)=/ dV; p(zi, ti).
Vit Vi

Die linke Seite kann mit der Transformationsformel fiir Integrale umgeformt werden:

| Vi pleintin) = [ Vip(Ma,ti) det(O),
Vita Vi

(3
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so dass
Pi+1 det(M) = Ps- (914)

Hier wurde die Abkiirzung p; := p(z;,t;) verwendet. Als diskrete Flussabbildung eines
Zeitintegrationsschemas s-ter Ordnung erfiillt M

M = exp (AtA+ O(AL*T)).

Auflerdem kann (9.14) als diskrete Liouville-Gleichung geschrieben werden:

pirr —pi _ pi [ 1
At At (1 det M> (9:15)
- —% (1 — exp(—tr(ALA + O(AL 1)) . (9.16)

Ein Vergleich mit der exakten Lésung

Pit1 — Pi pi
—_—=——(1- —trAAt 1
L B (1~ exp(~trAAY) (917)
zeigt, dass die Genauigkeit der Volumenerhaltung ebenfalls s ist. Wéahrend s die Ge-
nauigkeit der Volumentendenz ist (globale Genauigkeit), betridgt die Genauigkeit des
Volumenverhéltnisses zwischen zwei Zeitschritten s + 1 (lokale Genauigkeit).

Zeitreversible Systeme

Wie im Folgenden gezeigt wird, ist die Volumenerhaltung fiir lineare Systeme (9.12) eng
mit der Erhaltung der Reversibilitdt unter einer numerischen Zeitintegrationsmethode
(9.13) verbunden ist.

In einer fiir die Fluiddynamik typischen Situation sind die nichtlinearen Gleichungen
invariant unter Zeitumkehr und das zugehérige lineare System (9.12) erfiillt

SA=—AS, (9.18)

wobei S das Vorzeichen der Geschwindigkeitskomponenten &ndert. Daraus folgt, dass
die Eigenwerte von A mit paarweise gegensétzlichem Vorzeichen auftreten, denn

SAv = \Sv = —ASv.

Sofern A diagonalisierbar ist, folgt daraus, dass A eine spurlose Matrix ist. Damit sind
im linearen Fall Zeitreversibilitdt und Volumenerhaltung dquivalent. Wenn eine diskrete
Flussabbildung

zit1 = Mz;

der zugehorigen Symmetrie
SM=M"1S (9.19)

geniigt, folgt det M = 1 und das Volumen ist erhalten. Bedingung (9.19) ist fiir symme-
trische Runge-Kutta-Verfahren wie die Mittelpunkt-/Trapezregel erfiillt. Fiir nichtsym-
metrische Methoden wie explizites und implizites Euler-Schema sowie das oft verwendete
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Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung gilt das hingegen nicht (Leimkuhler und Reich,
2004; Hairer et al., 2006).

Die Situation wird fiir allgemeine nichtlineare gewohnliche Differentialgleichungen
mit Zeitsymmetrien komplizierter. In Reich (1999) wird gezeigt, dass symmetrische
Runge-Kutta-Methoden als ,exakte’ Losungen einer modifizierten gewthnlichen Diffe-
rentialgleichung R

z= XAt (Z)

interpretiert werden konnen. Diese erfiillt hier
SXat(z) = —Xau(S2),

d. h. die modifizierte Differentialgleichung ist auch zeitreversibel. Da im nichtlinearen
Fall aber aus Zeitreversibilitdt nicht auf Volumenerhaltung geschlossen werden kann,
gilt das auch fiir entsprechende numerische Methoden. Dies wird im folgenden Abschnitt
sowie Abschnitt 9.4.5 weiter diskutiert.

9.4.3 Volumenerhaltung und Lyapunov-Exponenten
Die Lyapunov-Exponenten Aq,..., Ay eines N-dimensionalen dynamischen Systems 9.7
sind folgendermaflen definiert:
A\ = lim S noy (o, 4)
) = fim 7 a2,

Hier sind o1, ...,o0n die Singuldrwerte der Jacobi-Matrix der Flussabbildung. Die Sum-
me der Lyapunov-Exponenten erfiillt

1 t
S = Jim divX (z(¢))dt’ (9.20)
- —*00 0
J

was fiir ergodische Systeme gleich dem Ensemble-Mittel ist. Fiir ein zeit-diskretisiertes
System z;11 = ¢(z;) ergibt sich entsprechend

k—1
) 1
| A = lim kz;mdet J.(#(z))

k—o00
J

k—1
. 1
lim Z In H) |det J.(o(2))],

|:k—>oo

wobei J,(¢(z)) den Jacobian von ¢ an der Stelle z bezeichnet. Daraus folgt

k—1
35" = lim T | det T(oG)F = lim /2% = lim {2 Yocis. (9.21)
=0 '

Hier bezeichnet der Uberstrich das geometrische Mittel. Es wird angenommen, dass sich
die Orientierung nicht dndert, was fiir ausreichend kleine At der Fall ist.

Konservative Systeme erhalten das Phasenraumvolumen und infolgedessen ist die
Summe der Lyapunov-Exponenten gleich Null. Fiir Systeme mit Volumenkontraktion
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oder -expansion, nimmt die Summe negative bzw. positive Werte an. Die Summe ist auch
Null fiir zeitreversible Systeme.? Deshalb folgt aus (9.20), dass das Phasenraumvolumen
im langfristigen Mittel erhalten ist, solange die Zeitreversibilitit gewahrleistet ist, auch
wenn lokal das prognostische Vektorfeld nicht divergenzfrei ist. Dasselbe gilt auch fiir das
zeitlich diskretisierte System. Mit anderen Worten wird fiir ein symmetrisches Zeitin-
tegrationsschema in der Anwendung auf eine reversible Raum-Diskretisierung erwartet,
dass lokale Volumen-Fluktuationen im langfristigen Mittel keinen Trend aufweisen.

9.4.4 Experimente mit rdumlichen Diskretisierungsschemen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Diskretisierungen der Flachwassergleichun-
gen auf dem ICON-Gitter beziiglich ihrer Volumenerhaltung verglichen. Zusétzlich zum
ICON-Schema und dem Nambu-Schema wird das Helmholtz-Schema untersucht. Dieses
verwendet ebenfalls Vorticity und Divergenz als prognostische Groflen, jedoch nicht in
einer konservativen Form wie das Nambu-Schema.

Die Phasenraumvolumenkontraktion des Nambu-Schemas kann explizit berechnet
werden. Geméafl Bemerkung 1 (Seite 95) ist die Divergenz fiir kanonische Nambu-Schemen
(das heifit solche mit konstantem Nambu-Tensor) Null. Hier braucht also lediglich der
Anteil, der durch die Nichtkanonizitéit zustande kommt, berechnet zu werden. Dies sind
die Terme, die sich aus der gemischten Klammer ergeben.

Sei Ny, die Anzahl der Fiinf- und Sechsecke und N,,; die Anzahl der Dreiecke und
seien

(Zlv"‘ 7ZN) = (Clu" . 7<—Nhex7,u17"' 7HNtriah17' . '7hNtri)

die Variablen des N = N, + 2N, ;-dimensionalen Phasenraumes. Fiir den Beitrag der
Vorticity in der gemischten Klammer ergibt sich

Rhex A 1 1
l

> X5 Z o, (o e G =5 250l (922)

jzl vty

und fiir die Héhe in der gemischten Klammer
thx+2Ntri —_—

Ao 1 1

> Z o {hi, H, Y5y = =% 5 ot e q(Ayﬁy)l' (9.23)

j:Nhex+Ntri+1

Damit gilt insgesamt

. X B Nhex+2Ntri X] B 2 )\l aL 1 B /‘I_/ /—\:[/ 4
le( Nambu) - Z g § (‘Tl 1 Valj_q Q(A E )l - q(A E )l . (92 )
]:1 1 vty vty

Als Differenz des Produktes der Mittelung und der Mittelung des Produktes ist die
Divergenz dieser riaumlichen Semi-Diskretisierung ungleich Null. Selbst ein perfekt volu-
menerhaltendes Zeitintegrationsverfahren wiirde also die Erhaltung nicht wiedergeben.

3Eine spezielle Ausnahme hiervon sind Systeme mit einer starken lokalen Verletzung der Volumener-
haltung, was zur Existenz niedrig-dimensionaler Attraktoren und Repelloren fiithrt (Posch und Hoover,
2004).
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Diese Inkonsistenz ist durch die Kompressiblilitdt und die Gitterinhomogenitdt bedingt.
Ansonsten ist das Schema aus den selben Griinden wie das Arakawa-Schema divergenz-
frei (Dubinkina und Frank, 2007). Im Folgenden wird gezeigt, dass die beobachteten
Fluktuationen klein sind im Vergleich mit Volumenénderungen durch die Zeitdiskreti-
sierung. Wie oben diskutiert fithrt die Reversibilitdt auBlerdem dazu, dass kein unbe-
schrianktes Wachstum beobachtet wird. Ein Resultat, welches durch Abb. 9.5 (Seite 94)
bestétigt wird.

Um die Resultate unabhingig von der Anzahl Gitterpunkte N zu halten, wird
anstelle des Volumenverhéltnisses das geometrische Mittel der Léngenexpansion bzw.
-kontraktion dargestellt:

Ai,j = &
Pi
Dies entspricht einer typischen Linge eines Kontrollvolumens im Phasenraum oder
dem geometrischen Mittel der Ensemblevariation. Die Beziehung zu den Lyapunov-
Exponenten ergibt sich aus (9.21).

en TN = Jim {Aiit1}o<i<k- (9.25)

Allerdings kann selbst fiir erhaltenes Gesamtvolumen die Variation in den einzelnen
Dimensionen sehr grof sein, wenn sich das Volumen verformt. Das ist bei nichtlinearen
Systemen typischerweise der Fall.
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Abbildung 9.6: Léngentendenz gegen Gitterkonstante. ICON- (gestrichelt), Helmholtz-
(gepunktet) und Nambu- (ausgezogen) Schema.

Die mittlere Lingentendenz 3div(X) ist in Abb. 9.6 fiir drei verschiedene Raum-
diskretisierungen gegen die Gitterkonstante aufgetragen. Da fiir die Berechnung dieser
Tendenzen die Determinante einer N x N-Matrix berechnet werden muss, wurden nur
drei verschiedene Werte ermittelt (entsprechend N = N, + 2N,,; = 802, 3202, 12802).
Wie oben ergibt sich, das alle drei Schemen nicht exakt divergenzfrei sind. Immerhin
konvergieren die Werte und sind im Vergleich zu den Inkonsistenzen der Zeitdiskretisie-
rung sehr klein.

104



9.4.5 Experimente mit zeitlichen Diskretisierungsschemen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Integrationsregeln fiir gewthnliche Differen-
tialgleichungen beziiglich ihrer Volumenerhaltung untersucht. Als Raumdiskretisierung
wurde das I[CON-Schema gewéhlt, die Ergebnisse sind aber denjenigen der anderen Sche-
men sehr &hnlich. Die rdumliche Auflésung lag bei 800 km, was der niedrigsten Auflésung
im vorherigen Abschnitt entspricht.

Implizite Mittelpunktregel

Die implizite Mittelpunktregel

zip1 = ¢(2zi) = 2z + AtX <ZZ+12+ z’)

ist symmetrisch und erhélt das Volumen demzufolge zu einem sehr hohen Grad, sofern
die integrierte ODE reversibel ist (Egger, 1996). Hier wird experimentell gezeigt, dass
diese Erhaltungseigenschaft sehr gut, jedoch nicht exakt wiedergegeben wird. In Hairer
et al. (2006) wird nachgewiesen, dass verschwindende Phasenraumdivergenz kein hin-
reichendes Kriterium fiir Volumenerhaltung mit diesem Schema ist. Wie in Abschnitt
9.4.2 diskutiert wurde, gilt die exakte Erhaltung fiir lineare, zeitreversible Systeme, da
auch das implizite Mittelpunktschema reversibel ist. Fiir allgemeine, regulidre Hamilton-
Systeme kann Volumenerhaltung auch durch die Verwendung von symplektischen Zeitin-
tegrationsmethoden erreicht werden (Leimkuhler und Reich, 2004; Hairer et al., 2006).
Eine Anwendung einer solchen Methode fiir die Flachwassergleichungen auf der Sphére
wird in Frank und Reich (2004) vorgestellt.
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Abbildung 9.7: Mittlere Léngentendenz fiir die implizite Mittelpunktregel. ICON- (ge-
strichelt), Helmholtz- (gepunktet) und Nambu- (ausgezogen) Schema.

Die mittlere Léngentendenz geméB (9.15) gegen ZeitschrittgroBe ist in Abb. 9.7 abge-
bildet. Fiir dieses spezielle Zeitverfahren ist der rdumliche Einfluss offenbar dominierend.
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Leap-frog-Methode

Wie in Egger (1996) gezeigt wird, ist das ungefilterte Leap-frog-Schema symmetrisch
und erhélt das Volumen im erweiterten Phasenraum. Dies gilt sogar fiir nicht-reversible
Systeme. Um das Auftreten der rechnerischen Mode zu unterdriicken, wird das Leap-
frog-Verfahren oft durch einen Asselin-Filter ergéinzt. Dadurch wird das Schema asym-
metrisch und die Volumenkontraktionsrate ergibt sich zu

Pi+ -N
=1- 27 ’
Pi ( )
wobei v der Asselin-Parameter und N die Anzahl Gitterpunkte ist. Die zugehorige dis-
krete Liouville-Gleichung lautet

Pi+1 — Pi Pi 2

——— =——(-2Nvy+0 .
At ar (72N +007)

Diese ist unabhéngig vom erzeugenden Vektorfeld und von der Zeitschrittgrofle. Fiir

typische Werte (v = 0.02) wird das Phasenraumvolumen betréchtlich kontrahiert (vgl.

Abb. 9.8).
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Abbildung 9.8: Mittlere Léngentendenz fiir nichtreversible Zeitintegratoren. Leap-frog-
(gepunktet) und Runge-Kutta-4-Verfahren (reibungsfrei: ausgezogen, reibungsbehaftet:
gestrichelt).

Runge-Kutta-Schema vierter Ordnung

Wiéhrend fiir die linearisierten Gleichungen Volumenerhaltung mit diesem Schema von
vierter Ordnung Genauigkeit ist, zeigen die Ergebnisse eines Experimentes mit den nicht-
linearen Gleichungen ein anderes Bild (vgl. Abb. 9.8). Verglichen mit den Resultaten der
symmetrischen, impliziten Mittelpunktregel, weist das explizite Runge-Kutta-Verfahren
vierter Ordnung starke Volumenkontraktion auch fiir kleine Zeitschrittgréfien auf. Um
eine Idee von der Stérke dieses Phanomens zu geben, sind auch Resultate mit demselben
Schema und zusitzlicher Reibung der Form vV?v (v = 10%, entspricht einer e-folding-
Zeit der kleinsten auf dem Gitter darstellbaren Wellenvektoren von einem halben Tag)
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in den Bewegungsgleichungen abgebildet. Wie erwartet fithrt die Dissipation zu einer
zusitzlichen Kontraktion. Uber den gemessenen Zeitraum werden 1 Promille Energie,
aber 3 Prozent Volumen dissipiert. Wahrend die Volumenkontraktion durch die Rei-
bung wesentlich starker ist als der Einfluss der raumlichen Diskretisierungsschemen, ist
sie klein verglichen mit dem Einfluss der Zeitintegration. Das zeigt, dass die Verletzung
der Volumenerhaltung durch ein numerisches Schema vergleichbar oder sogar groier sein
kann als die Einfliisse der involvierten physikalischen Prozesse.
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Kapitel 10

Zusammenfassung, Interpretation
und Ausblick

10.1 Zusammenfassung und Interpretation

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit kénnen die in Kapitel 1 gestellten Fragen wie folgt
beantwortet werden:

Die von Salmon (2005) vorgeschlagene Methode zur Konstruktion von konservativen
Diskretisierungsschemen ist offenbar flexibel genug, um auch auf sehr allgemeine Gitter,
wie das hier verwendete versetzte, geodétische Dreiecks-Gitter angewendet zu werden.
Gerade die Dreiecksstruktur hat sich bei der Kiirzung der Singularitéit der Nambu-
Darstellung fiir die Flachwassergleichungen als wesentlich erwiesen. Die Eigenschaften
des so konstruierten Schemas entsprechen einer in dieser Form neuen Kombination aus
den Vorteilen des Gitters und denjenigen von konservativen Schemen. Unmittelbar aus
der Konstruktionsmethode folgen die Erhaltungseigenschaften fiir die konstituierenden
Groflen Gesamtenergie und potentielle Enstrophie. Die Erhaltung durch die rdumliche
Semi-Diskretisierung ist dabei algebraisch (d.h. bis auf Maschinengenauigkeit) exakt.
Damit kann der globale Fehler der Erhaltung der potentiellen Enstrophie gegeniiber
einem nichtkonservativen Schema (hier ICOSWP) wesentlich, in Kombination mit einem
symmetrischen Zeitintegrationsverfahren sogar um den Faktor 10% reduziert werden.

Eng verbunden mit der semidiskreten Erhaltung der potentiellen Enstrophie ist die
Stabilitétseigenschaft. Dem ICON-Flachwasser-Prototyp ist, wie anderen nichtkonserva-
tive Schemen, die nichtlineare numerische Instabilitéit eigen. Durch zu starken spektralen
Fluss hin zu den kleinsten Skalen tritt typischerweise binnen weniger Tage Integrations-
zeit eine Instabilitit auf. Wahrend fiir einige spezielle Systeme und Gitter Losungen
fiir dieses Problem in Form von konservativen Schemen existieren (Arakawa, 1966; Ara-
kawa und Lamb, 1981), steht eine solche fiir den allgemeinen Fall noch aus. Das hier
untersuchte Verfahren ist ein Schritt in diese Richtung. Selbst in Féllen génzlich ohne
oder mit sehr schwacher Dissipation ist das Nambu-Schema beziiglich der nichtlinearen
Instabilitdt absolut stabil.

In Experimenten mit sehr verrauschten Anfangsbedingungen ergab das Nambu-
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Schema ein Spektrum mit mehr kinetischer Energie in den grofien und weniger in den
kleinen Skalen als das [COSWP-Schema. Dies kann direkt auf eine realistischere Dar-
stellung des spektralen Energieflusses zuriickgefiihrt werden und entspricht der Theorie
von Kolmogorov (1941) fiir die inverse Energiekaskade im inkompressiblen Fall. Das hier
hergeleitete konservative Schema hat demnach im Vergleich mit einer iiblichen Diskre-
tisierung eine Wirkung sowohl auf die kleine wie auch auf die globale Skala.

Insgesamt kann gesagt werden, dass im untersuchten Fall das Nambu-Schema die
Erwartungen erfiillt. Beziiglich des rechnerischen Aufwands ist es wesentlich aufwén-
diger als vergleichbare Schemen. Im praktischen Fall ist daher eine Prioritdtensetzung
notig. Auch sind moderne Wetter- und Klimavorhersagemodelle durchwegs dreidimen-
sional, wodurch die Situation eine qualitativ andere ist. In hydrostatischen Modellen ist
geméB Abschnitt 8.3 noch eine gewisse Ahnlichkeit mit der zweidimensionalen Dynamik
vorhanden. Im nichthydrostatischen Fall dagegen kommt die inhérent dreidimensionale
Grofle Helizitat ins Spiel. Zudem sind dort nicht alle konstituierenden Grofien auch Er-
haltungsgréfien und eine Nambu-Darstellung mit der konstituierenden Erhaltungsgréfie
Ertelsche potentielle Enstrophie ist bislang nicht gefunden worden und gem&fi Abschnitt
9.1 auch nicht in einfacher Form zu erwarten.

Mit der Ergénzung der Energie-Wirbel-Theorie um Schichtmodelle wurde gezeigt,
dass sich der Charakter der Nambu-Darstellung aus der Vorticitygleichung und den
Flachwassergleichungen auf weitere meteorologische Modellsysteme fortsetzt. Die Wir-
beldynamik ist schichtweise analog und die Wechselwirkung findet {iber die Hamilton-
Funktionale potentielle sowie innere Energie statt. Auch in zwei trunkierten Spektralm-
odellen, dem Lorenz’86-Modell sowie der resonanten Wellentriade konnte eine Nambu-
Struktur nachgewiesen werden.

Im Ubrigen wurden die algebraischen und geometrischen Aspekte von Systemen in
Nambu-Darstellung untersucht. Dies sind neben den Erhaltungseigenschaften zwei cha-
rakteristische Interpretationen der klassischen Hamilton-Mechanik, aus der die Nambu-
Mechanik als Verallgemeinerung hervorgeht. Fiir fluiddynamische Systeme wurde die
Antisymmetrieeigenschaft des Nambu-Tensors in Verbindung mit der Dimension des
betrachteten Gebietes gebracht. Da eine Antisymmetrie stets aus den Randbedingungen
folgt, ergab sich fiir die zweidimensionale Fluiddynamik, dass eine einfache Nambu-
Darstellung bevorzugt in abgeleiteten Variablen (z. B. Vorticity und Divergenz) auftritt.
Numerisch effizienter wére eine Formulierung in urspriinglichen Variablen, in denen die
Notwendigkeit der Rekonstruktion entfillt. Aus Dimensionsgriinden ergeben sich dabei
jedoch zwingenderweise Singularitdten, deren Kiirzung wiederum umsténdlich sein kann.
Fiir die dreidimensionale Dynamik dagegen kommen sowohl urspriingliche als auch ab-
geleitete prognostische Grofien in Frage und die Antisymmetrien sind von lokaler Natur
wie z. B. im Spatprodukt.

In der algebraischen Interpretation von dynamischen Systemen sind die Erhaltungs-
eigenschaften mit den Antisymmetrien der entsprechenden Klammer verbunden. Hier
konnte eine Beziehung zwischen den algebraischen Eigenschaften der Poisson-Klammer
und dem in der Nambu-Klammer verwendeten Casimir aufgezeigt werden. Auf géngige
Diskretisierungen von partiellen Differentialgleichungen ist dieses Resultat jedoch wegen
der Schwierigkeiten beim Umsetzen der Jacobi-Identitéit nicht anwendbar. An Beispielen
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wurde vorgefiihrt, dass keine dquivalente Beziehung zwischen halbeinfachen Lie-Algebren
und der Nambu-Form, wie sie in der Energie-Wirbel-Theorie verwendet wird, besteht.

Die phasenraumgeometrischen Eigenschaften der Nambu-Mechanik kénnen beziiglich
zweier verschiedener Volumenbegriffe formuliert werden: Fiir das invariante Liouville-
Volumen ergeben sich aus der Nambu-Darstellung nur unter sehr speziellen Annahmen
Verallgemeinerungen der entsprechenden Aussagen iiber die Hamilton-Darstellung. Der
Grund hierfiir ist, dass sich aus dem Nambu-Tensor wegen der Vertauschungsrelationen
von 3-Formen kein Analogon zur Liouville-Volumenform bilden ldsst. Eine Ausnahme
sind Systeme, deren Nambu-Form auf natiirliche Weise in entkoppelte Einzelformen zer-
fallt. Dies ist unter anderem fiir die dreidimensional inkompressible Fluiddynamik der
Fall, wobei die Einzelformen der Volumenform im Ortsraum entsprechen. Fiir das kar-
tesische Volumen ergibt sich hingegen eine Verallgemeinerung gegeniiber der Hamilton-
Darstellung. Entsprechend Systemen mit konstantem Poisson-Tensor, das sind unter
anderem die linearen Systeme, gilt auch fiir Systeme mit konstantem Nambu-Tensor
die kartesische Volumenerhaltung. Damit kann eine Aussage iiber das Phasenraumvo-
lumenverhalten von typischerweise quadratischen Systemen getroffen werden. Das hier
hauptséchlich betrachtete Flachwassermodell féllt jedoch aufgrund seiner Singularitéiten
nicht in diese Kategorie.

Als numerische Anwendung der geometrischen Interpretation wurde anhand der
Flachwassergleichungen das Phasenraumvolumenverhalten fiir verschiedene Diskretisie-
rungsschemen auf dem ICON-Gitter untersucht. Von den rdumlichen Approximationen
stellt sich keine als divergenzfrei heraus, was durch die Variablenversetzung sowie die
Gitterinhomogenitéten bedingt ist. Die Fehler sind jedoch im Vergleich klein und haben
einen oszillatorischen, beschrinkten Charakter. Mit der Argumentation aus den vorhe-
rigen Abschnitten sowie der Beobachtung, dass lineare, reversible Systeme im zeitlichen
Mittel volumenerhaltend sind, ergibt sich die Vermutung, dass diese Inkonsistenz kei-
nen wesentlichen Einfluss auf das Gesamtverhalten hat. Beziiglich der Zeitintegration
ergab sich, dass nur die symmetrische implizite Mittelpunktregel der Volumenerhaltung
nahekommt. In Kombination mit einer reversiblen (aber nicht notwendigerweise diver-
genzfreien) Raumdiskretisierung folgt daraus Volumenerhaltung im zeitlichen Mittel. Die
beiden anderen untersuchten Schemen zeigten signifikante Volumenkontraktionen, wel-
che die Effekte der Raumdiskretisierung und sogar diejenigen von Reibung bei weitem
iibertreffen konnen. Obschon die Phasenraumvolumenerhaltung eine abstrakte Eigen-
schaft eines dynamischen Systems ist, kann der Grad an numerischer Umsetzung wesent-
liche Effekte auf die Resultate von Ensemble-Vorhersagesystemen haben. So verursachen
moglicherweise die oben erwéhnten Phasenraumkontraktionen bei der Verwendung von
nicht-reversiblen Verfahren einen systematischen Fehler in der Ensemblevariation.

10.2 Ausblick

Im Hinblick auf die weitere Entwicklung des nichthydrostatischen ICON-Modells wird
derzeit ein zur Nambu-Diskretisierung vergleichbarer Ansatz verfolgt (Gassmann und
Herzog, 2008). Die Motivation ist dabei jedoch allgemeiner als hier: Das nichthydrosta-
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tische Modell zeichnet sich durch ein von zweidimensionalen Modellen vollig verschie-
denes Turbulenzverhalten aus und wird durch die Helizitéit konstituiert. Diese ist nur
in barotropen Zustédnden auch eine Erhaltungsgréfien und somit unterscheidet sich auch
die Nambu-Darstellung strukturell von derjenigen des Flachwassermodells. Der direkte
Zusammenhang zwischen der Erhaltung der potentiellen Enstrophie und dem Auftreten
der nichtlinearen, numerischen Instabilitét ist bei solchen dreidimensionalen Systemen
nicht mehr gegeben. Mit diesem Modell werden somit Experimente moglich, die zeigen
werden, welchen Einfluss diese allgemeinere Form der Nambu-Mechanik auf die Ge-
samtdynamik hat. Ein weiterer Aspekt, der so experimentell untersucht werden kann,
ergibt sich aus obiger Diskussion: Der Nambu-Tensor einer Diskretisierung der nichthy-
drostatischen Gleichung ist zwar nicht konstant, hdngt jedoch nur von der Dichte ab.
Diese ist im Wesentlichen durch die hydrostatische Grundgleichung gegeben und zeigt
nur ,kleine‘ dynamische Varianz. Es kann fiir diesen Fall also mit einer im Vergleich zu
herkémmlichen Schemen verbesserter Volumenerhaltung gerechnet werden.

Aufgrund des hier nachgewiesenen dominanten Einflusses der Reversibilitdt auf die
Volumenerhaltung, ergibt sich auch fiir praktische Anwendungen diesbeziiglich weiteren
Diskussionsbedarf. Von Staniforth et al. (2007), Reich (2006) sowie Hundertmark und
Reich (2007) wurden Zeitschrittverfahren vorgeschlagen, die die giinstigen Eigenschaften
von symmetrischen Schemen beziiglich Volumenerhaltung und Reversibilitdt mit der
Effizienz von semi-impliziten Verfahren vereinen. Die Auswirkung dieser spezifischen
Eigenheiten auf Ensemble-Vorhersagen kénnte dazu beitragen, die praktische Relevanz
solcher Uberlegungen weiter zu bestimmen.

Wie gezeigt wurde, finden nicht alle Eigenschaften von Hamilton-Systemen ihre Ent-
sprechung in der Nambu-Darstellung. Dies gilt insbesondere fiir die algebraische und die
geometrische Interpretation. Damit kann die Nambu-Mechanik aus prinzipiellen Griin-
den nicht als ,einfache’ Verallgemeinerung der Hamilton-Mechanik bezeichnet werden.
Eine enge Verbindung zwischen Takhtajan- und Jacobi-Identitdt wurde von Salmon
(2005) vorgeschlagen. Gleichzeitig gibt es aber Hinweise, dass die Takhtajan-Identitét
der barotropen Vorticitygleichung gilt (Névir und Sommer, 2009), obschon eine Kontrak-
tion davon ein System ohne Jacobi-Identitét ergibt (Benjamin, 1984). Diese Diskussion
kann also fortgefiihrt werden und zeigt, dass die Nambu-Darstellung allgemeiner ist als
der bekannte, zweifach antisymmetrische Tensor der Strukturkonstanten (Bialynicki-
Birula und Morrison, 1991). Die Beriicksichtigung der Takhtajan-Identitét ergibt eine
zusitzliche Nebenbedingung an Nambu-Systeme, die moglicherweise mit weiteren al-
gebraischen Eigenschaften der Fluiddynamik verbunden ist. Eine Anwendung davon,
die eine aktuelle Diskussion (Dubinkina und Frank, 2009; Abramov und Majda, 2003)
aufgreift, konnte die statistische Untersuchung von barotroper Vorticitydynamik oder
Flachwassermodellen mit Erhaltungsgesetzen fiir hohere PV-Momente sein.

Der Diskurs iiber die Erhaltungseigenschaften sowie die geometrische und algebrai-
sche Interpretation der Fluiddynamik und insbesondere der Atmosphéirendynamik ldsst
sich auch losgeldst von der Nambu-Form im Rahmen der Casimire von (Lie-) Poisson-
Systemen fithren. Allerdings stellt die Nambu-Mechanik einen bildlichen Formalismus
bereit, der speziell fiir die Wirbel-Erhaltungsgréfien der Atmosphérendynamik inter-
essant ist. Die abstrakten Eigenschaften des Poisson-Tensors, insbesondere seine Dege-
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neriertheit sowie die Abhéngigkeit von den Phasenraumvariablen werden dabei durch
Groflen wie die (potentielle) Enstrophie oder die Helizitéit mit anschaulicher physikali-
scher Bedeutung ausgedriickt. Wie gezeigt wurde, bietet damit die Nambu-Darstellung
auch fiir die Simulation von meteorologischen Modellsystemen einen interessanten Rah-
men.
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Anhang A

Hamiltonsche Mechanik

In diesem Anhang werden diejenigen Aspekte der Hamiltonschen Mechanik aufgefiihrt,
die fiir den Hauptteil der Arbeit bené6tigt werden. Eine umfassendere Diskussion findet
sich in vielen Biichern der allgemeinen Mechanik, z. B. in Marsden (1999) oder Arnold
(1989). Hier ist M stets eine endlichdimensionale Mannigfaltigkeit. Mit gewissen Ein-
schrinkungen (Marsden, 1999) lassen sich die Aussagen auch auf unendlichdimensionale
Phasenrdume, wie sie bei partiellen Differentialgleichungen auftreten, iibertragen.

Ublicherweise werden Hamiltonsche Systeme iiber die Hamiltonschen Differential-
gleichungen

G=—0,H

o (A1)
- ¥q

definiert. Damit ist bereits eine spezielle Wahl von Variablen (die kanonischen Varia-
blen) vorweggenommen. Die Hamilton-Mechanik kann jedoch auch koordinatenunab-
hingig! formuliert werden. Insofern sind die Hamiltonschen Differentialgleichungen die
Komponenten-Schreibweise eines allgemeinen, geometrischen Sachverhaltes: Der Fluss
¢! des Systems auf M ist der Fluss eines Hamiltonschen Vektorfeldes X

d
T0'(2) = X (1 (2)), (42)
Generell kénnen Hamiltonsche Systeme in zwei Klassen eingeteilt werden:

e Hamilton-Systeme auf symplektischen Mannigfaltigkeiten, z. B. die Dynamik von
Massepunkten.

e Hamilton-Systeme auf Poisson-Mannigfaltigkeiten, z. B. Systeme, die aus einer Re-
duktion des Phasenraumes hervorgehen.

Genauer gesagt sind erstere ein Spezialfall der letzteren (Abb. A.1). Symplektische Sys-
teme werden auch ,regulédr’ oder ,nicht-ausgeartet’ genannt. Poisson-Systeme, die nicht
symplektisch sind werden auch ,singulér‘ oder ,ausgeartet’ genannt.

Ferner konnen zwei Darstellungen unterschieden werden:

!gemeint sind die Koordinaten des Phasenraumes
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Hamilton-Systeme
auf  Poisson-Man-
nigfaltigkeiten

Hamilton-Systeme
auf symplektischen
Mannigfaltigkeiten

Abbildung A.1: Hamilton-Systeme

e Die geometrische Darstellung durch die Hamilton-Funktion und die symplektische
2-Form.

e Die algebraische Darstellung durch die Hamilton-Funktion und die Poisson-Klam-
mern oder den Poisson-Tensor.

Regulire Systeme kénnen dabei in beiden Darstellungen geschrieben werden, singulére
hingegen nur in der zweiten, algebraischen.

A.1 Systeme auf symplektischen Mannigfaltigkeiten

Hamiltonsche Systeme auf symplektischen Mannigfaltigkeiten entsprechen dem iiblicher-
weise betrachteten, reguldren Fall. Die Newtonsche Mechanik findet darin eine anschau-
liche, geometrische Formulierung.

Definition.

e Fine symplektische Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit M mit einer
darauf definierten nicht-entarteten, geschlossenen 2-Form w.

e Fin Hamiltonsches Vektorfeld Xy auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit
ist ein Vektorfeld, fir das eine Funktion H € C*°(M) existiert, so dass

dH =ix,w.

Ein Hamiltonsches System ist dann die Differentialgleichung (A.2) zum Vektorfeld
Xyr. Aus der Antisymmetrie der symplektischen Zwei-Form folgt die Energieerhaltung
entlang X (also unter dem Fluss ¢):

Lx,H=dH(Xp) =w(Xg,Xy) =0.

L bezeichnet hier die Lie-Ableitung.
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Definition (Kanonische Koordinaten). Die Koordinaten

1

2n>:(q 7"'7qn7p17"'7pn)

(24,...,z2

auf M heiffen kanonisch, falls

n n
w= Zdzi AdzTm = qui A dp'.
=1 =1

Gemdjf$ dem Darbouz-Theorem gibt es auf jeder symplektischen Mannigfaltigkeit einen
Atlas aus kanonischen Koordinaten.

In kanonischen Koordinaten nimmt die Differentialgleichung (A.2) die iibliche Form
(A.1) (bzw. die n-dimensionale Verallgemeinerung davon) der Hamiltonschen Differen-
tialgleichungen an.

Definition (Liouville-Volumenform). Sei (M,w) eine 2n-dimensionale symplektische
Mannigfaltigkeit. Dann ist die Liouville- Volumenform durch

(_1)n(n—1)/2

n—mal

Q=

definiert.

Aus dem Darboux-Theorem folgt, dass alle symplektischen Mannigfaltigkeiten von
gerader Dimension sind und durch die Liouville-Volumenform €2 orientiert werden.

Theorem (Liouvillesches Theorem). Hamiltonsche Vektorfelder auf symplektischen Man-
nigfaltigkeiten sind divergenzfrei beziiglich der Liouville- Volumenform.

Dies folgt aus der Hamiltonschen Darstellung von Xj. Tatséchlich sind sogar be-
liebige Potenzen /\,’f:lw der symplektischen 2-Form, die Poincaré-Cartan-Invarianten,
unter dem Fluss erhalten. Volumenerhaltende Fliisse werden auch symplektische oder
kanonische Fliisse genannt, dazu gehoren alle Hamiltonschen Fliisse.

A.2 Systeme auf Poisson-Mannigfaltigkeiten

Poisson-Mannigfaltigkeiten sind eine Verallgemeinerung der symplektischen Mannigfal-
tigkeiten: Jede symplektische Mannigfaltigkeit ist auch Poisson aber nicht umgekehrt.

Definition.

e FEine Poisson-Mannigfaltigkeit (M,{-,-}) ist eine Mannigfaltigkeit M mit einer
Poissonklammer. Diese ist definiert als eine bilineare, antisymmetrische Abbildung

{r} 2 CT(M) x C¥(M) — C=(M),
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welche fir alle F,G, H € C* der Leibnizidentitdt
{FG,H} ={F,H}G+ F{G,H}
und der Jacobi-Identitdt
{{F,G},H} +{H,F},G}+{G,H},F} =0
gentigt.

e Fine Hamiltonsche Vektorfeld X g auf einer Poisson-Mannigfaltigkeit ist ein Vek-
torfeld, fir das eine Funktion H € C*°(M) ezistiert, so dass

XH() = {‘7 H}

Die Hamiltonschen Differentialgleichungen ergeben sich dann durch Einsetzen der
Flussabbildung in die Poisson-Klammer:

€)= Xu(9'(2)) = {04(2), H}.

Die H-Erhaltung folgt aus der Antisymmetrie der Klammer. Jacobi- und Leibniziden-
titdt sind ein Ausdruck dafiir, dass sowohl das Klammerprodukt als auch das Produkt
zwischen Funktionen der Produkteregel geniigen, vgl. Tab. A.1.

Jacobi-Identitét Leibnizidentitat

{{F,G},H} ={{F,H},G} +{F,{G,H}} {FG,H} ={F,H}G+ F{G,H}

F — {F,-} ist Derivation bzgl. Produkt {-,-} | F — {F,-} ist Derivation bzgl. Produkt -

Tabelle A.1: Jacobi- und Leibnizidentitit

Jede Poisson-Klammer kann wegen der Linearitét und der Produkteregel durch einen
Tensor und Gradienten ausgedriickt werden:

Definition (Poisson-Tensor oder kosymplektischer Tensor). Fiir eine gegebene Poisson-
Mannigfaltigkeit ist der Poisson-Tensor B (ein Bivektor) durch

{F,G} = B(dF ®dG)
definiert.

Die Komponentendarstellung des Poisson-Tensors ist bei praktischen Anwendungen
hilfreich. In Komponenten des Poisson-Tensors schreibt sich die Jacobi-Identitét als

B"B’ + BMB'] + BM B!, =0,

117



und die Bewegungsgleichungen als
d . y
azz = BYH ;.

Als Matrix aufgefasst, gilt fiir den Poisson-Tensor
(M,{-,-}) ist regulér < det(B) # 0.

Im reguldren Fall ergibt sich aus der Inversen des Poisson-Tensors die Matrix der sym-
plektischen 2-Form. Im singuléren Fall ist hingegen B als Matrix nicht invertierbar und
es gibt einen Eigenvektor VC' im Kern der Matrix B:

B*"(C, =0.
fiir die Poisson-Klammer bedeutet dies
{C,F} =0 VF.

Die erzeugende Funktion C' wird Casimirfunktion genannt. Sie ist invariant unter dem
Fluss jedes beliebigen Hamiltonschen Vektorfeldes auf M. Die Isoflichen von C' sind also
invariante Unter-Mannigfaltigkeiten. Fiir den Eulerschen Kreisel sind das die Ellipsoide
mit konstantem Drehimpulsbetrag. Auf ihnen ist die Dynamik wieder regulér, allerdings
existiert in den meisten Féllen keine explizite Parametrisierung dieser so genannten
symplektischen Blétter.

Beispiel (Lorenz’63-System (Névir und Blender, 1993)). Auf dem Phasenraum R3 ist
das konservative Lorenzsystem

T = oy
= rr—xz
z = zy

definiert. Die Losungen sind der Fluss zum Hamiltonschen Vektorfeld

ay
Lo 15,
Xpg=| re—xz |, Hziy +§z —rz,

Ty

wobei der Poisson-Tensor B in Koordinaten (z,vy,z) durch

0 o O
B(u,V) = uT -0 0 —x v
0O = O

gegeben ist. Der Kern des Poisson-Tensors wird aus dem Gradienten des Casimirs
C= %xQ — oz gebildet. Diese Hamilton-Darstellung ldsst sich auch als Nambu-Klammer
schreiben (Névir und Blender, 1993).
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Wiéhrend die Darstellung von Hamiltonschen Systemen mit der symplektischen 2-
Form geometrischer Natur ist, betont die Poisson-Klammer mehr die algebraischen
Aspekte. Aufgrund ihrer Definition bildet die Poisson-Klammer mit den Funktionen
auf M eine Lie-Algebra. Diese algebraische Struktur kann auch auf die Vektorfelder
iibertragen werden: Die Poissonklammer auf C*° (M) definiert iiber

[XF,XH} = XFOXH_XHOXF:_X{F,H} (A?))

eine Lie-Algebra auf den Hamiltonschen Vektorfeldern von M. Die zweite Gleichheit
folgt dabei alleine aus der Jacobi-Identitédt der Poissonklammer und diese geht somit
auf den Kommutator der Hamiltonschen Vektorfelder iiber. Die Hamiltonschen Vektor-
felder sind bzgl. des oben definierten Kommutators sogar eine Unter-Lie-Algebra aller
Vektorfelder. Abbildung (A.3) ist also ein Lie-Algebra-Antihomomorphismus zwischen
den Hamiltonschen Vektorfeldern und den Funktionen auf M.

Sowohl die Lie-Algebra der Funktionen auf M als auch diejenige der Vektorfelder auf
dem Tangentialbiindel 7'M sind unendlichdimensional, bediirfen also zur Definition einer
unendlichen Menge von Strukturkonstanten. Allerdings wird die Poisson-Klammer stets
iiber partielle Ableitungen definiert, die Klammer fiir nichtlineare Funktionen ergibt
sich dann aus der Produkteregel fiir die partiellen Ableitungen, womit auch automatisch
die Leibniz-Identitét erfiillt ist. Die algebraische Struktur wird demnach durch Angabe
der Klammern linearer Funktionen (oder entsprechend dem Poisson-Tensor mit endlich
vielen Eintrigen) vollstindig festgelegt.

A.2.1 Zusammenhang zwischen algebraischer und geometrischer Dar-
stellung

Ist eine symplektische Mannigfaltigkeit (M,w) gegeben, dann wird durch
{F,H} = w(Xp,Xpg)
eine Poisson-Klammer auf C>°(M) definiert. In Koordinaten gilt:
{z#, 2"} = .
Ist umgekehrt eine nicht-ausgeartete Poisson-Klammer gegeben, so definiert
Wy = (BM) 7

eine symplektische 2-Form auf M. Die Geschlossenheit von w folgt dabei aus der Jacobi-
Identitéit der Klammer und umgekehrt.

A.2.2 Lie-Poisson-Mannigfaltigkeiten

Ein spezielles Beispiel einer Poisson-Klammer ist die Lie-Poisson-Klammer:
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Definition (Lie-Poisson-Klammer). Sei G eine Lie-Gruppe mit zugehdériger Lie-Algebra
g und der dazu dualen g*. Dann ist die Lie-Poisson-Klammer auf F(g*) definiert durch

0F oG

{F.G}e(p) = =1, |:5'u75,u:|>7 peg, FGeF(g).

Hier gilt fiir die Funktionalableitungen ‘;—57 %—g € g. (-,-) bezeichnet die Paarung der
Algebra mit ihrem Dualraum und [, -] den Kommutator auf g. Fiir lineare Funktionen
F,G ist die Klammer {F, G} offensichtlich auch linear.

Die Lie-Poisson-Klammer kann auch in Komponenten dargestellt werden. Sei {¢,} ei-
ne Basis von g und {£?} die dazu duale Basis von g*. Ferner seien die Strukturkonstanten

wie folgt definiert:
[€a: &) = Tata-

Mit der Koordinatendarstellung p = pa&® gilt dann

o _or
Sh = 8'uaea g
:>[57F E]_ 8F%[e e}_aiﬁ d o
5’ o) Opa Oyt YT Opg Oy 7Y
. OF 0G oF 0G
= [F,G) s = {uge?, 220 1d o) = 2py 0 S pd,
U Gl = e, 5 gy o) = Ehag 5, Tao

Die Eigenschaften der Lie-Poisson-Klammer folgen damit direkt aus den Eigenschaften
der Lie-Algebra g. Die linearen Funktionen bilden auf C*°(g*) eine Unter-Lie-Algebra
mit den Strukturkonstanten von g:

{tta, o} = +T i pa.
Die Bewegungsgleichungen zum Hamiltonian H lauten in Koordinaten

) 4 OH
po=Fpal'gp o

Die Lie-Poisson-Klammer ist ein wichtiges Beispiel einer singuldren Klammer. Sie ist
das Resultat der sogenannten Lie-Poisson-Reduktion (Marsden, 1999): Ist die kanonische
Klammer auf dem Kotangentialbiindel einer Gruppe gegeben, so wird durch die Lie-Pois-
son-Klammer C*(g*) zu einer Poisson-Mannigfaltigkeit und die Identifizierung zwischen
den Funktionen auf g* und den unter GG links- bzw. rechtsinvarianten Funktionen auf
T*@G ist ein Lie-Algebra-Isomorphismus (Tab. A.2).

Ein anschauliches Beispiel einer solchen Reduktion ist der starre Korper: Sein Kon-
figurationsraum ist die Gruppe der Drehungen SO(3), die durch die Eulerschen Winkel
parametrisiert ist. Der Impulsphasenraum ist das Kotangentialbiindel 7%SO(3). Dieses
umfasst als Fuflpunkte die Eulerschen Winkel sowie die dazugehorenden konjugierten
Drehimpulse. Das System und insbesondere die kinetische Energie ist invariant unter
Rotationen und entsprechend ergibt sich aus der Reduktion die Lie-Poisson-Klammer
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Kanonische Poisson-Klammer Lie-Poisson-Klammer
{ i C¥ (M) xC(M) — C°(M) | {+,-}+:C®(g")xC>=(g") — C>(g")
Poisson- M =T*G g* = T:G
Mannigfaltig-
keit
Lie-Algebra | C*°(M) C>®(g*) D bun = GL(g%)
Strukturkonstanten von by,
= Strukturkonstanten von g
Bsp. Kreisel M = T*SO(S) g* = T:SO(?)) = 50(3)*
Bsp. Inkomp. M - T*SDIH g* - T:SDIH: SVeCt*
Fluiddynamik

Tabelle A.2: Lie-Poisson-Reduktion

auf der Drehimpulsalgebra so(3)*. Dieser reduzierte Phasenraum entspricht einer Be-
schreibung, die nur noch die Drehimpulse, nicht jedoch die Winkel selber umfasst. Die
Komponenten der Bewegungsgleichungen sind dann gerade die Eulerschen Kreiselglei-
chungen. Da die Rotationen eine kompakte Gruppe bilden, ergibt sich aus Abschnitt
9.2 die Existenz einer Nambu-Darstellung mit dem Absolutbetrag des Drehimpulses als
konstituierende Grofle neben der kinetischen Energie.

Auch fiir die inkompressible Fluiddynamik lédsst sich eine Lie-Poisson-Reduktion
durchfiithren (Ebin und Marsden, 1970; Marsden und Weinstein, 1974; Vasylkevych und
Marsden, 2005). Fiir ein inkompressibles Fluid ist der Konfigurationsraum durch die
Gruppe G = SDiff(A) der divergenzfreien Diffeomorphismen auf dem Stromungsgebiet
A gegeben. Der symplektische Impulsphasenraum ist dann wieder das Kotangential-
biindel T*SDiff(A). Aus der Teilchenumordnungssymmetrie ergibt sich, dass bei der
Reduktion auf das Duale der Lie-Algebra der divergenzfreien Vektorfelder (bzw. der
Stromfunktionen) sVect* (d.h. die Vorticity), die Bewegungsgleichungen aus der Lie-
Poisson-Klammer gerade die Eulerschen Gleichungen fiir das Fluid sind. Der reduzierte
Phasenraum beschreibt dabei nur noch die rdumliche Verteilung der Variablen, nicht
jedoch den individuellen Ort jedes Teilchens.
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Anhang B

Lie-Algebren und
Funktionalableitungen

In diesem Anhang werden sehr kurz einige im Haupttext verwendete Definitionen, Ei-
genschaften und Zusammenhénge aufgefithrt. Eine ausfiihrlichere Darstellung findet sich
in beliebigen Biichern iiber Lie-Algebren (z. B. Jacobson (1962); Ma (2008); Arnold und
Khesin (1998)) bzw. mathematische Methoden der Physik (z. B. Giaquinta und Hilde-
brandt (1996); Arnold (1989); Olver (1990)).

B.1 Lie-Algebren

Anschaulich gesprochen beschreiben Lie-Algebren die lokale Struktur einer Lie-Gruppe
in der Nahe der Identitét.

Definition (Lie-Algebra). Fine Lie-Algebra (g, -]) ist ein Vektorraum g mit einer
bilinearen Abbildung [-,-] : g X g — g (Lie-Klammer genannt), so dass

o [z,2] =0 Ve eg
o [z, [y, 2]]| + [y, [z, x]] + [z, [z, y]] =0 Vr,y,z € g (Jacobi-Identitit)

In den hier betrachteten Fillen ist der erste Punkt dquivalent mit der Antisymmetrie
der Klammer.

Die Struktur einer Lie-Algebra wird in Koordinaten durch die Strukturkonstanten
ausgedriickt. Beziiglich einer Basis &, der Lie-Algebra g sind diese wie folgt definiert:

[€a> &) = Thpa- (B.1)

Bisweilen wird die Basis auch mit oberen Indizes versehen und die Strukturkonstanten
entsprechen als I‘?lb geschrieben, was fiir die Resultate unerheblich ist. Eine wichtige,
invariante Grofle einer Lie-Algebra ist die Killing-Form.
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Definition (Killing-Form). Sei g eine endlichdimensionale Lie-Algebra iber R. Dann
ist die bilineare Killing-Form folgendermaflen definiert:

Kg gxXg — R
(X,Y) — By(X,Y):=tr(adx oady).
Die adjungierte Abbildung ist dabei wie folgt gegeben.:

ad:g — End(g)
X — adx:g—g
Y —adx(Y):=[X,Y].

Sind I‘;’»k die Strukturkonstanten der Algebra, so ergeben sich die Komponenten der
Killing-Form aus
l 1k

Uber die Cartan-Kriterien wird ein Zusammenhang zwischen der Killing-Form und der
Struktur der Lie-Algebra hergestellt. Demnach ist die Killing-Form genau dann regu-
lar (und damit eine Metrik), wenn die Lie-Algebra halbeinfach ist. Halbeinfache Lie-
Algebren bilden anschaulich gesprochen Grundbausteine der Algebra, da geméfl der
Levi-Zerlegung jede endlichdimensionale reelle Lie-Algebra als semidirektes Produkt ei-
ner 16sbaren und einer halbeinfachen Lie-Algebra geschrieben werden kann.

B.2 Funktionalableitungen

Die Funktionalableitung (auch Variationsableitung® genannt) ist die Verallgemeinerung
der partiellen Ableitung auf Rdume unendlicher Dimension, hier ein Raum ausreichend
differenzierbarer Funktionen.

Definition (Funktionalableitung). Die Funktionalableitung des Funktionals F ist durch

0OF
FIC+h = FIc) = (5> h) +O ([1RIF)
definiert, wobei (-,-) die Paarung auf dem Funktionenraum und h eine beliebige Test-
funktion ist.

Funktionale in der zweidimensionalen Fluiddynamik haben typischerweise die Form

F:C*A) =R
¢ Fle) = [ 4500, (B.2)
und die Paarung ist durch das L?-Skalarprodukt gegeben. Dafiir ergibt sich
0F  Of
— === B.3

Falls der Integrand in (B.2) nicht-lokal ist, wird die Funktionalableitung aus partiellen
Integrationen berechnet, wobei Randbedingungen eingehen.
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B.2.1 Diskretisierung der Funktionalableitung
Sei

~

C: (C17"‘7CN)
eine Diskretisierung der Funktion ¢ auf einem horizontalen Gitter mit Gitterzellen der

Flache A; und sei )
F() =) Aif(G)

eine Diskretisierung des oben angegebenen Funktionals F. Dann wird die Funktional-
ableitung %—]C: approximiert durch

W 1 OF
>~ -7
o¢ A 0G
Die Approximation von integralen Grolen wie zum Beispiel der Enstrophie wird damit
unabhingig vom Volumenelement:
o0& 61
=== / dAC? =¢

0¢ 8¢
A 0¢G "

Dies gilt hingegen nicht fiir lokale Gréfien:

6¢(x)
o¢(y)
1L oG 1 o
= Xza@’ - XZ_CZ(SL%’-

=(6(z —y)

Diese Form der Diskretisierung kann auch auf versetzten Gittern angewendet werden.
Die Variable, die sich aus der Ableitung einer globalen Gréfle ergibt, ist dabei stets an
derselben Stelle, wie die Grofle, nach der abgeleitet wird, definiert.

B.2.2 Kettenregel fiir Funktionalableitungen

Die Kettenregel fiir Funktionalableitungen ergibt sich als Verallgemeinerung der Ket-
tenregel fiir die gewthnliche Ableitung, wobei die Summe iiber die Variablen durch ein
Integral ersetzt wird. Unter der Transformation von Geschwindigkeitsvariablen auf die
abgeleiteten Groflen Vorticity und Divergenz

VvV —
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ergibt sich

5o 58 ou s
P /dA (5v5(+5v5u>
Sk-Vxv o oV-kS§
- /dA< v E* 5 5u>

) 0 )
= — [dA (k- —)+k- V —v-V—
(5v/d < rot (V(5C)+ vV X 5 + div(v M) v 5#)

Hier sind die Sétze von Gaufl und Stokes sowie geeignete Randbedingungen eingegangen.
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Anhang C

Helmholtz-Theorem und
Potentialrekonstruktion

Das Helmholtz-Theorem existiert in verschiedenen Formen und wird besonders in An-
wendungen der Fluid- und Elektrodynamik verwendet. Neben einer sehr allgemeinen
Formulierung (der Hodge-Zerlegung) ist hier speziell die zwei- und dreidimensionale
Version interessant. Die allgemeine Aussage ist, dass unter geeigneten Voraussetzungen
ein Vektorfeld in einen divergenzfreien und einen rotationsfreien Anteil zerlegt werden
kann.

C.1 Das zweidimensionale Helmholtz-Theorem

Sei v ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einem zweidimensionalen Gebiet mit
geeigneten Randbedingungen (z.B. periodisch auf beschrinkten Gebieten, geniigend
rasch abfallend gegen Unendlich auf unbeschrinkten Gebieten). Dann garantiert das
Helmholtz-Theorem die Existenz einer Stromfunktion x und eines Geschwindigkeitspo-
tentials :

v=kxVx+ Vvy.

—_—— ~~
=:vX =:vY

Damit wird das Vektorfeld in einen solenoidalen (divergenzfreien) Anteil vX und einen
irrotationalen (rotationsfreien) Anteil v aufgespalten.

Die Zerlegung braucht jedoch nicht immer eindeutig zu sein: Sei 7 eine beliebige
harmonische Funktion und £ ihr harmonisch konjugiertes (d. h. f = n+ i ist analytisch
in der komplexen Variable z = x 4 iy). Dann erfiillen  und £ die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

kxVn+VE=0.

Daraus folgt nun aber die Invarianz des Geschwindigkeitsfeldes v unter der Transforma-
tion (x,7) — (X,7) = (x +n,7 +&):

VvV =k xVY +VyY =kxVxy+Vy=v.
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Das heifit, ¥’ und +/ konstituieren genau dasselbe Vektorfeld wie x und . Um die
Eindeutigkeit der Potentiale zu gewéhrleisten, miissen entsprechende Randbedingungen
spezifiziert werden. Unter obiger Transformation

06y = LY = +ny+¢)  mitkx Vp+VE=0
gilt fiir den solenoidalen Anteil des Vektorfeldes

vX' = rotky’ = rot ky + rot kn,
S~ =

=:vX —.vL

wobei v ein Laplacesches, also ein gleichzeitig solenoidales und irrotationales Vektorfeld
ist:

divv? = divrotkn = 0
rot vF = rot rot kn = —rot grad¢ = 0.

Analog gilt fiir die irrotationale Komponente

v =grady’ = Vy + V& = Vy —rot vl = v7 — vL.

Zusammengefasst gilt also fiir die Transformation der Helmholtz- Aufspaltung

VX o v = yX gyl
v = v =v —vl
Die Eichfreiheit der Potentiale wird demnach durch die Laplaceschen Vektorfelder ver-
mittelt. Auf der Sphére ist nur das triviale Feld v = 0 Laplacesch, deswegen liefert das
Helmholtz-Theorem hier eine eindeutige Aufspaltung in einen solenoidalen und einen
irrotationalen Anteil des Vektorfeldes.

C.1.1 Zusammenhang mit der Kettenregel der Funktionalableitung

Die oben einfiihrte Helmholtz-Zerlegung kann benutzt werden, um die Funktionalablei-
tung der kinetischen Energie nach den abgeleiteten Grofien zu berechnen. Aus der ein-
fachen Form

oH

— =v=k xVx+Vy

ov
und dem entsprechenden Ausdruck aus der Kettenregel fiir die Transformation zu abge-
leiteten Groflen (Abschnitt B.2)

oH OH OH
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ergeben sich durch Vergleich der rechten Seiten die beiden skalaren Gleichungen

& X
k-rot | % = —k-rot und

IH

o v

IH

div ;i = —div

Em Y
Eine Losung davon ergibt die Funktionalableitungen der kinetischen Energie nach den
abgeleiteten Variablen:

SH
5 X
SH
w7

Seien nun 7 und £ zwei harmonisch konjugierte Felder, d. h.

k xVn+VE=0, oder dquivalent k-rot ) 0, div U 0.
3 3
o . . X X+ .
Fiir die transformierten Potentiale = gelten dann die folgenden
Y v7+E
Beziehungen:
/ oH
k - rot X = k-rot X = —k - rot (?C
o4 g '
/ H
div | X — div| Y| = —div ;C
o4 v o

Genau wie im divergenzfreien Fall die Funktionalableitung der kinetischen Energie nach
der Vorticity nur bis auf eine beliebige globale Konstante mit der Stromfunktion iiberein-
stimmt, gilt hier die Gleichheit nur bis auf zwei beliebige harmonisch konjugierte Felder
n,€. Dies ist analog zur Tatsache, dass auch die Potentiale fiir ein vorgegebenes Ge-
schwindigkeitsfeld jeweils nur bis auf genau diese Freiheiten definiert sind. Im konkreten
Fall ist aber wegen der sphérischen Randbedingungen die Normierung vorgegeben.

C.2 Die Potentialrekonstruktion

In der Nambu-Darstellung der Flachwassergleichungen werden an Stelle der Geschwin-
digkeitspotentiale die Impulspotentiale y und v verwendet:

hv =k x Vx + V7. (C.1)
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Diese Potentiale miissen in jedem Zeitschritt aus den prognostischen Groéflen Vorticity,
Divergenz und Hohe rekonstruiert werden, was einen betridchtlichen numerischen Auf-
wand bedeutet. Als Hilfsgroflen werden die Potentiale des Windfeldes eingefiihrt:

v =k x VY + V7. (C.2)

Die Rekonstruktion der Impuls-Potentiale aus gegebenen Vorticity- und einem gegebenen
Divergenz-Feld geschieht in zwei Schritten iiber den Zwischenschritt des Geschwindig-
keitsfeldes:

R = S S

| G p

1. Um aus einem vorgegebenen Vorticity- und Divergenzfeld die Potentiale ¥ und %
zu bestimmen, geniigt es, die Poissongleichungen

AX=(  ODF=u (C.3)

zu l6sen, z. B. durch Integration der entsprechenden Greenschen Funktion oder ein
iteratives Verfahren. Das Windfeld ist dann durch (C.2) gegeben.

2. Die entsprechenden Poisson-Gleichungen fiir die Impulspotentiale lauten

Ax = k-rot(hv)
Ay = div(hv),

—~~
Q a
&

wobei v aus Schritt 1 gegeben ist.
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Symbolverzeichnis

Horizontaler, zweidimensionaler Geschwindigkeitsvektor
Dreidimensionaler Geschwindigkeitsvektor
Zonalwindkomponente
Meridionalwindkomponente
Vertikalwindkomponente
Hohe
Druck
Vorticity
Divergenz
Potentielle Temperatur
=(+ f Absolute Vorticity
Bernoulli-Funktion
Coriolisparameter
Meridionaler Gradient des Coriolisparameters
Potentielle Vorticity (PV)
Vertikaler Einheitsvektor
Stromfunktion
Geschwindigkeitspotential
Geschwindigkeit zum solenoidalen Impuls
Geschwindigkeit zum irrotationalen Impuls
Jacobi-Operator
Dreidimensionaler Wirbelvektor
Energie bzw. Hamilton-Funktional
(Potentielle) Enstrophie
Beliebiges Funktional
Casimir-Funktional
Hamilton-Funktion
Beliebige Funktion
Casimir-Funktion
Strukturkonstanten
Killing-Form
Poisson-Tensor
Nambu-Tensor

R R I H OENT g @2 2 <

=2 X

o<

ZmSﬂQﬁij&ﬁmim
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Symplektische 2-Form

Nambu-3-Form

Volumenform

Diskrete Flussabbildung oder allg. Mannigfaltigkeit
Vektorfeld im Phasenraum

Hamiltonsches Vektorfeld

Poisson-Klammer

Nambu-Klammer

Lie-Ableitung entlang X

Massendichte oder Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
Drehimpuls

Kronecker-Deltafunktion
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