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Zusammenfassung

Wir untersuchen in dieser Dissertation eine Erweiterung des Ricci-Flusses, einer geometrischen
Evolutionsgleichung, die von Richard Hamilton in [Ham82] eingeführt wurde. Diese Gleichung
beschreibt die Evolution einer Riemannschen Metrik g in Richtung ihres Ricci-Tensors. Unter
Hinzunahme einer Funktion u hat das erweiterte System die Form:

∂tg(t) = −2Rc(g(t)) + 4du(t) ⊗ du(t)

∂tu(t) = ∆g(t)u(t) .

Dieses System stellt eine Verbindung des Ricci-Flusses zur Allgemeinen Relativitätstheorie wie
folgt her. Zeitunabhängige Lösungen der Einsteingleichungen, sogenannte statische Metriken,
lassen sich als Lösungen eines elliptischen Systems auf einer raumartigen Hyperfläche der Raum-
zeit beschreiben. Die Raumzeitmetrik wird dann durch Paare (g, u) charakterisiert, wobei g die
Metrik auf der Hyperfläche Σ und u der Logarithmus der “Lapsefunktion” ist. Diese läßt sich als
Geschwindigkeit der Hyperfläche in Zeitrichtung auffassen. Wir beweisen, dass obiges System
als der L2-Gradientenfluss der Entropie

E(g, u, f) =

∫

Σ

(
R− 2|du|2 + |df |2

)
e−fdV

bezüglich des fixierten Maßes dm := e−fdV interpretiert werden kann. Die stationären Punkte
entsprechen dann Lösungen der statischen Einstein-Vakuum Gleichungen.

Nach dem Beweis der Kurzzeitexistenz auf geschlossenen und vollständigen nichtkompakten
Mannigfaltigkeiten widmen wir uns der Frage, unter welchen Bedingungen die Kurzzeitlösungen
fortgesetzt werden können. Als wichtiges Hilfsmittel für diese und weitere Fragen zeigen wir
umfangreiche innere a priori-Abschätzungen für die Krümmung von g(t), für u(t) und für alle
höheren Ableitungen. Es folgt, dass die Beschränktheit der Krümmung die notwendige und
hinreichende Bedingung für die Fortsetzbarkeit darstellt. Weiterhin zeigen wir eine Mono-
tonieformel für eine wichtige Modifikation der Entropie E. Als Anwendung beweisen wir, dass
periodische Lösungen unseres Systems bereits Solitonen sein müssen, also Lösungen, die sich in
der Zeit nur durch die Operation von Diffeomorphismen unterscheiden. Eine weitere wichtige An-
wendung der Monotonieformel beweist, dass Lösungen in endlicher Zeit in einem geometrischen
Sinn nicht kollabieren können. Dies ist sehr wichtig für die Untersuchung von Singularitäten.
Mit Hilfe dieses Ergebnisses und eines Kompaktheitsatzes für Lösungen unseres Systems können
wir zeigen, dass an jeder Singularität eine parabolische Reskalierung durchgeführt werden kann.
Dabei hat der Limes dieser Reskalierungen einige nützliche Eigenschaften. Er existiert für
t ∈ (−∞, 0], ist vollständig und nichtkollabiert. Darüber hinaus ist er eine Lösung des Ricci-
Flusses, die bereits gut verstanden sind. Im letzten Kapitel zeigen wir, dass ein asymptotisches
Abfallverhalten der Anfangsdaten erhalten bleibt, solange man eine Krümmungsschranke hat.
Insbesondere können wir folgern, dass der Fluss für asymptotisch flache Anfangsdaten auch
asymptotisch flach bleibt solange die Lösung existiert. Dabei bleibt die Masse der Anfangsdaten
unter der Evolution erhalten.
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treuer Prof. Dr. Gerhard Huisken für seine Hilfe, Ermutigung und Zeit danken, die er mir zuteil
werden ließ. Insbesondere bin ich sehr dankbar für die Möglichkeit, hier am Albert-Einstein-
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