Anhang A

Zur Beschreibung der stochastischen
Bewegung von Adsorbatteilchen im
Formalismus der Master—(sleichungen

A.1 Die Weitenverteilungsfunktion fiir einen ,,Random
Walk* auf einem hexagonalen Gitter

Sei wy(i,j) die Wahrscheinlichkeit dafiir, da§ ein Teilchen in einem Random Walk auf einem
hexagonalen Gitter, ausgehend vom Ursprung (0,0), in n Spriingen den Punkt (i,j) erreicht.

Dann gilt als Konsistenzbedingung

> waliyj) =1 (A1)
Y]
die Summe lauft dabei iiber das gesamte Gitter. Fiir w,, gilt dann die Rekursionsformel (3.6)
. 1 g
'LUn(Z,j) = Z éwnfl(llnjl)’ (A2)

(i".3)=NN ()
wobei NN(4, 7) die ndchsten Nachbarn des Gitterpunktes (i, j) bezeichnet, dies sind in der Notation
von Abb. 3.14 die Punkte (i — 1,j), (i + 1,7), (4,5 — 1),(¢,j+1),(i — 1,7+ 1) und (¢ + 1,5 — 1).
Bezeichne nun d die Entfernung eines Gitterpunktes vom Ursprung, sei also d* = i + ij + 52, so
gilt
(@) =3 _( +ij + ) wa(i, j) = n. (A.3)
.3
Der Beweis dafiir kann per Induktion gefithrt werden. Fiir n = 0 ist die Beziehung (A.3) offen-
sichtlich, da wg(i,7) = 0(7)d(7). Gelte nun (A.3) bis zu einem gewissen n. Dann gilt weiter
1
D(EHij+ Pwnning) = D(EHi ) X wali )
ij irj (i",5")=NN(i,j)
1 . g .
= 1YY @) (A
b7 (i,j)=NN(.j)
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Nun ist

Yoo @+ +%) = (1P + -1+ )+ (1) G+ 1))+ 57+
(i",i)=NN(i,j)

@ +i( -+ G -D)+ @ +iG+ 1)+ G+ 1))+

(=1 +(G-DG+1)+ G+ +
(((+1)°+ G+ -1)+ (G- 1?

= 6(+ij + 5% +1). (A.5)

Dies eingesetzt in (A.4) liefert

D@ +ij + P (i) = D+ + 57+ Dwali )

i,j 0,
= S (@ +ij + 5 wali, ) + Y wali, f)
i3 2
(d)n
= n+1 (A.6)

nach Induktionsvorraussetzung und Konsistenzbedingung. Damit ist der Beweis fiir (A.3) erbracht.

Die mittlere zuriickgelegte Entfernung ,/(d),, ist also gleich der Wurzel der Zahl der Spriinge.
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Abbildung A.1: w,(i, j) fir einen Platz mit der Entfernung d fiir n =2 (x), n =3 (e), n =6 (o),
n =10 (¢), n =20 (%) und n = 50 (-)

Fiir das Folgende sei 0.B.d.A. die Gitterkonstante ag = 1 gesetzt. Die Funktion w, (i, j) ist in
Abb. A.1 fiir einige n grafisch dargestellt, und zwar als Funktion der Entfernung des Punktes (i, j)
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vom Ursprung. Mit Ausnahme von n = 1 und n = 3 ist fiir alle n der Ursprung der wahrscheinlich-
ste Einzelpunkt; dies ist auch fiir einen entsprechenden Random Walk im eindimensionalen und
auf anderen zweidimensionlen Gittern bekannt. Zu beachten ist jetzt allerdings noch die Tatsache,
daB es fiir die einzelnen Entfernungen verschieden viele Punkte gibt, die diese Entfernung haben.
Diese ,Entartung® der Entfernungen ist in Abb. A.2(a) dargestellt. Summiert man diese Entar-
tungen jeweils iiber ein Intervall der Lange 1, fragt man also, wieviele Punkte eines hexagonalen
Gitters zwischen den Kreisen mit den Radien  und r+1 liegen, so erhélt man Abb. A.2(b). Dafiir
kann man einen asymptotischen analytischen Ausdruck angeben: Die Fliche dieses Kreisringes ist
7(r +1)* — 7r? = 2mr + 7, die Fliche der primitiven Einheitszelle des hexagonalen Gitters ist
V3 /2, damit passen in den Kreisring 4/ V3r+2n / v/3 Einheitszellen; diese Funktione ist in Abb.
A.2(b) mit dargestellt.
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Abbildung A.2: Zahl der Gitterpldtze mit gleicher Entfernung A.2(a) und Zahl der Gitterplétze
im Intervall [z, z + 1) fiir ganzzahlige x A.2(b)

Um die asymptotische Verhalten von w,,(Z) fiir grofie n und |Z| zu bestimmen, kann man (A.2)
umformen zu
wn(Z,j) - wn—l(zvj) = Z 6(wn—1(ll7],) —wn_1(l,j)), (A7)
(,5)=NN(.j)

was sich nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung approximieren lafit durch
S S
— W, (T) = iAfwu(:c), (A.8)

worin w, (%) eine gewisse kontinuierliche differenzierbare Funktion darstellt; im Sinne der nume-

rischen Behandlung partieller Differentialgleichungen stellt (A.2) eine Diskretisierung von (A.8)
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dar. Letztere Gleichung ist eine Diffusionsgleichung mit der Losung (vgl. (3.25))

e (A.9)

e . (A.10)

Die Normierungsbedingung in 2 Dimensionen mit der oben ermittelten Anzahl von Gitterpliatzen

in einem Kreisring lauten

Te 22 4
—e n—xdxr =1, A1l

0
woraus ¢ = v/3/(2n) folgt. Somit lautet die asymptotische Form der Verteilung

n—o0o \/7
Wp,

27m

= (A.12)

Diese Verteilung ist fiir n = 10,20 und 50 in Abb. A.1 mit dargestellt. Fiir das zweite Moment

(x?) dieser asymptotischen Verteilung findet man

7 22 4
V3 e_Tlx?’, dez=n (A.13)

e

wie es sein muf.

Mit der Kenntnis der Entartungen der verschiedenen Entfernungen kann jetzt auch die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung w,(d) dafiir, ein Teilchen auf irgendeinem Platz mit der Entfernung d
vom Ursprung zu treffen, ermittelt werden. Diese ist in Abb. A.3 dargestellt.

Schlielich kann man mit Kenntnis des 2. Momentes der Verteilung w, noch das 2. Moment

der Sprungweitenverteilung 3.8 ausrechnen:

ﬁ Ft Tty L
<x2>Pt0 = Z Z o) Ho 2wn(17)

_ Z (Fto) e—Fton

n=1 :
> (I't

= e_FtOFtO Z ( ?>
n=0 n

in Ubereinstimmung mit der Einstein-Gleichung; das 2. Moment nimmt linear mit der Zeit zu.
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Abbildung A.3: Weitenverteilung w,,(d) fir n =2 (x), n =3 (8), n =6 (o), n = 10 (¢), n = 20

() und n = 50 (-).

A.2 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Fall des iso-
lierten Teilchens bei Annahme von Einzelspriingen

Gesucht ist die Losung von (3.11). Dazu soll die Methode der erzeugenden Funktion benutzt
werden; dieser Abschnitt folgt im Wesentlichen der Darstellung in [66].
Die erzeugende Funktion der Verteilung p;;(t) ist
G(z,y,t) = Z Z xiyjpij(t). (A.15)
1=—00 j=—00
Nun gilt fiir p;;(¢), wenn wir die Indizierung nach 3.14 verwenden,

0
apij(t) =Y (Pi-1,/(t) + Piy1,;(t) + pij-1(t) + Pij1(t) + Pic1jr1(t) + pirrj-1(t)) — 670ps;(1).

(A.16)

Damit gilt fiir die erzeugende Funktion

o 0o 00 !
—Gz,y,t) = > flflyjapij(t)

ot 1=—00 j=—00
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= > > Y ic1, () 4 pir1 () + pi1(t) + pijea(t) + pic1 e (£)+

1=—00 j=—00

+pit1,-1(t) — 6pi;(t)) (A.17)
1 1
= 7 (x—l———i—y—l———i—f—l—y —6) G(z,y,t),

wenn man die Klammer in der zweiten Zeile auftrennt, die Summe fiir jeden Term einzeln berechnet
und dabei eine Indexverschiebung vornimmt. Die Losung dieser Gleichung mit der Anfangsbedin-
gung, dafl pgo(0) = 1 und p;;(0) = 0 fiir alle anderen (4, j), d.h. dal das Teilchen zur Zeit 0 auf
dem Platz (0,0) lokalisiert ist, lautet

G({E, n t) _ e—GVotevot@—i—%)e’YOt(y+%)e’yot<%+%). (A.18)

Unter Benutzung der sog. Schlomilch—Reihe[73]
T 1 s
exp [5 (z + —ﬂ = > 2"I(7), (A.19)
z n=—oo

wobei I,,(7) die modifizierte Besselfunktion erster Art von der Ordnung n ist, kann (A.18) umge-
formt werden zu
k
G(z,y,t) = e " 2" L;(2v0t)y’ I;(270t) <£> I1.(270t)
Y

1,5,k

— Z :EHkyj_in(nyot)Ij (27v0t) I (270t)
ijk

= Z ™Y Lk (290t) Lna k(2701 I (2701) .- (A.20)

m,n,k
Ein Vergleich mit der Definition der erzeugenden Funktion liefert dann schliefilich das Ergebnis
pU(t) = e—6'y0t Z ]z—k(nyOt)[]—i—k(2’70{:)]]@(27015) (A21)
k=—o0
A.3 Die Master—Gleichung fiir die Bewegung zweier nicht
wechselwirkender Teilchen

Es soll gezeigt werden, dafl ein Verbundprozefl aus zwei Einteilchen—Prozessen, deren Wahrschein-
lichkeitsverteilungen jeweils eine Master—Gleichung
@ = Y @@ @) Y @), =12 (A.22)
#=NN(z,) #=NN(z,)
erfiillen, wiederum ein Markov’scher Prozefl ist, dessen Wahrscheinlichkeitsverteilung also eine
Master—Gleichung erfiillt. Dazu betrachten wir die Zeitableitung der Verbundwahrscheinlichkeit

U L\ 0 L L, 0 .
P E T = P (@) 5t () + 87 (@) 5ot ()



A.4. Die Master-Gleichung fiir die Paar-Relativbewegung

143

mit

p@E) | A@IE)p (@) - p (@) Y (@) |+
#=NN(a) #=NN(a)

(@) | Y @Ee @) - oV@) Y @)
7 =NN(z) #=NN(z)

N 1)/ > 1)/ - 1 1) / o
S a@lE) @ @)+ S @z (@)ps) () —

#,=NN (i) #=NN(z)

1)/ = 1)/ = | = 1
M@ @) | @ )+ Y (@)

#=NN() #=NN(a,)
3o (@] E)S(F, 3) + A (F ) (T, To) dpi (@)pd(

S5

# =N N(a,)
1)/ > — [ —
@y (@) Y {(@]E)S(E, F) + v (#]F)5(F, 7))
#=NN@)
#=NN(z,)
5’1=NN(51)
5’2:NN(§2)
—P(Q)(fl ey Z ’Y( )(90175152@,175/2)
#=NN@)
#=NN(z,)
7( )(xl,:r2|x1,x2) (Z2]25)0(Z1, T7) + (21 |7])0 (72, 75)

(A.23)

(A.24)

A.4 Die Master—Gleichung fiir die Paar—Relativbewegung

Gesucht ist die Master—Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Paar-Relativbewegung

N) =Y p@(@, 7 - A) =Y p? (@ + A, 7)),
fl f2

(A.25)

fiir die Definition der einzelnen Variablen s. Abschnitt 3.4.1. Die Zeitableitung dieser Gleichung

lautet

o -
EP(A)

Z Z Z ’7(2)(:?17561 A|‘/iy171_ﬂ2) 2)(fllaf/2) -

71 \#=NN() #=NN(z -X)

2
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# #=NN(&) #,=NN(z -A)

3

Zunichst wird der zweite Teil, ¥y, behandelt. Einsetzen der Ubergangsraten fiir den Verbundproze$

(3.17) liefert

Yoo @ E s -A) = Y > {w@ - A 7,3 - 70, T) +
#=NN@) #=NN(z) #,=NN(z, - &)
fé:NN(:El—&)

s, sy
Substituiert man in X} #, = & — A/, so liuft die Summe iiber A’ = NN(A), und es gilt ¥}, =

> w(—&, —&’); die Summe ist unabhéngig von #;. Analog wird in X7 &} — & +A durch A
A'=NN(A)

substituiert; wenn "} die néchsten Nachbarn von & durchléuft, variiert A entsprechend iiber die
néchsten Nachbarn von A. Auch diese zweite Summe ist also unabhéngig von 7y, und der gesamte

Ausdruck ¥y kann geschrieben werden als

Yy = (Zp@)(fl,fl—&)) Yo w(-A A+ Y w(A A

A'=NN(A) Ar=NN(A)
= Y@ a —8) Y (w=A -A) +w(l X))
1 A =NN(&)
= p(A) Y (w4 -A)+w(lA)). (A.27)
A'=NN(A)

Die Summe ¥; wird in dhnlicher Art und Weise behandelt. Zunéchst werden wieder die inneren

Summen unter Ausnutzung der —Funktionen in (3.17) aufgespalten:

S @, - AR, BT, 1) = > {w@ - A - a8 - 7)o@, 1) +
#=NN@) #=NN@)
#-NNz, -x) #-NNz, -x)

w(# — 7, 7 — )07 — A, 7) |pP (7, )

= oo w(=A, 7 - 7)pP (T, T) +
#=NN(z -A)
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Fiir ¥} wird wieder @, = #; — A’ substituiert; wenn @, iiber die néichsten Nachbarn von #; — A liuft,

muB A’ iiber die von A laufen. Somit ist 2 = Y w(=A, —ANp®(z, 7 — A). Genauso
A'=NN(A)

ersetzen wir in X7 den Ausdruck 7} — 2 + A duch A, damit wird @) = 2} — A’ + A. A’ lduft dann

iiber die néichsten Nachbarn von A, und es folgt 7/ = ¥ w(A, A)p@ (7 — A+ A, 7 — A).

A=NN(A)
Unter Beriicksichtigung der Summation iiber #; kann man, wenn man diese mit der Summation

iiber A/ vertauscht, die gesamte Summe ¥; als

X = > <w(&, A) ZP(Q)(fl ~ A+ A7 - A) +w(-A, -A) ZP(Q)(fh T — &/)>
A=NN() & &
S @ + AL a) = p(A) = H(A")
- Y B A) +w(-E,—E)pA) (A.28)
A=NN(A)

schreiben. Einsetzen von (A.28) und (A.27) in (A.26) liefert, dafl die Wahrscheinlichkeitsverteilung
ﬁ(&’ ) wieder einer Master—Gleichung geniigt:

0 A NN NAARI ~/ N A N/ N A/
2 PR = 3 (w(& &) + w(=&, -ANpA) +p(B) > (w(=4A,-A) +w(i, AY)).
A'=NN(A) A=NN(A)
(A.29)
Aus Griinden der Inversionssymmetrie mufl nun w(& A’ ) = w(—A, —A') gelten, und das liefert

schliefllich das gesuchte Ergebnis (3.19).

A.5 Die mittlere Aufenthaltsdauer auf einem Adsorpti-
onsplatz im Modell der Master—Gleichungen

Will man im Modell der Master—Gleichungen die mittlere Aufenthaltsdauer eines Teilchens auf
einem Platz bestimmen, so mufl man in der Master-Gleichung fiir die entsprechende Wahrschein-
lichkeitsverteilung die Terme fiir die Spriinge auf diesen Platz weglassen, denn diese driicken ja
den Zuwachs an Wahrscheinlichkeit aus, der daher kommt, das ein Teilchen von einem anderen
Gitterplatz dorthin hiipft, und hier interessiert ja nur das Verhalten des Teilchens bis zum ersten

Sprung. Die Master—Gleichung lautet also

aat Z% (A.30)

mit der normierten Losung

p(t) =T, (A.31)
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worin [ = )7, v; die Summe aller Sprungraten von diesem Gitterplatz weg ist. Die mittlere

Verweildauer auf diesem Platz ist dann
7 L1
() = / et = (A.32)
0

Die im Kapitel 3.3 angenommene Exponentialverteilung fiir die Lebensdauer eines Teilchens auf
einem Gitterplatz ist also durch die Annahme zeitunabhéngiger Sprungraten motiviert, was phy-
sikalisch plausibel ist, bis auf vielleicht eine gewisse Totzeit von einigen Adsorbatschwingungs-
perioden, d.h. bis auf wenige ps direkt nach dem Sprung, die moglicherweise zur Equilibrierung

notwendig sind.

A.6 Die Sprungraten bei Spriingen iiber einen Zwischen-
platz

Gegeben sei ein System aus zwei Plédtzen, die iiber einen Zwischenplatz verbunden sind (s. Abb.
A.4). Dabei soll das Teilchen auf diesem Zwischenplatz nicht beobachtbar sein, es soll also sofort
weiterspringen. Allerdings soll dieser Prozefl immer noch Markov’sch sein, die Richtung, in die das
Teilchen weiterspringt, soll unabhéngig sein von der Richtung, aus der es kommt; das Teilchen soll

also im Zwischenplatz equilibrieren. Die Master—Gleichungen fiir dieses System lauten:

0

gePr T TPt Yap (A.33)

0

ol = — (Va1 + Yi2)pi + Y1ip1 + Y2iP2 (A.34)

0

g2 = Tk + YieDi- (A.35)
(A.36)

Nun soll das Teilchen vom Zwischenplatz immer sofort weiterspringen, d.h. der Zuwachs der
Wahrscheinlichkeit auf dem Zwischenplatz soll Null sein,

0

Damit muB fiir p; gelten
(Vi1 + Yi2)pi = Y1 + Y2iD2 (A.38)

Dies nach p; aufgeltst und in die Master—Gleichungen fiir p; und p, eingesetzt und zusammengefafit

liefert schlielich

0 Y172 Y2:i7i1
o Vi1 + Vie ! Vi1 + Vi2 2 ( )
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Yi2

Y

Abbildung A.4: Schema eines Potentials fiir Spriinge iiber einen Zwischenplatz.

0 Y2:i7Vi1 Y1:7Yi2
—py = —————ps+ —p. A .40
o’ Vi1 + Vi2 ? i1 + Vi2 ! ( )

(A.41)

Dieses Ergebnis ist auch plausibel; die Rate, mit der das Teilchen vom Platz 1 zum Platz 2 springt,
ist gleich der Rate 7yy;, mit der es zum Zwischenplatz springt, multipliziert mit der Wahrschein-
lichkeit, vom Zwischenplatz zum Platz 2 zu springen, und diese ist ;2 /(7i1 + Yi2)-

Seien die Sprungraten mit den Energien der Potentialhyperfliche nun folgendermafien ver-

kniipft (s. Abb. A.4):

T1-B;

Yii = Yo T A 42
Ty—By
Yoi = ’YoeiT A43

(A.42)

(A.43)

Vi = e T (A.44)
Yiz = € Ti;c- ( )
(A.46)
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Dabei wurden die Vorfaktoren fiir v;; und ~9; gleich gesetzt, weil der Unterschied zwischen den
Energiedifferenzen T} — B; und T, — Bs klein sein soll. Das Verhéltnis der effektiven Sprungra-
ten vom Platz 1 zum Platz 2 und zuriick ist nun nach (A.39) gleich (v1;%i2)/(72:7:1). Fiir den

Logarithmus dieses Verhéltnisses findet man dann durch Einsetzen der Sprungraten

Y1iYi2 1 1
=—— (T, —B1+Ty,—C — (Ty — By + Ty — =
po— sz( | 1+ T —C — (T 2y + 1T — () T

In

(By — By), (A.47)

d.h. der Logarithmus des Verhéltnisses der effektiven Sprungraten liefert auch bei einem Sprung
iiber einen Zwischenplatz die Energiedifferenz zwischen den entsprechenden Gleichgewichtsplatzen.
An dieser Argumentation dndert sich auch nichts, wenn man die Zwischenpldtze in die dreifach
koordinierten Liicken des hexagonalen Gitters einbaut, nur wird die Indizierung und Berechnung
dann komplizierter und weniger transparent, weshalb sie hier nur fiir ein einfachs System aus zwei
Platzen vorgefiithrt wurde.

Im Unterschied allerdings zum System aus zwei Plétzen ist es bei einem System aus drei
Pldtzen, die iiber einen Zwischenplatz verbunden sind (s. Abb. A.4) im Prinzip méoglich, die Sprun-
graten in den Zwischenplatz und die Wahrscheinlichkeiten fiir den Sprung aus dem Zwischenplatz
einzeln auszurechnen. Wenn v; (7 = 1,2,3) die Sprungrate aus dem Platz j in den Zwischen-
platz und 7; die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Teilchen aus dem Zwischenplatz in den Platz j
springt, bezeichnen, so gilt fiir die effektiven Sprungraten vom Platz j zum Platz k v, = v
(j,k = 1,2,3;5 # k). Wenn die effektiven Sprungraten gegeben sind, ist dies ein (nichtlineares)
Gleichungssystem aus 6 Gleichungen mit 6 Unbekannten. Nun gilt z.B.

—1
<71~>2 + Y2—1 + 1) = T3, (A48)
T—-3 723

und mit der Kenntnis von 73 kann das gesamte System aufgeltst werden, d.h. man kann die 6
effektiven Sprungraten umrechnen in die Sprungraten in den Zwischenplatz und die Wahrschein-
lichkeiten fiir die Spriinge heraus und kénnte daraus sowohl die Energie des Zwischenplatzes als

auch die Energien der Barrieren berechnen.



Anhang B

Verwendete Abkiirzungen und Symbole

AES
DFT
ESDIAD

fce

FEM

FIM

HAS

hep
(HR)EELS

IRAS
LEED
ML
STM
TDS
UHV

Auger Electron Spectroscopy, Augerelektronenspektroskopie

Density Functional Theory, Dichtefunktionaltheorie

Electron Stimulated Desorption Ion Angular Distribution, durch Elektronen
stimulierte Desorption und Messung der Winkelverteilung der Tonen
face—centered cubic, kubisch flichenzentriert

Field Elektron Microscopy, Feldelektronenmikroskopie

Field Ion Microscopy, Feldionenmikroskopie

Helium Atom Scattering, Heliumatomstreuung

hexagonal close—packed, hexagonal dichtgepackt

(High Resolution) Electron Energy Loss Spectroscopy, (hochaufgeloste)
Elektronenenergieverlustspektroskopie

Infrared Absorption Spectroscopy, Infrarot—Absorptionsspektroskopie
Low Energy Electron Diffraction, Beugung niederenergetischer Elektronen
Monolayer, Monolage

Scanning Tunneling Microscopy, Rastertunnelmikroskopie
Thermodesorption Spectroscopy, Thermodesorptionsspektroskopie

Ultra High Vacuum, Ultrahochvakuum

Gitterkonstante des Substrates, 2.705 A(Ru(0001)) bzw. 2.775 A(Pt(111))
chemische Diffusionskonstante

Tracer—Diffusionskonstante

Sprungrate eines Teilchens in eine spezielle Richtung

totale Sprungrate eines Teilchens

Tunnelstrom

modifizierte Besselfunktion erster Art von der Ordnung n
Boltzmann—Konstante

Fermi—Wellenvektor

Langmuir (Dosiseinheit); 1 L = 1-107% Torr-s

Temperatur

Bedeckung, Anzahl der Adsorbatteilchen im Verhéltnis zur Zahl der
Substratteilchen in der obersten Lage, angegeben in Monolagen (ML)
Tunnelspannung (Potential der Probe gegen die Spitze)
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