Kapitel 2

Groflikanonische Beschreibung idealer
Bose-Gase

In diesem Kapitel beschreiben wir wechselwirkungsfreie bosonische Vielteilchen-Systeme im Rah-
men der grokanonischen Ensemble-Theorie. Solche Systeme befinden sich sowohl im thermischen
Gleichgewicht mit einem gedachten Warmebad, als auch im chemischen Gleichgewicht mit einem
ebenfalls hypothetischen Teilchen-Bassin.

Die hier présentierten theoretischen Untersuchungen basieren auf den feldtheoretischen Metho-
den der so genannten Zweitquantisierung [48], die wir im ersten Abschnitt 2.1 diskutieren. Die
Anwendung dieser Methoden auf das Problem wechselwirkungsfreier Systeme bietet eine inter-
essante Alternative zu den {iiblichen Darstellungen und lésst sich fiir spétere Untersuchungen
wechselwirkender Systeme im Kapitel 4 problemlos erweitern. im Unterabschnitt 2.1.1 wird zu-
erst der Grundstein fiir derartige Untersuchungen gelegt, indem wir das Funktionalintegral in
der kohédrenten Feld-Darstellung einfithren. Im anschlieSenden Unterabschnitt 2.1.2 werten wir
die grofkanonische Zustandssumme aus. Im Unterabschnitt 2.1.3 berechnen wir die Vielteilchen-
Greens-Funktion, die von uns weiterhin als Propagator bezeichnet wird, und im Unterabschnitt
2.1.4 das grofkanonische Potential.

Basierend auf den oben diskutierten Untersuchungen werden im anschlieBenden Abschnitt 2.2
thermodynamische Eigenschaften eines homogenen Bose-Gases untersucht. Darin berechnen wir
die Warmekapazitit und die fiir die Bose-Einstein-Kondensation entscheidende Grofle, ndmlich
die Besetzung des Grundzustandes. In diesem Abschnitt wird auf die besondere Rolle des Grund-
zustandes und die Subtilitdten in seiner theoretischen Behandlung eingegangen.

Im Abschnitt 2.3 behandeln wir den experimentell relevanten Fall eines Bose-Gases, welches in ei-
nem harmonischen Potential festgehalten wird. Im ersten Unterabschnitt 2.3.1 beschéftigen wir uns
mit seiner Beschreibung im Rahmen der semiklassischen Néherung in beiden fithrenden Ordnun-
gen. Zur Ausweitung dieser Methode betrachten wir im Unterabschnitt 2.3.2 die héheren semiklas-
sischen Korrekturen dazu und konzentrieren uns auf die Berechnung der Finite-Size-Korrektur der
kritischen Temperatur. Da die semiklassische Ndherung insbesondere in diesem Temperaturbereich
keine konvergierenden Storungsreihen liefert, geht seine Behandlung iiber die naive Stérungstheo-
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20 KAPITEL 2. GROSSKANONISCHE BESCHREIBUNG IDEALER BOSE-GASE

rie hinaus. Im darauffolgenden Unterabschnitt 2.3.3 behandeln wir das Problem des harmonischen
Potentials exakt quantenmechanisch mit Hilfe numerischer Methoden und vergleichen die Ergeb-
nisse mit semiklassischen Néherungs-Ausdriicken.

Im Abschnitt 2.4 diskutieren wir das Bose-Gas in einem Kasten-Potential. Seine semiklassische
Behandlung liefert in der fithrenden N&aherungs-Ordnung das homogene Bose-Gas, welches uns
bereits vom Abschnitt 2.2 bekannt ist. Wie wir im Unterabschnitt 2.4.1 zeigen, fiihren Versu-
che, semiklassische Korrekturen zu diesem thermodynamischen Limes auszurechnen, nicht zum
erwiinschten Erfolg. Daher wenden wir auf dieses Problem die bereits im Abschnitt 2.3 gete-
stete nichtstorungstheoretische Vorgehensweise und erhalten auf diese Weise die semiklassischen
Finite-Size-Korrekturen zur kritischen Temperatur. Im Unterabschnitt 2.4.2 diskutieren wir die
quantenmechanisch exakte Behandlung der Bose-Gase im Kastenpotential. Darin erhalten wir die
Finite-Size-Korrekturen numerisch ohne Zuhilfenahme von semiklassischen Néherungs-Methoden
und vergleichen sie mit den analytischen Ergebnissen.

Nach diesen thermodynamischen Untersuchungen wenden wir uns im Abschnitt 2.5 den Propaga-
toren fiir verschiedene Systeme zu. In bestimmten Spezialfillen erhalten aus ihnen Informationen
iiber die Teilchenzahldichten in jeweiligen Systemen sowie iiber das Langdistanz-Verhalten der
Propagatoren.

Am Ende dieses Kapitels diskutieren wir im Abschnitt 2.6 die grundsétzlichen Probleme der
groffkanonischen Ensemble-Theorie in der kondensierten Phase, die sich bei Untersuchungen der
Teilchenzahl-Fluktuation ergeben.

2.1 Feldtheoretische Beschreibung

In diesem Abschnitt werden die feldtheoretischen Grundlagen zu Beschreibungen groflkanonischer
bosonischer Ensembles zusammenfassend dargestellt. Bosonische Ensembles zeichnen sich durch
die prinzipielle Ununterscheidbarkeit der darin enthaltenen Teilchen und durch die Symmetrie
beziiglich des Teilchenaustausches aus. Die wichtigste Aufgabe in deren groflkanonischen Beschrei-
bung besteht in der Herleitung und anschliefenden Auswertung der so genannten grolkanonischen
Zustandssumme

Zaw = Tre PH-N) (2.1)

Hierbei wird die Abkiirzung 8 = 1/kgT mit der Boltzmann-Konstante kg und der Temperatur T’
verwendet. Mit p wird das chemische Potential bezeichnet und H représentiert den wechselwir-
kungsfreien Hamilton-Operator
. h2
H = /d?’:v a'(x) |- A+ V(x)| a(x) , (2.2)
2M
wobei wir mit M die Masse eines Teilchens bezeichnen und mit V(x) das Fallenpotential, das wir
als nicht explizit zeitabhiingig voraussetzen. Die Operatoren a'(z) und a(z) sollen dabei jeweils
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ein Teilchen am Ort & erzeugen bzw. vernichten. Der Teilchenzahloperator N wird analog dazu
dargestellt als

N = / Pz al(z) a(z) (2.3)

2.1.1 Funktionalintegral-Darstellung der Zustandssumme

In diesem Unterabschnitt widmen wir uns der Zustandssumme (2.1), die wir in einer fiir spéte-
re Untersuchungen niitzlichen Form mit Hilfe der so genannten Funktionalintegral-Darstellung
herleiten.

Aufgrund der Ubersichtlichkeit der nachfolgenden Berechnungen werden wir in einer gegitterten
Version des Raums arbeiten. Dies impliziert z.B. die Ersetzungsvorschrift a(x) — a;/+4/v und
al(x) — al/\/v sowie die Verwendung der diskreten Summation anstelle der kontinuierlichen
Integration [d?z +— v3,. Dabei bezeichnet v das elementare Volumen eines Gitterplatzes i.
Nach diesen Gitterungs-Vorschriften werden z.B. Energie- und Teilchenzahloperatoren (2.2) und
(2.3) durch

H = ZAT [——A +v} , N:Za*al (2.4)

ersetzt.

Weiterhin greifen wir auf die zweitquantisierte Beschreibungsweise durch Vielteilchen-Zustédnde
zuriick [48]. Diese auch als Fock-Zusténde bezeichneten Objekte werden so konstruiert, dass sie an
jedem Ort (an jedem Gitterpunkt) eine bestimmte Zahl von Teilchen beinhalten. Im gegitterten
Raum lassen sich solche Vielteilchen-Zustdnde mit Hilfe der Erzeugungsoperatoren entsprechend
der Beziehung

) = (dD"l(aé)’” va
g ) = S fuak) (2:5)

darstellen, wobei n; die Teilchenzahlen an den jeweiligen Orten i bedeuten. Der Zustand |vak)
steht dabei fiir den Vakuum-Zustand [00...) des Fock-Raumes und erfiillt folgende Relationen:

a; lvak) = 0 , (vaklvak) =1 . (2.6)
Fiir die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren gelten folgende Kommutatorrelationen:
[aial] =6; , [al,al] =[ana;] =0 . (2.7)

Damit lésst sich z.B. zeigen, dass
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gilt. AuBlerdem lésst sich aus den Kommutatorrelationen (2.7) die weitere Beziehung a; (&I)nk =
(a})nka] + 8; jng (aT) ™! herleiten, mit deren Hilfe sich die aus (2.5) und (2.6) folgende wichtige
Identitat

ergibt. Daraus und aus (2.8) sieht man, dass die Vielteilchen-Zustidnde (2.5) tatsdchlich Eigen-
zustdnde der Operatoren (2.4) sind. Sie bilden aulerdem noch eine vollstdndige Basis. Das heifit,
sie geniigen der Vollstdndigkeits-Relation

[e.e]

> dmng ) ngn | = 1p (2.10)

77/1777,2,...:0

wobei der Ausdruck 17 auf der rechten Seite das Eins-Element des Fock-Raumes bedeutet und
(...ngny | fur den zu (2.5) adjungierten Zustand

o (a2)™ (an)™
...ngny| = (vak 2.11

< 2| (vak A/ nely/ng! (2.11)
steht. Durch mehrfache Anwendung der Beziehung (2.9) kann man auflerdem noch zeigen, dass
die Zusténde (2.5) zueinander orthonormal entsprechend der Beziehung

< ... NNy \mlmg...> = 6m17n15m2,”2 (212)

sind. Zusammenfassend kann man aus dem oben Gesagten entnehmen, dass die Fock-Zustédnde
(2.5) eine vollstédndige orthonormale Basis bilden. Diese Zustédnde werden nur durch die Teilchen-
zahlen an den jeweiligen Orten charakterisiert, ohne dass die einzelnen Teilchen irgendwie geken-
zeichnet werden. Dadurch ist die Ununterscheidbarkeit automatisch gegeben. Dass die Zustinde
(2.5) bosonische Gesamtheiten mit deren Symmetrie gegeniiber Teilchenvertauschungen beschrei-
ben, wird mit den Kommutatorrelationen bosonischer Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren
(2.7) festgelegt.

Wenden wir uns nun dem Problem der Berechnung der grofilkanonischen Zustandssumme (2.1) zu
Die Operation der Spurbildung lésst sich im Fock-Raum wie folgt spezifizieren:

e}

ZGK = Z < ... NNy ‘ €_ﬁ(ﬁ_uN) \n1n2 .. > . (213)

77/1777/27---:0

Diese Zustandssumme (2.13) kann im vorliegenden wechselwirkungsfreien Fall explizit ausgerech-
net werden. Wir gehen hier aber einen etwas anderen Weg und stellen das Problem mit Hilfe der
so genannten kohdrenten Zustédnde dar [48]. Diese werden aus den Fock-Zustédnden (2.5) derart
kombiniert, dass an jedem Ort des Raumes eine beliebige Teilchenzahl zugelassen wird. In der
gegitterten Version wird das in der folgenden Form beriicksichtigt:

16) Eexp{ ZW /2} Z V_\/E " |nns. ) (2.14)

n1,Mn2;.
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wobei 1); komplexe Zahlen sind, die nach (2.5) jedem Erzeugungsoperator &ZT- jeweils einmal hinzu-
geschrieben werden. Die Exponentialfunktion im Vorfaktor dient dabei lediglich der Normierung.
Der zu (2.14) adjungierte Zustand lautet

(0 = exp{ - Dol 2} 3 Comm | T (2.15)

n1,77/27---:0

Die Verwendung der kontinuierlichen v;-Felder bzw. deren komplex-konjungierten Felder 1} gibt
uns die Moglichkeit, verschiedene Orte (Gitterplitze) auf unterschiedliche Weise zu gewichten.
Durch gezielte Wahl solcher Felder kénnen somit beliebige, den jeweiligen Gegebenheiten ange-
passte Feldkonfigurationen konstruiert werden. Auflerdem ergibt eine komplette Mittelung iiber
alle moglichen Besetzungszahlen {nq,ns, ...} in (2.14) einen weiteren wichtigen Vorteil gegeniiber
den Vielteilchen-Zustdnden (2.5). Dies wird in der Anwendung eines Vernichtungsoperators auf
den kohérenten Zustand (2.14) bzw. eines Erzeugungsoperator auf (2.15) deutlich:

ai|¢) = ¢il¢) und (glal = ¥i(e| (2.16)

wie man mit Hilfe der Relation (2.9) zeigen kann. Diese Eigenwertgleichung besagt, dass im Gegen-
satz zum Zustand |njnsy...) der kohérente Zustand |¢) alle Vernichtungsoperatoren a; diagonali-
siert. Seine Eigenwerte 1);, oder auch deren kontinuierliche Versionen (), werden als kohérente
Felder bezeichnet. Mit Hilfe der Orthonormalitétsrelation (2.12) stellen wir weiterhin fest, dass
sich zwei dieser kohédrenten Zusténde |¢;) und |¢y) wie folgt tiberlappen:

@y = exp{ 35 (w00~ Wusl/2 = /2 )} (217)

Fiir den Spezialfall £ = j sehen wir daraus, dass die kohdrenten Zusténde (2.14) in der Tat auf
eins normiert sind. Fiir den Fall k£ # j verschwindet der Skalarprodukt jedoch nicht, so dass die
verschiedenen kohérenten Zustédnde nicht orthogonal zueinander stehen. Dariiber hinaus lasst sich
mit Hilfe (2.10) die folgende Vollstandigkeits-Relation der kohérenten Zusténde (2.14) herleiten:

IT| [ 252 ool = 1 2.18)

Daraus und aus der Nichtorthogonalitéit der kohédrenten Zusténde ist ersichtlich, dass die Zustédnde

|p) ein iibervollstéandiges Basissystem darstellen. Dieser Umstand wird uns aber nicht weiter storen.

Nun wollen wir die grofkanonische Zustandssumme (2.13) auch im Raum der kohérenten Zustéinde
darstellen. Erweitern wir diese Zustandssumme mit einer Identitdt in Form der Vollstdandigkeit
(2.18), so ergibt sich

Zew = S 11 [/ dv; d%](...mnl ) (6] =01 1

ni,n2,...=0 1

_ HU%%] i (] =PI |y n N ngmy [6) . (2.19)

7 ni,n2,...=0
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Unter Beriicksichtigung der Vollstidndigkeits-Relation (2.10) ist damit die kohdrente Darstellung
der groflkanonischen Zustandssumme durch
d ¥ d i _ T N
Zere = T | [ 52 | ol et ) (2.20)

2T

gegeben. Um jetzt weiterzukommen, miissen wir nur bemerken, dass der Exponentialoperator
e=BUH=1N) iy gewissen Sinne einen Entwicklungsoperator fiir kohdrente Zusténde darstellt. Man
spricht in diesem Zusammenhang von der Imaginédrzeit und meint, dass der kohdrente Zustand
im Heisenbergbild mittels obigen Entwicklungsoperators vom Anfangs- zum Endpunkt des Ima-
ginérzeit-Intervals (0; h3) propagiert. Der volle Imaginérzeit-Entwicklungsoperator ldsst sich nun
in L + 1 Kurzzeit-Faktoren zerlegen, wobei L eine grofle Zahl ist. Das entspricht einer Gitterung
des Imaginérzeit-Intervals (0;73) mit dem kleinen Abstand zwischen zwei Imagindrzeitpunkten
e =hp/(L+1). Die Zustandssume (2.20) ldsst sich dann als

d z* d¢2 —e(H—pN —e(H—pN —e(H—pN
ZGK = H |:/ w271' :| <¢| € H MN)/h]lF € (H-pN)/ ]lF o ]lF € v MN)/fi|¢> (221)
i L FaI(,toren

darstellen. Zwischen den einzelnen Kurzzeit-Faktoren haben wir dabei die Identitdten 1 einge-
schoben, die wir noch mit (2.18) auf die kohdrenten Zusténde spezifizieren. Damit ergibt sich

za = I1| [ dw*d%]ﬂlﬂ/ B ] (e ) g e O )

%

X (gra - |on)(gr]em M g) (2.22)

Die Endzustinde (¢| und |¢) konnen nun mit Zusténden (¢r41| und |¢g) identifiziert werden.
Deren kohérente Felder miissen dafiir lediglich den Bedingungen o] = ¢/, = ¢]; und ¢; =
Vi +1 = Yip geniligen. Damit schreiben wir weiterhin

* dibs dy¥, di; Aty dispa
H{/%]<¢||¢>ZH{/%]H[/ w,L+2W¢L+}

7 7

<IT| 27 80t 00) 00— ) | (Gl (22)

Die in (2.22) vorkommenden einzelnen Kurzzeit-Erwartungswerte sind nun alle von der Form
(pji1]e cH=#NI/A | ¢) und kénnen approximativ ausgerechnet werden. Dafiir bendtigen wir zuerst
die Beziehung

. . h?
(@yul = ) [0 = (@yualo) Xty (g D4 Vimn)uy . (220)

die wir unmittelbar mit (2.4) unter Beriicksichtigung der Eigenwertgleichung (2.16) erhalten. Aus
diesem Grund ergibt sich weiterhin fiir kleine e-Werte

(@iale™ T 65) = (gl {1 = = (H—u) + O ()} 65)

2

= (¢j+1l95) {1 — % Z¢Zj+1 <—m

Ai + V; - M) ¢i,j +0 (62)} . (225)
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Den Ausdruck in der geschweiften Klammer kénnen wir wiederum bis auf die Terme der Ordnung
¢? als Exponentialfunktion schreiben. Das Skalarprodukt im Vorfaktor haben wir bereits in (2.17)
angegeben und schreiben es nur etwas um. Insgesamt erhalten wir dadurch

- 1
(Gjsale” ) o)) = exp {_ ;w;'k,j-i-l (Vijr1—i ) + 5 Z [¢Zj+lwi,j+l_¢;jwi,j}}

Xexp{ h2¢,]+1< — A+ V — ,u)w”jL(’)( )}. (2.26)

Setzen wir diese nun in die Gleichung (2.22) ein und beachten die Umformung (2.23), so erhalten
wir damit die grolkanonische Zustandssumme in der Form

L+1

s di
zor = TTTT | [ L | T [ 27 6(0ts0a= v10) 80111 v

7=0 1
L 1 — s 72
Xexp{—eZZ{lp;jJrlw_%w;jH( 2MA +V; — M)ww:|+0( )}.(2.27)
j=0 i

Diese Gleichung liefert bereits die gesuchte Form auf einem Raum-Imaginérzeit-Gitter. Eine kon-
tinuierliche Version erhilt man daraus im Limes L. — oo bzw. € — 0 sowie fiir kontinuierliche
Raumpunkte ¢ — @ und Imaginarzeitpunkte j — 7. Die kontinuierliche Imaginérzeit 7 parametri-
siert dabei den Weg entlang des Imaginérzeitintervals (0;/(3). Dies ist im gewissen Sinne analog
zu einer dynamischen Zeit ¢, welche die Zeitentwicklung zwischen dem Punkt ¢;, wo ein Prozess
startet, und dem Zeitpunkt ¢;, wo der Prozess endet, parametrisiert. Es gibt sogar eine eindeutige
Abbildung zwischen den beiden Parametern, die so genannte Wick-Rotation 7 = i(t —t;), wodurch
sich auch der Name “Imaginérzeit” ableitet.

Im Limes kontinuierlicher Koordinaten und Imaginérzeiten wird die Ersetzung v ; — /vy (x, 7)
mit dem Elementarvolumen v eines Gitterplatzes vollzogen, wobei noch zu beriicksichtigen ist,
dass fiir die Anfangspunkte ;o — /vi(2,0) und fir die Endpunkte ¢; 141 — ou(x, hf) gilt.
Die vor der Gleichung (2.23) formulierten Nebenbedingungen lauten daher

(a,hB) = (2, 0) ,  ¢*(x,hb) =" (2,0) . (2.28)

Weiterhin sind Summationen in (2.27) durch Integrationen nach der Vorschrift

L 1 K3 ;
€ZZH;/O dT/d:C (2.29)
j=0 i

und der Differenzenquotient durch die zeitliche Ableitung entsprechend

7vbzy+1 ¢2] N g

; 57 v(x,T) (2.30)
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zu ersetzen. Auflerdem werden die mehrfachen Integrationen in (2.27) rein formal als Funktional-
integration bezeichnet und als

L+1

H H {/ dw” ] 1?[[27? S(VF 1 — i) 0 (Wipsa— %0)}

7=0 1
* (2,hB)=1" (,0)
HH{/dwde@D( )] / DY (x,7) DY(x,7) = fmamm(mf)@?ﬂ)

¥(,hB)=1(x,0)

aufgeschrieben. Im iibrigen gilt ¥, = ¢7; + O(e) fiir den Exponent in (2.27). Vernachléssigt
man nun darin alle e-Terme hoherer Ordnung, so lasst sich die Gleichung (2.27) zusammenfassend
in kontinuierlicher Form schreiben als

Zax = 7{ Dy*(z, 7) Dz, 7) e AV (2.32)

wobei hier der Exponent des Integrandes

Al* )] = / /d%w x,7) {h—T—%AH/( ) — }’(/1(33,7') (2.33)

die Form einer euklidischen Wirkung hat. Nach der Vorarbeit in diesem Abschnitt konnen wir uns
nun dem Problem einer expliziten Auswertung des Funktionalintegrals (2.32) zuwenden. Damit
werden wir uns im néchsten Abschnitt beschéftigen.

2.1.2 Wechselwirkungsfreie Zustandssumme

Die kohérenten Felder ¢ (&, 7) und ¢*(x, 7), die wir im letzten Abschnitt eingefiihrt haben, sind
bis jetzt noch vollig allgemein behandelt worden. Diese wollen wir hier derart spezifizieren, dass
die euklidische Wirkung (2.33) eine mdoglichst einfache Struktur hat. Das erreichen wir in einer
Darstellung, in der der Integralkern

N

K(@.) = ho =30+ V(@) - (2.34)

diagonalisiert wird. Da die zeitliche Abhéngigkeit des Integralkerns linear und die rdumliche
Abhéngigkeiten davon entkoppelt ist, bietet sich ein Ansatz der Form ¢ (x,7) = e*"ig(x) an.
Die reinen Ortswellenfunktionen () sollen durch Energieeigenzustéinde des Ein-Teilchen-Ha-
miltonoperators entsprechend der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung

o A+ v@ i) = Bt (2.5

reprasentiert werden, wobei Fy, den Energie-Eigenwert im Einteilchen-Quantenzustand k darstellt.
Diese Funktionen bilden ein Basissystem mit der Vollstdndigkeits-Beziehung

D (@) vila) = o(a’ —a) . (2.36)
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Auflerdem sollen diese Zusténde zueinander orthonormal entsprechend der Beziehung

/ P (@) (@) = S (2.37)

sein. Beziiglich der Imaginérzeit-Abhéangigkeit des kohérenten Feldes miissen wir uns noch an die
im letzten Abschnitt geforderte Periodizitat (2.28) erinnern. Mit unserem Ansatz der Form e*”
kann dies nur erfiillt werden fiir w = iw,, mit den so genannten Matsubara-Frequenzen

Wy = 2rm/hB  mit m=0,+1,4+2,... . (2.38)

Die die Zeitabhingigkeit bestimmenden Funktionen (A3)~'/2¢“n™ bilden per Konstruktion eben-
falls ein vollstandiges Orthonormalsystem. Es gilt hier ndmlich

62’me’ e—ime oo ,
PGP L (239

was einer Vollstandigkeit im Raum der AS-periodischen Funktionen entspricht. Die Orthonorma-
litatsrelation lautet

WWm T

hs (& (&
[
0 VhE  /hp

Die kohérenten Feldkonfigurationen konnen entsprechend unserem Ansatz und der Vollstandig-

—iW,, T

(2.40)

keiten der rdumlichen und zeitlichen Komponenten als Linearkombinationen

1 - WmT
bar) = S tum i) e (2.41)

k m=—oo

konstruiert werden. Wie man mit Hilfe der Eigenwertgleichung (2.35) unschwer erkennt, diagona-
lisieren solche Zustédnde in der Tat den Integralkern (2.34) entsprechend der Beziehung

K(x,7)(x,7) = % Stk (ihwm + Ex — ) () €47 (2.42)

k m=-—oo

Die euklidische Wirkung (2.33) ldsst sich somit unter Beriicksichtigung der Orthonormalitéten der
Ortswellenfunktion (2.37) und der Zeitfunktion (2.40) in der Diagonalform als

AW ] =3 3" apy, Qg (ihwn + B — 1) (2.43)

k m=—oo

schreiben. Die Freiheit der Wahl eines kohédrenten Feldes ist aufgrund der Konstruktion (2.41)
durch die Freiheit in den Entwicklungskoeffizienten ay,, gegeben. Somit kann die Integration
iiber die kohérenten Felder durch die Integration iiber deren Entwicklungskoeffitienten ersetzt

werden. Dafiir miissen wir noch bemerken, dass die Transformationsmatrix (%) unitar zu
k,m
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( 83@“7\7—) ist. Die entsprechende Jacobi-Determinante ist somit identisch eins. Deswegen gilt

fiir das Funktionalintegral (2.31) die folgende normerhaltende Ersetzungsvorschrift:

fpw (z,7) DY(z,T) HH{/%} (2.44)

m=—00

Dabei ist die Bedingung periodischer Feldkonfigurationen bereits durch die Wahl der Matsubara-
Frequenz (2.38) gewéihrleistet, was sich wiederum in den diskreten m-Werten wiederspiegelt. Der
Faktor 27 im Nenner war bereits im Mafl des Funktionalintegrals (2.31) eingebaut und ist hier
explizit ausgeschrieben worden. Mit (2.44) konnen wir die groBkanonische Zustandssumme (2.32)
mit (2.43) in der Form

Zak = H H [/%} exp {—azmakm (ihwm + By — ,u)/h} (2.45)

schreiben. Stellen wir jetzt noch die komplexwertigen Entwicklungskoeffizienten als
Alern, — bk:m —+ ickm y a;;m = bkm - ickm (246)

mit reellwertigen Koeffizienten bg,, und cg,, dar und beachten die Umformungsregel fiir eine zwei-
dimensionale Koordinatentransformation

/dazm dakm = 2/dbkm dckm s (247)

so ergibt sich fiir die wechselwirkungsfreie grofkanonische Zustandssumme (2.45)

=11 H ot Ek — (2.48)

k m=-—oco

Bei Berechnung dieser Groflie muss noch die Bedingung Ey — 1 > 0 erfiillt werden, denn nur fiir
solche Werte existiert das Gausssche Integral in (2.45). Das setzt wiederum eine obere Schranke fiir
das chemische Potential fest, die schon im einleitenden Abschnitt 1.1 fiir die positive Definitheit
der mittleren Teilchenzahl nach der Bose-Einstein-Verteilung (1.3) gefordert wurde.

2.1.3 Freier Propagator

In diesem Abschnitt berechnen wir die Ein-Teilchen-Greens-Funktion im groBkanonischen Ensem-
ble ohne Wechselwirkung, welche weiterhin auch als der freie Propagator der Vielteilchentheorie
bezeichnet wird. Dieser ist in Analogie zur grofilkanonischen Zustandssumme (2.1) definiert als

1 - A
G(wl,ﬁ;w2,7'2) = zTI‘{e_’B(H_MN)T[ (551,7'1) T(wg,Tg)]} . (249)
K

Dabei stellen die Operatoren

a(x, 1) = e H-1N/h g(g) =7 H-N)/h (2.50)
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at(a,7) = TN G (gp) e (H-uN)/h (2.51)

die explizit von der Imaginirzeit 7 abhingigen Vernichtungs- bzw. Erzeugungsoperatoren im
Heisenberg-Bild dar. Der Operator T in (2.49) ist der so genannte Zeitordnungsoperator, der
dafiir sorgt, dass der frither wirkende Operator rechts vom spéter wirkenden steht entsprechend
der Vorschrift

T [&(331,7'1) &T(wg,@)] = @(’7‘1—’7‘2) &(331,’7'1) dT(wg,Tg) + @(’7‘2—7’1) &T(wg,’Tg) d(wl,ﬁ) . (252)

Die Funktion ©(7) bezeichnet die Heavisidesche Stufenfunktion, die den Wert Eins fiir positive 7
annimt und den Wert Null fiir die negativen. Deren Wert an der Stelle 7 = 0 ist nicht a-priori
gegeben und muss noch entsprechend unseren Bediirfnissen vervollstindigt werden. Die in der
Mathematik iibliche Definition lautet

1 fir >0,
O (x) = 1/2 fir =0, (2.53)
0 fir <0 .

Um den Vielteilchen-Propagator (2.49) auszurechnen, fithren wir die Spur-Operation im Raum
der kohérenter Zustédnde aus. Dadurch erhalten wir eine zu (2.20) analoge Form

G(x1,71; %2, T2) = L H {/ ng;wi]

Zak

X {9( ) <¢| ~(Bs-m)H-uN)/h 5 (CCl) 6_(7—1_7—2)(1;—#]\7)/7’1 dT(wg) e—Tz(ff—;LN)/h ‘¢>
 B(r—m) (o] BRI g (gy) s8I ) =B [ (2,50

Diese Ausdriicke berechnen wir analog zur Vorgehensweise im letzten Abschnitt in einer gegitterten
Version des Koordinaten-Zeit-Raums. Dafiir brauchen wir noch die Ersetzungen a(xy) — ao/+/v
und af(xy) — &L/\/ﬂ sowie fiir die zeitliche Abfolge (0, ..., min{7m, m}, ..., max{m, n}, ..., hf) —
0,...,ke, ... le,..., (L+1)e) mit e = hF/(L+1). Nach mehrfacher Ausnutzung der Vollstandig-
keit kohérenter Zustande (2.18) erhalten wir damit fiir den ersten Summanden aus (2.54), welcher
auch als der retardierte Propagator bezeichnet wird, das folgende Zwischenergebnis:

Gr(zy,71; T2, T2)

- i [/ %;wl } (9] ¢~ (MO=m)(H-uN)/h a(xy) o~ (m=m)(H—pN)/h al(zy) o2 (H—pN)/h |®)
L+1 dvr - du,
- ZGKJI_[oH {/ iyt }1:[[27”5(%“1 ) 5(¢i,L+1—wi,o)](¢Lﬂ|e e(H—pN) /M1 6)

APL] - |G ) (Praa| e E MG o) (bu] .. i) (] @y e T o ) (G4 ] . |bo) (2.55)
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Mit den Eigenwertgleichungen (2.16) und dem Resultat fiir die Kurzzeitentwicklungsamplitude
(2.26) lasst sich der retardierte Anteil auch umschreiben zu

L+1

Ay di;
GR(SU1,T17£B2,7'2 ZGK HH [/ w” i J } H[27T 5(% L~ ¢Zo) 5(¢i,L+1—¢i,o)] (2-56)

7=0 1
. ¢ o Yign—ti; 1 n? 2
=0 i

In der kontinuierlichen Version haben wir nun zu ersetzen ¢q x +— (21, 71) und ¥, — 9* (22, 72)
und konnen in Analogie zu der Gleichung (2.32) weiterhin schreiben

Gr(T1, 7122, 72) = ZGK %Diﬁ x,7) D(x, 7) (21, 1) Y (22, T2) € Baid w]/h (2.57)

wobei A[¢*, 1] nach wie vor die euklidische Wirkung (2.33) darstellt. Der zweite Summand in
(2.54) wird héufig auch als der avancierte Propagator bezeichnet und kann vollig analog zum re-
tardierten behandelt werden. Es ergibt sich dabei das folgende der Gleichung (2.57) entsprechende
Resultat:

GA(CI?th;SL‘mTz)

z1 1 [/ szﬂ ] (| e~ I H=pR)/h G (g5} o= (omr) (H=nR)/B g5 ) @i (A=) /e )
GK i T

_ f D (@, 7) D, 7) 6 (@, 72) th(r, ) e~ A0 (2.58)
Zax

Bei genauerer Betrachtung der Resultate (2.57) und (2.58) erkennen wir, dass beide gleich sind,
weil kohérente Felder 1* (a2, 7o) und ¢ (@1, 1) lediglich komplexe Zahlen und somit vertauschbar
sind. Daraus leiten wir fiir den Propagator (2.54) die folgende vereinfachte Funktionalintegral-
Darstellung ab:

G(wl,Tl;wz,Tz) =

%D?ﬂ x,7) DY(x, 7) Y(x1, 1) Y (T2, T2) € —AWTYI/R ) (2.59)

Zax
bei der es in der Tat nicht auf die Reihenfolge der Imaginérzeiten ankommt.

Die oben beschriebene Situation gilt fiir den Fall, wenn die beide Imagindrzeiten 7, und 7
voneinander verschieden sind. Im Fall gleicher Zeiten 7, = 7 = 7 gibt es jedoch noch einige
nichttriviale Probleme, die wir jetzt noch kurz ansprechen. Der wichtigste Unterschied zur Si-
tuation mit verschiedenen Zeiten besteht darin, dass es hier keine Zeitentwicklung zwischen den
Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren a(x;) und a'(xs) gibt wie in der Gleichung (2.54). Da-
her haben wir in der gegitterten Version die Erwartungswerte (¢y| aq e=<(@=1N)/n d; |pr-1) und
(x| dg e=H=pN)/h G | dt) zu berechnen anstelle derjenigen in (2.55). Letaterer der beiden ist
mit Hilfe (2.16) direkt auszurechnen und liefert

(on| afy e H=H M G Gry) = U g Yo (B1] e “HHIM ) (2.60)
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mit dem bereits bekannten Kurzzeit-Entwicklungselement (2.26). Fiir den ersten der beiden Erwar-
tungswerte miissen wir noch bedenken, dass die Niherung a,e~¢H—#N)/m = e (H-pN)/h g 4 O(e)
gilt. Aufgrund der Kommutatorrelation (2.7) ergibt sich nun

(b1 e e~ €(H—pN)/h CALE Gs) = (o] e~ €(H=pN)/h (dTﬁ o + 5a,6> i) + O(e)

= |V k Yo +0ap + (’)(e)] (P e~ c(H=pN)/n i) . (2.61)

Der in € lineare Term macht in der Tat keine Schwierigkeiten, weil er im Kontinuumlimes ¢ — 0
vernachlassigbar ist. Das zusétzliche Kronecker-Symbol sorgt jedoch fiir die wirkliche Diskrepanz
zwischen (2.60) und (2.61). Mit der Definition der Heaviside-Funktion (2.53) wiirde diese Dis-
krepanz einen Zusatzterm J(x; —x2)/2 zum Propagator (2.59) beisteuern. Wie wir spéter sehen
werden, wiirde dies zu unphysikalischen Divergenzen fithren. Doch diese Problematik mit dem zeit-
lich lokalen Propagator kann beseitigt werden, indem man leicht modifizierte Heaviside-Funktionen
verwendet, die als folgende Grenzwerte zu verstehen sind:

1 fir >0, 1 fir z>0,
ImO (z+¢€) = ¢ 1 fir =0, , lImO (x—e€) =< 0 fir x=0, (2.62)
e\,0 . e\0 ..

0 fir x<0. 0 fir x<0.

Die e-Vorzeichen wihlen wir fiir den Zeitordnungsoperator (2.52) gerade so, dass der lokale Term
(2.61) mit dem problematischen Ausdruck d, s nicht vorkommt, d.h. (7, —7) = 0. Das wird
beriicksichtigt mit Hilfe der regularisierenden Vorschrift

T [&(331,7'1) dT(wg,TQ)} — h\I‘I(l] {@(’7‘1—’7‘2—6) d(ml,ﬁ) dT(wg,’TQ)

+@(Tg—’7‘1—|—€) dT(wQ,Tg) d(wl,ﬁ)} . (263)

Fiir verschiedene Imaginérzeiten 71 und 7, &ndert diese Ersetzung gegeniiber der urspriinglichen
Form (2.52) tatséichlich nichts. Jedoch fiir die gleichen Imagindrzeiten wird dadurch aufgrund
der Beziehungen (2.62) festgehalten, dass der Erzeugungsoperator einen infinitesimalen Zeitpunkt
spater wirkt, als der Vernichtungsoperator. Nach diesen Vorbemerkungen stellen wir fest, dass der
Vielteilchen-Propagator ebenfalls als der Grenzwert

Gy, 71522, T9) — li\ﬂ(l) G(x1, 715 X2, T2 +€) (2.64)

mit dem urspriinglichen Propagator (2.59) zu interpretieren ist.

Um nun den freien Propagator (2.59) bzw. (2.64) zu berechnen, benutzen wir wiederum das
kohérente Feld (2.41) und das Funktionalintegral in der Form (2.44). Mit der euklidischen Wirkung
(2.43) ergibt sich damit

e’}
Glon miwem) = oy 3 twl@) ialag) D ewm e
K K m! ! =—o0

> dat,  dagm = : ;
I TL [ ™ o {30 52 dhtnn (it + B )/} i s (269

k m=-—oo k m=—occ
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Fiir den Fall (m”, k") # (m/, k') zeigt eine einfache Rechnung, dass dieser Ausdruck aus Sym-
metriegriinden verschwindet. Somit miissen wir uns lediglich auf den Fall m” = m/ und k" = k'
beschréanken und erhalten

Gz, 11122, 72) = hﬁZ Z@Dk (1) Y (x2) Z em! (11 =72)

dCL dCL Lo/
k'm YYE'™ . »
X / W ak’m/ Ap'm/ eXp{ — ak/m/ak/m, (’Lhwm/ —+ Ek:’ _ ,LL) /h}

<L TT | [ Mot e i aum (i + B /0] (206)

k#k/ m=—oo

m#m/

Diesen Ausdruck werten wir jetzt mit der Zerlegung (2.46) und der Umformungsregel (2.47) aus
und erhalten damit fiir nichtnegative Werte von Ey — u

h
G($1,71;$2>7_2) = hﬂZ Z¢k T 77Dk:’ m2 Z e“’-’ 1(T1—T2) |:6(Zhw / +Ek, _M)2:|
) | (2.67)

Setzen wir nun fiir die grofkanonische Zustandssumme Zgx das Ergebnis (2.48) ein, so kénnen
wir zusammenfassend mit dem expliziten Ausdruck fiir die Matsubara-Frequenz (2.38) schreiben

m%m%mzmewng@%Ziﬁﬁﬁm- (2.68)

Um dieses Ergebnis fiir den freien Vielteilchenpropagator in eine praktikablere Form zu bringen,
machen wir Gebrauch von der Poissonschen Summenformel (A.7) aus Anhang A in einer etwas
abgewandelten Form

> flm) = lim Z / dz f(z) M= (2.69)

m=—00 n=—oo

Hierbei wurde der positive infinitesimale Parameter n eingefiihrt, der mit dem in (2.63) bzw. (2.64)
verwendeten Parameter € durch die Beziehung n = €/(h(3) zusammenhéngt, um der Regularisie-
rung (2.64) zu geniigen. Dies siecht man unmittelbar aus der Tatsache, dass e 2™ zusammen
mit der Exponentialfunktion aus (2.68) effektiv zu einer Erweiterung 7o — 7o + nhg fiithrt. Nun
kann die Matsubara-Summe in (2.68) in ein Integral umgewandelt werden, welches mit Hilfe des
Residuensatzes ausgewertet wird. Das Ergebnis lautet

1

Gy, 1522, 7)) = hm Zwk 1)Uy (x2) Z@ n—n|hf + 71 —72) PP n—n+552) (2.70)

n=—oo
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Dieses Resultat ldsst sich fiir den Wertebereich der Imaginérzeiten 7,7 € (0; (5 | weiterhin auf
die endgiiltige Form

G(x1, 713 X2, T2) = 7171{% Z?ﬂk(iﬁ) Vr(x2) {@(7'1—7'2—7771/5) Z+ O (2—71 +nhpB) Z}
k n=0 n=1

« ¢ BER—p)(n+552) (2.71)

bringen. Der fiir die spéteren Berechnungen héufig verwendete Spezialfall des zeitlich lokalen
Propagators ergibt sich daraus geméafl (2.62) unmittelbar zu

oo

Gx,Ti@2,7) = Y (@) Vgla) Y e P (2.72)
k

n=1

2.1.4 Wechselwirkungsfreies grof3kanonisches Potential

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, welche Konsequenzen aus dem groflkanonischen Potenti-
al im wechselwirkungsfreien Fall zu ziehen sind. Es wird uns nédmlich direkt zur Bose-Einstein-
Verteilung (1.3) fithren. Das groflkanonische Potential Fgy selbst ist durch die groBkanonischen
Zustanssumme Zgg gegeben als Fox = —In Zgi /3. Aus (2.48) erhalten wir somit seine Spektral-
Darstellung

Fox = ﬂ Z Z [ Zhwm+Ek—,u)] ) (2.73)

k m=—oo

Zur Ausfithrung der Matsubara-Summe verwenden wir die Poissonsche Summenformel in der
regularisierten Form (2.69)

o _ 1 i 2mi(n—n)z
FO) = 6}7{%2 Z/ dzn| B(Eg - i) + 2mi 2| e (2.74)

n=—oo

wobei wir (2.38) eingesetzt haben. Bevor wir zur weiteren Auswertung des Integrals iibergehen,
fithren wir noch einige wichtige Umformungen durch. Die eine beruht auf der Identitét

Ina = —%{a‘x}

fiir Re a > 0, die iibrigens auch als Ausgangspunkt der so genannten Replika-Methode [49] dient.

(2.75)

=0

Die andere benutzt die so genannte Schwinger-Formel [50, Kapitel §]
_ 1 / > 4
a’ = —— do o™ e 7 | (2.76)
L(z) Jo

wobei I'(z) die Eulersche Gamma-Funktion ist. Mit diesen beiden Formeln lisst sich das groBka-
nonische Potential (2.74) folgendermaflen umschreiben:

F — — i { d z—1 —oB(Er—p) / d 27rzz(n—17—o)}
oK ERN Zk nzz_w oz \ T(x) /0 77 e

(2.77)

=0
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Die z-Integration ldsst sich explizit ausfithren und ergibt die Diracsche Delta-Funktion §(n—n—o).
Dadurch wird das o-Integral trivial und wir erhalten

For =- B 7171{41(1) Z Z ox { — 77)“’_1 e—ﬁ(n—n)(Ek—u)}

Hierbei beriicksichtigten wir, dass nur positive n nicht verschwindende Beitrége liefern, denn o ist

(2.78)

=0

per Konstruktion nichtnegativ und 7 ist sogar streng positiv. Verwenden wir nun die folgenden
Entwicklungen fiir kleine z-Werte:

2 _n)z-1 1 T
o) =z + O(x%) | (n—mn) n_n—i-(’)(), (2.79)

so erhalten wir fiir das grokanonische Potential (2.78)

Fax :__%%Zze—ﬁ(n n)(Eg u)%{nin + O(xz)}

(2.80)

z=0

Nach Ausfithrung der Ableitung erhalten wir

1 =1
K = — B E E g e B(EBr—p) (2.81)
kE n=1

Die n-Summe stellt die Reihenentwicklung der Logarithmus-Funktion dar, so dass

Fex = % ; In {1 — e_ﬁ(E‘“_”)} (2.82)

gilt. Dies ist dar bekannte Ausdruck fiir das grofkanonische Potential bosonischer Gesamtheiten.
Es ist interessant in diesem Zusammenhang, sich die freie Energie eines harmonischen Oszillators
der Frequenz w in einer Dimension anzuschauen [51]:

Fro = %w + % In {1 - e-ﬁf'W} . (2.83)
Ersetzen wir in (2.82) Ey — u — hw, so stellen wir fest, dass jeder einzelnen Energiemode k
ein harmonischer Oszillator bestimmter Frequenz entspricht. Das spiegelt den Grundgedanken der
Quantenfeldtheorie wieder. In (2.82) fehlt jedoch die Grundzustands-Energie hw /2, die nach der k-
Summation zu einem divergenten Ausdruck fithren wiirde. Er wurde im groflkanonischen Potential
durch Verwendung der Normalordnung der gleichzeitigen Vernichtungs- und Erzeugungsoperato-
ren vermieden [52]. Diese Regularisierungsvorschrift wurde fiir den Ausdruck (2.74) durch den
infinitesimalen Parameter n umgesetzt (siehe auch die Diskussion im Abschnitt 2.1.3). Hétten wir
von Anfang an n = 0 gesetzt, so wiirden wir in der Tat die unendliche Grundzustands-Energie
aller Bose-Felder bekommen.

Wie wichtig das Resultat (2.82) fiir das Verstéindnis der wechselwirkungsfreien Bosonen ist, zeigt
die unmittelbar daraus folgende Energieverteilungsfunktion. Diese erhalten wir aus der mittleren
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Teilchenzahl, die als die negative partielle Ableitung des groflkanonischen Potentials nach dem
chemischen Potential definiert ist als

0Fck
N = — = N . 2.84
o Ek k (2.84)
Dabei ist Vg die Teilchenzahl im Energiezustand k
1
Ne = e —1 (2.85)

Genau dies ist die Bose-Einstein-Verteilung [2], die wir bereits in Gl. (1.3) des einleitenden Kapitels
1.1 erwéhnt haben. Erinnern wir uns noch an den zeitlich lokalen Propagator aus (2.72), so stellen
wir mit Hilfe der Orthonormalitéats-Relation (2.37) die folgende wichtige Beziehung fest:

N = /d?’x Gz, m;2,7) . (2.86)
Daraus erkennen wir, dass der diagonale Propagator
n(e) = Gz, 7;2,7) . (2.87)
die mittlere Teilchenzahldichte darstellt.

2.2 Spezialfall des homogenen Bose-Gases

Die Resultate aus dem letzten Abschnitt lassen sich fiir spezielle Potentiale noch weiter konkre-
tisieren. In der vorliegenden Arbeit beschrianken wir uns auf die Untersuchungen im dreidimen-
sionalen Raum. Das homogene System stellt dabei den einfachsten Spezialfall dar, der sich fiir
das verschwindende Potential V(x) = 0 in einem sehr grofien Gebiet des Volumens V' ergibt.
Die Randeffekte konnen dabei vernachlissigt werden. Das dazu gehorige Eigenwertproblem (2.35)
reduziert sich dann auf eine einfache Wellengleichung mit der Ortsfunktion ¢ (x) in Form einer

ebenen Welle mit dem dreidimensionalen Wellenvektor k:

Yr(x) = % et (2.88)

Die Energie-Eigenwerte
Ey = h*k*/2M (2.89)

bilden fiir grofles V' ein kontinuierliches Spektrum, so dass die Spektralsumme zu einem kontinu-
ierlichen Integral

4>k
Ek: -V / It (2.90)

wird. Die Zusténde (2.88) sind vollstdndig, da sie der Beziehung (2.36) geniigen. Die Orthonor-
malitit (2.37) lautet

[ vit@)oe@) = S a0 - k) (2.91)

und liefert die Modifikation des Kronecker-Symbols dy, 5 fiir das kontinuierliche Spektrum.
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2.2.1 Direkte Auswertung homogener Bose-Gase

Im Folgenden diskutieren wir das Modell eines idealen homogenen Bose-Gases. Es besticht durch
seine Einfachheit und wird daher auch meistens als das Paradigma-Problem fiir die Bose-Einstein-
Kondensation verwendet. Doch wie wir am Ende dieses Unterabschnitts noch sehen werden, ist
die direkte Umsetzung dieses Modells etwas liickenhaft.

Zum Berechnen der thermodynamischen Eigenschaften benutzen wir das grolkanonische Potential
Fox in der Form (2.81). Mit der Spezifizierung (2.90) ergibt sich damit

1V
Fox = — 3N Cspa (™) (2.92)
Hierbei bedeutet A die thermische de Broglie-Wellenlénge
o3 H2\
A= 2.
( o ) (2.03)

und (,(z) bezeichnet die polylogarithmische Funktion

CV(z> = Z

n=1

3

(2.94)

<%

Die mittlere Teilchenzahl ergibt sich dann z.B. aus der negativen Ableitung von (2.92) nach dem
chemischen Potential zu

N = %gm (e™) . (2.95)

Weiterhin kénnen wir das groflkanonische Potential (2.92) benutzen, um z.B. die spezifische
Warmekapazitit Cy auszurechnen. Diese Grofle zeigt die Starke der Energiefluktuationen im vor-
liegenden System an und ist definiert als die Anderung der inneren Energie bei einer Erwéirmung
fiir konstante Volumina V' und Teilchenzahlen N. Mit Hilfe der Entropie S = — (0Fqx/0T)y,,
lésst sie sich auch angeben als

a3
Cy =T (8—T)V,N . (2.96)

Die Entropie kann aus dem grofilkanonischen Potential nach S = —(0F¢k /0T )y, bestimmt wer-
den. Dain (2.96) die Konstanz der Teilchenzahl explizit gefordert wird, lésst sich die Warmekapa-
zitét nicht direkt als die zweite Ableitung von Fgi bestimmen. Dieser Umstand wird durch einen
Korrekturterm berticksichtigt, und man erhallt fiir die Warmekapazitit ganz allgemein

82]-“GK) <8N)2 <8N>_1
Cy = —T T = - . 2.97
v < or? ), OT )7, \ O )y (2.97)

Mit dem groflkanonischen Potential aus (2.92) und der Teilchenzahl aus (2.95) ergibt sich fiir die
Warmekapazitdat im homogenen Bose-Gas

2 B
v [ 01, G .

= —<{ = Py _ Z
Cv =15 { 1 Fp Gpa(e™) =7 ks D
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Mit dem Ausdruck (2.95) fiir die Teilchenzahl erhilt man daraus die spezifische Warme pro Teil-
chen

=V = kg (2.99)

Cy 15 Cs2(e™) 9 C32(e)
¥ /b A

An dieser Stelle sollten wir noch den Anwendungsbereich der obigen Beziehungen diskutieren. Be-
trachtet man die Teilchenzahl-Gleichung (2.95) etwas néher, so fillt auf, dass das chemische Poten-
tial g hierin nicht positiv sein darf. Andernfalls wiirde die polylogarithmische Funktion (3 /2(65“)
entsprechend der Definition (2.94) divergieren, wodurch die Teilchenzahldichte N/V selbst di-
vergent wére. Der groBtmogliche Wert fiir das chemische Potential ist somit g = 0. Das ist der
Spezialfall der allgemeinen Beobachtung, dass diese Grofle aufgrund der positiven Definitheit der
mittleren Teilchenzahlen (1.3) den Energie-Eigenwert des Grundzustands nie iibersteigen darf.
Diesmal ist die Grundzustands-Energie entsprechend den Spezifizierungen (2.90) eine verschwin-
dende Grofle Eg = Eg = 0 und schrankt somit das chemische Potental auf nichtpositive Werte
ein. Der Wert 1 = 0 wird jedoch bei einer von null verschiedenen Temperatur angenommen.
Diese Temperatur wird als die kritische Temperatur 7, bezeichnet und l&sst sich als Funktion
der Teilchenzahl N angeben. Dazu bemerken wir zuerst, dass es eine Beziehung zwischen der
polylogarithmischen Funktion (,(z) und der Riemannsche Zeta-Funktion

(w) = n (2.100)

besteht.

Aus den beiden Definitionen (2.94) und (2.100) wiirde man naiverweise erwarten, dass die erstere
fiir den Fall 2z — 1 in die letztere iibergeht. Doch das kann nur fiir den Fall v > 1 gelten,
wo beide Ausdriicke durch ihre Reihendarstellungen tatséchlich wohl definiert sind. Es bestehen
auch fiir den wichtigen Fall v < 1 noch gewisse Beziehungen zwischen den beiden Gréflen. Doch
sind diese dann keineswegs trivial und bilden die Kernaussage der so genannten Robinsonschen
Entwicklungs-Formel [53]

G(e™) =TA=v) " + ) (—a)" C(v—Fk)/ k!, (2.101)

k=0

die fiir kleine Parameter x gilt. Die Herleitung und ldngere Diskussion dieser Formel ist im Anhang
B zu finden. Fiir den Spezialfall v > 1 und = = 0 ergibt sich daraus in der Tat die oben erwéhnte
Beziehung

GE™) =) > 1) (2.102)

Nun kommen wir zuriick zur Bestimmung der kritischen Temperatur T = TV, Aufgrund der
Relation (2.95) mit der de Broglie-Wellenlénge (2.93) und der Beziechung (2.102) ergibt sich fiir
die Teilchenzahl am kritischen Temperaturwert (mit ;1 — 0)

3/2
N = (l;B%) vV TO32 ¢(3/2) . (2.103)
m
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Dies lasst sich nach der kritischen Temperatur auflésen mit dem Resultat

ro _ 2 [N
¢ kM |V ((3/2)

Mit dem Wert ((3/2) ~ 2.612 ergibt das in der Tat die in (1.5) angegebene Abhéngigkeit von
der Dichte n = N/V. Oberhalb dieser kritischen Temperatur kann das chemische Potential p bei
einer konstanten mittleren Teilchenzahl bzw. Dichte nur negative Werte annehmen und ist somit
unproblematisch. Genau das war die in der Abb. 1.1 b) dargestellte Situation, die Verhéltnisse in
der oberen nichtkondensierten Phase beschrieb.

(2.104)

Versucht man nun, die Teilchenzahl unterhalb der kritischen Temperatur zu bestimmen, so stellt
man fest, dass selbst im Extremfall ;4 = 0 noch

NT <T®) ( T )3/2
N O )

L 2.105
N(T) 7 (2109

gelten muss. Daraus resultiert, dass die Teilchenzahl unterhalb der kritischen Temperatur reduziert
wird, so dass es bei verschwindender Temperatur gar keine Teilchen geben diirfte. Dieser Umstand
ist physikalisch nicht zu vertreten, denn die mittlere Gesamt-Teilchenzahl im System ist eine von
Auflen einstellbare Grofle. Das Fehlen der Teilchen deutet lediglich auf ein Problem der in diesem
Abschnitt gemachten Naherungen hin. Im anschlieSenden Abschnitt werden wir zeigen, dass die
Teilchen in der Tat nicht verschwinden, sondern nur in den Grundzustand iibergehen. Den letzteren
haben wir néamlich in diesem Abschnitt nicht korrekt beriicksichtigt.

2.2.2 Homogenes Bose-Gas mit Grundzustand

In diesem Abschnitt werden wir den Beitrag des Grundzustandes etwas genauer untersuchen.
Dabei werden wir auch feststellen, dass das Fehlen der Teilchen, welches wir im letzten Abschnitt
bemerkt haben, nur fiir die thermisch angeregten Zustédnde gilt. Die restlichen Teilchen kénnen
wir im Grundzustand wiederfinden. Genau dieser Sachverhalt wird auch iiblicherweise als die
Bose-Einstein-Kondensation bezeichnet.

Die Schwachstelle der Ndherungen im letzten Abschnitt liegt in der kontinuierlichen Integration
(2.90) tber alle Quantenzustidnde. Eine diskrete Summe kann zwar im Limes V' — oo in der
Tat meistens durch ein Integral genédhert werden, aber nur, wenn der Summand im gesamten
Integrationsgebiet keine Singularitdten aufweist. Das ist jedoch nicht der Fall, wenn man wie in
(2.85) fur u = Eg = 0 iiber die Bose-Einstein-Verteilungen summiert, da diese am unteren Rande
des Gebiets divergent ist. Den Grundzustand miissen wir somit gesondert beriicksichtigen. Das
wird durch die Vorschrift

> e fo+ V/ (;l:;?, f(k) (2.106)

fiir eine zuerst beliebige Funktion f gegeben, welche die vorherige Ersetzungsvorschrift (2.90) kor-
rigiert. Die zugrunde liegende Interpretation besteht darin, dass der verschwindende Wellenvektor
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k = 0 eigentlich nicht nur den Grundzustand des Systems angibt, sondern auch noch den ersten
angeregten Zustand, der in einem homogenen System durch keine Liicke vom Grundzustand ge-
trennt ist. Der Integrationsanfang bei k = 0 in (2.90) beriicksichtigt nur den ersten angeregten
Zustand und iibersieht den Grundzustands-Beitrag. In (2.106) wird er dagegegn mit dem Term fo
erfasst. Die Verwendung von (2.106) hat einen leichten Einfluss auf die Vollstdndigkeit (2.36) der
Zustande (2.88), man erhélt ndmlich d(x — ') 4+ 1/V statt des urspriinglich geforderten §(x —a').
Dies ist aber im Limes V' — o0, welcher im homogenen Gas angenommen wird, zu vernachléssigen.

Die mittlere Teilchenzahl (2.85) ergibt sich nun aufgrund der Ersetzung (2.106) zu

v
N = No + 33 G2 (e™) (2.107)
wobel der erste Summand
1

den Unterschied zum fritheren Ergebnis (2.95) ausmacht. Das ist die Teilchenzahl im Grundzu-
stand. Solange das chemische Potential ;o nicht verschwindet, ist auch diese Teilchenzahl im Grund-
zustand nur eine endliche Grole. Das wiirde im Vergleich zum zweiten Term aus (2.107) nicht ins
Gewicht fallen, weil letzterer mit dem sehr grofien Volumen V' skaliert. In einem solchen Fall gilt
die N#herung (2.95) vom letzten Kapitel. Anders ist es im Falle eines verschwindenden chemi-
schen Potentials, da dann die Teilchenzahl (2.108) unendlich wird. Um dieser Unendlichkeit einen
physikalischen Sinn zu verleihen, miissen wir eigentlich sagen, dass der Grundzustand-Beitrag von
der GroBenordnung der sehr groflen Gesamtteilchenzahl N wird. Das chemische Potential selbst
verschwindet dann in der Tat geméfl y ~ —1/(8N). Das Verhalten der Teilchenzahl l4sst sich nun
fiir beide Phasen oberhalb und unterhalb der kritischen Temperatur in der Form

<0, No/N~0 fir T>T1T9 ,
{“ o/ (2.109)

p~0, No/N>0 fir T<TY

zusammenfassen. Die kritische Temperatur T, 9 aus (2.104) ist diejenige Temperatur, die beide
Bereiche trennt.

Erinnern wir uns hier noch an das Problem der fehlenden Teilchen im letzten Abschnitt, so stellen
wir fest, dass die mittlere Gesamtteilchenzahl (2.107) nun im gesamten Temperaturbereich fest
vorgegeben werden kann. Aber diese Teilchenzahl kann nun unter den beiden Termen aufgeteilt
werden. Der erste Term steht dann fiir die Zahl der im Grundzustand kondensierter Teilchen und
der zweite fiir die Zahl der thermisch angeregten Teilchen. Falls nun der zweite Term weniger
Teilchen aufnimmt als es deren insgesamt gibt, dann sind diese Teilchen dem ersten Kondensat-
Anteil-Term zuzuordnen. Da dieser Fall nun offensichtlich unterhalb der kritischen Temperatur
auftritt, gilt dort y &~ 0 und somit nach (2.102) (32 (¢”*) = ((3/2). Die Gleichung (2.107) ldsst
sich fiir diesen Fall in der Form

3/2
No = N — <§BM) V T3 ¢(3/2) (2.110)
T

h2
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umschreiben. Der Anteil der kondensierten Teilchen berechnet sich nun im thermodynamischen
Limes unendlich vieler Teilchen mit Hilfe der kritischen Temperatur (2.104) unter Beriicksichtigung
der oberen Phasenbedingung (2.109) zu

3/2
% ~ {1— (%) }@(TC(O)—T) : (2.111)

Dieses Resultat ist bereits in Abb. 1.2 graphisch dargestellt. Da der Ordnungsparameter Ngo/N
am kritischen Punkt 7 = T* kontinuierlich verschwindet, handelt es sich bei der Bose-Einstein-
Kondensation im homogenen Bose-Gas um einen Phaseniibergang zweiter Ordnung nach dem
Landau-Kriterium.

Nun widmen wir uns noch der Warmekapazitét (2.97). Dazu wird das grofilkanonische Potential
(2.81) benotigt, welches sich mit der korrigierten Vorschrift (2.106) zu

Fox = % In[1—e™] — = = Gyo (™) (2.112)
ergibt. Fiir Temperaturen oberhalb des kritischen Wertes ist der erste Term endlich und somit
gegeniiber dem zweiten Volumen-abhingigen Term im Limes V' — oo stark unterdriickt. Hier
kann man (2.112) tatsichlich durch den vorherigen Ausdruck (2.92) ersetzen, und die Wérme-
kapazitit geniigt in diesem Temperaturbereich der Gleichung (2.99) aus dem letzten Abschnitt
2.2.1. Unterhalb der kritischen Temperatur, wo Su ~ —1/N gilt, ist der erste Term aus (2.112)
nicht mehr vernachlissigbar. Auerdem gilt dort die Beziehung (/2 (e”*) &~ (5/2(1) = ((5/2), und
(2.97) liefert unter Berticksichtigung der Teilchenzahl-Gleichung (2.110) die Wérmekapazitét

2
Cv = P22 20 (5/2) + 8k B 53 C(3/2) — T2 o (e 1)’ [% <(3/2)} - (2113)

Setzt man hier die kritische Temperatur (2.104) und die Beziehung V((3/2)/\3 = N(T/T.)*?
ein, so kann die Gleichung (2.113) noch umgeformt werden zu

3/2 3/2
o= i () {1455(;5//22))+36M_§€m(e—m_1m(%) } (2114)

Erinnern wir uns noch an dieser Stelle, dass Su ~ —1/N gilt, so erkennen wir, dass die letzten
beiden Summande in der obigen Gleichung von der Ordnung O(1/N) und somit gegeniiber dem
ersten Summand vernachléssigbar sind. Aufgrund dessen ergibt sich in der unteren Temperatur-
Phase das vereinfachte Resultat:

Ov(T <TY) L (T 5215 ¢(5/2)
N B(w) 4¢(3/2)

Diese Wirmekapazitit ist zusammen mit dem entsprechenden Resultat in der Hochtemperatur-

(2.115)

phase aus (2.99) graphisch in Abb. 2.1 dargestellt. Wahrend die Temperaturabhéngigkeit in der
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51 Cv/Nks
1 Dulong-Petit
0 1 2 T/T.

Abbildung 2.1: Reduzierte Warmekapazitéit im homogenen Fall nach (2.99) fir 7' > T, und nach
(2.115) fiir T < T.. Die gestrichelte Linie zeigt das klassische Dulong-Petit-Resultat.

unteren Phase unmittelbar aus (2.115) bekannt ist, ist sie in der oberen Phase in (2.99) nur impli-
zit gegeben. Fiir die graphische Darstellung in dieser Phase wéhlen wir daher die parametrische
Darstellung der reduzierten Temperatur

T ¢(3/2) 17°
70 {43/2 (eﬁu)] ) (2.116)

die wir mit (2.93), (2.95) und (2.103) hergeleitet haben. Die Fugazitiit z = ¢?* € (0; 1] spielt hierbei
die Rolle des Parameters, mit dessen Hilfe die Wertepaare aus (2.99) und (2.116) angegeben werden

konnen.

Aus Abb. 2.1 ist unter anderem zu sehen, dass sich im Grenzfall sehr hoher Temperaturen das
aus der klassischen Thermodynamik bekannte Dulong-Petit-Gesetz mit einer Warmekapazitét
von 3kg/2 pro Teilchen ergibt. Am absoluten Temperaturnullpunkt verschwindet dagegen diese
Wirmekapazitit, wie es vom dritten Hauptsatz der Thermodynamik gefordert wird. Am kritischen
Punkt erreich die Warmekapazitit ihren Maximalwert Cy (T :TC(O)) ~ N-1.926 kg und zeigt dort
einen deutlichen Knick.

2.3 Bose-Gase in harmonischen Fallen

In diesem Abschnitt untersuchen wir den fiir die Experimente relevanten Spezialfall eines drei-
dimensionalen Ein-Teilchen-Potentials (1.7). Dieses Potential ist additiv in den einzelnen Raum-
komponenten, wodurch sich auch die Bewegung eines Teilchens in den einzelnen Richtungen von-
einander unabhéngig gestaltet. Das Eigenwertproblem (2.35) wird somit durch die Wellenfunktion
erfiillt, die sich multiplikativ aus den Losungen fiir das bekannte Problem des eindimensionalen
harmonischen Oszillators zusammensetzt:

B M (w122 + woy® + w32?) 3 1 Mw,;\1/4 Muw;
Y(x) = exp {— o7 ]1 R (W—h) H,y, i (2.117)
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mit k; = 0,1, 2, ... fiir alle Raumrichtungen . Dabei bezeichnen die Funktionen Hj,(x) Hermite-
Polynome. Die dazugehorigen Energie-Eigenwerte setzen sich additiv aus den wohl bekannten
Eigenwerten des eindimensionalen Problems zusammen zu

Ei = hwi (ki 4+ 1/2) + hwa (ko 4+ 1/2) + hws (ks +1/2) . (2.118)
Verwenden wir noch den algebraischen Mittelwert der Frequenzen
@E(W1+WQ+W3)/3 y (2119)

so konnen wir dafiir auch schreiben

Ek =3h @/2 + h (wlkl + WQI{ZQ + W3]{33) . (2120)
Dieses Ergebnis setzen wir in (2.81) ein und erhalten daraus das grofilkanonische Potential
Il 1 0w
fGK = — E ; E enﬁﬂk I;_O e—nﬁh(W1k1+w2k2+w3k3) 7 (2121)
1,R2,R3=

wobei wir hierfiir noch die folgende Abkiirzung fiir das reduzierte chemische Potential verwendet
haben:

f=p—3hw/2 . (2.122)

Die jeweiligen Summationen in (2.121) sind leicht auszuwerten, da sie lediglich geometrische Reihen
darstellen. Weil wir aber aus dem letzten Abschnitt gelernt haben, dass der Grundzustand k = 0
mit besonderer Aufmerksamkeit zu behandeln ist, spalten wir diesen auch hier von den restlichen,
angeregten Zustdnden ab. Somit ergibt sich fiir das groBlkanonische Potential (2.81)

1 X 1 o~ enfi 1
= _ _ Bl _ = B
Fax = 5l [1— e 3 ; - {(1_e—nﬁhwl)(l_e—nﬁhwz)(l_e_nﬁhwg) 1}.(2.123)

Weiterhin finden wir daraus die mittlere Teilchenzahl entsprechend der Beziehung (2.85) zu

s 1
N o= No+ ) e -1 2.124
0 ; € { (1 _ e—nﬁhun) (1 — e—nﬁhwz) (1 _ e—n,@hwg) } ( )
mit der mittleren Teilchenzahl im Grundzustand
1
No = =5 (2.125)

Interessanterweise entspricht die letzte Gleichung der Identitédt (2.108) fiir das homogene Gas.
Diesmal wird jedoch statt des chemischen Potentials p die um die Grundzustands-Energie redu-
zierte Grofle fi aus (2.122) verwendet. Da im homogenen Gas die Energie im Grundzustand als
verschwindend angenommen wurde, sind beide Gréflen dort identisch.

Mit Hilfe der Ausdriicke (2.123) und (2.124) werden wir im Folgenden die Kondensatteilchendichte
und die Warmekapazitit der Bose-Gase in harmonischen Fallen ermitteln. Im néchsten Unterab-
schnitt berechnen wir diese in niedrigster semiklassischen Ordnung, was dem thermodynamischen
Limes entspricht. Im nachfolgenden Unterabschnitt beschéftigen wir uns mit deren erster semi-
klassischer Korrektur.
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2.3.1 Semiklassische Niherung

Die semiklassische Néaherung besteht in der Annahme, dass der Abstand zwischen zwei benach-
barten quantenmechanischen Energieniveaus, welcher nach (2.120) durch hw gegeben ist, klein
gegeniiber der thermischen Energie 1/ ist. Diesen Umstand kann man in der Ungleichung

Bhw < 1 (2.126)

zusammenfassen. Das ist in erster Linie fiir nicht allzu grofie Werte von § und w aufgrund der
Kleinheit der Planck-Konstante & erfiillt. Dieselbe Annahme fithrt uns zur klassischen Physik als
einen Grenzfall der Quantenphysik, und dieser Umstand ist verantwortlich fiir die Namensgebung
dieser Ndherung. Ebenfalls kann man diese Ndherung als eine Naherung fiir hohe Temperaturen
oder fiir kleine Fallenfrequenzen sehen. Letzteres lédsst sich noch mit der mittleren effektiven Breite
einer harmonischen Falle
BoN1/2

L, = (m> (2.127)
verbinden. Dies ist die mittlere quadratische Breite der Grundzustands-Wellenfunktion. Auch der
thermischen Wolke der angeregten Zustande lédsst sich eine mittlere Breite zuordnen. Diese skaliert
jedoch entsprechend der Beziehung

L] (et 1

reziprok mit der Frequenz w. Aus beiden Resultaten (2.127) und (2.128) sehen wir, dass harmoni-
sche Fallen mit kleineren Frequenzen effektiv groflere Volumina darstellen. Wollen wir nun, dass
unser Bose-Gas in der Falle eine bestimmte feste Dichte hat, so muss mit einem gréfier werdenden
Volumen auch die Teilchenzahl N ansteigen. Aufgrund dieser Uberlegung stellen wir nun fest,
dass bei festen Teilchenzahldichten die kleinen Fallenfrequenzen w den grofien Teilchenzahlen N
entsprechen. Die semiklassische Néherung (2.126) ergibt somit in fithrender Ordnung (also bei
fhw — 0) den thermodynamischen Limes N — oo. Um genau diesen Limes und die erste Korrek-
tur dazu, die den fithrenden Effekt der Endlichkeit realer Systeme beriicksichtigt, geht es in der
anschlieBenden Diskussion.

Als Ausgangspunkt gilt uns das groflkanonische Potential (2.123), welches hier bis zur ersten
Ordnung im Kleinheitsparameter Shw entwickelt wird:

Fox = %ln [1— ] — m ; 6:;# {1 + nTﬁh (W14 wa+ w3) + O(ﬁ2h2w2)} .(2.129)
Dabei verwendeten wir das geometrische Mittel der Frequenzen

D = (wwows)? (2.130)
und erinnerten uns an den arithmetischen Frequenz-Mittelwert (2.119). Mit Hilfe der polyloga-
rithmischen Funktion (2.94) ldsst sich (2.129) weiterhin zu

1

Fox = %m =" = ey {@(eﬁﬂ) + 3 BhB G(e) + O(ﬁthwZ)} (2131)
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umschreiben. Analog dazu erhalten wir die mittlere Teilchenzahl (2.124) in der semiklassischen
Néherung zu

N = Ny + W {cg(eﬁﬂ) + gﬁhw Gy + 0(62h2w2)}, (2.132)
wobei Ny nach wie vor die Teilchenzahl im Kondensat (2.125) ist. Bei Untersuchungen dieser Glei-
chung stellen wir fest, dass analog zur Argumentation aus dem Abschnitt 2.2.2 die verschwindenden
Werte des reduzierten chemischen Potentials [i eine besondere Rolle spielen. Verschwindend be-
deutet auch in diesem Fall Werte von der Ordnung i ~ —1/(8N), welche im thermodynamischen
Limes N — oo gegen null konvergieren. Fiir alle solchen Werte ist die Kondensat-Teilchenzahl
No aus (2.125) von der GroBenordnung der Gesamtteilchenzahl N. Ganz anders ist die Situation
fiir nichtverschwindende fi-Werte, fiir die der erste Term in (2.132) eine endliche feste Zahl ist
und im thermodynamischen Limes vernachléssigt werden kann. Es ergeben sich also auch diesmal
zwei Phasen, die nach Ersetzung p — i in Analogie zu (2.109) beschrieben werden. Die kritische
Temperatur 7, trennt die beide Phasen voneinander und kann aus beiden Phasen-Bedingungen
bestimmt werden.

Unterhalb der kritischen Temperatur gilt immer (/i ~ 0 und die polylogarithmischen Funktio-
nen aus (2.132) reduzieren sich entsprechend der Beziehung (2.102) auf die Riemannschen Zeta-
Funktionen. Am kritischen Punkt muss auerdem noch der Kondensat-Anteil No/N verschwinden,
weil das gleichzeitig ein Punkt aus der oberen Temperatur-Phase ist. Somit reduziert sich die Glei-
chung (2.132) am kritischen Punkt zu

N = (ksf)g {g(s) + ;:Z; ¢(2) + O(ﬁfh%ﬂ)}. (2.133)

Vernachldssigt man hierbei den zweiten Summanden, der offensichtlich die semiklassische Korrek-
tur fithrender Ordnung beschreibt, so ergibt sich daraus der kritische Temperaturwert im thermo-
dynamischen Limes

o - " ﬁ]l/g
1.7 = o [C(i)’) ) (2.134)
Weil ndherungsweise ((3) &~ 1.202 gilt, entspricht dies genau dem in (1.8) angegebenen Resultat.
An dieser Stelle sei bemerkt, dass, obwohl die Teilchenzahl N hier explizit vorkommt, dieses
Resultat auch im thermodynamischen Limes N — oo sinnvoll bleibt. Hierbei miissen wir nur
dafiir sorgen, dass die mittlere Frequenz & gerade so schnell verschwindet, dass das Produkt @ N'/3
endlich bleibt. Erinnern wir uns hier noch an die mittlere Breite der thermischen Wolke (2.128),
so sehen wir, dass das Resultat (2.134) in der Tat lediglich von der thermischen Teilchendichte
abhéngt und keineswegs von der Teilchenzahl selbst.

Weiterhin ergibt sich unmittelbar aus (2.133) die erste semiklassische Korrektur zur kritischen
Temperatur (2.134):

I, o (2 1
2/3(3) N1/3

+ O (N3 (2.135)

~
e
[\
&

o~
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Unterhalb dieser kritischen Temperatur wird der Kondensat-Anteil Ng/N makroskopisch. Er lasst
sich mit Hilfe (2.134) aus der Teilchenzahl-Gleichung (2.132) zu

N, TY 3w ¢(2 T\ 1 -

berechnen. Dabei sorgt die Heaviside-Funktion fiir das Verschwinden der Grundzustand-Besetzung

oberhalb der kritischen Temperatur, was aus der allgemeingiiltigen Beziehung (2.109) nidherungs-
weise folgt. Das Verhaltnis T/TC(O) darin ldsst sich nach (2.135) mit Hilfe 7'/T,. umschreiben, so
dass wir alternativ zu (2.136) die Beziehung

RGN

erhalten. Die ersten zwei Summanden auf rechten Seite dieser Gleichung sind N-unabhéngig und

1
N1/3

+ O (N72/%) } O (T, —T) (2.137)

bleiben auch im thermodynamischen Limes N — oo erhalten. Sie spiegeln genau das bekann-
te Resultat (1.9) wieder, welches fiir endliche Teilchenzahlen N durch weitere Terme in (2.137)
korrigiert wird.

Der Kondensatteilchen-Anteil (2.137) ist in Abb. 2.2 a) fiir verschiedene Teilchenzahlen N gra-
phisch dargestellt. Alle Ergebnisse sind dabei gegen die reduzierte Temperatur 7'/ T aufgetragen,
damit die Verschiebung der kritischen Temperatur (2.135) aufgrund der endlichen System-Grofie
explizit sichtbar wird. Bei der graphischen Darstellung ist das Resultat (2.137) gegeniiber (2.136)
vorzuziehen. Das Verhaltnis 7'/ T.” kommt dabei in (2.137) zwar nicht explizit vor, es bedarf aber
einer einfachen Umparametrisierung der Temperaturwerte, die wir nach 7'/ T = (T/)T.)(T./ TC(O))
aus Relation (2.135) erhalten. Dafiir liefert die Gleichung (2.137) am kritischen Punkt 7'/7. =1
sofort einen verschwindenden Wert, wihrend sich nach (2.136) noch storungstheoretisch bedingte
Rest-Terme ergében. Wie man aus den so beschaffenen Graphiken sieht, fangt die Kondensati-
on fiir kleinere Teilchenzahlen bei entsprechend niedrigeren Temperaturen an. Dieser Befund ist
unter dem Begriff “Finite-Size-Effekt” bekannt und wurde z.B. in [54] diskutiert. Diese Finite-
Size-Effekte unterdriicken offensichtlich den Kondensationsprozess in harmonischen Fallen. Am
absoluten Nullpunkt der Temperatur sind aber nach wie vor alle Teilchen auskondensiert.

Aus (2.135) und (2.137) sicht man weiterhin, dass aufgrund der Abhéngigkeit der Korrekturterme
vom Parameter w/w die Form des Potentials eine nicht zu vernachléssigende Rolle spielt. In der
Graphik 2.2 b) kann man diesen nichttrivialen Einfluss der Fallengeometrie auf den Kondensa-
tionsprozess in endlichen Systemen sehen. Die Fallenfrequenzen hierfiir wurden so gewahlt, dass
wp = we = 2w und wy = w/ 2% mit einem frei zu wihlenden Parameter x sind. Es handelt sich
dabei um prolate (zigarrenférmige) fiir x < 1 bzw. um oblate (pfannkuchenférmige) fir z > 1
Ellipsoide mit einem von der Anisotropie unabhéngigen effektiven Volumen. Interessant ist dabei
zu bemerken, dass das Verhiltnis @/ bei x = 1 (isotrope Falle) sein einziges Minimum besitzt
und dann gleich 1 ist. Das gilt iibrigens auch fiir total unsymmetrische Ellipsoiden. Die kritischen
Temperaturen (2.135) werden dementsprechend umso niedriger, je stérker die Anisotropie ist.

Im weiteren Verlauf der Diskussion wenden wir uns der Wéarmekapazitéat zu. Dabei beginnen mit
der Situation im oberen Temperaturbereich T > T, und bemerken, dass die ersten Summanden in
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Abbildung 2.2: Anteil der Kondensatteilchen in semiklassischer Ndherung erster Ordnung a) in
einer isotropen Falle fiir N = 10, 100, 1000 und unendlich viele Teilchen, b) in einer anisotropen
Falle mit w; = wy = 2w und ws = w/z? fiir N = 1000 Teilchen und = = 1/3 (kurz gestrichelt),
r = 3 (lang gestrichelt), + = 1 (durchgezogen). Bei dieser Darstellung setzen wir die mittlere
thermische Teilchendichte als konstant voraus, so dass der kritische Temperaturwert TC(O) aus

(2.134) effektiv nicht von N abhingt.

(2.131) und (2.132) nur endliche fest vorgegebene Grundzustand-Beitrdge zum grokanonischen
Potential und zur Teilchenzahl beisteuern. Im Limes grofler Teilchenzahlen N sind sie aus diesem
Grund gegeniiber den Beitragen thermischer Teilchen zu vernachlissigen. Somit ergibt sich die
Wirmekapazitit aus der allgemeinen Identitit (2.97) mit 0/0u = 9/0f zu

ebi
Cy(T >T.) = (ﬂ]; E {12 Cale™) — C?’Eeﬁug
A eﬁu 3 eBi 9,9 o
— 9 Bhw G5 { 2 Gl z ()e u() ) } + O(f*h’w )} . (2.138)

Der hierbei explizit vorkommende Vorfaktor 1/(3hw)3 ist im thermodynamischen Limes unendlich.
Doch diese Unendlichkeit ist entsprechend der Gleichung (2.132) selbst von der Groflenordnung der
mittleren Teilchenzahl N in der oberen Temperatur-Phase, so dass die Warmekapazitéit bezogen
auf ein Teilchen auch im thermodynamischen Limes endlich ist und sich wie

(T > 1) LG G 90 QR [ Gl Gl
L - G - 0 e e S |1
(

(ezu } Y N_g/g)} . (2.139)

schreiben ldsst. Um nun die Warmekapazitit auch in der unteren Temperatur-Phase zu berech-

o0
+3 )

) G3
5 (

el

nen, erinnern wir uns daran, dass das reduzierte chemische Potential hier eine kleine Grofie
o~ —1/(BN) darstellt. Damit sind die jeweils ersten Summanden in (2.131) und (2.132) ma-
kroskopisch grofl und keinesfalls zu vernachldssigen. Dafiir gelten aber die aus (2.102) folgenden
Vereinfachungen ¢, (e’#) ~ ((v) fiir v = 2, 3 und 4. Nach der Robinsinschen Entwicklungs-Formel
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aus Anhang B gelten sie zumindest bis zur Ordnung O(N~!In N). Damit ergibt sich die Wérme-
kapazitiat (2.97) aus den so vereinfachten Versionen von (2.131) und (2.132) zu

Cv(T<T,) = % {12 C(4) + 9 Bhw ((3) + O(B*h*w?)
_9efr(e P 1)? ) .
+ 60— — 5y ] (6(3) + 7B 4(2)) +ON"'In N)} (2.140)

Bei einer genaueren Untersuchung des Ausdrucks in der eckigen Klammer stellen wir fest, dass bei-
de Terme darin von der Ordnung O(N~!) sind und somit sogar gegeniiber dem Term O(3*h*w?) =
O(N~2/3) unterdriickt sind. Eliminiert man in der so vereinfachten Gleichung (2.140) den Aus-
druck Shw mit Hilfe (2.133), so erhédlt man weiterhin die stezifische Wéarme pro Teilchen:

C(T<T) _, (T\'[, <@ ¢AB) T, C2)EH) T oy
——r—" = ks (?) {12®— 5 {2 <6 —?}+ O (N /)}.(2.141)

& €

Die Ergebnisse der Warmekapazitit (2.139) und (2.141) sind in Abb. 2.3 fiir verschiedene Teil-
chenzahlen graphisch dargestellt. In der unteren Temperatur-Phase ist dafiir noch zu beachten,
das sowohl die Warmekapazitét als auch die reduzierte Temperatur 7'/ T parametrisch im Wer-
tebereich T'/T, € [0;1] darzustellen sind. Fiir die obere Phase gilt dagegen die Fugazitit ¢’ als
der passende Parameter. Dieser kann jedoch anders als im Abschnitt 2.2.2 nicht bis zum Wert
eins durchvariiert werden, da es hier in die polylogarithmische Funktion ¢; (e#) in (2.139) eingeht.
Letztere divergiert an der Stelle ¢’# = 1 entsprechend der Robinson-Formel (2.101) wie — In[—/].
Dies wiirde am kritischen Punkt mit —(3/ ~ 0 zu einem divergenten Ausdruck fiir die Warmekapa-
zitéat fithren. Das entspricht natiirlich keiner tiefschiirfenden physikalischen Besonderheit, sondern
schriankt lediglich die Anwendbarkeit der Beziehung (2.139) ein. Wie bereits zuvor bemerkt, ver-
schwindet das reduzierte chemische Potential in der Tat nirgends, sondern nimmt unterhalb des
kritischen Temperatur-Punktes lediglich die kleinen Werte i ~ —1/(SN) an. Der groftmogliche

—1/N anzunehmen. Dieser ist in etwa auch der kriti-

Wert der Fugazitit ist demnach als e# = e
schen Temperatur zuzuordnen. Die daraus resultierende Vorgehensweise ergibt dann die endlichen
von oben eingeschriankten Werte der Warmekapazitéit, die in Abb. 2.3 zu sehen sind. Allerdings
wird dadurch ein rechtsseitiger kritischer Temperaturwert erreicht, der mit dem linksseitigen Wert
aus der Gleichung (2.135) nicht {ibereinstimmt. Das ergibt eine Liicke im Definitionsbereich der
Wirmekapazitit, die in Abb. 2.3 rein optisch durch die gepunkteten Verbindungs-Geraden geschlo-
Ben wurde. In Wirklichkeit kénnen wir im Rahmen der semiklassischen Nédherung erster Ordnung
keine physikalisch sinnvollen Aussagen iiber diesen Temperaturbereich machen. Mit grofler wer-
denden Teilchenzahlen N wird dieser Unbestimmtheits-Bereich jedoch immer kleiner, bis er im

thermodynamischen Limes ganz verschwindet.

Aus Abb. 2.3 erkennt man weiterhin, dass die Kurven mit steigenden Teilchenzahlen gegen den
thermodynamischen Limes konvergieren, welcher durch die schwarze Kurve dargestellt ist. Der
Finite-Size-Effekt macht sich hier in der Verschiebung der maximalen Lagen entsprechend der For-
mel fiir die kritische Temperatur (2.135). Weiterhin wird der Wert der Wérmekapazitit-Maxima
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Abbildung 2.3: Warmekapazitéit pro Teilchen fiir isotrope harmonische Fallen in erster semiklas-
sischen Naherung (2.141) im unteren und (2.139) im oberen Temperaturbereich. Dargestellt sind
Resultate fiir N =10, 100, 1000 Teilchen im Vergleich zum thermodynamischen Limes N — oo.
Die gepunkteten Linien markieren Temperaturbereiche, in denen das in (2.139) vorkommende che-
mische Potential /i die Beschréinkung /i ~ —1/(6N) aufgrund der endlichen Teilchenzahl N nicht
erfiillt.

selbst reduziert und nimmt bei Anndherung an den kritischen Punkt von unten einen endlichen
Wert an, der sich aus (2.141) zu

Cy(T 1T, ((4 o (3(3) —2¢(2)¢(4) 1 _
~ 10.805 kg — 14.012%% + O (N3 . (2.142)

ergibt. Speziell fiir die im Experiment mit N = 5000 Rubidium-Atomen [10] realisierte harmo-
nische Falle ist die Anisotropie ws/w; = V/8. Das entspricht dem von uns frither verwendeten
Anisotropie-Parameter # = 1/v/2 und @/ ~ 1.138. Der linksseitige Grenzwert fiir die Wirmeka-
pazitat am kritischen Punkt kann somit auf 9.872 kg abgeschétzt werden. Fiir sehr kleine Teilchen-
zahlen N und (oder) grofie Anisotropien w/@ scheint dagegen die obige Formel problematisch zu
sein, denn sie ergéibe negative Warmekapazitéiten. Doch sollte man dabei bedenken, dass es sich bei
der semiklassischen Naherung um eine Storungsentwicklung um den thermodynamischen Limes
handelt. Extreme Fille kleiner Teilchenzahlen konnen damit nicht addquat wiedergegeben wer-
den. Und wie steht es mit dem rechtsseitigen Grenzwert der Warmekapazitéat? Fiir alle endlichen
Systeme lésst sich diese Frage aufgrund der oben erwidhnten Probleme mit der logarithmischen
Divergenz des ersten semiklassischen Korrektur-Terms nicht beantworten. Im thermodynamischen
Limes spielt er aber keine Rolle, und wir finden den wohl definierten Grenzwert

CV(Tch(O)) N—oo C(4) ¢(3)
N kB{” 3 "

Damit finden wir eine Diskrepanz zwischen diesem Resultat und dem linksseitigen Wert am kriti-
schen Punkt (2.142) im thermodynamischen Limes. Die Warmekapazitét erfiahrt an der kritischen

} ~ 4.228 kg . (2.143)
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Temperatur offensichtlich einen Sprung, der in Abb. 2.3 deutlich zu sehen ist. Dieses Sprungver-
halten spiegelt eine generelle Eigenschaft der Phaseniibergéinge zweiter Ordnung nach Ehrenfest-
Kriterium wieder, denn dabei konnen einige zweifache Ableitungen des Energie-Potentials Unste-
tigkeiten aufweisen. Die hier beschriebene Warmekapazitét (2.97) ist eine solche zweifache Ablei-
tung.

An dieser Stelle ist zu bemerken, dass sich die Wéarmekapazitdt im homogenen Fall aus Abb. 2.1
anders verthéalt. Dort ist sie ndmlich auch am kritischen Punkt noch stetig, obwohl bereits mit
einem Knick versehen. Nach Ehrenfest-Kriterium wiirde hierbei ein Phaseniibergang dritter Ord-
nung vorliegen, bei dem erst die dritte Ableitung des Energie-Funktionals unstetig ist. Das steht
keineswegs im Widerspruch zur Aussage im Abschnitt 2.2.2, wo wir einen Phaseniibergang zweiter
Ordnung nach dem Landau-Kriterium identifiziert haben. Danach werden die Phaseniibergéinge
namlich nicht nach dem Verhalten mehrfacher Ableitungen des Energie-Funktionals unterschieden,
sondern lediglich nach dem Verhalten des Ordnungsparameters. Dieser ist fiir Bose-Gase sowohl
in harmonischen Fallen als auch in einem homogenen System durch die stetige Grundzustand-
Besetzung No/N gegeben, wie aus Abb. 1.2 und 2.2 eindeutig zu sehen. Daher spricht man in
diesen beiden Féllen von Phaseniibergéngen zweiter Ordnung.

Bei der Diskussion der Warmekapazitédten in einem homogenen System und in einer harmonischen
Falle im thermodynamischen Limes sollte es einen nicht verwundern, warum sich die beiden Limi-
tes so stark vonenander unterscheiden. Zwar beschreiben beide das Problem in einem unendlich
groflen Ensemble ohne Hintergrundpotential, im einen Fall hervorgerufen durch die nach Unend-
lichkeiten verschobenen Systemrinder, im anderen durch das unendlich abgeflachte Potentialtopf.
Doch es spielt wohl dabei eine entscheidende Rolle, wie der Grenzwert gebildet wird. Ein wichtiges
Charakteristikum eines Systems ist sein Energiespektrum. Die Spektren beider unendlichen Syste-
me sind kontinuierlich, aber das eine (2.89) ist quadratisch in den Impulsen, wihrend das andere
(2.120) linear in den Oszillator-Quantenzahlen ist. Daraus resultieren verschiedene Energiedichten
(Entartungsgrade der Energien), und diese verursachen die Unterschiede in den thermodynami-
schen und statistischen Eigenschaften. In harmonischen Fallen ist diese Dichte fiir grofiere Energien
hoher als im homogenen Fall, und das begiinstigt Uberginge zwischen den Energieniveaus. Das
duBert sich insbesondere in der meist etwas hoheren Warmekapazitit in harmonischen Fallen (z.B.
Faktor zwei Unterschied im Dulong-Petit-Bereich).

2.3.2 Hohere semiklassische Korrekturen

In diesem Unterabschnitt beschéftigen wir uns mit semiklassischen Korrekturen in einer harmo-
nischen Falle, die iiber die im letzten Unterabschnitt behandelten ersten beiden Ordnungen hin-
ausgehen. Das im letzten Unterabschnitt 2.3.1 entwickelte semiklassische Verfahren fiihrt diesmal
nicht direkt zum Erfolg, was wir am Beispiel der kritischen Temperatur zeigen konnen. Aus diesem
Grunde wenden wir ein verbessertes Verfahren zur Untersuchung der kritischen Temperatur an,
welches zuerst im Lehrbuch von Kleinert [51] entwickelt wurde.

Der Ausgangspunkt der folgenden Berechnungen ist die mittlere Teilchenzahl im harmonischen
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Oszillator (2.124). Der Einfachheit halber setzen wir eine anisotrope Falle mit w; = w fiir alle
i = 1,2,3 voraus. Die semiklassische Entwicklung von (2.124) nach dem Kleinheitsparameter
(2.126) ergibt dann bis zur zweiter Ordnung

N = Ng + {cg(eﬁﬂ) + g Bhw Co(eP) 4+ B2R%w? (1 (e7M) + O (63h3w3)} o (2.144)

1
(Bhw)?
Hierbei tritt die polylogarithmische Funktion (;(e®?) auf, die fiir kleine 3/i-Werte nach der Robin-
son-Formel (2.101) wie — In[—fi] divergiert. Wollten wir daraus z.B. die kritische Temperatur wie
in Unterabschnitten zuvor bestimmen, so miissten wir die obige Gleichung an der Stelle S = 0
auswerten. Da dies jedoch ab der zweiten semiklassischen Ordnung eine Divergenz bedeuten wiirde,
kann diese naive Vorgehensweise keine physikalisch sinnvollen Ergebnisse liefern.

Unser zweiter Zugang basiert auf der kiirzlich von Kleinert in [51] angewandten Prozedur zur
Bestimmung kritischer Temperaturen in semiklassischen Néherungen. Darin wird die Teilchenzahl-
Gleichung (2.124) fiir isotrope Fallen zuerst explizit als

enBi

—nphw —2nfBhw —3nBhw
N = N +Z e [36 3e +e (2.145)

n=1

ausgeschrieben. Ausgehend von dieser exakten Beziehung, wird nun fiir den kritischen Punkt T" =
T. (6 = B.) das bereits bewéhrte Kriterium angewandt. Dabei wird ndmlich der Grundzustand-
Anteil Ny vernachléssigt und fiir den thermischen Rest (/i = 0 gesetzt. Es gilt also

oo 1
— —nfBchw —2nfchw —3nfBchw
N = E = e—nﬁchw)3 [3 e Je +e : (2.146)

n=1

Die hierfiir gestellten Forderungen gelten exakt eigentlich nur im thermodynamischen Limes, lie-
fern fiir endliche Systeme jedoch noch brauchbare Ndherungen. Um nun weiter voranzukommen,
wird der Nenner von (2.146) semiklassisch nach dem Kleinheitsparameter

b = Bhw (2.147)

entwickelt. Im Grunde genommen, unterscheidet sich die hier vorgestellte Prozedur von der ur-
spriinglichen dadurch, dass hierbei zuerst der Limes kritischer Temperatur Ng = G — 0 und
erst anschlieBend die semiklassische Naherung durchgefiithrt wird. Letzteres hat dennoch gewisse
Subtilitédten, die im Folgenden geschildert werden sollen.

Hier beginnen wir mit der direkten Anwendung der semiklassischen Néherung auf den in (2.146)
vorkommenden Nenner. Dabei ergibt sich der folgende Ausdruck:

lg Z ni [ “nb_ 3 e2mby e_?mb} {1 + g nb + n?b? + g n*b* + O (b4)} . (2.148)

Die darin vorkommenden Summen lassen sich mit Hilfe der polylogarithmischen Funktionen (2.94)
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umschreiben. Die obige Gleichung nimmt dadurch die folgende Gestalt an:

N = 2 [36() -36(™) + 6™ ]| + g [36() ~36() +a(e™) ]
r2 (30 30 +ae™®)] +2 [36(e™) ~30() + o) ]
+0(0) . (2.149)

Um diese Gleichung fiir kleine Parameter b auszuwerten, wenden wir darauf die Robinson-Ent-
wicklungsformel (2.101) bzw. deren Spezifizierungen (B.14)—(B.16) aus dem Anhang B an. Nach
einer langeren Rechnung ergibt sich schliefllich bis zur Ordnung O(b)

1 3 1 11 5)
N==C0(3)+—C2)+=-<—In3]+—= —=C(0 o) . 2.150
5 <O+ o 02+ 3 {-mBi+ 5 |- 2 e+ 00) (2.150)
Interessanterweise besteht der Term der Ordnung 1/b aus zwei unterschiedlichen Summanden. Bei-
de sind verschiedenen Ursprungs, und zwar entstammt der erste logarithmische Term entstammt
einer Kombination der (3, (; und (;-Terme in (2.149), wirend der zweite rationalzahlige von den
(o-Termen kommt. Wiirden wir die Storungstheorie in kleinen b eine Ordnung weiter betreiben,

als es in (2.148) bzw. (2.149) der Fall war, so ergibe sich statt (2.150)

N = L)+ o <2>+%{—m[%}+1—é+%}—§<<0>+ o) . (2151)

Vergleicht man nun die beiden Ausdriicke (2.150) und (2.151) miteinander, so stellt man fest, dass
Terme aller b-Ordnungen aufier dem 1/b-Term unveréndert geblieben sind. Diese Tendenz setzt sich
fort, wenn man der urspriinglichen Storungsentwicklung (2.148) immer weitere Entwicklungsterme
hinzufiigt. Alle Ordnungen tragen zum 1/b-Term bei, wodurch letzterer storungstheoretisch nicht
gewonnen werden kann.

Dem oben beschriebenen Umstand kann man nur durch eine Resummation der semiklassischen
Entwicklung entgegenwirken. Dafiir schreiben wir die Teilchenzahl-Gleichung am kritischen Punkt
(2.146) in Anlehnung an (2.148) etwas um. Wahrend diese letzte Gleichung noch einen gendherten
Ausdruck darstellt, wollen wir diesmal den Korrekturterm dazu mitschreiben und erhalten

> 1 3 1
. —nb _ —2nb —3nb
N = S3 + n§:1 [3 e Je "+ e } {—n3b3 + ERTS + _nb} (2.152)

mit der Abkiirzung fiir den besagten Korrekturterm

> 1 1 3 1
_ —nb —2nb —3nb
Sy = § j [3 e _3e 0 ¢ } { i 6_nb)3 ~ S T oEE } . (2.153)

n=1

Durch diese im Grunde genommen identische Umformung von (2.146) erhalten wir zwei Terme,
die nun auf verschiedene Weise bearbeitet werden kénnen. Die Summe in (2.152) kann in Analogie
zum Ausdruck (2.148) direkt ausgerechnet werden. Es ergibt sich dabei bis zur Ordnung O(b°)

> 1 3 1 1 3 1
2 —nb__ —2nb —3nb — - 0
[3 ¢ se e ]{n3b3 o T nb} b (8)+ 22 2) b In[3b] + O -

n=1

(2.154)
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Der Ausdruck (2.153) reprisentiert den regularisierten Anteil der Teilchenzahl (2.152). Deren
Summanden sind nédmlich selbst fiir kleine Werte von nb nichtdivergent. Aus diesem Grund kann
die Summation in (2.153) durch eine Integration ersetzt werden:

Y Y | I EEE B SO g
b Jo (1_6_96)

Dies entspricht der fithrenden Ordnung der so genannten Euler-Maclaurin Entwicklung [51,55].
Deren Korrekturen kénnen prinzipiell auch ausgerechnet werden, liefern jedoch lediglich Terme
hochstens von der Ordnung 0°, auf die wir uns des Weiteren einschrianken. Um Terme noch héherer
Ordnung zu erhalten, miissten wir bei der Zerlegung (2.152) noch weitere Entwicklungsterme
dazuaddieren und diese beim Korrekturterm (2.153) abziehen. Die Integration in (2.155) kann nun
explizit ausgefiihrt werden. Dazu bemerken wir erstens die Integraldarstellung der Beta-Funktion
[51,50]

o ek I'(k)T'(1— D)
dt —— = = B(k,1—-D) = 2.156
/0 (1- e—:v)D ( ) I'k+1-D) ( )
und zweitens die Integraldarstellung der Gamma-Funktion, mit der sich
o] e—kx
/ dv —5— = EP=m 1T (m 41— D) (2.157)
0

ergibt. Bei diesen beiden Ausdriicken haben wir bewusst die Variable D verwendet anstelle der
Zahl 3. Die einzelnen Terme in (2.155) sind nédmlich an der Stelle D = 3 selbst divergent. Die
jeweilige Divergenz kann fiir D = 3+ € durch verschwindend kleine € parametrisiert werden. Nach
der fiir den regulidren Anteil der Teilchenzahl (2.155) geforderten Subtraktion heben sich jedoch
diese Divergenzen gegenseitig auf. Ubrig bleibt dabei nur der endliche Ausdruck

1 19 0

wobei v &~ 0.5772 die so genannte Euler-Mascheroni-Konstante darstellt [51, Kapitel 2].

Die gerade geschilderte Vorgehensweise bildet {ibrigens den Grundstock der so genannten dimen-
sionalen Regularisierung [50,56]. In der Tat geht man dabei in den Berechnungen auftretender
Integralen rein formal zu nichtganzzahligen Raumdimensionen D {iiber, um deren Divergenzen ex-
plizit zu parametrisieren. Dies ist eine Alternative zu den {iblichen Regularisierungsverfahren mit
Cut-off-Parametrisierungen, die im Ubrigen fiir Eichtheorien die einzige ist, die alle Symmetrien
respektiert.

Nun aber zuriick zur Bestimmung der kritischen Temperatur in harmonischen Potentialen. Das
dafiir notwendige transzendente Resultat (2.158) beinhaltet die gesamte Information iiber den
1/b-Term in allen hoheren semiklassischen Ordnungen. Damit kénnen wir die Ergebnisse (2.154)
und (2.158) unter (2.152) zusammenfassen und erhalten die Bedingung fiir den kritischen Punkt

1 3 1 19
N = B ¢(3)+ TE ¢(2) - 5 (lnb+ o1 7) +0() . (2.159)
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Um jetzt daraus die Verschiebung der kritischen Temperatur auszurechnen, definieren wir noch
deren Verhéltnis zum semiklassischen Resultat (2.134):

T. 3\3 1
t, = ~5 = (%) - (2.160)

Mit Hilfe dieser Beziehung ist die Gleichung (2.159) als

1 3¢(2 1 1 C3(3 19 _
1=1t+ N3 2C2/(3()3) t2— N FI(3) te (ln {tCNS/?’)] + 55 —v) +O(N™")  (2.161)

darstellbar. Diese Relation lédsst sich noch explizit nach der reduzierten kritischen Temperatur ¢,
auflésen und ergibt bis inklusive der Ordnung O(N~%/3)

1 <(©2 1 1 CB3(3)]  3¢32) 19 _
te = 1= N1/3 2C2/3(3) + N2/3 30/3(3) (ln{ N1/3 } + 4¢(3) +ﬁ _7) +ON 1) -(2.162)

Das friiher storungstheoretisch erhaltene Resultat erster Ordnung (2.135) ist hier mit den ersten
beiden Summanden wiedergegeben.

Die semiklassischen Korrekturen héherer Ordnung zur Grundzustand-Besetzung sowie zur Warme-
kapazitdt werden wir in dieser Arbeit nicht mehr ausrechnen. Fiir weitere Informationen dies-
beziiglich sei an dieser Stelle auf die Arbeit [57] verwiesen. Stattdessen berechnen wir diese bei-
den Eigenschaften fiir endliche Systeme in einer harmonischen Falle exakt. Doch dazu mehr im
néchsten Abschnitt.

2.3.3 Exakte Behandlung harmonischer Fallen

In diesem Abschnitt werden wir ein endliches bosonisches System in einer harmonischen Falle
exakt untersuchen. Dadurch umgehen wir die Probleme der semiklassischen Entwicklung. Aller-
dings greifen wir bei dieser Vorgehensweise verstérkt auf numerische Untersuchungen zuriick mit
der dazugehorigen Unannehmlichkeit, keine analytischen Ausdriicke erhalten zu kénnen. Dennoch
lassen sich die hierbei erhaltenen Resultate mit analytischen semiklassischen Ergebnissen aus den
fritheren Unterabschnitten vergleichen. Wir werden weiterhin feststellen, dass es bei endlichen
Systemen in der Tat keine Phaseniiberginge gibt, womit z.B. auch keine bestimmte kritische
Temperatur existiert. Es kann jedoch eine Gréfle definiert werden, die im thermodynamischen Li-
mes der kritischen Temperatur entspricht. Diese iibernimmt in endlichen Ensembles die Rolle des
Kondensations-Punktes und lédsst sich mit den Daten aus dem analytisch gewonnenen Resultat
(2.162) vergleichen.

In diesem Abschnitt werden wir uns des Weiteren auf den Spezialfall einer isotropen harmonischen
Falle beschrinken. Das grofkanonische Potential (2.121) lisst sich in diesem Fall in der Form

oo
n=1

[e.e]
e N mnihelhthath) (2.163)
k1,k2,k3=0

S|

I

Fox = —



54 KAPITEL 2. GROSSKANONISCHE BESCHREIBUNG IDEALER BOSE-GASE

schreiben. Die n-Summation kann mit der Summation iiber Energie-Figenwerte (ki, ko, k3) ver-
tauscht werden. Somit ergibt sich mit der polylogarithmischen Funktion (2.94)

1 « ;
Fax == 3 D G (e etttk (2.164)
k

Aufgrund der Beziehung
G(x) = — In(1—x) (2.165)

entspricht das der allgemeinen Formel (2.82) fiir den Spezialfall einer isotropen harmonischen
Falle. Die in (2.164) noch auszufiihrende dreifache Summe hat an sich ein schlechtes Konvergenz-
Verhalten. Diesem Umstand kann man aber in der hier behandelten isotropen Falle entgegenwir-
ken. Dazu bemerken wir nur, dass der Summand selbst nur von der Summe & = ki + ko + k3 der
einzelnen Energiekomponenten abhéngt. Fiir eine beliebige Funktion f, die nur von der Summe
einzelner Indizes abhéingt, lasst sich allerdings die folgende Beziehung feststellen:

> Sl ket ks) = Z(%+%+1) f(k) . (2.166)
k1,ka,ks=0 k=0

Damit kann man z.B. das groflkanonische Potential (2.164) weiterhin zu
k? Sk: ;
Fox == 3 Z (5 +5 +1) Gl (2.167)

vereinfachen. Die hierbei auszuwertende einfache Summe konvergiert nun sehr schnell und ermog-
licht effiziente numerische Berechnungen. Der Koeffizient (k* + 3k + 2)/2 wird in der Literatur
auch als der Entartungsgrad der Energie bezeichnet [58]. In der Tat zeigt er an, wie viele Ener-
giezusténde einem bestimmten k-Wert entsprechen.

Die mittlere Teilchenzahl ergibt sich aus (2.167) nach (2.85) zu
k? X
N = Z (— 43k ) ColePhePoky (2.168)

Auch diese Gleichung entspricht aufgrund der einfachen Beziehung

Go(x) = (2.169)

dem Spezialfall der allgemeinen Formel (2.85) fiir eine isotrope harmonische Falle. Hélt man nun
die mittlere Teilchenzahl N in einem System fest, so kann die Gleichung (2.168) dahingehend
interpretiert werden, dass sie zu einer vorgegebenen Temperatur 7' (oder ) das reduzierte che-
mische Potential i = fi(() liefert. Das Problem der Wurzelsuche kann z.B. mit Hilfe des Newton-
Verfahrens numerisch umgesetzt werden. Mit dem so gefundenen Wert des chemischen Potentials
lassen sich anschliefend viele weitere Systemgroflen bestimmen. Dazu zdhlt in erster Linie die
Teilchenzahl im Grundzustand Ng = (e‘ﬁﬂ — 1)_1, welche den Kondensatteilchen-Anteil angibt.
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No/N

a) b)
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Abbildung 2.4: a) Anteil der Kondensatteilchen nach exakter grofkanonischer Rechnung in einer
isotropen Falle fiir N = 1, 10, 100, 1000 und 10000 Teilchen im Vergleich zum Resultat im ther-
modynamischen Limes aus 2.2 a). b) Vergleich der Ergebnisse exakter Rechnung (durchgezogene
Kurven) mit der ersten semiklassischen N#herung fiir N = 10, 100 und 1000 aus Abb. 2.2 a)
(gestrichelte Kurven).

Dieser Anteil entspricht iibrigens dem (k=0)-Term in (2.168). Ist nun das chemische Potential fiir
eine bestimmte Temperatur aus (2.168) numerisch bestimmt worden, so kennen wir damit auch die
Teilchenzahl im Grundzustand. In Abb. 2.4 sind derartige Grundzustand-Anteile fiir verschiedene
mittlere Teilchenzahlen graphisch dargestellt. Ubrigens wurde die oben priisentierte Vorgehens-
weise bereits in Ref. [59] angewendet, um die Grundzustand-Anteile theoretisch zu berechnen. Die
dort ausgerechneten Resultate fiir N = 100, 1000 und 10000 stimmen mit denen aus Abb. 2.4
iiberein.

Wie man aus der Graphik 2.4 a) erkennt, sind die Kurven fiir den Grundzustand-Anteil No/N in al-
len endlichen Ensembles glatt. Es ergeben sich fiir keine Temperaturen verschwindende Werte und
es gibt keine wohldefinierte kritische Temperatur, bei der sich das Verhalten der Kurven drastisch
andert. Allerdings sieht man auch, dass diese gro3kanonischen Resultate mit steigender Teilchen-
zahl gegen das Ergebnis im thermodynamischen Limes konvergieren. Weiterhin ist in Abb. 2.4 b)
der Vergleich zwischen den exakten Ergebnissen mit den Resultaten aus den fritheren analytischen
Untersuchungen im Unterabschnitt 2.3.1 dargestellt. Die darin gefundenen Finite-Size-Effekte sind
hierbei durch gestrichelte Kurven représentiert und zeigen deutliche Abweichungen von exakten
Ergebnissen, was insbesondere am Beispiel mit N = 10 zu sehen ist. Die erste semiklassische
Ordnung unterdriickt ndmlich den Kondensationsprozess zu stark. Die Situation verbessert sich
jedoch dramatisch mit steigender Teilchenzahl. So stimmen die Ergebnisse fiir 100 Teilchen schon
in einem weiten Temperaturbereich gut {iberein. Fiir 1000 Teilchen sind schliefllich Unterschiede
nur in einem kleinen Bereich um die kritische Temperatur auszumachen. Mit der kritischen Tem-
peratur meinten wir natiirlich diejenige aus der semiklassischen Nédherung. Doch wie ist es mit
einem Analogon der kritischen Temperatur fiir exakte Resultate bestellt? Diese Fragestellung wird
im Folgenden erortert.

Aus Abb. 2.4 a) sieht man, dass sich ein mit der steigenden Teilchenzahl immer ausgeprigterer
Bereich ausbildet, in dem sich das Verhalten der Kurvenverldaufe deutlich dndert, bis es schlief3-
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Abbildung 2.5: a) Kriimmung der Kurven fiir die Teilchenzahl im Grundzustand aus Abb. 2.4 a) fiir
N =10 (rosa), 100 (griin) und 1000 (blau) Teilchen. b) Verschiebung der kritischen Temperatur
gegeniiber dem thermodynamischen Limes AT, C/TC(O) = t. — 1. Die gestrichelte Gerade ist das
Resultat der ersten semiklassischen Ndherung (2.135), die durchgezogene Kurve ist das Ergebnis
(2.162) bis zur zweiten Ordnung. Dreiecke zeigen die Lagen der quasikritischen Punkte aus exakten
grolkanonischen Rechnungen fiir N = 10, 30,..., 300.000 und 1.000.000 Teilchen an (von rechts
nach links gegen 1/N'/3 geplottet). Diese werden aus den Maximallagen fiir die Kriimmungen aus
a) bestimmt.

lich im thermodynamischen Limes zu einem Knick bei der kritischen Temperatur kommt. Die
Kriimmung einer Kurve an der Knickstelle ist unendlich und das gibt den Anlass dazu, sich naher
mit den Kriimmungen der abgebildeten Kurven zu befassen. Es gibt namlich im vorliegenden Fall
immer eine bestimmte Temperatur, wo die jeweiligen Kurvenverldufe eine maximale Kriimmung
aufweisen. Diese Temperatur interpretieren wir als das Analogon der kritischen Temperatur in
einem endlichen System und nennen sie quasikritische Temperatur. Das Temperatur-Verhalten
der Kritmmungen fiir einige der in Abb. 2.4 a) dargestellten Kurven soll noch anhand von Abb.
2.5 a) verdeutlicht werden. Wie man hieraus unschwer erkennt, zeigen solche Kriimmungen eine
Peakstruktur, die mit steigender Teilchenzahl immer ausgepréagter erscheint. Die Bereiche, iiber
die sich solche Strukturen erstrecken, werden immer enger und die Lagen der quasikritischen Tem-
peratur definierter. Es besteht jedoch ein gewisser Restzweifel an dem hier gewéhlten Kriterium
fiir die Qasikritikalitédt. Es sind ndmlich auch andere Moglichkeiten denkbar. So kénnen z.B. Wen-
depunkte der No/N-Kurven in Betracht gezogen werden. Diese wiirden Temperaturbereiche mit
konkavem Verhalten von den konvexen Bereichen trennen. In der Regel liegen solche Punkte bei et-
was tieferen Temperaturen, als die Punkte maximaler Kriimmung. Im thermodynamischen Limes
unterhalb der kritischen Temperatur ist die Kurve jedoch immer konkav, und der kritische Wert
markiert in der Tat das Ende eines solchen Bereichs. Dort wiirden somit beide quasikritischen
Temperaturen mit dem eigentlichen kritischen Wert zusammenfallen. Denkbar ist auch ein Kri-
terium, das auf Beobachtungen der Wérmekapazitiat basiert. Letztere hat ndmlich am kritischen
Punkt ihr Maximum (siehe Abb. 2.2). Wir werden jedoch spéter noch zeigen, dass nach quanten-
mechanisch exakten Rechnungen die Kurven der Warmekapazitit ebenfalls glatt sind, wodurch
auch dieses Kriterium keineswegs scharf ist.
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Im Folgenden werden wir uns auf die oben angegebene Definition der quasikritischen Punkte
mit Hilfe der maximalen Kriimmung der No/N-Kurven beschrénken. In Abb. 2.5 b) sind diese
quasikritischen Werte durch Dreiecke gekennzeichnet. Dort sind sie in Abhéngigkeit von der Teil-
chenzahl in der Form 1/N'/3 dargestellt, wodurch auch direkte Vergleiche zu unseren friitheren
analytischen Resultaten zur kritischen Temperatur ermoglicht werden. So ergibt sich fiir die Ver-
schiebung der kritischen Temperatur in der ersten semiklassischen Ndherung aus (2.135) ein in
1/N'/3 linearer Zusammenhang, der durch die gestrichelte Kurve dargestellt wird. Das Resultat
der semiklassischen Rechnung bis inklusiv zweiten Ordnung (2.162) ist mit der durchgezogenen
Linie angegeben. Fiir Teilchenzahlen N > 1000 stimmen beide semiklassischen Resultate gut {ibe-
rein und sind auch im Vergleich zu exakten quasikritischen Temperaturen akkurat. Fiir kleinere
Teilchenzahlen zeigt jedoch das semiklassische Resultat erster Ordnung grofle Abweichungen von
den Ergebnissen exakter Rechnungen. Die Approximation zweiter Ordnung weicht von ihnen eben-
falls stark ab, zeigt dennoch die korrekte Tendenz. Der Ursprung fiir derartige Abweichungen liegt
zum einen in der Natur semiklassischer Ndherungen, welche nun tatséchlich von grofien Systemen
ausgehen. Zum anderen ist das die intrinsische Unbestimmtheit des Begriffes der kritischen Tem-
peratur und die damit verbundene Freiheit der Wahl einer quasikritischen Temperatur. Im iibrigen
ist dieses Problem auch durch die Wahl eines anderen Kriteriums fiir die Quasi-Kritikalitat nicht
in den Griff zu bekommen. Nebenbei bemerkt, funktionieren fiir geniigend grofie Ensembles alle
giangigen Kriterien gleich gut.

Nun wenden wir uns der Warmekapazitéit zu, die auch diesmal nach der allgemein giiltigen Bezie-
hung (2.97) bestimmt wird. Nach Einsetzen des grofkanonischen Potentials aus (2.164) und der
mittleren Teilchenzahl aus (2.168) ergibt sich nach einer langeren Rechnung der folgende Ausdruck:

Cy = kg (Bhw)? { f: < %4 + 371{:3 + k2> (_q(ePihe= 0Nk

[i (5 - 3—’“2 +k) <_1<eﬁﬂe-ﬁh“k>] / [i ( % + % +1) <_1<eﬁﬂe-ﬁ7wk>] } (2.170)

k=0

Dieser gilt im gesamten Temperaturbereich und braucht nicht wie im Unterabschnitt 2.3.1 in zwei
getrennten Bereichen untersucht zu werden. Die weitere Auswertung dieser Gleichung geht analog
zur Bestimmung des Grundzustand-Anteils Ny zuvor. Man bestimme also zuerst aus der Relation
(2.168) fiir eine fest vorgegebene Teilchenzahl N und Temperatur das passende chemische Potential
i = fi(5). Mit diesem berechne man die drei in (2.170) erforderlichen Summen. Anschlieend setze
man sie mit dem bereits vorgegebenen Temperaturwert wiederum in (2.170) zusammen. Die auf
diese Weise gewonnen Resultate sind in Abb. 2.6 in Abhéngigkeit der reduzierten Temperatur
T/ TS dargestellt, wobei T.” die kritische Temperatur (2.134) im thermodynamischen Limes ist.

Aus Abb. 2.6 a) erkennen wir, dass die Kurven der Warmekapazitét fiir alle endliche Teilchen-
zahlen glatt sind und weder Spriinge noch Knickstellen aufweisen. Die Lagen der Maxima sind
hier fiir kleinere Ensembles zu niedrigeren Temperaturen verschoben. Auch das entspricht dem
Finite-Size-Effekt, den wir bei der Grundzustand-Besetzung No/N und bei der semiklassischen
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Abbildung 2.6: Warmekapazitéit pro Teilchen in einer isotropen Falle a) fir N = 1, 10, 100, 1000
und 10000 Teilchen nach der exakten grokanonischen Rechnung im Vergleich zum thermodynami-
schen Limes aus Abb. 2.3. b) Vergleich der Warmekapazitit aus exakter Rechnung (durchgezogene
Kurven) mit der ersten semiklassischen Néherung (gestrichelte Kurven) aus Abb. 2.3 fiir 10, 100
und 1000 Teilchen.

Untersuchung der Warmekapazitét festgestellt haben. Um letztere mit den entsprechenden Resul-
taten aus exakter Rechnung vergleichen zu konnen, sind diese in Abb. 2.6 b) zusammengestellt.
Fiir N = 10 Teilchen ist die Diskrepanz zwischen dem semiklassischen und dem exakten Resultat
iiber einen weiten Temperaturbereich sichtbar. Obwohl sich die Resultate bei einer Teilchenzah-
lerhohung deutlich annédhern, ist das Verhalten der Kurven im Bereich der kritischen Temperatur
doch offensichtlich verschieden. Fiir sehr grofle Teilchenzahlen ergibt die semiklassische Naherung
erster Ordnung durchaus verniinftige Resultate, aufler vielleicht am kritischen Punkt selbst.

2.4 Bose-Gase im Kastenpotential

In diesem Abschnitt behandeln wir das ideale Bose-Gas, das in einem kubischen Kasten eingefan-
gen ist, d.h. in einem Potential der Form

0 , |z;/ <L/2 fiiralle Richtungen j=1,2,3 ,
(2.171)

oo , |z;| > L/2 fiir wenigstensein j=1,2,3 ,

wobei L die Kantenldnge bedeutet. Im Prinzipp kann ein solches Potential in Form eines hart-
schaligen Behélters problemlos realisiert werden. In der Praxis ist dieser einfache Vorschlag fiir
Bose-Gase unpraktikabel, weil es fiir sie existentiell ist, von der meist zu warmen umgebenden
Materie thermisch so weit entkoppelt zu sein wie nur moglich. Das kann natiirlich auch ein tief
gekiihlter Becher nicht leisten. Daher wird das kondensationsaktive Gas in magnetischen oder
optischen Fallen eingefangen. Eine weitestgehend anharmonische Falle kann in der Tat zukiinftig
mit Hilfe bestimmter Laserdips erzeugt werden. Wie steil die realisierbaren Potentialflanken und
wie kastenfoérmig die Potentiale dabei sein kénnen, bleibt noch abzuwarten.

Aus theoretischer Sicht ist das Kastenpotential (2.171) jedoch auch an sich interessant. Wie wir
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noch zeigen werden, stellt das homogene Problem aus dem Abschnitt 2.2 bzw. 2.2.2 einen Grenz-
wert eines unendlich grofien Kastens dar. Ahnlich wie in einer harmonischen Falle, gibt es auch
hier nichttriviale Effekte, die in einem endlichen Kasten eine Rolle spielen. Diese Effekte unter-
scheiden sich sogar in bestimmten Aspekten von denjenigen in harmonischen Fallen. Abgesehen
von dem deutlichen Unterschied im thermodynamischen Limes selbst, werden wir hier feststel-
len, dass die Finite-Size-Effekte im Kasten zur Erhohung der kritischen Temperatur fithren statt
zu ihrer Erniedrigung, wie wir es von dem letzten Abschnitt 2.3 kennen. Auch die Behandlung
endlicher Systeme mit Hilfe semiklassischer Ndherungen unterscheidet sich grundsétzlich von den
vorherigen Untersuchungen in harmonischen Fallen.

Als Ausgangspunkt fiir theoretische Untersuchungen dieses Abschnitts dient uns die explizite
Losung der Schrodingergleichung (2.35). Diese wird fiir das Potential (2.171) mit den damit ver-
bundenen Dirichletschen Randbedingungen durch die Wellenfunktion

(QL)_3/2 Hj’:l |:6i kjzj _(_l)kjL/We—i kj-’Ej] , |zl < LJ2 firalle j=1,2,3,

Yr(x) = (2.172)
0 . |zl > L/2 fiirein j=1,2,3
gelost. Die dazugehorigen Energie-Eigenwerte lauten
no,
B, = —k° . 2.1
T oM (2.173)

Die Wellenvektoren k = (ki, ko, k3) nehmen im Gegensatz zum homogenen Fall mit Eigenwerten
(2.90) hierbei diskrete Werte an, die durch

ki = %mj mit  m; = 1,2,... (2.174)
fir alle 7 = 1,2,3 beschrieben werden. Interessanterweise sind die Werte m; = 0 fiir alle j

ausgeschlofen, da sonst die Wellefunktion (2.172) ohnehin verschwinden wiirde. Daher ist der
Wellenvektor des Grundzustandes kg = 7(1,1,1)/L und der dazugehorige Energie-Eigenwert
no, 3 n2h?

Br = — k2, = 2 | 2.1
T oMY T 9 M2 (2.175)

Das grofikanonische Potential (2.81) fiir das ideale Bose-Gas im Kastenpotential (2.171) lésst sich
damit als

1 1 = endh g x2n? 3
Fakx = ﬁln [1—6 B Z:: {(Ze B sarpz (M 1)) —1} ) (2.176)
schreiben, wobei wir hierfiir noch das reduzierte chemische Potential
i = p— Eg (2.177)

verwendet haben. Des Weiteren werden wir in diesem Abschnitt zugunsten gréBerer Ubersicht-
lichkeit noch eine Abkiirzung fiir die dimensionslose Temperatur
MIL? L?

=g = (2.178)
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verwenden, wobei wir uns fiir die letzte Gleichung noch an die thermische de Broglie-Wellenlénge
(2.93) erinnerten. Das groBkanonische Potential (2.176) ldsst sich damit schreiben als

00 nB o] 3
Fex = %ln [1— e — % Z 6n“ {(ZQ_M(mz_l)/47> - 1} : (2.179)
n=1

m=1

Die mittlere Teilchenzahl (2.85) ergibt sich daraus zu

[e'e] [e%¢) 3
N = Ng+)_ e { ( > e—"ﬂmz—l)/‘“) - 1} (2.180)
n=1

m=1

mit dem Grundzustandsanteil

1
welcher formal dem Np-Beitrag aus (2.125) dhnelt. Im néchsten Unterabschnitt diskutieren wir
die semiklassischen Né&herungsansétze zu dem hier dargestellten Problem und im darauffolgenden

Unterabschnitt die exakten numerischen Berechnungen dazu.

2.4.1 Semiklassische Ndherungen

Die semiklassische Ndherung basiert, dhnlich wie in der harmonischen Falle, auch im einem Ka-
stenpotential auf der Annahme, dass der Unterschied zwischen zwei benachbarten Quantenniveaus
klein gegeniiber der thermischen Energie kg7 ist. Das bedeutet also mit dem Energiespektrum
aus (2.173)

priR?/(ML*) <1 . (2.182)

Diese Naherung ist gut erfiillt bei nicht zu niedrigen Temperaturen wegen der Kleinheit der Planck-
schen Konstante fiir Késten mit geniigend groflen Kantenldngen L. Letzteres bedeutet bei fest-
gehaltenen Teilchendichten n = N/L3 gleichzeitig groBe Teilchenzahlen N. Diese semiklassische
Bedingung lésst sich fiir den dimensionslosen Temperaturparameter (2.178) noch als 7 > 1 schrei-
ben.

Mit Hilfe der semiklassischen Nédherung sind wir in der Lage, die Ausdriicke (2.176) und (2.180)
wenigstens in der niedrigsten Ordnung auszuwerten. Die darin vorkommenden m-Summen lassen
sich z.B. in der niedrigsten Ordnung durch Integrale approximieren. Wir wéhlen jedoch eine alter-
native Berechnungsmethode mit Hilfe der Poissonschen Summenformel (2.69) oder deren Original-
version (A.7) aus dem Anhang A, womit sich auch semiklassische Korrekturen hoherer Ordnung
ausrechnen lassen. Dazu bemerken wir aber zuerst, dass aus Symmetriegriinden die Umformung

oo

ie—nwm2/47— _ % Z e—mrmz/47—_

m=1 m=—o00

(2.183)

N
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gilt. Die Poissonsche Formel (A.7) liefert dann unmittelbar die folgende duale Form

- —nm(m2-1)/Ar _ _nm/dr 1 9. /T N —drmg®/n 2.184
S e ‘ {\/; RENEDN | (2189

m=1

Interessant ist an dieser Stelle zu bemerken, dass aufgrund dieser Beziehung eine fiir kleine Parame-
tern 7 schnell konvergierende Reihe auf der linken Seite in eine fiir grofle 7 schnell konvergierende
Reihe auf der rechten Seite umgewandelt wird (siche dazu mehr im néchsten Abschnitt 2.4.2).
Aufgrund dessen bezeichnen wir diese Gleichung auch als die Dualitétstransformation.

Unser Interesse gilt nun ferner dem semiklassischen Limes mit entsprechend groflem Parameter
7. Dafiir koénnen wir alle Summanden der Gestalt e=47/" gegeniiber den reinen 7-Potenzen
vernachlissigen und die Exponente e"™/47 im Vorfaktor von (2.184) entwickeln. Es ergibt sich nun

S —nrn(m?-1)/4r _ T 1— 1 (@)1/2 mn O (173/? 2.185
;e n{27+47+(7). (2.185)
Daraus leiten wir die Gleichung fiir die mittlere Teilchenzahl (2.180) in semiklassischer Naherung,
die wir noch mit den polylogarithmischen Funktionen (2.94) als

3(r+1) 172

N = Ng+ 72 C3/2 (eﬁﬂ) — g T (1 (eﬁ‘l) + 1

Ciyz (€77) + O (7°) (2.186)
schreiben konnen.

Betrachten wir zuerst diesen Ausdruck in der fithrenden semiklassischen Ordnung. Fiir das redu-
zierte chemische Potential (2.177) finden wir mit (2.175) noch die Abschiitzung i = p+ O (771).
Nun lautet die mittlere Teilchenzahl

N = Ng + 732 (30 () . (2.187)

Erinnern wir uns noch an die Definition der dimensionslosen Temperatur 7 aus (2.178) und iden-
tifizieren das Volumen L? = V und den Grundzustand-Beitrag Ng = Ny, so finden wir sofort das
Resultat vom homogenen Bose-Gas (2.107). Analog ergibt sich fiir das groBkanonische Potential
(2.176) in der fihrenden semiklassischen Ordnung das Resultat (2.112). Das bestéttigt nun die
Aussage, dass das homogene Bose-Gas aus dem Abschnitt 2.2.2 den thermodynamischen Limes
eines Bose-Gases im Kastenpotential darstellt. In diesem Limes gilt ndmlich die semiklassische
Néherung (2.182) exakt. Seine thermodynamische Eigenschaften kennen wir also bereits.

Um zu sehen, welche Abweichungen in einem endlichen Kasten gegeniiber dem homogenen System
entstehen, miissten wir die semiklassischen Korrekturen dazu ausrechnen. Das Problem stellt sich
jedoch bereits in der niedrigsten Korrekturordnung als nichttrivial heraus. Das zeigen wir im Fol-
genden anhand der Grundzustand-Besetzung unterhalb der kritischen Temperatur. Dafiir nehmen
wir wie in den Abschnitten zuvor an, dass das reduzierte chemische Potential entsprechend der
Beziehung — i~ N5' ~ N~! klein ist. Damit schreiben wir die mittlere Teilchenzahl (2.186) nur
bis einschliefilich der Ordnung O(7) aus und verwenden fiir die darin vorkommenden polyloga-
rithmischen Funktionen die Zerlegung nach der Robinson-Formel (2.101)

N = Ng+7%2¢(3/2) + g Tln[-Bp] + O ([~7/B)"?) - (2.188)
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Diese Gleichung ist nicht direkt analytisch zugénglich, kann aber fiir niedrige Temperaturen néhe-
rungsweise ausgewertet werden. Dazu vergewissern wir uns, dass aufgrund der Beziehung (2.178)
noch

N2/3 T N2/3
e = t
¢¥B3/2) TV ¢RB/2)

(2.189)

gilt, wobei 7% die kritische Temperatur (2.104) im thermodynamischen Limes darstellt und ¢
als die reduzierte Temperatur bezeichnet wird. Nach Identitét (2.181) kénnen wir die Gleichung
—0Bp = In[1 + 1/Ng] feststellen und erhalten damit fiir genug grofle Gesamtteilchenzahlen N die
Tieftemperaturentwicklung

Ng 3InN T
SRS A | T/T9)%) . 2.1
N +2N1/3C2/3(3/2) Tc(o) +O([ / c ]) ( 90)

Wie man hieraus unschwer erkennt, {ibersteigt der Grundzustand-Anteil fiir niedrige Tempera-
turen den Wert eins. Das ist offensichtlich physikalisch nicht haltbar und stellt, wie wir gleich
sehen werden, nur einen Artefakt der semiklassischen Naherung dar. Wiirde man nédmlich in der
Gleichung (2.186) nicht auf die Terme der Ordnung O(7'/2) verzichten wie es in (2.188) geschah,
so ergabe sich der Ausdruck

3(mr+1)

N = No+7%2¢(3/2) + 5 rin[-pp] + 0D

(=BT + O (-8 . (2.191)
Vergleichen wir nun die Groflenordnungen einzelner Terme miteinander, so stellen wir fest, dass
der neu dazugekommene Term aufgrund der Abschitzungen 7 ~ N%/3 und —3j ~ 1/N wie N°/°
anwichst, wogegen der vorletzte Term lediglich mit N?/3In N skalierte. Diese Tendenz setzt sich
auch weiterhin fort, und das bedeutet, jeder Term der héheren semiklassischen Ordnung liefert
einen groferen Beitrag zur Gesamtteilchenzahl. Diese storungstheoretische Vorgehensweise bricht
also bereits ab der ersten semiklassischen Korrektur zusammen.

Trotz der gerade geschilderten Probleme der naiven semiklassischen Entwicklung, lassen sich in
einer etwas abgewandelten Form physikalisch sinnvollen Ergebnisse erziehlen. Das werden wir
im Folgenden anhand der Berechnung der kritischen Temperatur zeigen. Die dabei verwendete
Vorgehensweise basiert auf dem Ansatz aus [51], den wir bereits im Abschnitt 2.3.2 im Bezug auf
das Bose-Gas in harmonischen Fallen diskutierten. Fiir das Kastenpotential wurde diese Methode
in der Publikation [42] verwendet. Als Ausgangspunkt dient uns nach wie vor die Gleichung fiir die
mittlere Teilchenzahl (2.180). Die darin vorkommende Summe iiber alle Energiemoden schreiben
wir in der Form

Ze mi-D/Ar | § e/ G ) (2.192)

m=1

wobei wir noch die Abkiirzung fiir den Anteil thermisch angeregter Teilchen

o(rfn) = 3 emmmmt =/ (2.193)
m=2
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verwenden. Die letztere Reihendarstellung léasst sich noch mit Hilfe der Poissonschen Summenfor-
mel (A.7) auswerten und ergibt analog zur Gleichung (2.185) den folgenden Ausdruck:

o(r/n) = \/g {1— g (;)”ﬁ? +0(T—3/2)} . (2.194)

Mit dessen Hilfe ldsst sich die Teilchenzahl-Gleichung (2.180) aufgrund der Zerlegung (2.192) als

N = Ng+ Z e {3 e G (n/T) + 3 e Ao (n)7) + 6_9"“/4703(71/7‘)} (2.195)
n=1

ausschreiben. Diese Gleichung ist exakt und weist somit noch keine Probleme der semiklassischen

Entwicklung auf. Um die Frage nach der kritischen Temperatur 7' = T, bzw. 7 = 7. anzugehen,

verwenden wir die von frither bekannten Néherungen, ndamlich Ng/N =~ 0 und gleichzeitig G/ ~ 0.

Damit geht die obige Identitdt in eine Bestimmungs-Gleichung fiir die kritischen Temperaturen

iiber:

N = Z {3 e o (n/71,) + 3 e AT 62 () 7,) 4 e ATe Ug(n/Tc)} : (2.196)
n=1
Verwenden wir nun zu deren weiteren Auswertung die Ndherung (2.194), ohne die Exponential-
Funktionen zu entwickeln. Dadurch ergeben sich nach n-Summationen regulire Ausdriicke, wihrend
die semiklassische Entwicklung nicht komplett vollzogen ist. Dieser Umstand unterscheidet die
nachfolgenden Berechnungen von der naiven Vorgehensweise, die zum divergenten Ergebnis (2.191)
fithrte. Des Weiteren erhalten wir hier mit Hilfe der polylogarithmischen Funktionen (2.94) die
folgende Naherung zur Bestimmungs-Gleichung (2.196):

N = 5202 Gy (ee0v) 1+ 2 [ gy (emoim) — 3, (o7 (2.197)
3 701/2
4

Die darin vorkommenden Exponenten sind fiir grofle 7. klein und die polylogarithmischen Funk-

_|_

[4 C1/2 (6_37T/4TC) — 12 C1/2 (6_6W/4TC) + (47T + 9) C1/2 (6_9W/4Tc) i| + O (TCO)

tionen nach der Robinsinschen Formel (2.101) entwickelbar. So erhalten wir aus (2.197)

37, {ln[Slﬁ}_2W+4\/§—6\/6+47r+9}+ 3(m+1)

N=C(3/2)77 + a2t +0()

2 167, 3 4

(2.198)
Um es jedoch vorwegzunehmen, ist diese unmittelbare Entwicklung wie auch schon im harmoni-
schen Fall zuvor (siehe Abschnitt 2.3.2, Gleichung (2.150)) nicht viel Wert. Denn wiirden wir in der

Gleichung (2.197) die 72-Terme ausschreiben und danach entwickeln, so ergéibe sich im Gegensatz
zur obigen Ndherung (2.198) der folgende Ausdruck:

1 4y/3 — 4 107 41
N:C(3/2)T3/2+%{1n[8 W}—Qﬂ—l— V3 6V6+dr+9  10m+ 8}

¢ 2 167, 3 9m

3(r+1)

T

C1/2)r2+ 0 (0 . (2.199)
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Wie man aus dem Vergleich zwischen (2.198) und (2.199) sieht, stimmen sie im fiithrenden ge-
nauso wie im letzten Term iiberein, der lineare 7.-Term hat sich jedoch gedndert. Da dieses Ver-
halten auch fiir hohere Entwicklungen der Gestalt (2.197) eigen ist, schliefen wir daraus, dass
sich im Kastenpotential bereits die fiihrende semiklassische Korrektur zum thermodynamischen
Limes der storungstheoretischen Behandlung entzieht. Diese muss also in einem Resummations-
Verfahren bestimmt werden. Erinnern wir uns an dieser Stelle, dass wir in einer harmonischen
Falle im Abschnitt 2.3.2 ein &hnliches Verhalten gefunden haben, allerdings erst in der Korrek-
tur zweiter semiklassischen Ordnung. Ein weiterer Unterschied zwischen dem Kasten-Potential
und der harmonischen Falle besteht in der Vorgehensweise bei der Resummation. Wahrend wir
im harmonischen Fall in der Lage waren, durch das Abziehen gewisser Terme den iibriggebliebe-
nen reguldren Anteil (2.155) analytisch zu behandeln, gelingt uns Ahnliches diesmal nicht. Eine
numerische Untersuchung fithrt jedoch ohne zu einer Losung, die nun in der Form

c 1

N = ((3/2) 3% + 377 1n[03 21} + @ C(1/2) 7+ O (2) (2.200)
Te

mit dem numerischen Wert fiir den nicht stérungstheoretischen Koeffizient C3 = 0.9574 angegeben

werden kann. Derselbe Wert im Rahmen der angegebenen Genauigkeit wurde kiirzlich mit einer

semi-analytischen Methode im Kleinerts Lehrbuch [51] erhalten.

Nun betrachten wir (2.200) als die Bestimmungs-Gleichung fiir die kritische Temperatur 7,. Um
dies explizit zu sehen, erinnern wir uns noch an die Relation (2.189) und schreiben (2.200) in der
Form

1=t +O(N7YH  (2.201)

t, 3 [r¢¥i3/2) Cy V2 3(r+1)¢(1/2)
N1/3 2(2/3(3/2)1“[ 9 N2/3 Z} N2/3  4(1/3(3/2)

um. Damit ergibt sich weiterhin die explizite Gleichung fiir die reduzierte kritische Temperatur

D 1 | rgz/z’»(g/m 03% 1 {§ mzrgz/s(g/z) 03}

T NBCGR(3/2) | 2N N2/3¢/3(3/2) | 4 2 N2/3
2/3 -
i [“T(jg/?) cg] - %1 c(1/2) C(3/2>} +ONY. (2.202)

Fiir grole Teilchenzahlen sind die logarithmischen Terme negativ und fiithren zu einer Erhchung
der kritischen Temperatur. Diese ist in Abb. 2.7 graphisch in Abhéngigkeit des Kleinheitsppara-
meters N~1/3 dargestellt. Dabei bedeuten die Werte am linken Bildrand groBe Teilchenzahlen und
die am rechten Bildrand entsprechend niedrige Teilchenzahlen bis etwa N = 100. Das komplette
Resultat (2.202) ist mit der durchgezogenen Linie abgebildet, wéhrend das Ergebnis der nied-
rigsten Ordnung N~'/3 durch die lang gestrichelte Linie dargestellt ist. Die numerische Losung
der Gleichung (2.201) nach der reduzierten kritischen Temperatur fiihrt dagegen zu einem Er-
gebnis, das durch die kurz gestrichelte Kurve dargestellt ist. Der Unterschied zwischen dieser
und der durchgezogenen Kurve liegt lediglich in der Art der Auswerteung von (2.201), da beide
Resultate der semiklassischen Néherung zweiter Ordnung sind. Die Gleichung (2.202) stellt nur
eine konsequente storungstheoretische Entwicklung von (2.201) bis einschliefllich zweiter Ordnung
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dar. Der Unterschied kann demnach nur in den hoéheren Entwicklungskoeffizienten liegen. Wie
die ersten Erfahrungen zeigten, unterscheiden sich numerische Resultate durch Hinzunahme einer
weiteren Ordnung eher wenig von der kurz gestrichelten Kurve, wéhrend das zu (2.202) analoge
storungstheoretisch ausgewertete Ergebnis etwas stéarker von der durchgezogenen Kurve nach oben
abweicht und sich dem numerischen Resultat nédhert. In der harmonischen Falle stimmen dagegen
Resultate aus der numerischen Losung von (2.161) mit deren stérungstheoretischen Auswertung
in (2.162) bereits in der zweiten Ordnung im weiten Temperaturbereich gut iiberein. Ein noch
groferer Unterschied zwischen den bosonischen Systemen in der harmonischen Falle und im Ka-
stenpotential betrifft Verdnderungen der kritischen Temperatur selbst. Nicht nur, dass diese im
Kastenpotential etwa drei bis vier mal so stark ausfallen wie in der Falle, sondern auch die Vorzei-
chen der Effekte sind verschieden. Der Finite-Size-Effekt im Kastenpotential fithrt in der Tat zu
einer Vergroflerung der kritischen Temperatur. Das zeugt hier von einer Erhohung der Stabilitét
gegeniiber den thermischen Fluktuationen in kleineren Ensembles.

Diese Besonderheit des Finite-Size-Effektes im Kastenpotential wurde zuerst in Ref. [60] bemerkt.
Darin untersuchten die Autoren unter anderem den Effekt eines nichverschwindenden Werts der
Grundzustands-Energie (2.175) auf die kritische Temperatur. In ihrer Berechnungen ersetzten sie
die dreifache Summe iiber alle Energiemoden (mq, ma, ms) in der Teilchenzahl-Gleichung (2.180)
durch ein dreidimensionales Impuls-Integral, beachteten dabei allerdings das Fehlen der (m;=0)-
Moden. Bei der technischen Umsetzung wurden hierbei alle Zustande explizit entfernt, die auf den
jeweiligen Koordinatenebenen im Impulsraum lagen und somit wenigstens eine verschwindende
Impuls-Komponente besassen. IThre Auswertung der Verschiebung der kritischen Temperatur in
der niedrigsten semiklassischen Ordnung lieferte das Ergebnis

1 3w C?3(3/2
te = 1= YmenaTs m[ ”4N§/3/ )} . (2.203)

Der entsprechende Kurvenverlauf ist in Abb. 2.7 durch die gestrichpunktete Kurve dargestellt. Wie
man daraus unschwer erkennt, weicht dieses Ergebnis von der niedrigsten Ordnung aus (2.202)

selbst fiir groBe Teilchenzahlen (linkes Bildrand) etwas ab. Trotz der formalen Ahnlichkeit von
(2.203) mit der Gleichung (2.202) in deren niedrigsten Ordnung finden wir durch den direkten
Vergleich, dass hierbei der Wert von C3 = 0.9574 durch 3/2 zu ersetzen wire. Das ist durchaus
bezeichnend, denn der wahre Wert dieser Grofle ist, wie wir wissen, nicht mit stérungstheoretischen
Mitteln zu erhalten. Offensichtlich handelt es sich bei der oben geschilderten Berechnung aus
[60] um eben eine solche Storungstheorie niedrigster Ordnung. Natiirlich weisen die Autoren des
besagten Artikels auf weitere mogliche Verfeinerungen ihrer Herangehensweise hin. Dazu gehoren
unter anderem Vermeidungen der doppelten Zustands-Ziahlungen, die an den Kreuzungen zwischen
den Koordinatenebenen entstehen. Eine weitere Verbesserung wire durch die Beriicksichtigung
einer endlichen Energieliicke zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand
zu erwarten. Aber, und das ist die Lehre, die wir aus diesem Abschnitt ziehen, solange solche
semiklassischen Korrekturen rein storungstheoretisch beschafft werden, kann noch nicht einmal
die fithrende Korrektur mit Sicherheit vorausgesagt werden.

Nach dem oben besagten wire eine weiterfithrende Untersuchung des Anteils der Teilchen im
Grundzustand und der Warmekapazitiat eines Bose-Gases im Kastenpotential in semiklassischer
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Abbildung 2.7: Verschiebung der kritischen Temperatur gegeniiber dem Wert im thermodynami-
schen Limes AT,/ 79 = t.—1 in Abhéangigkeit der mittleren Teilchenzahl N. Die lang gestrichelte
Kurve entspricht dem Resultat erster Ordnung in 1/N'/3 aus (2.202) und die durchgezogene Kurve
dem vollen Resultat zweiter Ordnung daraus. Die kurz gestrichelte Linie ist das Resultat numeri-
scher Auswertung der Gleichung (2.201). Die gestrichpunktete Kurve stellt das Ergebnis (2.203)
aus [60] dar. Dreiecke reprisentieren exakte numerische Werte der quasikritischen Punkte fir
N =100, 300, ..., 300.000 und 1.000.000 Teilchen (von rechts nach links).

Néherung nichttrivial und deshalb auch interessant. Eine solche Untersuchung wiirde allerdings
den Rahmen dieser Schrift sprengen. Aus diesem Grund verzichten wir auf derartige semiklas-
sischen Berechnungen und diskutieren stattdessen im anschliefenden Abschnitt eine quantenme-
chanisch exakte Berechnung dieser Groflen.

2.4.2 Exakte Behandlung der Bose-Gase im Kastenpotential

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die quantenmechanisch exakten Berechnungen des Anteils der
Grundzustandsteilchen und der Warmekapazitét bosonischer Ensembles in Kastenpotentialen end-
licher Gréfie durchzufiihren. Ahnlich wie im Abschnitt 2.3.3 handelt es sich dabei um Computer-
unterstiitzte numerische Untersuchungen. Dadurch werden wir zwar keine analytischen Resulta-
te erhalten, sehen uns dennoch in der Lage, das im letzten Unterabschnitt analytisch erhaltene
Resultat fiir die kritischen Temperaturen (2.202) mit den numerisch gewonnenen Daten dieses
Abschnitts zu vergleichen.

Wir beginnen mit der Analyse der Gleichung fiir die mittlere Teilchenzahl im Kastenpotential
(2.180). Diese verwenden wir, um bei einer bestimmten Temperatur, dem bestimmten 7-Wert, das
reduzierte chemische Potential ji zu berechnen. Diese Vorgehensweise ist im Prinzip nicht anders
als diejenige in der harmonischen Falle im Abschnitt 2.3.3. Der Unterschied besteht darin, dass
wir die Summe {iiber alle Energiemoden m in (2.180) nicht explizit analytisch ausfiihren kénnen.
Es ergibt sich ndmlich anstelle der geometrischen Reihe, wie es in der harmonischen Falle war, der
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Ausdruck

Z pmnm(m?=1)/47r  _ % /AT [193 (0’ e—M/4T) — 1] ) (2.204)

m=1

Darin kommt die Jacobische bzw. elliptische Theta-Funktion [61]

Vs (u7 —n7r/4T Z 6—n7rm2/47— 2ium (2205)

m=—0oQ

vor. Diese Funktion ist tabellarisch gegeben und kann fiir grofie (n/7)-Werte aus den wenigen
Summanden mit niedrigen Summationsindizes m bestimmt werden. Fiir kleine (n/7)-Werte gilt
dagegen e™""/4" x 1, womit alle Summanden in (2.205) von derselben Gréfenordnung sind. Zur
Auswertung der elliptischen Theta-Funktion fiir solche Werte kann dennoch deren duale Form

93 (0, "/47) = z\f Z e~irma’/n (2.206)

q=—00

verwendet werden. Dies kann mit Hilfe der Poissonschen-Summenformel (A.7) gefunden werden
und entspricht der bereits vom letzten Abschnitt 2.4.1 bekannten Dualitéatstransformation (2.184).
Diese Form erlaubt es uns, die elliptische Theta-Funktion auch fiir kleine (n/7)-Werte aus den
wenigen Summanden mit niedrigen Summationsindizes in (2.206) zu erhalten, da die anderen Sum-
manden sehr schnell abfallen. Das soll noch anhand der Graphiken in Abb. 2.8 verdeutlicht werden.
Daraus erkennt man, dass die numerisch exakte schwarze Kurve fiir die elliptische Theta-Funktion
im Tieftemperaturbereich sehr gut durch die Gleichung (2.205) wiedergegeben wird, bei der wir
explizit nur die drei niedrigsten Termen mit m = —1, 0 und 1 beriicksichtigen (rote gestrichelte
Kurve). Fiir hohere Temperaturen (etwa bei 7/n > 0.5) gibt es allerdings sichtbare Abweichun-
gen. Dafiir stimmt in diesem Bereich die Ndherung der niedrigsten drei Terme mit ¢ = —1, 0 und
1 aus (2.206) umso besser. Wie man an der griinen gestrichelten Kurve aus Abb. 2.8 erkennt,
bricht diese Ndherung jedoch bei tieferen Temperaturen mit etwa 7/n < 0.2 zusammen. Im Tem-
peraturbereich 0.2 < 7/n < 0.5 stimmen beide Naherungen selbst in den niedrigsten Ordnungen
gut iiberein. Unter Beriicksichtigung weiterer Summanden vergréfert sich dieser Ubereinstim-
mungsbereich, so dass die beiden kompletten Reihen (2.205) und (2.206) letztlich im gesamten
Temperaturbereich identisch sind. Fiir numerische Berechnungen reichen aber in der Regel bereits
wenige Summanden von diesen Darstellungen in ihren jeweiligen Giiltigkeitsbereichen aus. Der
Tieftemperaturbereich muss dann mit dem Hochtemperaturbereich lediglich an einer geeigneten
Stelle zusammengeschweifit werden.

Nun kommen wir zu dem am Anfang dieses Unterabschnittes erwédhnten Problem des Auffindens
des chemischen Potentials fiir eine fest vorgegebene Temperatur aus der Gleichung (2.180). Die
darin vorkommende n-Summe konvergiert nur langsam, und da die einzelnen Summanden nicht in
einer einfachen geschloffenen Form vorliegen, ist dieses Unterfangen numerisch etwas aufwindig,
kann aber in einem iiberschaubaren Zeitrahmen erledigt werden. Nachdem wir die passenden Werte
des chemischen Potentials gefunden haben, kénnen wir nach der Identitét (2.181) den Anteil der
Teilchen im Grundzustand ausrechnen. Es ergeben sich Kurvenverldufe, die in Abb. 2.9 a) in
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Abbildung 2.8: Jacobische (elliptische) Theta-Funktion 95(0, e~""/47) in Abh#ingigkeit vom Para-
meter 7/n (schwarze durchgezogene Kurve). Die rote gestrichelte Kurve représentiert die niedrigste

Approximation 1 + 2e™/4" aus (2.205). Die griine gestrichelte Kurve entspricht der niedrigsten
Néherung 24/7/n [1 4 2e7*7/"] aus (2.206).

Abhéngigkeit von der reduzierten Temperatur T /TC(O) dargestellt sind, wobei T, 9 die kritische
Temperatur im thermodynamischen Limes (2.104) bedeutet.

Aus Abb. 2.9 a) sehen wir, dass alle farbig dargestellten Kurven in endlichen Ensembles glatt
verlaufen und gegeniiber der schwarzen Kurve vom thermodynamischen Limes nach rechts in
Richtung hoherer Temperaturen verschoben sind. Auch der Bereich, in dem sich das Verhalten
der Kurven am drastischsten dndert, verschiebt sich fiir kleinere Ensembles zu hcheren Tempera-
turen. Das entspricht dem uns schon héufig begegneten Finite-Size-Effekt der kritischen Tempe-
raturen. Die quasikritischen Temperaturen lassen sich hier in Analogie zum Abschnitt 2.3.3 aus
dem Temperaturwert ablesen, an dem die besagten Kurven ihre gréfiten Kriimmungen aufwei-
sen. Solche quasikritischen Temperaturwerte sind in Abb. 2.7 fiir Ensembles aus N = 100, 300,
..oy 300.000 und 1.000.000 Teilchen mit Hilfe der Dreiecke dargestellt. Wie man daraus erkennt,
stimmen die so identifizierten Werte fiir grofle Teilchenzahlen ab etwa N = 100.000 gut mit den
semiklassischen Resultaten aus der Gleichung (2.202) iiberein. Dabei gibt deren zweite Ordnung
(durchgezogene Linie) eine Ubereinstimmung fiir deutlich kleinere Teilchenzahlen als die Nihe-
rung erster Ordnung (lang gestrichelte Kurve). Schliefllich fillt die kurz gestrichelte Kurve, die
aus der numerischen Losung der Gleichung (2.201) gewonnen wurde, mit den Dreiecken praktisch
zusammen. Das soll an dieser Stelle aber nicht iiberbewertet werden, denn die Verhéltnisse der
semiklassischen Ndherung haben mit denen im quasikritischen Bereich bei exakten Rechnungen
auch in einem Kastenpotential fiir kleinere Ensembles nicht viel gemein. Viel wichtiger ist zu sehen,
dass die semiklassischen Korrekturen eine richtige Tendenz zeigen. Das relativ schlechte Abschnei-
den der nach (2.203) bestimmten Kurve selbst fiir grofie Teilchenzahlen ist wenig verwunderlich,
insbesondere wenn man deren rein stérungstheoretischen Ursprung bedenkt.

Nun gehen wir zur Bestimmung der Warmekapazitéit in einem Ensemble aus endlich vielen Bo-
sonen iiber. Diese bestimmen wir nach der Vorschrift (2.97) aus bestimmten Ableitungen des
grofikanonischen Potentials (2.179) und der mittleren Teilchenzahl (2.180). Nach einer ldngeren
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Abbildung 2.9: a) Anteil der Teilchen im Grundzustand im Kastenpotential (2.171) mit Dirich-
letschen Randbedingungen fiir verschiedene Teilchenzahlen N in Abhéngigkeit der reduzierten
Temperatur. b) Wiarmekapazitéit pro Teilchen fiir Systeme wie in a). Die schwarzen Kurven sind
Resultate im thermodynamischen Limes aus Abb. 1.2 bzw. 2.1.

aber einfachen Rechnung ergibt sich das folgende Resultat:

CV i en'@ﬂ 9 82 = (m2—1)/4 3 s en:@ﬂ 0 > 2 3
v I —nm(m*— T 2 e —nm(m*—1)/41 2.207
kp Z n g or?2 Z © + nzz:l n T@T © ( )

n=1 m=1 m=1
[es) [es) 2 00 00
_ [Z e"Ph 7§ ( Z e—mr(m2—1)/47)3 / [Z n "ok ( Z €_n7r(m2—1)/4'r)3 ] .
T
n=1 m=1 n=1 m=1

In dieser Formel erscheinen noch 7-Ableitungen von den uns bereits bekannten kubischen Formen,
die den Summationen iiber den Energiemoden entsprechen. Diese lassen sich nach (2.204) mit
Hilfe der elliptischen Theta-Funktionen ausdriicken und berechnen. Natiirlich kénnten wir diese
T-Ableitungen noch explizit ausfithren, das wiirde uns allerdings auf die Funktionen fiihren, die
noch nicht einmal tabellarisch bekannt sind und dessen Auswertungen die Situation eher unnotig
verkomplizieren wiirden. Aus diesem Grunde belassen wir diese Ableitungen zuerst so wie sie sind
und rechnen zuerst die kubischen Formen numerisch aus. Deren Ableitungen werden dann an-
schlieBend ebenfalls numerisch gebildet. Um nun die Warmekapazitét nach (2.207) zu bestimmen,
bedarf es noch der expliziten Kenntnis der reduzierten chemischen Potentiale fi. Diese bestimmen
wir aber fiir vorgegebene Temperaturwerte nach wie vor aus der Teilchenzahl-Gleichung (2.180).
Damit lassen sich die Warmekapazititen fiir vorgegebene mittlere Teilchenzahlen ausrechnen. Ei-
nige von ihnen sind in Abb. 2.9 zusammengestellt.

Aus diesen graphischen Darstellungen erkennen wir wiederum den Finite-Size-Effekt, der dafiir
sorgt, dass die Maxima der Warmekapazitét fiir kleinere Ensembles zu hoheren Temperaturen ver-
schoben sind. Auflerdem &ndern sich die Maximalwerte selbst und iibersteigen sogar fiir gentigend
grofle Teilchenzahlen den Maximalwert im thermodynamischen Limes. Fiir hohe Temperaturen
nihern sich die Kurven dem Dulong-Petit Resultat mit Warmekapazitiat von 3/2kp pro Teilchen.
AuBlerdem verschwinden ihre Werte im Tieftemperaturbereich entsprechend dem dritten Haupt-
satz der Thermodynamik. Dieses Verschwinden scheint fiir kleinere Ensembles eher exponentiell
zu sein als nach einem Potenzgesetz abzulaufen. Der Grund dafiir ist eine endliche Energieliicke
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zwischen dem ersten angeregten und dem Grundzustand. Deren Anregung hat nédmlich zuerst
eine exponentielle Anregungsenergie- und somit auch Temperaturabhéngigkeit. Dieser Exponenti-
albereich wird allerdings fiir hohere Temperaturen von einem Potenzgesetz abgelost. Fiir grofere
Teilchenzahlen wird die Liicke effektiv kleiner, womit auch die Ubergangstemperatur zwischen
dem exponentiellen und dem potenzdhnlichen Bereich tiefer wird. Im thermodynamischen Limes
dominiert das Potenzverhalten (7'/7T, 50))3/ 2 aus (2.115) im gesamten Temperaturbereich unterhalb
der kritischen Temperatur.

2.5 Propagatoren

In diesem Abschnitt diskutieren wir Propagatoren (2.71) in verschiedenen Systemen, angefangen
vom homogenen Bose-Gas bis hin zu exakten Ausdriicken in der harmonischen Falle und im Ka-
stenpotential. Aus technischer Sicht dient es in erster Linie der Vorbereitung fiir stérungstheoreti-
sche Behandlungen wechselwirkender bosonischer Ensembles im Kapitel 4. Es lassen sich weiterhin
daraus so wichtige lokale Grofien wie die Teilchenzahldichte (2.87) ableiten, die fiir experimentel-
le Beobachtungen der Bose-Einstein-Kondensation von grundsétzlicher Bedeutung ist. Schlieflich
geben Propagatoren noch Auskunft iiber das Langdistanz-Verhalten der Quanten-Korrelationen.

Wir beginnen mit dem Propagator fiir homogene Bose-Gase. Dafiir setzen wir die Wellenfunk-
tionen (2.88) und Energie-Eigenwerte (2.90) in die Definitionsgleichung (2.71) und schreiben die
erforderliche Summe {iber verschiedenen Energiemoden nach der Vorschrift (2.106) aus. Es ergibt
sich nun

n=0 n=1

/2 2
1 13“(”_1_"'1{7'2) hﬂ 3 M (.’Dl — :132)
— 8 _— _ 2.208
et nhB + 11— 7 P\ on nhf+m—-71) "’ ( )

Ghom($1771§w277—2) — G}éom(ml,Tl; .’132,7'2) + 7171{‘1(1] {@ (7'1—7'2—7]7—15) Z"— © (7'2—7'1 + 7]7—16) Z}

wobei A die thermische Wellenldnge (2.93) darstellt. Der erste Summand auf der rechten Seite
steht fiir den Grundzustand-Beitrag zum Propagator, der in Analogie zur Propagatordefinition in
(2.71) als

Ga(xy, 11322, 72) = 1171{1(1){@(71—72—77715) Z+@(Tz—7'1+77h/5) Z}
n=1

n=0

x BTG ) (1) W () (2.209)

geschrieben werden kann. Mit der Grundzustandswellenfunktion ¢ (x) = o(x) = 1/V/V fiir das
homogene Bose-Gas aus (2.88) und dem dazugehorigen Energie-Eigenwert im Grundzustand Eg =
Eo=0 ergibt sich dafiir

‘ > | 1 gumemce
GE™ (@1, 11; 2, 72) = 7171{‘1% {@ (ri—m2—nhp) Z‘l’ O (r—7 —l-nhﬁ); } Vv T (2.210)

n=0
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Der fiir die Anwendungen wichtigste Speziallfall eines in der Imaginérzeit lokalen Propagators
lautet fiir das homogene Bose-Gas

NO 1 > 6”5“ M (%1 — 332)2
Ghom(azl,f;azg,f) = -t Z 373 exp{— — 5 (> (2.211)
%4 A3 = b/ 2nhg

wobei Ny die Teilchenzahl im Grundzustand (2.108) ist. Unmittelbar daraus lésst sich die Teil-
chenzahldichte nach der Gleichung (2.87) als

nhom (x) = nphom = % + % Cag () (2.212)
bestimmen, wobei hierfiir noch die polylogarithmische Funktion (2.94) verwendet wurde. Dieser
Ausdruck besteht nun aus zwei Termen. Der erste steht fiir den Kondensat-Anteil mit den Teil-
chen im Grundzustand und der zweite fiir den Anteil thermisch angeregter Teilchen. Beide sind
ortsunabhéngig und somit auch fiir die Bezeichnung des hier vorliegenden Systems als “homo-
gen” verantwortlich. Das Temperatur-Verhalten unterscheidet aber die beiden Termen, wahrend
nimlich diese Abhiingigkeit im thermischen Anteil explizit mit der Fugazitéit e®* vorgegeben ist,
ist sie im Kondensat-Anteil durch die Gleichung (2.111) im Abschnitt 2.2.2 bestimmt.

Eine weitere interessante Eigenschaft des homogenen Bose-Gases tritt zum Vorschein, wenn man
den Ein-Teilchen-Propagator (2.211) nach seinem Langdistanz-Verhalten mit |x; — xs| — oo
untersucht. Es ergibt sich ndmlich in diesem Limit
N,

G (@), Ty 29, 7) — 70 . (2.213)
Der thermische Dichteanteil scheint in diesem Limit keine Rolle zu spielen, der Kondensat-Anteil
iiberlebt es jedoch unbeschadet. Dieser Effekt gibt den Anlass zur so genannten ODLRO (Off
Diagonal Long Range Order), die eine unmissversténdliche Aussage iiber den Ordnungsparameter
im jeweiligen System trifft [62]. Betrachten wir dafiir die Cluster-Eigenschaft zweier Felder im
groflen Abstand

|1 —a2|—00
—

(1, T)V" (22, 7))

welche einfach die fehlende Korrelation zweier physikalischer Gréflen bei grofien Distanzen zum

(@1, 7)) (Y (T2, 7)) (2.214)

Ausdruck bringt. Erinnern wir uns jetzt daran, dass der Quadratmittelwert auf der linken Seite
von (2.214) laut der Gleichung (2.59) eigentlich genau einem zeitlich lokalen Propagator entspricht.
Falls dieser nun bei ldngeren Distanzen nicht verschwindet, so ist es ein eindeutiger Hinweis dar-
auf, dass die Mittelwerte einzelner Felder (¢(x1, 7)) und (*(xs, 7)) ebenfalls nicht verschwinden.
Dem System liegen somit endliche Ordnungsparameter in Form bestimmter Feld-Mittelwerte vor.
Aus dem Grenzwertproblem (2.213) sind solche als die Mittelwerte des Grundzustandsfeldes iden-
tifiziert, das heifit diejenige Feldkonfiguration (2.41), fiir die agy ~ /Nodgo gilt. Alle anderen
Feldkonfigurationen loschen sich bei lingeren Distanzen im Mittel weitestgehend aus.

Nach der obigen Beschreibung des Propagators in einem homogenen bosonischen System schreiten
wir nun zum Propagator in einem aus experimenteller Sicht realistischeren Fall des harmonischen
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Potentials fort. Dafiir setzen wir die Eigenfunktionen (2.117) und die Energie-Eigenwerte (2.120)
in (2.71) ein. Die Auswertung dieses Problems erfordert die Summation der Hermitepolynome,
welche keineswegs trivial ist. Unter Zuhilfenahme der Mehler-Formel kann das Problem in den
Griff bekommen werden [63], wonach sich ein folgender Ausdruck ergibt:

GM™ (@1, Ty @2, 7o) = GE™ (@1, T3 2, T2) + lim {9 (== hB3) Y  + O (n—mi+nhB) Y }
n=1

n=0
~\ 3/2 3
% (MCU) 6'3/’2(”4_71{;—2)

H (1 _ e—ij(nhﬁ—i-n—'rg))

j=1

-1/2

7h

3 2 2
X exp {— Z Muw; (xlj_l_ x2j) coshw;(nhB + 71 —Ty) — 22179, }

‘= 2h sinhw;(nhf + 7 —72)
° Mw,
—exp {— > 2—7; (21,+ 23;) }] (2.215)
j=1

mit dem reduzierten chemischen Potential (2.122) und der mittleren Frequenz (2.130). Der erste
Summand steht fiir den Grundzustand-Beitrag (2.209) zum harmonischen Propagator. Mit der
Grundzustandswellenfunktion ¢ (x) =1o(x) aus (2.117) ldsst sich (2.209) unter Beriicksichtigung
der Eigenschaft der Hermite-Polynome Hy(z)=1 zu

arm . O(r—m—nh 6_'6[‘ —|—@ To—T1+ h o
G}CI; (331,7'1;w2,7'2) = 1171{‘1(1) ( ! 271 ﬁ)e—ﬁﬂ_l (2 1N ﬁ) 6#( 1—72)/h
Mo\32 3 Mo
% (ﬁ) exp{— th (x%j—i_x%j)} (2.216)

7j=1

berechnen. Fiir den Spezialfall der Lokalitét in der Imaginérzeit reduziert sich der volle harmoni-
sche Propagator (2.215) zu

~\ 3/2 oo 3
G () Ty 29, 7) = GE™(xy, 7520, T) + Mo / Ze"ﬁ[‘ H (1—6_2"hﬁ“’j>_1/2 (2.217)
wh

n=1 j=1

3 2 2 3
e { Z 2h sinh nhpw; P ‘. 2n (xlj‘i‘ x2j)

7j=1 7j=1
mit dem zeitlich lokalen Grundzustand-Beitrag

harm Mw G : ij 2 2
G (xy, 752, 7) = No — exp —Zﬁ(xljjtx%) . (2.218)

i=1

Dabei erinnerten wir uns noch an die Teilchenzahl im Grundzustand Ny aus der Gleichung (2.125).
Aus (2.218) lédsst sich nun die Teilchenzahldichte (2.87) im harmonischen Potential berechnen.
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Abbildung 2.10: a) Logarithmischer Plot der Dichte in einer isotropen harmonischen Falle in
Abhéngigkeit des reduzierten Radius |x|/L,=+/Mw/h|x| nach (2.219). Die Kurven repréasentie-
ren die Situation fiir Ensembles aus N = 10, ..., 100.000 Teilchen und die reduzierte Temperatur
t=T/ T =0.5. b) Dasselbe wie in a), aber fiir die Teilchenzahl N = 10.000 und verschiedene
reduzierte Temperaturen ¢ = 0, 0.5 und 1.

Unter Beriicksichtigung der mittleren effektiven Breite einer harmonischen Falle L, = \/h/(Mw)
aus (2.127) lautet das Ergebnis

[%S) 3
1 1 X —-1/2
harm _ . harm nB _ _—2nhfw;
W (@) = @)+ D¢ [H (1=emm)
n=1 j=1
3 2 2
xexp{— L—; tanhnTﬂwﬂ} _exp{—ZL—; }] , (2.219)
Jj=1 "% j=1""Y%j
wobei die Grundzustand-Dichte n™ als
3 2
N 1 x;
harm _ harm . _ 0 J
negt™(x) = G (e, T2, T) = Lo Lo L, 7 exp{— z;a } (2.220)
J]= J

gegeben ist. Die Dichteverldufe sind fiir Systeme in isotropen Fallen mit verschiedenen Gesamt-
teilchenzahlen und Temperaturen in Abb. 2.10 a) und b) in logarithmischer Darstellung geplottet.

Aus Abb. 2.10 sehen wir, dass bei der halben kritischen Temperatur das Bose-Gas in einer har-
monischen Falle aus zwei verschiedenen Komponenten besteht, was sich in dem Knick der jeweili-
gen Kurven manifestiert. Die eine zeigt flacheres Abstands-Verhalten und dominiert bei grofleren
Absténden von der Fallenmitte, wiahrend sich die andere vorwiegend um das Zentrum herum lo-
kalisiert. Der Unterschied zwischen den beiden Komponenten wird bei einer konstanten mittleren
Dichte umso grofer, je mehr Teilchen im System vorliegen, was man aus Abb. 2.10 a) erkennt.
Es liegt die Vermutung nahe, dass es sich bei den beiden Komponenten um das Grundzustand-
Kondensat und den thermisch angeregten Rest handelt, welche jedoch die eine und welche die
andere ist, soll anhand Abb. 2.10 b) geklidrt werden. Dort sehen wir den Unterschied in der
Abhéngigkeit der Dichteverteilung fiir N = 10.000 Teilchen bei verschiedenen Temperaturen. Die
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kurz gestrichelte Kurve entspricht dem Verlauf bei einer verschwindenden Temperatur, bei der,
wie wir wissen, alle Teilchen im Grundzustand-Kondensat sind. Die lang gestrichelte Kurve ent-
spricht dagegen der Situation bei der T" = 70
liegt (siche dazu Finite-Size-Untersuchungen im Abschnitt 2.3.1 oder 2.3.3). Dort liegen prak-

, was etwas oberhalb der kritischen Temperatur

tisch alle Teilchen in der angeregten thermischen Wolke vor. Nun bemerken wir sofort, dass die
Kondensatkurve den zentralen Bereich dominiert, wihrend sich der thermische Rest noch in den
Randgebieten wiederfindet. Die durchgezogene Kurve mit T = T /2 vereinigt in sich nun die
beiden Komponenten mit ihren jeweiligen Abstands-Charakteristiken. Diese Feststellung ist fiir
experimentelle Realisierungen von entscheidender Bedeutung. Genau genommen ist man weder
in der Lage, die Temperatur einer ultrakalten bosonischen Wolke direkt zu messen noch die Teil-
chenzaht darin zu bestimmen, vom Anteil der Kondensatteilchen ganz zu schweigen. Was man in
Experimenten beobachtet, sind in der Tat nur solche Dichte-Bilder, aus denen man alle wichtigen
Informationen indirekt extrahiert. Abb. 1.3 im einleitenden Kapitel 1 ist dabei nur ein Beispiel
fiir derartige Dichte-Verteilungen in einer harmonischen Falle, und die erhohten Dichten im Fal-
lenzentrum sind Zeugen fiir das Auftreten der Kondensat-Komponente.

Fiir Untersuchungen des Langdistanz-Verhaltens betrachten wir beispielsweise den Propagator
(2.217) mit xo=—x1 =
3

1  [— A
harm . o harm . ng —2nhfw;
G (—x, T, 7) = G (—x, Ty, T) + To Lol 77 nEZIe f [I | (1 —e y)

~1/2

=1

j j J

xexp{—zﬁ coth 5 }—exp{—zﬁ }] . (2.221)
j=1 "% j=1 "%

Diese Form #hnelt sehr dem Ausdruck fiir die Dichte (2.219), unterscheidet sich jedoch vom letz-

teren durch Verwendung von coth-Funktion anstelle von tanh. Das ist allerdings auch schon der

einzige Unterschied, denn fiir den Grundzustandsanteil stellen wir die folgende wichtige Beziehung

her:

G}Cllarm(_w7 T, 7_) — ngarm (CC) , (2222)

die wir durch den Vergleich mit der Grundzustand-Dichte (2.220) unmittelbar aus der Gleichung
(2.218) erhalten. Das kann man auch als eine Folge aus der Symmetrie der Grundzustandswel-
lenfunktion gegeniiber den Raumspiegelungen sehen. Das lisst sich iiber eine Uberlagerung von
allen restlichen angeregten Teilchen natiirlich nicht sagen. Vielmahr 16schen sich die Zusténde dort
teilweise aus, so dass man weiterhin sogar zeigen kann, dass ihr Langdistanz-Verhalten gegeniiber
dessen im Grundzustand fiir groflere Ensembles stark unterdriickt ist. Dazu definieren wir das
relative Gewicht der angeregten Teilchen im bilokalen Propagator (2.221) als
G (—g i, T) — nlET ()

harm
g (@) = T

(2.223)

Da es uns nicht moglich ist, diese Grofie analytisch zu untersuchen, miissen wir es numerisch tun.
Das numerische Ergebnis ist in doppelt-logarithmischer Darstellung fiir verschiedene Abstédnde
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Abbildung 2.11: Doppellogarithmisches Plot der relativen Gewichte der thermisch angeregten Teil-
chen €M™ aus (2.223) in Abhiingigkeit der Ensemble-Gréfie N. Die lang gestrichelte Kurve ist fiir
den relativen Abstand |x|/L, = 0.5 ausgerechnet, die durchgezogene fiir |x|/L, = 1.0 und die
kurz gestrichelte fiir |x|/L, = 5.0. Alle Kurven gelten fiir Temperatur 7" = T, £0) /2.

gegen die mittlere Teilchenzahl in Abb. 2.11 présentiert. Daraus sieht man, dass das Verhéltnis
(2.223) zwar mit dem dimensionslosen Abstand |x|/L, bei einer festen Teilchenzahl etwas zu-
nimmt. Bei einem festgehaltenen Abstand in Einheiten der Oszillatorlange und der steigenden
Ensemble-Grofie ist aber dieses Verhéltnis in der Tat stark unterdriickt. Im thermodynamischen
Limes finden wir also auch in der harmonischen Falle das folgende Verhalten:

|z|,L,—00

G, 75, 7) = Wl (@) [1 4 €97 (@)] T e () (2:221)

Darin duflert sich der ODLRO-Effekt in der harmonischen Falle. Das fiihrt entsprechend der
Cluster-Eigenschaft (2.214) auch diesmal dazu, dass im thermodynamischen Limes die Feldkonfi-
guration des Grundzustandes mit dem Ordnungsparameter identifiziert werden kann. Ubrigens ist
der Fakt, dass wir fiir die Anfangs- und Endpunkte die Wahl @, = —a; =« getroffen haben, fiir
diese letzte Aussage nicht entscheidend. Fiir den allgemeinen Fall wire die Aussage (2.224) durch
G () T3 @y, T) — Nota() s () zu ersetzen.

Um die Beschreibungen des harmonischen Propagators abzuschliefen, geben wir noch dessen Aus-
druck in der semiklassischen Ndherung (2.126) an. Den brauchen wir noch fiir spatere Untersu-
chungen im Kapitel 4. Um diese Ndherung in der niedrigsten Ordnung zu erhalten, entwickeln wir
die hyperbolischen Funktionen aus (2.215) bis einschlielich erster Ordnung in fhw. Das einzige,
was gegen diese einfache Vorgehensweise spricht, ist der Fakt, dass der Kleinheitsparameter Shw
dabei immer in der Kombination mit dem Laufindex n vorkommt, der nun beliebig grofy sein
kann. Allerdings heben sich fiir sehr grofle n’s alle n-abhéngigen Terme in der eckigen Klammer
von (2.215) mit dem zweiten n-unabhéngigen Term gegenseitig weg, so dass gerade solche Grof-n-
Terme nicht ins Gewicht fallen. Damit konnen wir unserer semiklassischen Vorgehensweise sicher
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sein und erhalten mit der thermischen de Broglie-Wellenldnge (2.93)

Gharm(wlﬂ_l; 2132,7'2) ~ G}éarm(wl’Tl; .’132,7'2) + 7]71\r% {@ (7'1—7'2—7]7—15) Z +06 (72_Tl+777—lﬁ) Z }
n=1

n=0

1 gamemi=re h3 3/2 M () — x9)?
L B+ T2 T 2.22
% PO <nhﬁ+7‘1—7‘2) P 2h nhf + 11— ( )

3 2
X exp {_ nhﬁ +T1—T Z Mu}j [($1j+$2j)2 i (l'lj—l'gj)2:| } .
h = 2 4 12
Wie man daraus erkennt, wiirde dieser semiklassische harmonische Propagator im Limes fhw = 0
dem Propagator im homogenen Fall (2.208) identisch sein. Erst der fiihrende Korrekturterm dazu
beinhaltet somit Information iiber die harmonische Falle.

Zum Schluss kommen wir noch zum Propagator im Kastenpotential (2.171). Dieser bietet inter-
essante Vergleichsmoglichkeit zum homogenen Fall, den wir am Anfang dieses Abschnittes be-
handelt haben. Da sein imaginérzeitlich lokaler Speziallfall dafiir besonders aufschlussreich ist,
beschranken wir uns des Weiteren nur auf diesen. Mit den Wellenfunktionen (2.172) und den
Energie-Eigenwerten (2.173) mit (2.174) ergibt er sich entsprechend der Beziehung (2.71) zu

R

o0

]_ N 1 7127r2

Gt (), 7@, 7) = GE (1, 7522, T) "o S e*"Pasir
n=1

3 -
T\L1;—T24 L27\'2 T4 Xoi 27r2
X H 793 <7( L 2]) 76_n52rML2) — 194 (7( 1j+ 2j) ,e_"ﬁthm) :|

] 2L 2L
=1 =
3
“TI | cos Ty =) | M@t Tey) (2.226)
: L L
Jj=1*
mit dem Grundzustand-Anteil
No o NP : :
GléaSt(wl,T; w2,7‘) = L—g 1 {cos 77T(x1]L $2J) + cos 77?(%);@)) ] . (2-227)

Hierbei verwendeten wir das reduzierte chemische Potential i aus (2.177) und die Teilchenzahl im
Grundzustand Ng aus (2.181). AuBerdem wurden in (2.226) die elliptischen Theta-Funktionen 93
und ¥, verwendet, die nach den Gleichungen

[e.e] [e.e]

U3(u,q) = Z g X und Wy(u,q) = Z (=1)™ g™ ?ium (2.228)

m=—o0 m=—oQ

definiert sind [61]. Die erste der beiden haben wir iibrigens schon mit der Beziehung (2.205) im
Abschnitt 2.4.2 eingefiihrt.
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Abbildung 2.12: a) Plot der Dichte im Kastenpotential auf der Hauptdiagonale & = (z,x,z) in
Abhéngigkeit des Abstandes x vom Kastenzentrum in Einheiten der Kastenldnge L nach (2.229).
Die Kurven représentieren die Situation fiir Ensembles aus N = 10, ..., 100.000 Teilchen und die
reduzierte Temperatur t =T/ T =0.5. b) Dasselbe wie in a), aber fiir die Teilchenzahl N = 10.000
und verschiedene reduzierte Temperaturen ¢ = 0, 0.5 und 1.

Nun koénnen wir unmittelbar aus dem Propagator (2.226) nach der Gleichung (2.87) die Teilchen-
zahldichte im Kasten bestimmen. Es ergibt sich

ka k 1 e o 1 3 652‘"2 3 _ 6H27r2 T ; _ 6H27r2
nst(x) = nGaSt(a:)jLﬁ emon g€ "2 H U3(0,e "2z | — 4, T] e ez

n=1 j=1

iz} am

j=1

mit der Grundzustand-Dichte

Ng + 2mx
kast G J
= — 1 — . 2.2
g (x) = 4 ]1;[1 [ + cos = } (2.230)
Diese héngt nicht nur vom Abstand zum Kastenzentrum, sondern auch noch sehr stark von der
Richtung des Ortsvektors ab. Unsere weiteren Untersuchungen wollen wir jedoch auf die Haupt-
diagonale = (z, x, x) einschrinken (fiir andere Félle wiirden alle Berechnungen analog dazu ver-
laufen). Die aus (2.229) berechneten Dichten sind in Abb. 2.12 a) fiir Ensembles mit verschiedenen
Teilchenzahlen zusammengefasst. In Abb. 2.12 b) sind entsprechende Resultate fir N = 10.000

Teilchen und drei verschiedenen Temperaturen prasentiert.

Den Resultaten (2.229) und (2.230) kann man entnehmen, dass die Dichten an den Kastenréndern
mit z;/L = £1/2 fiir mindestens eins der j = 1,2,3 verschwinden, was auch in Abb. 2.12 mit
dem Randpunkt (x,z,z) = (1,1,1)L/2 sichtbar wird. Das ist ein bedeutender Unterschied zu
der harmonischen Falle, wo es keine wirkliche Volumenbegrenzungen gibt und wo sich speziell
hoherenergetische Teilchen weiter vom Zentrum entfernen kénnen. Eine der daraus resultierenden
Folgen erkennt man aus Abb. 2.12 a). Daraus wird namlich sichtbar, wie das Kastenvolumen bei
einer festen nicht verschwindender Temperatur mit steigenden Teilchenzahlen immer gleichméssi-
ger ausgefiillt wird. Das Verschwinden am Rande lduft dann umso abrupter. Einen &hnlichen
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Effekt erhélt man fiir eine feste Teilchenzahl mit steigenden Temperaturen, wie man aus Abb.
2.12 b) erkennt. Bei der verschwindenden Temperatur erkennt man an der kurz gestrichelten Kur-
ve eine deutlich erhdhte Dichte in der Kastenmitte mit einem cos®(wx/L)-Verhalten. Dies ergibt
sich nach (2.230), wenn sich alle Teilchen im Grundzustand befinden. Interessanterweise zeigt
sich dieses Verhalten der reduzierte Dichte L3ns* /N als véllig unabhéngig von der Teilchenzahl.
Bei hoheren Temperaturen verbreitern sich die Dichteverteilungen, bis sie oberhalb der kritischen
Temperatur zu einer weitestgehend homogenen Dichtewolke werden. Das erkennt man im Ansatz
schon an der lang gestrichelten Kurve fiir die Temperatur 7' = T, 9 mit dem kritischen Wert 7.
aus (2.104) wieder.

Aus dem oben Gesagten bekommt man den Eindruck, dass sich im thermodynamischen Limes
eine homogene Dichteverteilung ausbildet. Das kann man fiir den Dichteanteil der thermisch an-
geregten Teilchen auch schon aus der Gleichung (2.229) erkennen. Wertet man sie ndmlich in
der semiklassischen Néherung fithrender Ordnung aus, so erhédlt man in der Tat das homogene
Gegenstiick (2.212), so zumindest im nichtkondensierten Anteil. Die Dichte im Grundzustand-
Kondensat (2.230) hat dagegen mit dem entsprechenden ortsunabhéngigen Ausdruck aus (2.212)
nichts gemein, denn, wie wir bereits bemerkten, dndert eine TeilchenzahlvergréfSerung nichts an der
Form der Grundzustand-Dichte. Ubrigens wiirde man auch fiir den Grundzustand eine homogene
Dichteverteilung erhalten, wenn man statt der Dirichlet-Randbedingung die etwas weniger phy-
sikalische periodische oder die von-Neumann-Randbedingung verwenden wiirde, siehe dazu z.B.
[64]. Die extreme Sensitivitdt im Verhalten des Grundzustandes gegeniiber den Randeffekten ist
der Ausdruck der pathologisch grofien Kompressibilitéit in einem idealen homogenen Bose-Gases
[65]. Diese Pathologie kann mittels einer schwachen abstofenden Wechselwirkung beseitigt wer-
den, wodurch auch die Grundzustand-Dichte bis auf einen kleinen Randbereich praktisch homogen
wird.

Hinsichtlich des Langdistanz-Verhaltens eines im Kasten eingeschloflenen Bose-Gases lésst sich eine
zum harmonischen Fall analoge Betrachtung durchfiihren. Es gilt auch diesmal die Beobachtung,
dass aufgrund der Symmetrie des Grundzustandes die Beziehung G&'(—z, 7,2, 7) = n&st (x)
gilt, die man unmittelbar aus (2.227) sieht. Ebenfalls gilt auch fiir den Kastenpotential, dass
das relative Gewicht der angeregten Teilchen £ (z), das wir in Analogie zu (2.223) definieren
konnen, fiir grofere Ensembles unterdriickt ist. Somit gilt auch diesmal eine zu (2.224) analoge

Feststellung, wodurch der Grundzustand-Kondensat also den Ordnungsparameter liefert.

2.6 Probleme der groflkanonischen Beschreibung

In dem abschlieBenden Abschnitt dieses Kapitels diskutieren wir die Fluktuationsstirke der Teil-
chenzahl in einem idealen Bose-Gas im gesamten Temperaturbereich. Es ist zu erwarten, dass
die Fluktuationen im thermodynamischen Limes iiberall stark unterdriickt sind. In der N&he des
kritischen Punktes sollen diese erwartungsgeméfl noch am grofiten sein und am absoluten Tem-
peraturnullpunkt komplett verschwinden. Doch stattdessen steht eine seit mehreren Jahzehnten
bekannte Tatsache im Raum, die moglicherweise auf Schrodinger zuriickgeht [66] und {iberraschen-
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derweise das Gegenteil davon besagt. Unterhalb der kritischen Temperatur, oder was man sich in
einem endlichen Ensemble darunter vorstellt, scheinen die Fluktuationen ndmlich {iberhaupt nicht
unterdriickt zu sein, selbst im thermodynamischen Limes nicht. Die Fluktuationen sind somit
gewaltig (makroskopisch) und widersprechen unserer physikalischen Intuition.

Zuerst miissen wir jedoch an dieser Stelle kldren, was mit den starken Fluktuationen gemeint ist
und wie man zu dieser Feststellung kommt. Dazu untersuchen wir die Grofe

(AN)? = (N —(N)) = (N*) —(N)* | (2.231)

die als die quadratische Fluktuationsbreite oder auch als die Varianz der Teilchenzahl bezeichnet
wird. Sie ldsst sich aus dem groflkanonischen Potential (2.82) entsprechend der Gleichung
1 0
B o
bestimmen. Das Resultat dieser zweifachen Ableitung nach dem chemischen Potential lautet unter
Verwendung der mittleren Teilchenzahl N im Energiezustand k aus (2.85)

(AN)? = Fox (2.232)

(AN)? = Y [N} + N . (2.233)
k
Betrachtet man nun den Grundzustand-Beitrag zu dieser Varianz, so ergibt sich eine einfache aber
folgenreiche Formel

(ANg)> = Ng(Ng+1) . (2.234)

Wenn man sich jetzt noch an die Tatsache erinnert, dass speziell fiir verschwindende Temperaturen
alle Teilchen im Grundzustand sitzen, das heiit N = N, dann erhélt man im thermodynamischen
Limes die Beziehung

ANg 7T N (2.235)
wobei wir die Bezeichnung ANg = /(ANg)? fiir die Fluktuationsbreite verwenden. Demnach
wéchst die Teilchenzahlfluktuation im Grundzustand offensichtlich mit der mittleren Teilchenzahl
im groBkanonischen Ensemble linear an. Betrachtet man (2.234) genauer, so stellt man weiter-
hin fest, dass diese Fluktuation den Wert der mittleren Teilchenzahl sogar noch etwas iibertrifft,
was aber an sich nicht weiter schlimm ist. Interessanterweise sind alle obigen Aussagen zur Teil-
chenzahlfluktuation voéllig allgemeingiiltig gefasst, also ohne Belang, ob es sich um das homogene
Bose-Gas oder um eins in der harmonischen Falle handelt.

Fiir den Spezialfall des harmonischen Fallenpotentials ist die relative Stédrke der Fluktuation in
Abb. 2.13 a) zusammengestellt. Die Berechnungen dazu entstammen einer quantenmechanisch
exakter Behandlung, die wir in Analogie zum Abschnitt 2.3.3 durchgefiihrt haben. Aus dieser
Abbildung erkennen wir, dass die Fluktuationen der Teilchenzahl im Grundzustand an sich nie
verschwinden, aber deren auf ein einzelnes Teilchen bezogene Werte oberhalb der kritischen Tem-
peratur T aus (2.134) mit den steigenden Teilchenzahlen stark unterdriickt sind. Ganz an-
ders ist die Situation unterhalb 7.”) wo die relative Fluktuation sich der nichtverschwindenden
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Abbildung 2.13: a) Teilchenzahlfluktuation im Grundzustand einer harmonischen Falle in
Abhéngigkeit von der reduzierten Temperatur fiir verschiedene Teilchenzahlen N = 1, 2, 10,
1000 und im thermodynamischen Limes N —oo. b) Wie in a), aber fiir die angeregten Teilchen.

Grundzustand-Besetzung ndhert. Beim Temperaturnullpunkt néhern sich deren Werte schlieflich
einer eins von oben an.

Und wie steht es mit den Fluktuationen der angeregten Teilchen aus? Um diese Frage zu beantwor-
ten, bedienen wir uns nochmals der Gleichung (2.233) und separieren den Grundzustand-Anteil
weg. Dadurch erhalten wir mit Hilfe der Bose-Einstein-Verteilung (2.85) fiir deren Varianz den

Ausdruck

[eﬁ(Ek_/J) — 1]

(ANg)? = ) > — (ANG)? . (2.236)

Diese Grofle léasst sich fiir die harmonische Falle noch etwas spezifizieren. Dazu verwenden wir
den Energie-Eigenwert (2.120) und das reduzierte chemische Potential (2.122). Beschrinken wir
uns noch auf die isotrope Falle, so konnen wir weiterhin die Summenformel (2.166) anwenden und
erhalten

= k% 3k ¢~ Bhehhwk
2 _ R N
(ANg,)? = Z( —+ 5 +1) e (2.237)

Die numerische Auswertung dieser Gleichung lduft in Analogie zur Vorgehensweise im Abschnitt
2.3.3 und ergibt Kurvenverldufe, die in Abb. 2.13 b) graphisch dargestellt sind. Daraus erkennt man
sofort, dass die Fluktuationen aller angeregten Teilchen am Temperaturnullpunkt verschwinden.
Bei steigenden Temperaturen wachsen sie dann etwas an und erreichen im Hochtemperaturbereich
anschlieffend einen konstanten Wert, der, wie genaueren Untersuchungen zeigen, mit ANg,/N —
1/N'/2 gegeben ist (siehe dazu z.B. [67,68]). Mit der steigenden Teilchenzahl zeigt sich aulerdem,
dass solche Fluktuationen der angeregten Zustdnde umso stéirker unterdriickt sind, je grofler das
System ist.

Das oben geschilderte Verhalten der Fluktuationen ist keineswegs typisch fiir das spezielle Problem
des Fallenpotentials. Wie wir bereits nach der Gleichung (2.235) bemerkten, sind die wichtigsten
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Ziige sogar systemunabhéngig giiltig. So bringen auch analoge Untersuchungen in einem Kasten-
potential dhnliche Resultate hervor. Im Folgenden werden sie aus diesem Grund nicht weiter an-
gefiihrt. Fassen wir nun die allgemeingiiltige Situation nochmals zusammen. Die Untersuchungen
der groBlkanonischen Ensembles nach der Bose-Einstein-Verteilung ergeben fiir angeregte Zustinde
Fluktuationen, die bezogen auf ein einzelnes Teilchen im thermodynamischen Limes verschwin-
den. Das ist eine Situation, die physikalisch sinnvoll zu sein scheint. Doch fiir den Grundzustand
verschwinden derartige Fluktuationen nicht. Somit lassen sie an der Richtigkeit der von uns ge-
fundenen Resultate zweifeln.

Es bleibt aber noch zu kldren, ob solche unphysikalischen Fluktuationen den Bose-Einstein-
kondensierten Systemen prinzipiell eigen sind oder lediglich von Unzulénglichkeiten in deren Be-
schreibungen zeugen. Genauere Untersuchungen haben gezeigt, dass die zweite Alternative der
Wahrheit entspricht. Genau genommen erweist sich die Beschreibung im groflkanonischen En-
semble als inadédquat [69,64]. Selbstverstandlich ist das ideale wechselwirkungsfreie Bose-Gases
nicht komplett experimentell realisierbar und allein schon dadurch nur ndherungsweise relevant.
Bekanntermaflen unterdriicken abstoflende Wechselwirkungen auch im groflkanonischen Formalis-
mus die Fluktuationen auf das Normalmaf}. Weil ndmlich mit eingeschalteter Wechselwirkung die
Teilchen-Fluktuationen den Energie-Fluktuationen entsprechen, sind grofie Fluktuationen energe-
tisch kostspielig und deshalb unterdriickt [67]. Prinzipiell ist aber die Bose-Einstein-Kondensation
ein rein statistischer Effekt, der keine Wechselwirkungen benétigt. Man darf sich also schon fragen,
warum die groffkanonische Beschreibung idealer Gase solche Probleme {iberhaupt aufwirft.

Zur Losung des Rétsels bemerke man zuerst, dass die Fluktuationen nur in Anwesenheit des Kon-
densates unterhalb der kritischen Temperatur unphysikalisch grof3 sind. Die Langdistanz-Ordnung
(ODLRO), die im Grundzustand vorliegt, scheint also im gewissen Sinne dafiir verantwortlich zu
sein. Stellt man sich ein groflkanonisches Ensemble vor, so denkt man dabei an ein Subsystem,
welches mit seiner Umgebung die Energie und Teilchen austauscht. Doch in einem so offenen
System kann auch das Grundzustands-Kondensat nicht dem Subsystem allein gehoren, sondern
muss ein Teil des ganzen Reservoirs sein. Das Geschehen darin ist aber durch die Langdistanz-
Ordnung bestimmt. Die Voraussetzung der statistischen Unabhéngigkeit eines groflkanonischen
Subsystems, die fiir die Herleitung der Bose-Einstein-Verteilung von grundsétzlicher Bedeutung
war, kann damit allerdings nicht erfiillt sein [64].

Die unphysikalisch makroskopischen Fluktuationen sind nur ein Beispiel der inadidquaten Be-
handlung der kondensierten Phase durch die groflkanonische Bose-Einstein-Verteilung. Auch die
gesamte Teilchenzahl-Statistik wird nicht korrekt wiedergegeben, was im Abschnitt 3.4 noch ge-
nauer diskutiert wird. Und wie steht es mit dem mittleren Kondensatteilchen-Anteil und den
thermodynamischen Eigenschaften? Wie in Ref. [64] geschildert, gibt es diesbeziiglich keine Pro-
bleme. Dort wird allgemein bewiesen, dass alle lokale Groflen wie die Teilchenzahldichte und somit
auch mittlere Teilchenzahlen, aber auch alle globale thermodynamische Eigenschaften selbst im
groffkanonischen Ensemble in Anwesenheit der Kondensation ihre Giiltigkeit behalten. Beziiglich
der thermodynamischen Eigenschaften kann man sich vorstellen, dass im Limes grofler Teilchen-
zahlen der Grundzustand nichts zum groflkanonischen Potential beitrédgt. Letzteres ist deswegen
weitestgehend insensitiv gegeniiber unphysikalisch grofien Fluktuationen des Grundzustandes. Die
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angeregten Zustédnde werden allerdings auch in der grolkanonischen Beschreibung qualitativ rich-
tig erfasst, und nur solche sind von Bedeutung. Dass die mittlere Teilchenzahl im Grundzustand
korrekt wiedergegeben wird, liegt an den von uns vorgegebenen Rahmenbedingungen. Die mittle-
re Teilchenzahl in angeregten Zustdnden Ng, kann ndmlich im groBkanonischen Ensemble wider-
spruchsfrei beschrieben werden, weil ihre Fluktuationen entsprechend Abb. 2.13 b) keine Anomalie
aufweisen. Wenn wir uns jetzt auf eine feste mittlere Gesamtteilchenzahl N festlegen, dann ist die
mittlere Teilchenzahl im Grundzustand Ng damit automatisch als die Differenz Ng = N — Ngy

gegeben. Allein das rettet schon die groflkanonischen Voraussagen iiber den Kondensatteilchen-
Anteil Ng/N.

Eine der Vorschriften zur Beseitigung der anomalen makroskopischen Fluktuationen im Grund-
zustand ist auf Bogoliubov zuriickzufithren [70]. Sie besteht darin, dass der Grundzustands-
Kondensat nicht durch eine Feldvariable oder einen Operator beschrieben wird, sondern lediglich
durch eine makroskopische Wellenfunktion. Dadurch gibt es konstruktionsbedingt auch gar keine
Fluktuationen im Kondensat. Das stellt allerdings eine Néherung dar, die nur im Limes grofler
Teilchenzahlen als exakt anzusehen ist [48,70,71], liefert jedoch ein leistungsfahiges Konzept insbe-
sondere bei Untersuchungen wechselwirkender Systeme. Ein weiterer Vorschlag, der zu normalen
Fluktuationsraten im Grundzustand fiihrt, basiert auf dem letzten Punkt des vorherigen Absatzes.
Er wurde z.B. in [64] und [69] verwendet und besteht in der Forderung, dass die Gesamtteilchenzahl
nicht nur im Mittel vorgegeben wird, sondern sogar eine fest vorgegebene Zahl ist. Die Fluktua-
tionen der Gesamtteilchenzahl sind dadurch nach Konstruktion gleich null. Die Fluktuation der
Grundzustandsteilchenzahl ist dann zwangslaufig gleich derjenigen fiir alle angeregten Teilchen
und somit, wie wir aus Abb. 2.13 b) sehen koénnen, mikroskopisch klein. Im Prinzip entspricht
diese Vorgehensweise derjenigen in einem kanonischen Ensemble, die angeregten Teilchen werden
dabei jedoch nach wie vor durch die Bose-Einstein-Verteilung beschrieben und weisen demnach
groflkanonische Ziige auf. Einer systematischen Beschreibung der Bose-Gase in einem kanonischen
Ensemble mit einer von Begin an fest vorgegebener Teilchenzahl wenden wir uns im néchsten
Kapitel zu. Dabei werden wir nicht auf die Bose-Einstein-Verteilung zuriickgreifen und erhalten
dennoch alle fiir die Kondensation typischen Merkmale.



