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Kapitel 1

Einleitung

Numerische Simulationen werden in der heutigen Zeit immer wichtiger. Teure
und zeitaufwendige Experimente konnen numerisch unterstiitzt und im besten
Fall sogar ersetzt werden. Sind die Vorgdnge zu komplex um die interessanten
Vorgange durch Messungen auszuwerten, ermdoglichen erst Simulationen die na-
here Beleuchtung dieser Vorgange.

Ein Forschungsgebiet in dem Simulationen hdufig eingesetzt werden, ist die
Meteorologie. Um Klimaverdnderungen zu identifizieren und um Prognosen zu
erstellen, werden Langzeitsimulationen durchgefiihrt. In der Wettervorhersage
werden Simulationen kiirzerer Zeitraume benotigt.

Ein Teilgebiet der Meteorologie, das noch viele ungeklarte Fragen aufwirft und
auf dem zurzeit intensiv geforscht wird, ist die Wolkenentwicklung [WG09]. So ist
beispielsweise noch nicht geklart, welche Mechanismen fiir das Tropfenwachstum
kleiner Tropfen verantwortlich sind und welche Rolle die Turbulenz dabei spielt.
Mit dieser Fragestellung beschiftigt sich auch die vorliegende Arbeit. Da es sich
bei der Wolkenentwicklung um ein Problem handelt, das in Ort und Zeit sehr vie-
le Skalen umfasst (sog. Mehrskalenproblem) [RY89, HBWTO08], ist die Simulation
solcher Prozesse schwierig. In dieser Arbeit wurden lediglich sehr kleinskalige
und schnell ablaufende Prozesse untersucht.

Die vorliegende Arbeit entstand bei der Bearbeitung eines Teilprojektes , Re-
ferenzexperimente im mehrphasigen Windkanal, numerische Simulationen und
Validierung” des DFG Schwerpunktprogramms (SPP) 1276, Metstrom: ,Skalen-
tibergreifende Modellierung in der Stromungsmechanik und Meteorologie”.

Der Ansatz des Schwerpunktprogramms Metstrom lag darin, dass Wissen-
schaftler aus der Meteorologie, der Stromungsmechanik und der Angewandten
Mathematik kooperieren, um Konzepte fiir modell- und gitteradaptive nume-
rische Simulationsverfahren in interdisziplindren Projekten zu erarbeiten. Diese
Forschungsrichtungen bearbeiten auf den ersten Blick unterschiedliche Problem-
stellungen, die aber bei genauerem Hinsehen oft verschiedene Aspekte dhnlicher
Vorgange sind. Ziel war es nun, in interdisziplindren Gruppen Simulationsmo-
delle bereitzustellen, in denen die Beschreibung physikalischer Prozesse, deren
mathematische Formulierung, sowie die rechnerische Auswertung der notwendi-
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gen adaptiven Diskretisierungen konsistent zusammenspielen [Met].

Das bearbeitete Teilprojekt wurde in enger Zusammenarbeit mit der Arbeits-
gruppe von Prof. Dr. Thévenin vom Institut fiir Stromungstechnik und Thermody-
namik der Otto-von-Guericke-Universitdt Magdeburg erarbeitet. Die Aufgabe der
AG Thévenin bestand darin, Windkanalexperimente durchzufiihren, deren Daten
als Referenzlosung fiir Modelle dienen konnen, die das Verhalten von Regentrop-
fen in Stromungen modellieren. Die vorliegende Arbeit entstand im Rahmen des
mathematischen Teilprojekts mit der Zielsetzung, das Referenzprojekt zu simulie-
ren und anhand der Messdaten zu evaluieren. Die Simulation der experimentellen
Referenzdaten wurde genutzt, um genaue und effiziente Algorithmen zur Simula-
tion eines meteorologisch relevanten Windkanalexperimentes zu entwickeln und
um den Einfluss der Turbulenz zu untersuchen. Es wurde ein akademischer Code
entwickelt, mit dem auch weitere, tiber die Projektarbeit hinausgehende, meteo-
rologische Parameter untersucht werden kénnen.

Zunéchst soll kurz der Versuchsaufbau des Experimentes erldutert werden. In
den Luftstrom eines horizontalen Windkanals werden Tropfen injiziert, die dann
vom Luftstrom mitgerissen werden. Um zusitzliche Turbulenz zu erzeugen, kann
in den Luftstrom ein Zylinder eingebracht werden. Die Tropfen- und Geschwin-
digkeitsverteilung wird in verschiedenen Ebenen senkrecht zur Stromungsrich-
tung vermessen. Genaueres findet man in [HBWTOS]. In dieser Stromung konnten
die Wechselwirkung von turbulenter Stromung und Tropfenbewegung untersucht
werden. Ein anderer Schwerpunkt waren Kollisions- und Koaleszenzprozesse von
Tropfen.

Die Anordnung ist ein kontrollierbares vereinfachtes Modell fiir die Entwick-
lung von Regentropfen in Kumuluswolken. Sie ist komplex genug, um interessan-
te und meteorologisch relevante Modelle zu testen und einfach genug, um mathe-
matisch exakt erfassbar zu sein. Die Kombination aus Experiment und Simulation
dient der gegenseitigen Evaluation der Ergebnisse. Man hat also die Moglichkeit,
seinen Algorithmus auf algorithmische und Modellierungsfehler hin zu testen.

Zur mathematischen Modellierung wird ein Populationsbilanzsystem [Ram00]
verwendet. Diese Methode ist fiir die Simulation vieler unterschiedlicher Stoffe
anwendbar, die in partikuldrer Form vorliegen und fiir die die Grofienverteilung
und nicht das Verhalten einzelner Partikel wichtig ist. Damit hat die Methode
ein breites Anwendungsfeld und die in dieser Arbeit gewonnen Ergebnisse sind
auch auf andere Gebiete iibertragbar. Weitere Beispiele dazu wéren, neben der in
dieser Arbeit untersuchten Tropfenentwicklung, chemische Ausféallungsprozesse
oder das Verhalten von Rufipartikeln.

Populationsbilanzsysteme sind ein System gekoppelter (partieller) Differential-
gleichungen. Sie beschreiben das Verhalten einer bestimmten Spezies (Tropfen,
Teilchen) mit bestimmten Eigenschaften, z. B.dem Tropfenradius. Diese Eigen-
schaft wird als zusitzliche ,innere Koordinate” in die Gleichung eingearbeitet.
Die Tropfen bewegen sich in einer umgebenden Phase, die modelliert werden
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muss. Bei den hier betrachteten Windkanalexperimenten handelt es sich um eine
turbulente Luftstromung. Die experimentellen Daten sollen als Randbedingungen
in die Simulation eingehen.

Im Modell berticksichtigt werden das Wachstum durch Kondensation, die Be-
wegung in der turbulenten Luftstromung und der Zusammenprall mit anschlie-
fendem ZusammenflieRen der Tropfen, die Koaleszenz. Ahnliche Modelle findet
man zum Beispiel in Pruppacher und Klett [PK10], Shaw [Sha03], Rogers und
Yau [RY89]]. Die 4D Gleichung soll direkt gelost werden, ohne auf Modellverein-
fachungen, wie MOM oder QMOM [MPET03] zuriickzugreifen. Gemaf3 des Ver-
suchsaufbaus ist die Aggregation der wichtigste Mechanismus, der zur Verande-
rung der Tropfenpopulation fiihrt. Sie soll genauer untersucht und angepasst wer-
den. Einen effizienten Ansatz findet man bei Hackbusch [Hac06], einen Vergleich
verschiedener Aggregationskerne hat Pinsky [PKKO8] durchgefiihrt. Einen An-
satz mittels der Methode der Momente in einer Dimension findet man in [CKP09].

Ein weiterer wichtiger Punkt ist die Wahl geeigneter Loser der Populationsbi-
lanzgleichung. In Studien [JR10] hat sich gezeigt, dass unterschiedliche Metho-
den zu unterschiedlichen Ergebnissen fithren. Anhand der linearen Konvektions-
Diffusions-Reaktions-Gleichung wurden bereits umfangreiche numerische Studi-
en [JS08| JS09] durchgefiihrt, um eine geeignete Stabilisierungsmethode zu iden-
tifizieren. Es hat sich gezeigt, dass die FEM-FCT Methode von Kuzmin [KMO05|
Kuz09] geeignet ist, solche Problem zu l6sen.

Vorarbeiten wurden vor allem in der Dissertation [Rol10] und in [JK10b] durch-
gefiihrt. In [JK10b] wurde eine variationelle Mehrskalen-Methode mit adaptivem
Skalenraum zur Simulation turbulenter Stromungen entwickelt. In [Rol10] wurde
ein Ausféllungsprozess anhand der NaCO; Ausfdllung simuliert. Dabei wurden
vor allem laminare 2D /3D Stromungen untersucht. Mit Simulationen in 3D /4D
wurde begonnen und erste Turbulenzstudien wurden durchgefiihrt. Dazu wurde
ein stabiles Verfahren zur Simulation der Populationsbilanzgleichung benétigt. In
den Vergleichsstudien [JS08, JS09] wurde FEM-FCT als ein solches Verfahren iden-
tifiziert. Allerdings erhielt man bei Anwendung des FEM-FCT im Vergleich zu
den expliziten/impliziten Euler-Finite-Differenzen Verfahren stark unterschiedli-
che Ergebnisse fiir Groflen, die von Interesse in Anwendungen sind. Diese Dis-
krepanzen sollen anhand der experimentellen Daten ndher untersucht werden,
da nun geeignete Vergleichsdaten zur Verfiigung stehen. Zusétzlich zu den Me-
thoden aus [JS08| JS09] wurde das ENO-Verfahren [JN12] und das Gruppen FEM-
FCT Verfahren [Fle83, Kuz09] in die Studien aufgenommen.

Somit sollen, neben dem Studium des Verhaltens unterschiedlicher numeri-
scher Verfahren, die Identifikation geeigneter Kenngrofien, die Aufbereitung der
zur Verfiigung stehenden Daten und die Modellierung des Experimentes Themen
der vorliegenden Arbeit werden.
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Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in vier Teile, was Kapitel 2 - Kapitel 5 ent-
spricht.

Im zweiten Kapitel wurden Stabilisierungsmethoden fiir die Konvektions-Dif-
fusions-Reaktions-Gleichung untersucht. Diese Gleichung entspricht einer verein-
fachten Form der Populationsbilanzgleichung, so dass man davon ausgehen kann,
dass sich die Erkenntnisse iibertragen. Die Methoden wurden an einem Beispiel
mit innerer Grenzschicht und fiir den Transport einer Lognormalverteilung, stell-
vertretend fiir den Transport der Tropfendichteverteilung, untersucht.

Im dritten Kapitel wurden die Navier-Stokes-Gleichungen hergeleitet. Ferner
wurden die Probleme bei der Modellierung turbulenter Stromungen verdeutlicht
und das in den Simulationen verwendete Turbulenzmodell vorgestellt.

Im vierten Kapitel wurde das zur Simulation der Windkanalexperimente be-
notigte Populationsbilanzsystem vorgestellt und das Modell fiir das Windkanal-
experiment hergeleitet. Die Entwicklung der Tropfenverteilung wurde durch eine
Funktion der Tropfendichteverteilung (TDV) modelliert. Diese enthilt drei Aspek-
te: die Bewegung der Tropfen in der turbulenten Luftstromung, das Wachstum in
tibersattigter Luft und die Koaleszenz.

Im letzten Kapitel der Arbeit geht es um die numerische Simulation der Wind-
kanalexperimente. Zundchst wurden die Aspekte zur Durchfiihrung der Experi-
mente, wie Versuchsaufbau und Messmethoden erldutert, um die Bedeutung der
vorhandenen experimentellen Daten zu verdeutlichen und eine Einordnung der
Daten zu erleichtern. Anschlieffend wurde die Aufarbeitung und Einbettung der
Daten in die Numerik beschrieben. In den letzten Teilkapiteln wurde das Modell
ausfiihrlich getestet und die Ergebnisse wurden dokumentiert.



27

Kapitel 2

Numerische Verfahren zur
Simulation konvektions-dominanter
skalarer Gleichungen

Als Modellgleichung der Tropfendichteverteilung wird die skalare Konvektions-
Diffusions-Reaktions-Gleichung verwendet, die einer typischen Bewegungsglei-
chung entspricht. Sie ist zweiter Ordnung und enthilt alle Terme bis zur zweiten
Ableitung. Die nullte Ableitung beschreibt die Reaktion, die erste die Konvekti-
on und die zweite die Diffusion. Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen
weisen eine relativ einfache mathematische Struktur auf. Die numerische Losung
ist aber eine Herausforderung, wenn die Konvektion und die Reaktion wesentlich
grofler sind als die Diffusion. In diesem Fall enthélt die Losung Grenzschichten,
also Teilgebiete innerhalb derer sich die Losung schnell dndert. Sie weist demnach
grofie Gradienten auf, ist zwar noch stetig, aber meist so steil, dass sie mit den
typischen Gitterweiten nicht mehr hinreichend aufgelost werden kann. Verwen-
det man Standard Finite-Elemente-Methoden oder Finite-Differenzen-Methoden,
verursachen die schlecht aufgeldsten Strukturen grofSe unphysikalische Oszilla-
tionen auch in Gebieten, die weit von der Grenzschicht entfernt sind. Das fiihrt zu
instabilen, physikalisch unbrauchbaren Losungen. Um auch in Grenzschichtni-
he eine brauchbare Losung zu erhalten, miissen die Oszillationen verhindert oder
zumindest so weit geddmpft werden, bis die Losung stabilisiert ist. Viele Metho-
den verschmieren dabei die Grenzschichten. In den letzten Jahren wurde intensiv
daran geforscht, Methoden zu entwickeln, die die Grenzschichten erhalten und
gleichzeitig Ober- und Unterschwinger vermeiden.

Das Ziel der Untersuchungen dieses Kapitels liegt darin, geeignete Methoden
zur Simulation der Tropfendichteverteilung zu identifizieren. Aus den Finite-Ele-
mente-Methoden wurden die Methoden ausgewaihlt, die sich in den Studien [JS08,
JS09] als geeignet erwiesen haben. Zusétzlich sollen Finite-Differenzen und uns-
tetige Galerkin-Methoden in die Untersuchung aufgenommen werden. Genaue
Studien zum ENO-Verfahren wurden in [JN12] gemacht. Als Vergleich dienen die
SUPG-Methode und das Upwind-Verfahren. Sie sind Standardmethoden fiir die
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Finite-Elemente- bzw. die Finite-Differenzen-Methode.

Das wichtigste Kriterium beim Vergleich der in diesem Kapitel untersuchten
Verfahren war die Grofse der Oszillationen und die Genauigkeit der Ergebnisse.
Erst wenn diese Kriterien zufriedenstellend erfiillt waren, wurden die Methoden
auf Effizienz gepriift.

Die Untersuchungen wurden fiir regelméfiige quadrilaterale Gitter, wie sie fiir
die Simulationen des Windkanals relevant sind, durchgefiihrt. Bei den Finiten-Ele-
menten entspricht das dem (); Element. Sie sind in Anwendungen weit verbreitet
und deshalb in der Praxis von grofier Relevanz. Fiir Tests mit dem P, Element sei
auf [JS08, JS09] verwiesen. Studien mit Finiten-Elementen hoherer Ordnung findet
man bei [BS12].

2.1 Die Konvektions-Diffusions-Reaktions-
Gleichung

Im Folgenden wird die zeitabhdngige skalare Konvektions-Diffusions-Reaktions-
Gleichung
w—eAu+b-Vu+cu=f in(0,tenq) X Q, (2.1)

betrachtet, wobei
e ¢ > ( der Diffusionskoeffizient,

b € L>(0,T; W1 (Q))¢ das Konvektionsfeld mit V - b = 0,

c € L>(0,T; L>(Q2)) der nichtnegative Reaktionskoeffizient,

die rechte Seite f € L?(0,T; L*(2)) ein Quellenterm, sie modelliert die Sen-
ken und Quellen,

tena > 0 die Endzeit und

e O CRY, de {2,3}, ein beschrianktes Gebiet ist.

Zusitzlich muss diese Gleichung mit passenden Randwerten und einer Anfangs-
bedingung u, = u(0, x) versehen werden.

Aus Griinden der Einfachheit sei €2 ein konvexes polygonales oder polyhedri-
sches Gebiet. Es wird angenommen, dass es eine Konstante jio > 0 gibt, so dass

0 < o < pult,x) = (- ;v ) (1), V(%) € [0 tena] X O

Das ist eine Standardannahme in der Analysis fiir Gleichungen des Typs (2.1), vgl.
[RSTO8].
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2.2 Die Zeitdiskretisierungen
2.2.1 Das explizite Euler-Verfahren (EXPL)

Das explizite Euler-Finite-Differenzen-Schema ist das einfachste der in dieser Ar-
beit betrachteten Verfahren. Es ist eine Standardmethode, die hdufig benutzt wird
und fiir die eine komplette mathematische Analyse, vgl. z. B. [LeV92], existiert.
Das Schema ist von erster Ordnung. Die Starke dieses Verfahrens liegt darin, dass
jeder Zeitschritt fiir sich schnell berechnet werden kann. Die Lange des Zeitschrit-
tes kann jedoch nicht beliebig grofs gewdhlt werden, da das Schema fiir zu grofse
Zeitschritte instabil wird. Die maximale Lange des Zeitschrittes wird durch die
CFL-Bedingung geregelt. Wendet man das explizite Euler-Schema auf an, er-
héilt man
Ups1 = up — At (—eAuy, + b - Vuy, + cug, — fr) .

Der Index k kennzeichnet die diskrete Losung zum Zeitpunkt ¢, der Index k& + 1
die Losungen des nachfolgenden Zeitpunktes. Die Grofse At beschreibt die Lange
eines Zeitschrittes. Im Unterschied zum impliziten Euler-Schema verwendet das
explizite Euler-Schema zur Berechnung der Losung im Zeitpunkt ¢;; nur Grofsen
des Zeitpunktes ;.

2.2.2 Das implizite Euler-Verfahren (IMPL)

Die zweite Standardzeitdisketisierung, die verwendet wurde, ist das implizite Eu-
ler-Schema mit

U1 = U — At (—eAugr + b - Vg + cuggr — fog)

Bei diesem Schema werden auch Groflen des noch unbekannten Zeitpunktes ¢
verwendet. Die Berechnung der Losung u* ™ aus u* erfordert in jedem Zeitschritt
die Losung eines linearen Gleichungssystems. Das ist zundchst ein Mehraufwand
gegeniiber dem expliziten Verfahren. Der Vorteil dieser Methode ist jedoch, dass
es keine Restriktionen an den Zeitschritt gibt, abgesehen derer, die die Physik des
Problems vorgibt. Die Methode ist fiir beliebige Zeitschritte stabil. Damit konnen
groflere Zeitschritte als beim expliziten Euler-Verfahren gewihlt werden. Die Eu-
ler-Verfahren sind von erster Ordnung.

2.2.3 Das Crank-Nicolson-Verfahren (CN)

Das Crank-Nicolson-Verfahren ist ein implizites Verfahren zweiter Ordnung und
numerisch A-stabil. Entwickelt wurde das Verfahren von John Crank und Phyllis
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Nicolson [CN47] Mitte des 20. Jahrhunderts. Es lautet

At At
U1 + 7F(uk+1) = UL — ?F(uk)

mit
F(ug) = (—eAu + b - Vug, + cup — fr) .

2.2.4 Das Runge-Kutta-Verfahren (RK)

Die Grundidee des Runge-Kutta-Schemas ist es, Funktionswerte an verschiedenen
Zeitpunkten auszuwerten und diese Werte zu einem Schema hoherer Ordnung
zu kombinieren, vgl. z.B. [Hir89]. Das genutzte Runge-Kutta-Schema ist dritter
Ordnung und wird zusammen mit dem ENO-Verfahren (s.u.) verwendet. Es lautet

ny = F(tr—1,up1),
Ng = F(ka,1 + At, Up—1 T+ Atnl),

s +At +At +At
ng = k—1 9 y Uk—1 4n1 4n2 s

n1 N9 4713

= _ At | — _“ 2.
Ukt1 Up_1 + t<6+6+6>

2.3 Die Ortsdiskretisierungen

Zur rdumlichen Diskretisierung werden im Wesentlichen zwei Herangehenswei-
sen untersucht: Die Finite-Differenzen-Methode und die Finite-Elemente-Metho-
de. Ist die Geometrie des Gebietes einfach, kann die Ortsdiskretisierung mit Hilfe
der Finite-Differenzen-Methode durchgefiihrt werden. Das Assemblieren bei der
Finite-Differenzen-Methode ist in der Regel schneller als bei den Finite-Elemente-
Methoden. Aber sie ist im Prinzip nur auf Gebieten anwendbar, die sich durch
Rechtecke oder Quader diskretisieren lassen. Ist das Gebiet unregelmaéfig, ist die
Finite-Elemente-Methode meist besser geeignet.

2.3.1 Die Finite-Differenzen-Stabilisierungsmethoden

Die Finite-Differenzen-Approximation basiert auf Eigenschaften der Taylor-Ent-
wicklung [Hir89] und der direkten Anwendung der Definition der Ableitung. Sie
ist vielleicht die am einfachsten anzuwendende Methode. Das erste Mal wurde sie
von Euler im Jahre 1768 erwahnt.

Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit der Finite-Differenzen-Methode ist ein
regelmafliges Gitter.
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Fiir simtliche Finite-Differenzen-Verfahren gelten folgende Vereinbarungen:
Das Gebiet 2 sei (0,1)% Dieses Gebiet kann leicht durch ein Gitter triangu-
liert werden, das aus den Eckpunkten sich kreuzender Linien besteht. Es ge-
niigt das Finite-Differenzen-Schema fiir eine Koordinate, z.B. x, anzugeben,
die iibrigen ergeben sich analog. In x-Richtung sei (), so partitioniert, dass
g = 0 < xy < ... < oy = 1 gilt. Der Abstand zweier benachbarter Punkte
wird als Gitterweite h; = x; — z;_1, ¢ = 1,... N, bezeichnet. Fiir einen festen Zeit-
punkt t = t; ist u, (¢, z;) die Approximation des Funktionswertes u(¢, ;) und wird
im folgenden Text durch uj, abgekiirzt. Fehlende Werte aufierhalb des Gebiets
werden durch Fortsetzung der Dirichlet-Werte festgesetzt.

Die Finiten-Differenzen lassen sich direkt aus der Definition der Ableitung

ou(t,z;) .. ulz+ Ar) —u(x)
or AL, Az ‘

herleiten. Um die Approximation der Ableitung einer Funktion u(¢, z;) im Punkt
z; zu definieren, gibt es verschiedene Moglichkeiten, wie die Vorwartsdifferenz

ou(t, z;) - (u’) _ ul}'jl —ul
ox hJe

Auch die Riickwartsdifferenz

ou(t, x;) i ul, — uz_l
Tow e =T

und die zentrale Differenz

ou(t, x;) ( Z) uﬁl“ — uz_l
8x h hl + hi—l—l

sind moglich. Die zweite Ableitung wird durch

O%ult, xi) (U )y = (up™ — ) /higr + (ufy — wy ) /D
6%’2 hjwe hi+l + hl

approximiert.

Die Upwind-Methode (UPW)

Die Gleichung ist konvektions-dominant. Deshalb muss besonders auf die
Diskretisierung des konvektiven Terms b - Vu geachtet werden, da dieser Term
die Instabilitdten verursacht. Ist die Losung unstetig, oder enthdlt sie grofie Gradi-
enten, verursacht ein Schema dann Oszillationen, wenn es Werte von verschiede-
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nen Seiten der Unstetigkeitsstelle berticksichtigt. Verwendet man an einer solchen
Stelle zentrale Differenzen, tritt genau dieses Problem auf. Eine einfache Methode,
den Term zu stabilisieren, ist das Upwind-Verfahren, vgl. [RSTO0S8, Hir89]. Anstelle
der zentralen Differenz (zweiter Ordnung), werden abhdngig von der Stromungs-
richtung b Vorwirts- oder Riickwértsdifferenzen (erster Ordnung) verwendet. Es
werden immer die Werte entgegen der Konvektionsrichtung (upwind) betrachtet.
Man erhilt ein Schema der Form

; (ul, — uj )/ hy falls by (t, z;) > 0,
Uy & (up)e = i+1 i
(up, —up)/hipr falls by(t, x;) <0,
wobei by (¢, z;) die Konvektion in (¢, z;) ist. Dabei ist b; die erste Komponente der
Geschwindigkeit b. Das Upwind-Schema wird mit dem expliziten Euler (UPW-
EXPL)-Verfahren und dem impliziten Euler (UPW-IMPL)-Verfahren kombiniert.

Die essentially non-oscillatory-Finite-Differenzen-Methode (ENO)

Die folgenden Schemen orientieren sich hauptsichlich an der Veroffentlichung
John, Novo [JN12] und der Veroffentlichung von Shu [Shu97]. Das Upwind-Sche-
ma ist oft zu ungenau, da es die Grenzschichten stark verschmiert. Um diese
Schwachstelle zu beheben oder zumindest zu verbessern, wurde die ENO-Me-
thode entwickelt.

Sie ist dritter Ordnung im Raum. Auch bei diesem Verfahren soll, analog zur
Upwind-Methode, vermieden werden, dass die Maske mit Werten arbeitet, die
auf verschiedenen Seiten der Grenzschicht liegen; d.h. die Maske soll so gewéhlt
werden, dass sie die Grenzschicht nicht enthélt. Um eine Approximation hohe-
rer Ordnung als mit dem einfachen Upwind-Schema zu erhalten, miissen mehr
Knoten beriicksichtigt werden. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird zunéchst
das ENO-Schema zweiter Ordnung beschrieben. Es stehen in jede Raumrichtung
zwei mogliche zusétzliche Knoten zur Verfiigung, zwischen denen gewahlt wer-
den kann. Das Credo der ENO-Methode liegt darin, die Knoten aus der Richtung
zu wihlen, in der die Funktion am glattesten ist. Als Maf$ der Glattheit dient der
Absolutbetrag der zweiten Ableitung. Diese Grofie ist proportional zur Kriim-
mung bzw. deren Approximation.

Betrachtet man den Fall b; (¢, z;) > 0, dann erhélt man als mogliche Approxima-
tionen der zweiten Ableitungen die Terme

(™ = up) i — (= wi ) /D
hi + hi+1
t Y by — (U — w2 Sy
4y = (Uh Up, )/ (uh Up, )/ ! = u[l’i_2,$i—laxi]'

hifl + hz

a1 = = U[Ii—1>$i7$i+1],
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Gilt |a;1| < |az|, wird das Polynom (zweiten Grades) mit den Knoten {z;_1, z;, ;11 }
zur Approximation der ersten Ableitung verwendet. In dem Fall wird die erste
Ableitung durch

ug(t, ;) = (uh)e = (uj, — ul V) /by + arhy (2.2)
angendhert. Gilt |as| < |a1|, verwendet man die Knoten x;_s, x;_1, x; und erhalt
ug(t, ;) = (u})e = (ut —ul?) /hi_y + az(2h; + hi_1).

Der Fall b, (¢, z;) < 0 wird analog behandelt. Es werden, abhédngig von der Grofie
der zweiten Ableitung, entweder die Punkte {z;_1,2;, 2,41} oder {z;, x;11, 1o}
verwendet.

Dieses Schema zweiter Ordnung lasst sich auf ein ENO-Schema dritter Ord-
nung erweitern. Sei P;(z) das Polynom, das die Funktion « in den Knoten {z;,_;,
Tita—j, Tivs—j, Tiva—j}, j = 1...4, interpoliert und setze a; = (P;).(x;). Dann
kann die Ableitung u,(t, z;) mit einem passenden Wert a; approximiert werden.
Abhéngig von dem Vorzeichen von b, (¢, z;), wird eines der Polynome P, (z) oder
Py(z) nicht benotigt. Man erhdlt demnach eine Maske mit den sechs Knoten
{C(]Z‘_g R ZL'H_Q} oder {ZL‘Z'_Q e lL‘Z‘+3}.

Zunidchst wird der Fall b,(¢,z;) > 0 betrachtet. Gemafs der ENO-Strategie soll
immer die glatteste Approximation verwendet werden. Das erste Kriterium ist
wieder der Betrag der zweiten Ableitung der Polynome durch die Punkte {z;_o,
z;_1, r;} und {z;_1, z;, x;11}. Anschliefend wird beim ENO-Schema dritter Ord-
nung die dritte Ableitung beriicksichtigt, wobei nur noch zwischen den Punkten
verglichen wird, die durch die zweite Ableitung ausgewihlt wurden. Das ergibt
folgenden Algorithmus

if |ulz;_1, i, x| < |u[zi—o, x;_1, z;]| then

if |'LL[QZZ‘,2, Ti—1,Tq, l’i+1” < ]u[xl-,l, Ty Ljr1, xi+2” then
as
else
a2
end if
else
if |U[Z'Z'_3, Ti—2,T;—1, ZEIH < |U[Ii_2, Ti—1,T4, xz’—i—l” then
a4y
else
as
end if
end if.

Im Fall by (¢, ;) > 0 erhdlt man eine nach links verschobene Maske.
Die im Fall b,(¢,z;) < 0 nach rechts verschobene Maske erhilt man durch
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if |U[I’i_17 Z;, ZL‘Z'+1]| < |U[l’z, Titl, :L'Z‘+2]| then
if |ulz;_o, i1, i, T ]| < |ulxio1, @i, xit1, Ti40]| then
as
else
a2
end if
else
if |ulz;_1, @i, gy, Tigo]| < |ulxi, Tiv1, Tite, i3] then
a2
else
a1
end if
end if.

2.3.2 Die Finite-Elemente-Stabilisierungsmethoden

Als zweite Herangehensweise fiir die Diskretisierung im Ort wird auf die skalare
Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichung die Finite-Elemente-Methode
angewendet, vgl. z. B. [Bra07]. Dazu wird zundchst durch Multiplikation mit
Testfunktionen aus einem passendem Raum V' und Anwendung partieller Inte-
gration in eine schwache Formulierung transformiert. Sei V = H{ (). Eine varia-
tionelle Formulierung von lautet: Finde u : (0, tenq) — V, so dass

(ug,v) + (eVu, Vou) + (b - Vu+ cu,v) = (f,v) YoeV (2.3)

gilt. Fiir die Anfangsbedingung gelte «(0, x) = uo(x), als Randbedingungen wer-
den homogene Dirichlet-Werte verwendet. In numerischen Simulationen wird V'
durch einen Raum endlicher (finiter) Ordnung V" ersetzt, wobei h die Feinheit
der zugrunde liegenden Triangulierung 7" beschreibt. Die Triangulierung soll das
Gebiet in endlich viele Teilgebiete zerlegen, die sich nicht {iberlappen, das Gebiet
jedoch vollstindig ausfiillen. Die Teilgebiete sollen entweder disjunkt sein, oder
genau eine gemeinsame Kante oder Seitenfliche oder einen gemeinsamen Kno-
ten haben. Fiir die Dimension d = 3 sollen diese Gebiete entweder Tetraeder oder
Hexaeder sein, fiir d = 2 Dreiecke oder Vierecke. Zur Simulation des Windka-
nals werden nur ), Finite-Elemente (Hexaeder) betrachtet. Die Finite-Elemente-
Methode soll konform sein, d.h. V* V. Die im Ort diskretisierte Gleichung von
([2.1), besitzt die Gestalt

ul', ") + (eVau, Vo) + (b - Vu + cu” o) = (f,0") W eV (2.4)
t
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Als Zeitdiskretisierung wird das Crank-Nicolson-Verfahren angewendet. Man er-
halt: Finde u} € V", so dass fiir alle v" € V" gilt

(upy, ™) + 0.5At ((5VUZ, Vo) 4 (b - Vul + cul, vh))
=(up_y,v") = 0.5At ((eVuj_y, Vo) + (b Vup_y + cu"k — 1,0"))  (25)
+ 0.5AL(fr_1,v") + 0.5AL(fr., v").

Es ist bekannt, dass fiir den Fall kleiner Diffusion die Standard-Galerkin-FEM-Me-
thode instabil ist und zu Losungen fiihrt, die mit groffen unphysikalischen
Oszillationen {iibersét sind. Deshalb ist eine Stabilisierung der Galerkin-Approxi-
mation notig. Eine Standardmethode zur Stabilisierung ist die streamline-upwind
Petrov-Galerkin (SUPG)-Methode. Die grundlegende Idee dieser Methode ist, zu-
sdtzliche Diffusion in Stromlinienrichtung zu addieren. Die SUPG-Methode liefert
genaue und oszillationsfreie Ergebnisse in glatten Gebieten. In den Grenzschich-
ten dagegen werden Oszillationen (Uber- und Unterschwinger) erzeugt.

Mit den finite-element-method flux-corrected-transport (FEM-FCT)-Verfahren wird
eine andere Herangehensweise betrachtet. Hier ist die Idee, die Losung mit Hilfe
zweier Schemata zu berechnen, einem hochauflosenden, das dem Galerkin-An-
satz entspricht, und einem niedrigauflosenden, diffusiven, aber oszillationsfreien
Schema. Im ersten Schritt wird eine diffusive Losung durch das Schema niedriger
Ordnung berechnet. Anschlieffend wird die Losung mit Hilfe des hochauflosen-
den Schemas verbessert, aber so, dass Extrema nicht wachsen und keine neuen
Extrema entstehen konnen. Im Gegensatz zu den SUPG-Methoden arbeiten die
FEM-FCT-Verfahren auf der algebraischen Ebene.

Die SUPG-Stabilisierung (SUPG)

Die streamline-upwind Petrov-Galerkin-Methode (SUPG), die auch unter dem Na-
men Streamline-Diffusion Finite-Elemente-Methode (SDFEM) bekannt ist, wurde
von Hughes und Brookes [HB79] zur numerischen Losung konvektions-dominan-
ter Konvektions-Diffusions-Probleme entwickelt. Sie ist derzeit die Standardsta-
bilisierungsmethode fiir Finite-Elemente-Methoden. Auf dem gegebenen Gitter
darstellbare Losungen erhdlt man durch Addition kiinstlicher Diffusion in Rich-
tung der Stromlinien. Die Stabilisierung erfolgt tiber gewichtete Residuen, d.h. die
Residuen (Differenz aus rechter und linker Seite von (2.5)) werden elementweise
mit der Richtung der Stromlinien multipliziert, gewichtet und aufsummiert. Sei
u"(0,x) eine passende Approximation von uy(x) und {7k} eine Parametermen-
ge, die von den Gitterzellen K € T" abhéngt. Wendet man das Crank-Nicolson-
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Verfahren an, erhilt man: Finde u} € V", so dass fiir alle v" € V" gilt

(up, ")+ Y Tk (uZ, b- Vvh)
KeTh

+O.5At{(sVuZ, Vo) 4+ (b - Vup 4 cupt, o)

K

+ Y Tk (—eAuk +b-Vu} +cul,b- Vvh)K}
KeTh

= (up_,0") + Y i (uj, b V")
KeTh

—O.5At{ ((5VUZ_1, Vo) 4+ (b - Vu'k — 1+ cuf_|, vh))

+ Y Tk (—sAuZ_l +b-Vul | +ecul |,b- Vvh>K]

KeTh
+05At |:(fk:—17 Uh) + Z TK (Atfk:—l, b- VUh)K:|
KeTh
+o.5At[(fk, o) + KZT i (Atfib- wh)K}
c h

und u? = (0, x).

Wahl der Parameter

In der Praxis entscheidet die Wahl der Parameterfunktion 7 iiber die Qualitit
der Losung. Ein optimaler Parameter, der fiir alle Probleme zu einer guten Lo-
sung fiihrt, wurde bisher, trotz intensiver Forschung noch nicht entwickelt. Die
Funktion muss zu der jeweiligen Problemstellung passen. Allen Parametern aus
der Literatur, ist gemeinsam, dass der Faktor wachst, wenn ¢ féllt und dass fiir
7, = 0 das SUPG-Verfahren in die Galerkin-Methode {ibergeht.

Es gibt sehr viele Veroffentlichungen, die sich mit der Wahl der Parameter fiir
verschiedene Konfigurationen auseinandersetzten. In den Studien [JS08, JS09]
wurden eine Reihe solcher Methoden getestet und verglichen. Dabei wurden
besonders die Parameter untersucht, die die Reaktion einbeziehen, da solche Pa-
rameter relativ selten in der Literatur sind. In [JN11] wurde gezeigt, dass die Me-
thode zu wesentlich besseren Ergebnissen fithrt, wenn im Falle kleiner Zeitschritte
der Parameter in Abhédngigkeit von der raumlichen Gitterfeinheit h, anstatt in Ab-
hédngigkeit vom Zeitschritt gewéahlt wird. Der in [JN11] vorgeschlagene Parameter
Tx = 1h wird auch in den in diesem Kapitel présentierten Studien verwendet.
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Die FEM-FCT-Verfahren (FCT)

Die nidchste Methode zur Begrenzung der unphysikalischen Oszillationen, die un-
tersucht und getestet wurde, gehort zu den algebraischen Flusskorrektur (flux-
corrected transport) (FCT)-Methoden und beruht hauptsédchlich auf einem Ansatz
von Kuzmin und Moéller [KMO05]. Dort wird ein Algorithmus fiir Transportpro-
bleme ohne rechte Seite, d.h. ¢ = ¢ = f = 0, vorgestellt, der in den Arbeiten
[JSO8, JS09] auf die zeitabhdngige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen
erweitert wurde.

Die urspriingliche Idee von FCT geht auf einen Ansatz von Boris und Books
[BB73] zurtick. Spater wurde sie von Zalesak [Zal79]] verbessert und auf mehrdi-
mensionale Probleme erweitert. Das Konzept eines FCT Algorithmus beruht grob
gesprochen auf folgender Grundlage: Die Losung wird mit Hilfe zweier unter-
schiedlicher Verfahren berechnet, einem Verfahren hoher Ordnung, das oszillie-
rende Losungen liefert und einem niedriger Ordnung, das zwar oszillationsfrei,
aber diffusiv ist, dessen Losung also ungenau und verschmiert ist. Die Ergeb-
nisse der beiden Schemen wurden kombiniert, um oszillationsfreie und genaue
Losungen zu erhalten. Die Losungen des niedrigauflosenden Schemas dient als
Detektor fiir Extrema. Mit Hilfe des hochauflosenden Schemas werden anschlie-
lend die Amplitudenfehler des diffusiven Schemas verbessert. Dabei wurde der
Algorithmus so entwickelt, dass Extremwerte, die das Schema niedriger Ordnung
vorgibt, nicht wachsen und neue Extrema nicht entstehen konnen. Anders aus-
gedriickt, Extrema des Schemas hoher Ordnung werden nur dann in die Losung
tibernommen, wenn das oszillationsfreie Schema niedriger Ordnung zustimmt.
Dadurch werden die unphysikalischen Oszillationen des hochauflosenden Sche-
mas unterdriickt, die Genauigkeit bleibt aber erhalten. In [BB73| | Zal79] wurde der
Algorithmus fiir Finite-Differenzen vorgestellt. Kuzmin hat nun einen Algorith-
mus fiir Transportprobleme entwickelt, der auch fiir Finite-Elemente-Methoden
anwendbar ist. In [JSO8, JS09] wurde er fiir Gleichung erweitert und getestet.

Ein Vorteil der FEM-FCT-Schemen besteht darin, dass sie auf der algebraischen
Ebene arbeiten. Damit ist die Implementierung dimensionsunabhéngig. Das hoch-
auflosende Schema wurde mit der Galerkin-Finite-Elemente-Methode in Kombi-
nation mit dem Crank-Nicolson-Verfahren diskretisiert. Man erhilt folgende Ma-
trix-Vektor-Form

(MC + 05AtA>Uk = (MC - 0.5AtA)uk_1 + O.5Atfk_1 + 05Atfk,

wobei (M¢);; die konsistente Massematrix darstellt. Die Matrix A ist die Summe
aus Diffusion, Konvektion und Reaktion. Die Notationen wuy, f; etc. bezeichnen
die unbekannten Koeffizienten der Finite-Elemente-Methode zum Zeitpunkt k.
Das diskrete Maximumprinzip bei entsprechender rechter Seite ist erfiillt, wenn
die Systemmatrix auf der linken Seite eine M-Matrix ist. Unter dieser Vorausset-
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zung wdre ein oszillationsfreies Schema niedriger Ordnung gegeben. Die M-Ma-
trix Eigenschaft auf der linken Seite erhdlt man dadurch, dass man die Massema-
trix durch die sogenannte kondensierte Massematrix M; (lumped mass) ersetzt
und zur Matrix A kiinstliche Diffusion D in folgender Weise addiert

L=A+D,
D = (dij), dij = —max{0,a;j,a;;} = min{0, —a;;, —a;;} fiir i # j,
N
=Lt
N
ML = dlag(ml), m; = Z myj, (27)
=

wobei N die Anzahl der Freiheitsgrade bezeichnet. Das vollstandige Schema nied-
riger Ordnung lautet

(My, + 0.5AtL)uy, = (M7, — 0.5AtL)us_y + 0.5A fr_1 + 0.5ALf,.  (2.8)

Nun muss die sogenannte Flusskorrektur durchgefiihrt werden, d.h. die Verbes-
serung der diffusiven Losung durch die hochauflosende Losung in der Ndhe der
Extrema. Die Korrektur erfolgt tiber einen Korrekturvektor, der zur diffusiven Lo-
sung addiert wird. Damit erhélt man

(ML + O5AtL)uk = (ML — 05AtL)uk_1 + O5Atfk_1 + 05Atfk + f*(uk, Uk—l)- (29)
Dieser Korrekturvektor wird mit Hilfe der Differenz der beiden Schemen definiert

- (ML — 0.5AtL — (MC - 05AtA))uk_1
=(Mp — Mc)(up — ug—1) + 0.5ALD (u + up—1), (2.10)

der anschlieflend abhdngig von Zeitschritt, Gebiet und Losung gewichtet werden
muss. Wiirde man den Korrekturvektor auf dem gesamten Gebiet mit Eins wich-
ten, erhielte man das hochauflosende Schema. Waren alle Gewichte Null, bekdame
man das niedrigauflosende Schema. Um die Gewichte entsprechend berechnen zu
konnen, muss der Residualvektor in seine Fliisse zerlegt werden

N
T, = Zrij'
Jj=1
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Setzt man nun (2.6) und (2.7) ein, erhdlt man

N
ZTU = Z ng Uk,i — uk,j) - mij(uk—l,i - Uk:—l,j)
j=1
+05Atdw(u,w - Uw) + 0.5Atdij(uk_17i - uk_w)], (211)

i=1,..., N.Der Ansatz fiir den Korrekturvektor ist nun
f uk7ul€ 1 Z&Z]rzj, izl,...,N’

mit den Gewichten «;; € [0, 1]. Falls sie vom Residualvektor abhdngen, dann ent-
spricht f*(uy, ux_1) einem nichtlinearen Beitrag.

Das nichtlineare FEM-FCT-Verfahren (FCT nonlin)

Im nichtlinearen Fall hangt der antidiffusive Korrekturvektor f*(u, u;_1) von der
unbekannten Losung u;, ab. Damit ist das algebraische System nichtlinear.
Das bedeutet, dass in jedem Zeitschritt die Losung iterativ angendhert werden
muss. Dazu betrachtet man eine Folge {u(,)}, die die Losung u;, approximiert.
Die Losung 1) kann verwendet werden, um f*(us, ugx—1)

(Mp+0.5AtL)ugyny = (Mg, —0.5 AtL)ug—1 + f*(Ugn—1), Up—1), m=1,2,... (2.12)

zu verbessern. Der Iterationsprozess wird beendet, sobald die Residuen oder die
relativen Anderungen unter eine bestimmte Schranke fallen.
Die Aktualisierung fiir die Losung der Form (2.12) erfolgt in drei Schritten:

1. Berechne eine explizite Approximation niedriger Ordnung @ in w;,_ 1 durch
Losen von
MLfL = [ML — OBAtL]uk,1

2. Wende begrenzte antidiffusive Fliisse zur Zwischenldosung @ an

Mpu = Mpi+ f*(Uim-1), Ug—1)-

3. Lose das lineare System fiir die neue Approximation zu uy,

[ML + 0.5AtL]U(m) = MLl_L.

Die Hilfslosung @ braucht nur einmal pro Zeitschritt berechnet zu werden. Eine
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gute Initialisierung fiir die Fliisse ist die lineare Extrapolation

fi(Q) = [mij (Uk—l,i - Uk—l,j) — My, (Uk—Q,i - uk:—27j)] + Atdij(uk—l,i - Uk—l,j)-

Die benétigten Iterationen des nichtlinearen FEM-FCT-Verfahrens werden mit-
tels einer Fixpunktiteration durchgefiihrt. Neben der Standardfixpunktiteration
wurde die sogenannte Anderson-Beschleunigung [WN11] angewendet, die zu ei-
ner Quasi-Newton-Methode fiihrt. Die Iteration wird beendet, wenn die Eukidi-
sche Norm des Residualvektors kleiner als 10~ ist.

Das lineare FEM-FCT-Verfahren (FCT lin)

Ein Nachteil des nichtlinearen Verfahrens ist, dass der iterative Algorithmus zur
Approximation der Losung des ndchsten Zeitschrittes rechenintensiv sein kann.
Aus diesem Grund wurden in [Kuz09] Verfahren entwickelt, die mit der Losung
eines linearen Systems pro Zeitschritt auskommen, sofern die zugrunde liegen-
de Gleichung linear ist. Dazu wird eine Ndherungslosung fiir u; und r;, im Zwi-
schenzeitschritt k — 1 definiert. Die Losung fiir uj, wird durch den Mittelwert
up_1 = (up + up—1)/2 approximiert. Damit ergibt sich fiir die unbekannte Grofie
up = 2u,€_% — uy_1, die in das Residuum

T'ij :mij(uk,i — Up_14) — mz’j(uk,j - Uk—l,j)

Atk Atk
- sz‘j (ki + wp—1,i) + ——dij(up; + up—1,5)

2

eingesetzt werden kann. Man erhilt

Tij =2mij (U1 — Up—1,) — 2mi; (g1 5 — Uk-1,) 213)
— Atd; (ukfé,i - ka%,ﬂ-

Nun benétigt man noch eine addquate Approximation fiir u;_1. Dazu verwendet

man das explizite Euler-Verfahren, wendet es auf das niedrigauflésende Schema
(2.8) mit Zeitschritt 0.5 an und erhalt

MLuk_% = (ML — 0.5 AtL)Uk_l + 0.5 Atfk_l
und damit
ukfé = Uk—1 — 0.5 AtMEl(Luk,1 — fkfl). (214:)

Einsetzen der Zwischenlosung (2.14) in das Residuum (2.13) ergibt den Korrek-
turvektor
rij = Atlm (v 1, — v ;) — dig (G — )]
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mit
Vk;—%,i - (Mgl(fk;_l - Luk—l))z‘; al = Uk—-1,4 + 0.5 Atl/k_%7~.

1

Beide FEM-FCT-Schemen verwenden eine explizite Methode als Prediktor. Das
fithrt zu einer CFL-Bedingung fiir diese Methoden [KMO05, Kuz09].

Der Begrenzer von Zalesak

Die Gewichte werden mit Hilfe des Begrenzers von Zalesak [Zal79] berechnet. Ei-
ne Diskussion zur Verwendung wird in [KMO05] gegeben. Im Vergleich zu [JS08,
JS09] wird eine Begrenzung (Prelimiting) angewendet. Zur Vollstandigkeit der
Darstellung wird der Algorithmus kurz skizziert.

N N
P = > max{0,r;}, P = > min{0,ry},
j=1j#i j=1j#i
+ i - — mi i (e — i
= max{o’jzlr?%f#i(u’ ul)}’ @ mm{o’j=1?.ﬂ.%l,j#<uj uz>}’
Ot . O7
RY = min{l, mp? } R = min{l, mp?}

Falls der Nenner Null ist, wird der Wert zu Null gesetzt. Die Gewichte erhdlt man
dann als
min{ R/, Ry} falls 7 > 0,
Qi =
! min{R{ : R;“} sonst.

In der Literatur scheint keine numerische Fehleranalyse fiir das FEM-FCT-Schema
zu existieren.

Das Gruppen-FEM-FCT-Verfahren (GFCT)

Ein Nachteil der FEM-FCT-Methoden ist der Rechenaufwand, den man zum As-
semblieren der Matrizen bendtigt. Das Assemblieren ist aufwendig und verlang-
samt die Methode. Deshalb wird in diesem Abschnitt eine Weiterentwicklung der
konservativen linearen FEM-FCT-Methode vorgestellt, die zu sehr dhnlichen Er-
gebnisse fiihrt, aber weitaus 6konomischer arbeitet. Sie nennt sich Gruppen-Fi-
nite-Elemente-Methode und wurde z.B. in [Fle83] verwendet. In [KMO05, Kuz09]
wurde sie auf die FEM-FCT {ibertragen. Auch in [JN12] wurde sie verwendet.

Es kommt in Anwendungen haufig vor, dass sich das Konvektionsfeld in jedem
Zeitschritt dndert. Bei den in Kapitel |5|durchgefiihrten Simulationen ist das Kon-
vektionsfeld ein zeitabhdngiges Stromungsfeld. Damit dndert sich auch die Ma-
trix A in jedem diskreten Zeitschritt. Die Standardmethode zur Berechnung von A
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liegt darin, die Matrix in jedem Zeitschritt mit der Bilinearform

d

k=1 \Jj= 1

neu zu assemblieren.

Die Gruppen-FEM-FCT-Methode setzt bei der Divergenzformulierung des kon-
vektiven Terms b - Vu = V - (bu) an. Die Konvektion b wird als divergenzfrei be-
trachtet. Nun soll nicht nur «, sondern die Gruppe (bu) als Finite-Elemente-Varia-
ble verwendet werden. Seien {¢;}_, die Finite-Elemente-Basisfunktion, {b;}_
seien die Werte der Konvektion in den Knoten und {u;}}, sollen die unbekannten
Freiheitsgrade sein. Dann lautet der Ansatz fiir die Gruppe (bu) = j-vzl(bjuj)gzbj.
Damit erhdlt man folgende Approximation

d N
( ¢z % Z (Z ak:¢]a¢z ku]) . (216)
J=1

Die Matrizen Cj, = (0¢;, ¢i)ij:1, k =1,---,d, missen dann nur einmal assem-
bliert werden. Um die Approximation der Konvektionsmatrix in zu erhal-
ten, muss C}, mit der k-ten Komponente der Konvektion multipliziert werden.
Anstatt numerische Quadratur anzuwenden, was man in machen wiirde,
erhélt man eine Approximation der Transportmatrizen durch Multiplikation eini-
ger vorberechneter Matrizen und dem aktuellen Vektor der Konvektion. Es wird
angenommen, dass Diffusion und Reaktion unabhdngig von der Zeit sind, so dass
die zugehorigen Matrizen nur einmal assembliert werden miissen. Vergleicht man
mit (2.16), kann man sehen, dass in der Gruppen-Finite-Elemente-Methode
der Wert der Konvektion im Knoten j anstatt der Werte in den Quadraturpunkten
um den Knoten j herum, wie es in der Standardapproximation tiblich ist, ver-
wendet wurde. Aus diesem Grund sind die Methoden nicht identisch, aber der
Unterschied ist vor allem fiir feine Gitter klein [JN12].

Die unstetige Finite-Elemente-Methode

Die unstetige finite-Elemente-Methode, besser bekannt unter ihrem englischen
Namen discontinuous Galerkin (DG) approximiert die Losung mit stiickweise po-
lynomiellen, aber unstetigen Funktionen. Die Kopplung der unstetigen Funktion
taucht in der bilinearen Form durch Integrale entlang der Flachen auf. Diese Me-
thoden konnen als Kombination von Ideen der Finiten-Volumen-Approximation
(unstetige Approximation) und der Finite-Elemente-Methode (variationelle For-
mulierung) gesehen werden.

Die Bilinearform lasst sich nicht mehr ohne Modifikation anwenden; eine
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passende Bilinearform muss zundchst definiert werden. Die vorgestellten nu-
merischen Untersuchungen betrachten eine DG-Finite-Elemente-Methode aus
[Kan07]. Die Bilinearform der DG-Methode lautet:

apc(u",0") = > e(Vu", V") + (b Vu" + v ")k
KeTh

—€ ) [V([uh]E’<vvh'nE>E)E+(<V“h'nE>E, [Uh]E)E]

Eegh
— Z (b~naKLthK,vh+)a—K\aﬂ + 0pa Z ([Uh]Ea [Uh]E)E
Ke’]‘h EeEh
— Z {W(Uh, Vo' np)p + (Vu" - np, Uh)E]
Eco0
— > (b ngru"" 0" ) g-pron + 2006 D> (U, 0") g,
KeTh EcéEh

(foe, ") = > (f, 0"k —e > (uh, Vo' -np)g

KeTh EedQ
— Y (b-ngruly, v")o-kron + 20pc Y. (uph, ")k,
KeTh Eegh

Hier steht u}, fiir den passenden Dirichlet Wert. Mit (-) ist das arithmetische Mittel
einer Funktion iiber eine Fliache F,

1
(w)p(x) = z(WoknEx) + WoknEx), X EE,

2
bezeichnet, wobei E die Flache zwischen den Gitterzellen X und K’ ist. Der Ein-
stromrand einer Gitterzelle K wird mit 0~ K

0K ={x € 0K : b(x) - ngx < 0}
bezeichnet. Der Sprung einer Funktion in Konvektionsrichtung ist definiert durch

ot T -
lwlg(x)=v"—0v™ = sl%gl>ow(x + sb) — Sibf?>ow(x —sb), xe€0K.

Das Vorzeichen des Sprungs kann sich mit dem Vorzeichen von b - nyx an einer

Kante @ndern. Fiir 7 = 1 nennt man die Methode auch symmetric interior penalty

(SIP-) Methode, fiir v = —1 heifdt sie non-symmetric interior penalty (NIP-) Me-

thode und fiir v = 0 unvollstdndige interior penalty Methode. In den numerischen

Studien dieser Arbeit wird die SIP-Methode verwendet.
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Als Zeitdiskretisierung wird das Crank-Nicolson-Verfahren

(ull, v") + 0.5At apg(uf,v™)
:(uzfl, ’Uh) + 05At apg(uzfl, ’Uk) + O.SAt(fD(;’k_l, Uh> + 0-5At(fDG,k7 Uh>

angewendet.

2.4 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die vorgestellten Methoden anhand von zwei- und drei-
dimensionalen Beispielen untersucht. Aus Griinden der Kiirze werden hier nur
zwei charakteristische Beispiele, eines in zwei und eines in drei Dimensionen, dar-
gestellt.

Alle Rechnungen wurden mit dem Code MooNMD [JM04] auf einem HP
BL680c G7 Computer mit 2400 MHz Xeon Prozessoren durchgefiihrt. Als Ba-
sisloser wurde die (flexible) GMRES-Methode, vgl. [Saa93|] verwendet. Als Vor-
konditionierer diente das Jacobi-Verfahren, da es sich [[N12] gegentiber anderen
Methoden durchsetzte.

Die nichtlinearen Probleme der FEM-FCT-Methode wurden durch eine Fix-
punktiteration, die sogenannte Anderson-Beschleunigung [WNI11] gelost. Die
Iterationen zur Losung des linearen und nichtlinearen Problems wurden so lange
durchgefiihrt, bis die Euklidische Norm des Residualvektors unter 107! sank.
Die Integrale wurden durch Gauss-Quadratur mit zwei Stiitzpunkten in jede
Richtung berechnet.

Die Untersuchungen wurden fiir regelméfiige quadrilaterale Gitter, wie sie fiir
die Simulationen des Windkanals relevant sind, durchgefiihrt. Bei den Finiten-
Elementen entspricht das dem (), Element. Fiir Tests mit dem P, Element sei auf
[JSO8|, JS09] verwiesen.

2.4.1 Das Testbeispiel der rotierende Korper

Die Ergebnisse der Studien in zwei Dimensionen werden anhand des Testbeispiels
der rotierenden drei Korper dargestellt. Dabei handelt es sich um ein Standard-
beispiel, das hadufig in der Literatur verwendet wurde. Das erste Mal wurde es in
[LeV96] veroffentlicht und in [KMO05, Kuz09] fiir die FEM-FCT-Methoden ausfiihr-
lich getestet. Auch in [JSO8] und [JN12] wurde es verwendet. Bei diesem Beispiel
wird der Transport dreier Korper, eines Hiigels, eines Kegels und eines geschlitz-
ten Zylinders untersucht. Die Anfangsbedingung ist in Abbildung2.1|dargestellt.
Das Definitionsgebiet, auf dem die drei Koérper angeordnet sind, entspricht dem
Einheitsquadrat Q = (0,1)2. Die Konvektion b = (0.5 — y, 2 — 0.5)” bewirkt eine
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Abbildung 2.1: Anfangsbedingung fiir das Problem der drehenden Korper

Drehung der Anfangsbedingung um den Mittelpunkt des Einheitsquadrates, auf
dem die Korper definiert sind. Die Rotation erfolgt entgegen dem Uhrzeigersinn.
Die Diffusion ist mit ¢ = 10~ sehr klein. Fiir die Reaktion und die rechte Seite
gilt in diesem Beispiel ¢ = f = 0.
Die drei Korper sind jeweils durch einem Kreis mit Mittelpunkt (x¢,yy) und
Radius ry = 0.15 begrenzt. AuSerhalb dieser Kreise ist die Anfangsbedingung
Null. Durch

1
r(,9) = (@ =20 + (y = 0)?
wird eine normalisierte Abstandfunktion mit dem Referenzpunkt (¢, yo) und ro =
0.15 definiert. Damit ldsst sich die Geometrie der drei Korper durch jeweils eine
geschlossene Formel beschreiben.
Fiir den Zylinder gilt (x¢, y9) = (0.5, 0.75). Seine Form ldsst sich durch

1 fallsr(z,y) <1, |z — x| > 0.0225 oder y > 0.85,
0 sonst

i) - |

beschreiben. Das entspricht einem Zylinder der Hohe Eins mit einem senkrechten
Schlitz. Auch der Kegel hat die Hohe Eins. Er ldsst sich durch

u(O;x,y) =1- T(:L',y)

mathematisch beschreiben, mit (zg, y9) = (0.5, 0.25). Der Hiigel auf der linken Seite
der Abbildung[2.1/hat den Referenzpunkt (zo, yo) = (0.25,0.5) und die Gleichung

uw(0;x,y) = i(l + cos(m min{r(z,y), 1}))
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Als Ortsdiskretisierung wurde ein dquidistantes Gitter verwendet, das aus N x
N Quadraten besteht. Die Rechnung wurde fiir eine volle Umdrehung, das heift
bis zu einer Endzeit t.,q = 27 ~ 6.28 durchgefiihrt.

Fiir reine Konvektionsprobleme, d.h. ¢ = 0, miisste man mit einer perfekten
Methode nach einer Umdrehung wieder die Anfangsbedingung erhalten. Die in
diesem Beispiel verwendete Diffusion ¢ = 1072 ist sehr klein. Deshalb sollte eine
ideale Methode ebenfalls zu einem Ergebnis fiihren, das sich nur sehr wenig von
der Anfangsbedingung unterscheidet.

Damit kann als Referenzlosung, auf Basis derer sich Fehler berechnen lassen,
die gemafs dem aktuellen Zeitschritt um den Mittelpunkt gedrehte Anfangsbedin-
gung verwendet werden. Zur Bestimmung des Fehlers berechnet man e = u—u",
die Differenz aus Referenzlosung und der aktuellen Losung. Dieser Fehler wird
fiir verschiedene Normen betrachtet. Einmal wird die Norm

1e(6.28)|| 1, = \//Q(eh(6.28,x))2d§2

verwendet; das entspricht der Norm L?(2) nach dem letzten Zeitschritt. Das zwei-
te Fehlermaf ||e| 1, (0,6.28:1,) berticksichtigt den Fehler aller Zeitschritte und wird
berechnet durch

tend
lell £z 0,6.28,10) = \//0 /Q(eh(t,x))Qdet.

Mittels dieser Fehlerangaben kann die Genauigkeit der verschiedenen Methoden
und das Verschmieren der numerischen Losung verglichen werden. Je kleiner das
Fehlermaf3, desto genauer ist die entsprechende Methode. Zusétzlich lasst sich die
Genauigkeit anhand der Bilder zum Endzeitpunkt ¢.,q = 6.28 priifen. Als Maf3 fiir
die Hohe der Oszillationen wird die Variation

o hy. S s
var(t) : max u (t:x,y) (nin, u (t;z,y)

verwendet. Sie entspricht der Differenz zwischen Maximum und Minimum der
Losung, wobei das Maximum und das Minimum in den Ecken der Gitterzellen
berechnet werden. Ein optimaler Wert fiir var(¢) ist Eins fiir alle ¢t € [0, tenq]. Bei
manchen Rechnungen wird auch das Maximum maxg 25 und das Minimum ming g
angegeben, um zwischen Ober- und Unterschwingern zu unterscheiden. In der
letzten Spalte der Tabellen [2.1|-2.6{ wird die Rechenzeit aufgelistet. Sie entspricht
der Laufzeit der gesamten Rechnung. Sie gibt Aufschluss iiber die Effizienz eines
Verfahrens.

Vor allem an den Unstetigkeitsstellen der Losung erkennt man die Unterschiede
der Methoden. Wahrend die Simulation fiir den glatten Hiigel relativ unkritisch
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ist, kann man an der Spitze des Kegels und den Spriingen in den Zylinderwédnden
die Qualitdt der Methode tiberpriifen.

Die DG-Methode enthilt einen frei wahlbaren Parameter, dessen Einfluss auf
das Ergebnis unklar ist. Deshalb wurden mehrere Rechnungen mit unterschied-
lichen Parametern opg = 1079, 107°, ...1, 10, ..., 10° durchgefiihrt. Es hat sich
gezeigt, dass die Wahl des Parameters keinen Einfluss auf das Ergebnis hat. Die
gleiche Beobachtung wurde in [Aug09] fiir das stationdre Problem gemacht. Des-
halb wurde in den hier durchgefiihrten Experimenten der gleiche Parameter wie
in [Aug09], ndmlich op = 1000 verwendet.

In Tabelle 2.1 sind die Ergebnisse fiir At = 0.001 aufgelistet, die zugehorigen
Bilder zum Endzeitpunkt ¢ = 6.28 findet man in Abbildung Als ortliche Dis-
kretisierung wird ein quadratisches Gitter mit N=128 Gitterzellen in jede Richtung
verwendet. Das entspricht 16 641 Freiheitsgraden. Diese Werte sind hédufig in der
Literatur, vgl. z. B. [LeV96, KMO05, JS08, [N12| BS12], fiir dieses Beispiel zu finden.

Tabelle 2.1: Ergebnisse des Beispiels der drei rotierenden Korper, At = 0.001,
N= 128, Vergleich unterschiedlicher Verfahren

Methode le(6.28)[|L, llellz,0,6.280,) ~ mingzgs Mmaxeos Vareos Laufzeit
CN-DG 0.06643 0.14810  -6.09e-2 1.13 1.19 1706
CN-SUPG 0.06146 0.14394  -1.96e-1 1.17 1.37 594
CN-FCT lin 0.08759 0.19220 -3.94e-10 1.00 1.00 384
CN-GFCT lin 0.08759 0.19220 -3.94e-10 1.00 1.00 181
CN-FCT nonlin 0.06107 0.14086 -9.58e-12 1.00 1.00 1988
CN-GFCT nonlin 0.06107 0.14086 -8.45e-12 1.00 1.00 1657
RK-ENO 0.09838 0.22202  -3.23e-8 1.00 1.00 50
EXPL-UPW 0.17827 0.37637 0.00e0 0.63 0.63 9

Das genaueste Ergebnis wurde vom nichtlinearen FEM-FCT-Schema und dem
nichtlinearen Gruppen-FEM-FCT-Schema erzielt. Anhand der Variation bzw. den
Minima und Maxima sieht man, dass die Losung oszillationsfrei ist. Es traten we-
der Ober- noch Unterschwinger auf. In Abbildung[2.2)erkennt man kaum sichtba-
re Unterschiede zur Anfangskonfiguration. Der Nachteil des nichtlinearen FEM-
FCT-Schemas liegt in der Rechenzeit. Vergleicht man die letzte Spalte von Tabel-
le sieht man, dass es die langsamste der getesteten Methoden ist. Die nichtli-
neare Gruppen-FEM-FCT-Methode erzielte die gleichen Ergebnisse, wie die nicht-
lineare FEM-FCT-Methode sie war jedoch viel schneller (Beschleunigungsfaktor
1.3). Das ist eine gewisse Verbesserung, aber auch die nichtlineare Gruppen-FEM-
FCT-Methode war vergleichsweise langsam.

Auch das lineare FEM-FCT-Schema war oszillationsfrei und relativ genau, die
Losung aber, wie man anhand Abbildung[2.1]sieht, war deutlich verschmierter als
beim nichtlinearen Verfahren. Wendet man die lineare Gruppen-FEM-FCT-Metho-
de an, verkiirzt sich die Rechenzeit gegeniiber der Standard linearen FEM-FCT-
Methode um einen Faktor 2.3, ohne dass ein Genauigkeitsverlust auftritt.
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Die Gruppen-FEM-FCT-Methode ist deshalb effizienter, weil die Matrizen nur
einmal assembliert werden, im Gegensatz zu den Standardmethoden, bei denen
die Assemblierung in jedem Zeitschritt erfolgen muss. Der absolute Wert des Zeit-
gewinns ist beim linearen und nichtlinearen Verfahren gleich. Da das lineare Ver-
fahren insgesamt schneller ist, ist der prozentuale Zeitgewinn durch Anwendung
der Gruppen-FEM-FCT hoher als beim nichtlinearen.

Beim DG-Verfahren zeigten sich Oszillationen auf dem Zylinder. Zusitzlich bil-
deten sich Unterschwinger am Rand von Zylinder und Kegel. Die Freiheitsgrade
des DG-Verfahrens beziehen sich auf die Gitterzellen nicht auf die Gitterpunkte,
wie bei den iibrigen Verfahren. Dadurch wird eine Interpolation nétig, die schon
in der Anfangsbedingung Oszillationen verursachte. Aus diesem Grund ist der
Vergleich der Oszillationen nur eingeschrankt moglich. Das DG-Verfahren war
vergleichsweise langsam.

Das SUPG-Verfahren erzielte mit dem in dieser Arbeit gewdhlten Parameter
deutlich bessere Ergebnisse als mit dem aus [JS08, [S09]. Die in [JS08, [S09] beob-
achteten starken Oszillationen wurden sehr stark gedampft. Dennoch zeigten sich
deutliche Oszillationen am Rand des Kegels. Auf der Oberseite des Zylinders wur-
den deutliche Uberschwinger sichtbar, am Rand des Zylinders Unterschwinger.
Das Verfahren produzierte leichte Verschmierungen, allerdings so wenige, dass
sie toleriert werden konnen. Aber aufgrund der Oszillationen bzw. der Ober- und
Unterschwinger kann dieses Verfahren nicht fiir die Diskretisierung der Populati-
onsbilanzgleichung verwendet werden.

Die Ergebnisse des ENO-Schemas waren ein wenig verschmiert und es zeigten
sich Ansdtze von Oszillationen, wenn auch in geringem Mafie. Die schlechteste
Losung brachte das einfache Upwind-Verfahren. Dort waren die drei Figuren so
stark geschrumpft, dass die Kérper kaum noch zu erkennen waren.

Betrachtet man die Rechenzeiten, sieht man, dass alle expliziten Finite-Diffe-
renzen-Schemen schneller sind als die impliziten Finite-Elemente-Methoden, was
den Erwartungen entspricht. Von den Finite-Differenzen-Methoden und damit
von allen Methoden am schnellsten, ist das Upwind-Verfahren. Es fiihrte aber zu
den ungenausten Ergebnissen. Die ENO-Methode ist zwar etwas langsamer, kann
das Ergebnis aber stark verbessern.

In den Tabellen 2.212.6]sind die Ergebnisse der verschiedenen Methoden fiir un-
terschiedlich feine Gitter und verschiedene Zeitschritte aufgelistet. Als Zeitschritte
wurden At = 0.01,0.05 und 0.001 und Gitter mit N = 64, 128 oder N = 256 Zellen
pro Richtung verwendet. Das entspricht 4225, 16 641 bzw. 66 049 Freiheitsgraden.
Es sollte untersucht werden, wie robust die Methoden gegeniiber Gitterweiten-
bzw. Zeitschrittinderungen sind. Es stellte sich heraus, dass die Gitterweite einen
grofleren Einfluss auf die Genauigkeit hatte als die Zeitschrittweite. Durch die ho-
here Auflosung wirkt die Losung in Abbildung 2.4/ wesentlich genauer als in Ab-
bildung Vergleicht man jedoch die Grenzschichten und die Zahlen in den Ta-
bellen[2.2]-2.6 erkennt man, dass die grundsétzlichen Starken und Schwiachen der
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Tabelle 2.2: Ergebnisse des Beispiels der drei rotierenden Korper fiir DG fiir unter-
schiedliche Zeitschrittweiten und Gitterweiten

Methode N At [|e(6.28)||L, llellzo0,6.280,) Ming2g Maxeos Vargos Laufzeit
CN-DG 64 0.01 0.09107 0.19863 -6.96e-2 1.14 1.21 103
CN-DG 64 0.005 0.09104 0.19887 -6.67e-2 1.14 1.21 194
CN-DG 64 0.001 0.09107 0.19903 -6.59e-2 1.14 1.21 816
CN-DG 128 0.01 0.06834 0.15110 -9.89e-2 1.16 1.26 252
CN-DG 128 0.005 0.06632 0.14802 -6.44e-2 1.12 1.19 490
CN-DG 128 0.001 0.06643 0.14810 -6.09e-2 1.13 1.19 1706
CN-DG 256 0.01 0.06516 0.14081 -2.22e-1 1.31 1.53 1150
CN-DG 256  0.005 0.05361 0.11899 -1.78e-1 1.14 1.32 1735
CN-DG 256 0.001 0.05201 0.11599 -1.55e-1 1.12 1.28 6898

Methoden auf allen Gitter fortbestehen; auf die Oszillationen hatte die Gitterande-
rung keinen wesentlichen Einfluss. Die Lange des Zeitschrittes hatte ebenfalls nur
minimalen Einfluss auf die Genauigkeit der Ergebnisse und erzeugte keinen sicht-
baren Einfluss. Deshalb werden lediglich die Bilder fiir At = 0.001 abgedruckt. Da
zwischen den Ergebnissen der konservativen und der Gruppen-FEM-FCT Metho-
de keine sichtbaren Unterschiede auftraten, werden nur die Ergebnisse der linea-
ren und nichtlinearen Gruppen-FEM-FCT gezeigt. Vergleicht man die Verfahren
fur N=64 und N=256, erkennt man, dass alle untersuchten Verfahren dhnlich auf
Vergroberungen bzw. Verfeinerungen des Gitters reagieren.

Die grofiten Veranderungen sieht man beim linearen FEM-FCT Verfahren. Os-
zillationen traten fiir keine Gitterweite auf, aber die kiinstliche Diffusion, d.h. das
Verschmieren, konnte durch ein feineres Gitter deutlich reduziert werden; durch
ein groberes Gitter wurde die Losung deutlich diffusiver. Das nichtlineare Verfah-
ren zeigte sich nicht so empfindlich gegeniiber Verdnderungen der Gitterweite.
Zwar wurden die Ergebnisse mit feinerem Gitter rechnerisch genauer, grundsatz-
liche Verdnderungen traten aber kaum auf.

Das Upwind-Verfahren war auf allen Gittern viel zu ungenau. Auch beim feins-
ten Gitter war die Struktur der Anfangsbedingung nicht mehr erkennbar. Das
ENO-Verfahren reagierte wie das lineare FEM-FCT Verfahren empfindlich auf die
Anderungen des Gitters. Auch bei diesem Verfahren entstanden fiir alle Gitter
wenig Oszillationen, aber die Verschmierungen verringerten sich deutlich mit der
Verfeinerung des Gitters.
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Tabelle 2.3: Ergebnisse des Beispiels der drei rotierenden Korper fiir CN-SUPG fiir
unterschiedliche Zeitschrittweiten und Gitterweiten

Methode N At |e(6.28)||L, lellzo0,6.28;0,) Ming2s Mmaxgos Vvargog Laufzeit
CN-SUPG 64 0.01 0.08428 0.18840 -1.76e-1 1.24 1.42 14
CN-SUPG 64 0.005 0.08222 0.18544 -1.75e-1 1.24 1.41 24
CN-SUPG 64 0.001 0.08163 0.18461 -1.75e-1 1.23 1.41 132
CN-SUPG 128 0.01 0.06948 0.15582 -1.83e-1 1.28 1.46 50
CN-SUPG 128 0.005 0.06266 0.14594 -1.93e-1 1.17 1.37 95
CN-SUPG 128 0.001 0.06146 0.14394 -1.96e-1 1.17 1.37 594
CN-SUPG 256  0.01 0.06926 0.15000 -2.96e-1 1.38 1.68 275
CN-SUPG 256 0.005 0.05354 0.12041 -2.18e-1 1.20 1.42 464
CN-SUPG 256 0.001 0.04651 0.10740 -1.78e-1 1.17 1.35 1948
Tabelle 2.4: Ergebnisse des Beispiels der drei rotierenden Korper fiir CN-FCT lin
und CN-GFCT lin fiir unterschiedliche Zeitschrittweiten und Gitter-
weiten
Methode N At |e(6.28)[|z,  |lellLa(0,6.28:L5) ming 25 mMaxg2s Vargas Laufzeit
CN-FCT lin 64 0.01 0.12109 0.26380 -3.12e-11 0.89 0.89 9
CN-ECT lin 64 0.005 0.11987 0.26151 -8.71e-12 0.90 0.90 17
CN-ECT lin 64 0.001 0.11892 0.25970 -1.09e-11 0.91 0.91 89
CN-ECT lin 128  0.01 0.08994 0.19761 -3.91e-10 1.00 1.00 39
CN-ECT lin 128 0.005 0.08864 0.19461 -3.13e-10 1.00 1.00 75
CN-ECT lin 128 0.001 0.08759 0.19220 -3.94e-10 1.00 1.00 384
CN-FCT lin 256  0.01 0.06467 0.14355 -2.65e-10 1.00 1.00 195
CN-ECT lin 256  0.005 0.06285 0.14103 -6.06e-10 1.00 1.00 332
CN-ECT lin 256 0.001 0.06207 0.13970  -4.34e-9 1.00 1.00 1592
CN-GFCTIlin 64 0.01 0.12109 0.26380 -3.12e-11 0.89 0.89 5
CN-GFCTlin 64 0.005 0.11987 0.26151 -8.71e-12 0.90 0.90 10
CN-GFCTlin 64 0.001 0.11892 0.25970 -1.09e-11 091 091 47
CN-GFCT lin 128  0.01 0.08994 0.19761 -3.91e-10 1.00 1.00 23
CN-GFCT lin 128 0.005 0.08864 0.19461 -3.13e-10 1.00 1.00 41
CN-GFCT lin 128 0.001 0.08759 0.19220 -3.94e-10 1.00 1.00 182
CN-GFCTlin 256  0.01 0.06467 0.14355 -2.65e-10 1.00 1.00 122
CN-GFCT lin 256 0.005 0.06285 0.14103 -6.06e-10 1.00 1.00 198
CN-GFCT lin 256 0.001 0.06207 0.13970  -4.34e-9 1.00 1.00 742
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Tabelle 2.5: Ergebnisse des Beispiels der drei rotierenden Korper fiir CN-FCT non-
lin und CN-GFCT nonlin fiir unterschiedliche Zeitschrittweiten und

Gitterweiten
Methode N At [[e(6.28)|lL, el La(o,6.28:L2) ming oy Maxgog Vargsg Laufzeit
CN-FCT nonlin 64 0.01 0.09421 0.20877 -7.16e-12 1.00 1.00 66
CN-ECT nonlin 64 0.005 0.09204 0.20397 -8.36e-12 1.00 1.00 118
CN-FCT nonlin 64 0.001 0.09098 0.20106 -1.46e-10 1.00 1.00 424
CN-FCT nonlin 128 0.01 0.06997 0.15508 -3.80e-12 1.00 1.00 289
CN-FCT nonlin 128 0.005 0.06397 0.14499 -1.97e-12 1.00 1.00 454
CN-FCT nonlin 128 0.001 0.06107 0.14086 -9.58e-12 1.00 1.00 1988
CN-FCT nonlin 256 0.01 0.05698 0.12646 -2.11e-9 1.00 1.00 1813
CN-FCT nonlin 256  0.005 0.04806 0.10997 -1.43e-14 1.00 1.00 2246
CN-FCT nonlin 256 0.001 0.04378 0.10201 -1.53e-15 1.00 1.00 7266
CN-GFCT nonlin 64 0.01 0.09421 0.20877 -7.16e-12 1.00 1.00 63
CN-GFCT nonlin 64 0.005 0.09204 0.20397 -8.36e-12 1.00 1.00 107
CN-GFCT nonlin 64 0.001 0.09098 0.20106 -1.41e-10 1.00 1.00 384
CN-GFCT nonlin 128 0.01 0.06997 0.15508 -3.42e-12 1.00 1.00 273
CN-GFCT nonlin 128 0.005 0.06397 0.14499 -1.59e-12 1.00 1.00 420
CN-GFECT nonlin 128 0.001 0.06107 0.14086 -8.45e-12 1.00 1.00 1657
CN-GFCT nonlin 256 0.01 0.05698 0.12646 -2.11e-9 1.00 1.00 1679
CN-GFCT nonlin 256 0.005 0.04806 0.10997 -2.57e-14 1.00 1.00 2207
CN-GFCT nonlin 256 0.001 0.04378 0.10201 -5.70e-16 1.00 1.00 6958

Tabelle 2.6: Ergebnisse des Beispiels der drei rotierenden Korper fiir RK-ENO und
EXP-UPW fiir unterschiedliche Zeitschrittweiten und Gitterweiten

Methode N At [1e(6.28)|lL,  llellzo(0,6.28:L2) ming og Maxgos Vargaes Laufzeit
EXPL-UPW 64 0.01 0.20336 0.43372 0.00e0 0.44 0.44 0.22
EXPL-UPW 64 0.005 0.20336 0.43369 0.00e0 0.44 0.44 0.48
EXPL-UPW 64 0.001 0.20336 0.43369 0.00e0 0.44 0.44 2.21
EXPL-UPW 128 0.01 0.17828 0.37640 0.00e0 0.63 0.63 0.90
EXPL-UPW 128 0.005 0.17828 0.37638 0.00e0 0.63 0.63 1.78
EXPL-UPW 128 0.001 0.17827 0.37637 0.00e0 0.63 0.63 8.86
EXPL-UPW 256 0.005 0.15672 0.32314 0.00e0 0.71 0.71 7.00
EXPL-UPW 256 0.001 0.15671 0.32312 0.00e0 0.71 0.71 34.54
RK-ENO 64 0.01 0.12466 0.28534 -2.01e-5 0.94 0.94 1.34
RK-ENO 64 0.005 0.12530 0.28768 -2.03e-5 0.94 0.94 2.61
RK-ENO 64 0.001 0.12579 0.28961 -2.04e-5 0.94 0.94 12.86
RK-ENO 128 0.01 0.09714 0.21778 -3.69¢e-8 1.00 1.00 5.18
RK-ENO 128 0.005 0.09763 021937  -3.45e-8 1.00 1.00 10.30
RK-ENO 128 0.001 0.09838 0.22202 -3.23e-8 1.00 1.00 50.11
RK-ENO 256 0.005 0.07119 0.16145 -6.48e-13 1.00 1.00 39.80
RK-ENO 256 0.001 0.07212 0.16426 -6.01e-13 1.00 1.00 198.27

Als néchstes soll tiberpriift werden, ob die Diskretisierungen des Differential-
operators Masseverluste verursachten. Die Massenerhaltung spielt eine Rolle bei
der in Kapitel {4 und Kapitel 5|betrachteten Simulationen der Tropfen im Windka-
nal.
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Man berechnet die Masse der Anfangsbedingung und vergleicht sie mit der
Masse der Losung zum Endzeitpunkt. Sind die Massen identisch, ist die Methode
massenerhaltend.

Die Losung u(t,x) stellt eine Dichte bzw. Konzentration dar. Demnach erhilt
man die Masse zu einem bestimmten Zeitpunkt als

m(t) = /V u(t, x)dV.

Bei den Finite-Elemente-Methoden trat kein Masseverlust auf. Auf eine Auf-
listung wurde deshalb verzichtet. Der Masseverlust der Finite-Differenzen-Me-
thoden ist in Tabelle 2.71 verzeichnet. Am Vorzeichen der Massedifferenz erkennt
man, dass beim ENO-Verfahren Masse verloren geht, wahrend beim Upwind-Ver-
fahren die Masse zunimmt. Beim ENO-Verfahren trat fiir At = 0.01 und N=128
eine Massedifferenz von 2,32% auf, beim Upwind-Verfahren lag sie bei 2.83%. Fiir
diese Parameter liegt die Massedifferenz im tolerierbaren Bereich.

Die Lange des Zeitschrittes hat nur einen geringen Einfluss, aber die Gitterweite
verdndert die Massedifferenz stark. Fiir N=64 steigen die Werte beim ENO-Ver-
fahrenindex auf 6.53% und beim Upwind-Verfahren auf 9.31%. Diese Werte sind
nicht mehr vertretbar. Fiir feinere Gitter verbessert sich die Massedifferenz. Fiir
N=256 fiel sie bei beiden Verfahren unter 1%. Fiir hohe Auflésungen sind die Ver-
fahren quasi massenerhaltend, fiir Gitter nahe der Auflosungsgrenze kann jedoch
ein Masseverlust auftreten.

Zur Berechnung der Windkanalexperimente, kann man das ENO-Verfahren,
als Finite-Differenzen-Methode, und das lineare Gruppen-FEM-FCT-Schema, als
Finite-Elemente-Methode, empfehlen. Sie erzielten den besten Kompromiss zwi-
schen Rechenzeit und Genauigkeit.
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Tabelle 2.7: Masseverlust der Finite-Differenzen-Verfahren fiir unterschiedliche
Zeitschrittweiten und Gitterweiten

Method N At Masseverlust Anteil[%]
RK-ENO 64 0.01 6.07e-3 6.47%
RK-ENO 64 0.005 6.11e-3 6.51%
RK-ENO 64 0.001 6.14e-3 6.53%
RK-ENO 128 0.01 2.16e-3 2.31%
RK-ENO 128 0.005 2.18e-3 2.31%
RK-ENO 128 0.001 2.20e-3 2.32%
RK-ENO 256 0.005 1.23e-4 0.13%
RK-ENO 256 0.001 1.58e-4 0.17%
EXP-UPW 64 0.01 -8.77e-3 -9.34%
EXP-UPW 64 0.005 -8.76e-3 -9.33%
EXP-UPW 64 0.001 -8.75e-3 -9.31%
EXP-UPW 128 0.01 -2.69¢e-3 -2.83%
EXP-UPW 128 0.005 -2.68e-3 -2.83%
EXP-UPW 128 0.001 -2.68e-3 -2.83%
EXP-UPW 256 0.005 -5.65e-4 -0.60%
EXP-UPW 256 0.001 -5.63e-4 -0.60%
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Abbildung 2.2: Ergebnisse fiir das Problem der drehenden Korper, At = 0.001,
N=128, oben: CN-SUPG, CN-DG, mitte: CN-FCT lin, CN-GFCT lin,
unten: CN-FCT nonlin, CN-GFCT nonlin
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Abbildung 2.3: Ergebnisse fiir das Problem der drehenden Korper, At = 0.001,
N=128, links: EXPL-UPW, rechts: RK-ENO
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Abbildung 2.4: Ergebnisse fiir das Problem der drehenden Korper At =
0.001, N=256, oben: CN-SUPG, CN-DG, mitte: CN-GFCT lin,
CN-FCT nonlin, unten: EXPL-UPW, RK-ENO
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Abbildung 2.5: Ergebnisse fiir das Problem der drehenden Koérper At = 0.001,
N=64, oben: CN-SUPG, CN-DG, mitte: CN-GFCT lin, CN-FCT non-
lin, unten: EXPL-UPW, RK-ENO
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2.4.2 Der Transport einer Lognormalverteilung

Die Randbedingung der Tropfendichteverteilung in den Windkanalsimulationen
hat ndherungsweise die Form einer Lognormalverteilung. An dieser Stelle soll
vorab ein vereinfachtes Beispiel untersucht werden. Es soll getestet werden, wie
die Verfahren den Transport durch ein Volumen l6sen kénnen. Das Gebiet Q2 =
(0,1)3 ist der Einheitswiirfel, das Gitter besteht aus 32 x 32 x 32 Wiirfeln. Die
Zeitschrittweite wurde konstant zu At = 0.001 gewdhlt. Die Diffusion betragt
e = 1079, die Konvektion b = (1,0,0)” und die rechte Seite ist gleich Null. Es
handelt sich also um ein konvektions-dominantes Problem. Die Konvektion ver-
lauft in Richtung der Gitterlinien, eine Situation, die man sich fiir Simulationen
wiinscht. Fiir die Einstromseite z = 0 wird eine Dirichlet-Randbedingung mit ei-
nem Lognormalprofil

2 _In’(2) TR —6
f(2) = { Vi exp ( o ) , mito=2 z¢€ (107°1], (2.17)
0, sonst,

verwendet.

Die Losung fiir die verschiedenen Verfahren ist in Abbildung - Abbil-
dung dargestellt. Prasentiert wird die Losung auf drei verschiedenen Ebe-
nen zum Zeitpunkt t.,q = 1.5s. Die Kurve ganz links auf den Bildern zeigt die
Einstromung, rechts sieht man die Ausstromung. Zusétzlich wurde die Mittel-
ebene aufgetragen. Wie man sieht, kommen alle Methoden mit den Beispiel
recht gut zurecht. Bei den Finite-Differenzen-Verfahen RK-ENO und EXPL-UPW
und auch bei der CN-SUPG-Methode funktioniert der Transport relativ exakt. Es
ist jedoch auffillig, dass das lineare FEM-FCT-Verfahren und das lineare Grup-
pen-FCT-Verfahren die Losung verschmiert. Angewendet auf die Funktion der
Tropfendichteverteilung wiirden zu wenig Tropfen vorhergesagt. Auch beim
nichtlinearen FEM-FCT-Verfahren und dem nichtlinearen Gruppen FEM-FCT-
Verfahren treten leichte Verschmierungen auf, wenn auch in geringerem MafSe. In
der Vergleichsstudie [JN12] wurde ein pathologisches zweidimensionales Beispiel
gezeigt, in dem die FEM-FCT-Methoden sehr verschmierte Losungen berechne-
ten. In diesem Beispiel wurde ein Impuls entlang einer Gitterlinie transportiert.
Die Erkldrung fiir das Verhalten ist, dass das Beispiel im Wesentlichen eindimen-
sional, aber der FEM-FCT-Ansatz multidimensional ist. Es gab keine Peaks in
Transportrichtung entlang der Gitterlinie (x-Richtung), wohl aber einen senkrecht
dazu in y-Richtung. Die Finiten Differenzen Schemen bemerken im Gegensatz
zu den multidimesionalen FEM-FCT-Methoden diese Peaks nicht. Eine Trennung
der Dimensionen fiir den FEM-FCT-Ansatz wiirde zu besseren Losungen fiihren.
An diesem Beispiel wurden die Studien [JN12] nochmals bestatigt. Verlduft die
Konvektion parallel zu den Gitterlinien, hat sich, geméafs dieser Studien, auch das
EXPL-UPW als geeignetes Verfahren erwiesen.
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solution solution
2.845 2.845
2.000 ~ 2.000
1.000 ~1.000
0.000 0.000

Abbildung 2.6: Ergebnisse fiir den Transport einer Lognormalverteilung, links:
RK-ENO, rechts: EXPL-UPW

solution ‘ solution
2.845 2.845
- 2.000 - 2.000
1.000 1.000
0.000 0.000
solution ‘ solution
2.845 2.845
- 2.000 - 2.000
1.000 1.000
!OOO !OOO

Abbildung 2.7: Ergebnisse fiir den Transport einer Lognormalverteilung, oben
links: CN-FCT lin, oben rechts: CN-GFCT lin, unten links: CN-FCT
nonlin, unten rechts: CN-GFCT nonlin

solution
2.875

2.000

1.000

0.000

Abbildung 2.8: Ergebnisse fiir den Transport einer Lognormalverteilung, CN-
SUPG
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Kapitel 3

Finite-Elemente-Methoden zur
Simulation turbulenter
inkompressibler Stromungen

3.1 Die Navier-Stokes-Gleichungen

In diesem Kapitel sollen die Navier-Stokes-Gleichungen, die fundamentalen Glei-
chungen der Hydrodynamik, hergeleitet werden. Mit diesen Gleichungen ldsst
sich fast die ganze Vielfalt der Dynamik von Fliissigkeiten zusammenfassen. Bei
den Navier-Stokes-Gleichungen handelt es sich um ein System gekoppelter nicht-
linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Eine Herleitung findet man in
den meisten Biichern der Stromungslehre, z. B. [Hir89, [GKV74]. Die Herleitung
der Erhaltungsgleichungen nutzen aus, dass sich Masse und Impuls eines gege-
benen Kontrollvolumen mit der Zeit nur durch einen Austausch mit benachbarten
Kontrollvolumina iiber die ihnen gemeinsamen Grenzfldchen dndern kénnen.

3.1.1 Die Massenerhaltunsgleichung (Kontinuitatsgleichung)

Bewegen sich Masseteilchen, bleibt deren Masse erhalten. Das Volumen, das sie
einnehmen, kann sich jedoch verdndern. Daraus resultiert eine Dichtednderung.
Ist V ein festes Kontrollvolumen, kann man dessen Masse 1 zur Zeit ¢ als Integral

m(l) = /V (i, %) dV 3.1)

tiber die Dichte §(#, %) auszudriicken.

Die Massendnderung Am erhélt man auch, indem man den Zu- und Abfluss
tiber die Oberfldche des Kontrollvolumens betrachtet. Pro Zeiteinheit flief3st durch
ein Oberflichenelement ds die Fluidmenge gt ds, wobei @ die Stromungsge-
schwindigkeit ist. Der Fluss durch die Gesamtoberflache 0V des Kontrollvolu-
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mens V' ergibt sich als

dCZf - —7(2‘/(@11) “nds. (3.2)

Hierbei ist n der nach auflen gerichtete Normaleneinheitsvektor. Durch Anwen-
dung des Gaufs’schen Integralsatzes erhdlt man

_ (@ﬁ).nds:—/ V~(@ﬁ)d‘/_d~/ @dV:/ G dV,
v v dt Jv v

vorausgesetzt das Kontrollvolumen ist - wie angenommen - zeitunabhédngig und

die Ableitungen V - (o) und ¢; sind integrierbar. Verlangt man, dass die voran-

gehenden Formen (3.1) und fiir beliebige Kontrollvolumina V' gelten, erhalt

man die differentielle Form der Massenerhaltung

G+ V - (51d) = 0.

Betrachtet man inkompressible Fluide, deren Dichte ¢ konstant ist, vereinfacht
sich die Kontinuitatsgleichung zu

V-i=0. (3.3)

3.1.2 Die Impulserhaltungsgleichung

Der Impuls p einer Masse 1 ist definiert als das Produkt aus 7 und deren Ge-
schwindigkeit @. Das zweite Bewegungsgesetz von Newton besagt, dass die zeit-
liche Anderung des Impulses gleich der resultierenden Kraft F' auf die Masse ist.
Damit erhdlt man

_dp  d(mi)

dt dt
Fiir ein Kontinuum, wie es in der Stromungsmechanik vorliegt, berechnet sich
der Impuls eines Kontrollvolumens V' durch das Integral tiber die Impulsdichte
ot (Impuls pro Volumeneinheit). Man erhlt

B(f) = | 28(,%)dV.

Ein Beitrag zur Impulsdnderung eines festen Kontrollvolumens wird durch den
Massenfluss hervorgerufen. Dazu wird der Impuls pro Einheitsvolumenelement
tensoriell mit der Geschwindigkeit multipliziert. Betrachtet wird der Anteil in
Normalenrichtung zur Oberfliche von V. Man erhalt

dp

E:—jév(@ﬁoﬁ)-nds:/VV-(éﬁofl)dV, (3.4)
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wobei die letzte Form aus der Anwendung des Gaufi’schen Integralsatzes folgt.
Auch Druckkrifte und alle molekularen Reibungskréfte, wie Scher- und Schub-
spannungen verdndern den Impuls des Volumenelements. Sie werden durch den
Spannungstensor S, vgl. Kapitel ausgedriickt. Man betrachtet auch hier den
Anteil, der senkrecht zur Oberfliche des Volumenelementes wirkt und wendet
den Gauf’schen Integralsatz an. Anschliefiend erhélt man einen Divergenzaus-
druck

_ S-nds:—/'v-gdv. (3.5)
oV 1%

Zuletzt erhélt man als Kombination von (3.4) und (3.5) die Gleichung der Impuls-
erhaltung im ruhenden System

(ou); + V- (otuon)—V-S(a)=0. (3.6)
Verwendet man in die Identitat
V- (g0 i) = (V- )i + (31 - V)i,
erhdlt man fiir die Impulsgleichung

(ou); + (V-pu)a+ (oa-V)a—V-S(a) = 0. (3.7)

3.1.3 Der Cauchy-Spannungstensor

Die Modellierung des Cauchy-Spannungstensors ist von grundlegender Bedeu-
tung. Hier werden die Eigenschaften, wie zum Beispiel das Fliefiverhalten der
Fliissigkeit, festgelegt. Mogliche Charakteristiken sind Zahigkeit oder Viskositat,
Elastizitdt, Temperatur oder Anisotropie.

Der Cauchy-Spannungstensor berticksichtigt alle Oberflichenkrafte, die auf ein
Volumenelement V' um den Punkt X wirken. Wirken die Oberflachenkrifte senk-
recht zur Flache, an der sie angreifen, treten keine Scher- oder Schubspannungen
auf. Die einzige relevante Kraft ist damit der Druck p

o, 0 0
S=-pl=]0 o4, 0
0 0 o,

Zusétzlich muss die Lagebeziehung zwischen dem Kraftvektor F und dem Ober-
flachenvektor n berticksichtigt werden. Je nach Ausrichtung dieser beiden Vekto-
ren entstehen Scher- oder Schubspannungen. Sie sind sowohl im laminaren, als
auch im turbulenten Fall von Bedeutung. Scher- und Schubspannungen haben ih-
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ren Ursprung in der molekularen Ebene und sind vom betrachteten Fluid abhén-
gig. Kenngrofie dieser Krifte ist die dynamische Viskositdt 7 mit der SI-Einheit
[Ns/m2]. Fiir viskose Stromungen gilt:

Tex Tzy Oz

Die Viskositat ist ein Mafd des inneren Widerstands und beschreibt das Fliefsver-
halten oder die Verformbarkeit des Fluids unter Spannungen. Je grofier die Visko-
sitdt, desto dickfliissiger ist das Fluid; je niedriger die Viskositdt, desto diinnfliis-
siger ist es. Teilchen zdher Fliissigkeiten sind stdrker aneinander gebunden und
somit unbeweglicher; man spricht daher auch von der inneren Reibung.

In dieser Arbeit wird ein Luftstrom modelliert. Dabei handelt es sich um ein
Newtonsches Fluid. Solche Fluide haben ein lineares, unelastisches Fliefsverhalten
und die Scherspannungen 7;; sind proportional zur Schergeschwindigkeit, d.h.
der Geschwindigkeitsgradient verlduft senkrecht zu den Molekiilschichten. Es gilt

ou
~ oz,

Tij

Bei Newtonschen Fluiden hédngt die Viskositdt n nur von der Temperatur, dem
Druck und den molekularen Eigenschaften ab. Fiir solche Fluide erhdlt man dem-
nach eine Kombination aus Druck und viskosen Spannungen (T)

S = —pl + T = —pI + 2;D(i).

Darin bezeichnet D den Deformationstensor mit der Darstellung D =  [Via+Va™].
Damit ldsst sich die Impulsbilanz schreiben als

(61); + (V- g0)d + (5t - V)i — V- 2nD(@1) + Vj = 0. (3.8)

In dieser Arbeit werden nur inkompressible Stromungen, d.h. §(¢,%X) = p = const.
betrachtet. Diese Bedingung ergibt die inkompressible Impulserhaltung

1
fi; + (0~ V)i — V- 20D(i) + V=0, (3.9)

wobei v = 1 dem Verhiltnis der dynamischen Viskositdt zur Dichte entspricht
und kinematische Viskositdt genannt wird.
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Insgesamt erhidlt man fiir die Navier-Stokes-Gleichungen das System

fi; + (- V)i — V- 20D(@i) + ~Vp = 0,

heh)
I

(3.10)

<+~
=1}
I

0.

3.1.4 Die Entdimensionierung des Stromungsfeldes

Die Dimensionsanalyse [Spu92, Rol10] wird genutzt, um z.B. vom Laborexpe-
riment mit kontrollierbaren Randbedingungen auf das Verhalten physikalischer
Probleme mit geometrisch dhnlichen Kérpern oder Fluiden anderer Dichte zu
schliefen. Dieses Ahnlichkeitsprinzip bietet also die Méglichkeit, physikalische
Phinomene in unterschiedlichen Mafistdben untersuchen zu kénnen und bildet
die Grundlage der Ahnlichkeitstheorie oder Modelltheorie. Beziehungen zwi-
schen physikalischen Grofsen miissen das Prinzip der dimensionsmafiigen Ho-
mogenitdt befolgen: Damit eine Gleichung eine giiltige physikalische Beziehung
ausdriickt, muss jeder Term die gleiche Dimension haben.

Messen einer physikalischen Grofle heifst, Grofsenarten mit etwas zu verglei-
chen. Dazu braucht man nie mehr als sieben Grundgrofienarten. Jede Basisgrofien-
art stellt eine eigene Dimension dar, die nicht durch die restlichen Basisgrofien be-
schrieben werden kann; sie sind demnach unabhingig voneinander. Ein Grofien-
system beinhaltet alle Dimensionen, die man benétigt, um alle Vorgénge der Na-
tur zu erfassen. Haufig benutzt man die Basisgrofien Masse (Kilogramm), Lange
(Meter), Zeit (Sekunde), Stromstédrke (Ampere), Temperatur (Kelvin) , Stoffmenge
(Mol), Lichtstirke (Candela). Die der Ahnlichkeitstheorie zugrunde liegende Di-
mensionsanalyse besagt, dass sich jede dimensionsgebundene physikalische For-
mel in eine dimensionslose, d.h. von physikalischen Einheiten bereinigte Gestalt
uberfiihren lédsst. Jede der Grofsen hat eine Dimension, die als Produkt von Poten-
zen der grundlegenden physikalischen Dimensionen angegeben werden kann.

Um Aussagen iiber die Ahnlichkeit von Strémungen treffen zu kénnen, miis-
sen die dimensionsbehafteten, inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen ent-
dimensioniert werden. Dazu definiert man die Kennzahlen einer Strémung. Das
sind die charakteristische Lange [, die charakteristische Zeit ¢., und die charak-
teristische Geschwindigkeit u.

Diese Grofien ermdglichen die Separation von dimensionsbehafteten Variablen
in das Produkt aus einer Referenzgrofie und einer dimensionslosen Variablen.

Man definiert die Grofien
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mit
loo =1m, too =18, Usp = 1m/s

und setzt sie in (3.10) ein. Daraufhin erhilt man die dimensionslosen Navier-Sto-
kes-Gleichungen mit

l
© 4 — 2V -Du)+ (V-uju+Vp=0

V-u=0.

Nach der Entdimensionierung bleiben die Reynolds-Zahl Re und die Strouhal-
Zahl St tibrig. Dabei handelt es sich um die beiden wichtigsten Parameter zur
Beschreibung der Kinematik und Dynamik einer Stromung. Sie sind definiert als

Re:loouoo und St= loc )
v ToolUoo

In der Modelltheorie sagt man, dass zwei Stromungen sich dhnlich verhalten,
wenn sie neben einer dhnlichen Geometrie die gleiche Reynolds-Zahl und die glei-

che Strouhal-Zahl aufweisen. Aus den angegebenen Kennzahlen folgt St = 1 und
damit erhélt man die dimensionslosen Navier-Stokes-Gleichungen

u; — 2Re” 'V -D(u) + (V- u)u+ Vp =0,

3.11
V-u=0. ( )

3.1.5 Die Randbedingungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen miissen mit passenden Randwerten versehen
werden. Mit (2 ist das Stromungsgebiet bezeichnet und mit 02 der Rand von €.

Die Dirichlet-Randbedingung

Werden die Werte auf dem Rand fest vorgegeben, spricht man von Dirichlet-Rand-
bedingungen. Inhomogene Werte beschreiben in der Regel eine Einstromung oder
einen Ausfluss. Durch homogene Dirichlet-Randwerte erhdlt man die sogenannte
Haftrandbedingung. Bei einer solchen Randbedingung durchdringt die Fliissig-
keit die Wand nicht und gleitet auch nicht an ihr entlang.
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Die Ausstrom- oder Do-nothing-Randbedingung

Ausstrom- oder Do-nothing-Randbedingungen erhdlt man, wenn die Normal-
spannungen zu Null gesetzt werden, d.h.

Sngg = 0 auf I'y,, C ON.

Diese Randbedingung wird immer dann verwendet, wenn keine andere Aus-
strombedingung zur Verfligung steht. Sie kann in der Ndhe des Ausstromrandes
zu ungenauen Ergebnissen fithren. Falls das Gebiet grofs genug ist, beeinflusst die
ungenaue Randbedingung die richtige Losung im grofiten Teil des Gebietes nicht.

In praktischen Anwendungen sollte man ein Gebiet verwenden, das grof3 genug
ist, so dass die Do-nothing-Randbedingung weit genug vom interessanten Gebiet
entfernt ist.

Die Freie Gleitbedingung

Die freie Gleitbedingung wird an den Réndern verwendet, an denen die Fliissig-
keit (ndherungsweise) ohne Reibung entlang gleitet. Die Bedingung hat die Form

u-npg =g auf Iy, COQ,
n)oSTr =0 auf Iy, 1<k<d-1,

wobei {7, }{_}] ein Orthonormalsystem von Tangentialvektoren auf Iy, ist. Man
erhilt eine freie Gleitbedingung ohne Durchdringung, wenn zusétzlich g = 0 ist.

3.2 Merkmale turbulenter Stromungen

3.2.1 Was ist Turbulenz?

Es gibt viele Moglichkeiten, turbulente Stromungen im Alltag zu beobachten, z.B.
den Rauch, der aus einem Schornstein aufsteigt, das Flieflen eines Flusses oder ei-
nes Wasserfalls oder starken Wind. Beobachtet man einen Wasserfall von weitem,
sieht man, dass das Wasser einer bestimmten Fallzone folgt. Schaut man aber ge-
nauer hin und betrachtet den Wasserfall aus der Nihe, erkennt man Strukturen,
die unregelmaéfiig, ungeordnet, scheinbar zuféllig und chaotisch sind. Das Verhal-
ten einzelner Wirbel oder Tropfen ist unvorhersehbar.

Eine andere sehr wichtige Eigenschaft turbulenter Stromungen ist, dass sie
Strukturen enthalten, die sich tiber einen sehr weiten raumlichen und zeitlichen
Skalenraum erstrecken.

Ein Beispiel hierzu ist ein Wirbelsturm. Er enthélt sehr grofse Strukturen. Er
kann mehrere Tage andauern und ganze Stadte verwiisten. Das Innere des Sturms
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enthélt aber auch viele kleine Prozesse, wie die Stromung um einzelne H&auser
oder Baume oder noch kleinere Prozesse, wie die Stromungen in einzelnen Zim-
mern bei gedffneten Fenstern. Es gibt aber auch in jedem Sturm Strukturen, die so
klein sind und so schnell ablaufen, dass keine Kamera sie auflosen kann.

Diese Eigenschaften sind charakteristisch und gelten fiir alle turbulenten Stro-
mungen, so dass man allgemein formuliert [Pop00]:

Turbulente Stromungen verfiigen

1. iiber ein breites und stetiges Spektrum an rdumlichen und zeitlichen Struk-
turen,

2. die vorwiegend ungeordnet und schwer vorhersagbar sind und

3. empfindlich von Anfangs- und Randbedingungen abhéngen.

Im Grunde kann man nur statistische Aussagen treffen und spricht in diesem Zu-
sammenhang oft von einem deterministischen Chaos.

Eine etwas mathematischere Formulierung ist es, die Turbulenz {iber die
Reynolds-Zahl Re zu definieren. Anders ausgedriickt, die Reynolds-Zahl, der
wichtigste Parameter zur Beschreibung von Stromungen, dient als Maf fiir den
Grad der Turbulenz. Diese Sichtweise begriindet sich darin, dass mit steigen-
der Reynolds-Zahl, also sinkender Viskositdt, die Dominanz der nichtlinearen
Konvektion gegeniiber dem Viskositdtsterm zunimmt. Im Falle hoher Reynolds-
Zahlen sind die stabilisierende Krifte des viskosen Terms (2Re~'V - D(u)) klein
im Vergleich zu den destabilisierenden Kriften des konvektiven Terms Du =
u; + (u- V)u, wobei Du die Materialableitung ist.

3.2.2 Die Energiekaskade von Richardson

Ausgangspunkt in Richardsons Konzept der Energiekaskade ist die Annahme,
dass eine turbulente Stromung als Uberlagerung von Turbulenzelementen oder
Wirbeln verschiedenster Grofie betrachtet werden kann. Fiir den Begriff Wirbel
gilt dasselbe wie zuvor fiir die Turbulenz. Er ist anschaulich klar, entzieht sich
aber einer genauen mathematischen Definition. Nach [Pop00] versteht man un-
ter einem Wirbel eine turbulente Bewegung, die lokalisiert in einem Gebiet, in
diesem als kohdrent angesehen werden kann. Dieses Gebiet kann zusétzlich auch
noch kleinere Wirbel enthalten. Die Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben ein
physikalische dissipatives System, d. h. es wird standig Energie benétigt, um das
System in einem stationdren Zustand zu halten. In diesem Zusammenhang bedeu-
tet stationdr, dass der Volumenstrom und die FlieSgeschwindigkeit der Stromung
keiner zeitlichen Anderung unterliegen.

Die grofiten Wirbel entstehen direkt aus der Instabilitdt der mittleren Geschwin-
digkeit, die durch die Energiezufuhr erzeugt wird. Diese sind instabil und zerfal-
len in kleinere Wirbel. Dabei iibertragen sie ihre Energie auf die kleineren Wirbel,
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die ihrerseits weiter zerfallen und die Energie wiederum auf kleinere Wirbel tiber-
tragen. In diesem Prozess wenden die Wirbel ihre gesamte kinetische Energie zur
Bildung kleinerer Wirbel auf. Da sich dieser Prozess standig wiederholt, spricht
man von einer Energiekaskade.

Die lokale Reynolds-Zahl nimmt mit der Wirbelgrofle ab. Fiir die grofsen Wirbel
sind die direkten stabilisierenden Effekte der Viskositdt vernachldssigbar. Wah-
rend der Kaskade werden die zerfallenden Wirbel allerdings immer kleiner und
mit abnehmender Reynolds-Zahl beziiglich der Wirbelgrofie nimmt der Einfluss
der Viskositit solange zu, bis eine kleinste Wirbelgrofie A erreicht ist. Die Bewe-
gung dieser kleinsten Wirbel wird als stabil und damit laminar angesehen, da hier
der Einfluss der molekularen Viskositdt dominiert. Die gesamte kinetische Ener-
gie wird in diesem Skalenbereich zerstreut und geht hauptsédchlich in Form von
Waérme in die innere Energie des Systems tiber. Einer der wichtigsten Aspekte der
Energiekaskade von Richardson ist, dass die Dissipationsrate £[m?/s*] und damit
die Grofsenordnung des Energietransfers im ersten Schritt der Kaskade bestimmt
wird, wihrend die Zerstreuung selbst im letzten Schritt stattfindet.

3.2.3 Die Theorie von Kolmogorov

Die Energiekaskade von Richardson ldsst einige fundamentale Fragen unbeant-
wortet. So trifft sie keine Aussagen tiber die Grofie der kleinsten Wirbel, die fiir die
Umwandlung der Energie verantwortlich sind. Sie beantwortet auch nicht die Fra-
ge, wie sich die Geschwindigkeiten u(/) und Zeitskalen 7(/) verhalten, wenn die
Grofse [ der Wirbel abnimmt. Allein die Angabe der Reynolds-Zahl Re(l) = u(l)l/v
geniigt nicht, um eine Aussage zu treffen.

Aufschluss gibt die Theorie von Kolmogorov [Kol41]. Sie ist in Form von drei
Hypothesen formuliert.

An dieser Stelle soll aber zundchst definiert werden, was ein statistisch isotropes
Feld ist. Ein Feld u(t, x) heifst statistisch stationdr, wenn alle statistischen Kenn-
grofien invariant unter zeitlicher Verschiebung sind. Es heifst statistisch homogen,
wenn alle statistischen Kenngrofsen invariant unter raumlicher Verschiebung sind.
Sofern alle statistischen Kenngrofien zusitzlich noch invariant unter Drehungen
und Spieglungen des Koordinatensystems sind, so heifst das Feld (lokal-) isotrop.

Im Allgemeinen sind grofse Wirbel anisotrop und durch die Randbedingungen
beeinflusst. Kolmogorov argumentiert nun, dass die gerichteten Abweichungen
der grofien Skalen mit dem Zerfallen der grofien Wirbel in kleine Wirbel ver-
schwinden. Ubrig bleiben statistisch isotrope Bewegungen.

Die zweite Hypothese trifft Aussagen dariiber, von welchen Parametern der
statistisch invariante Prozess abhdngt. In der Energiekaskade sind die dominie-
renden Prozesse der Energietransport und die viskose Dissipation. Eine plausible
Hypothese enthielte demnach die Energietransferraten von den kleinen Skalen,
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die Energie von den grofien Skalen und die kinematische Viskositdt v ~ ¢ als
wichtigste Parameter.

Die fiir hinreichend grofse Reynolds-Zahlen getroffenen Aussagen von Kolmo-
gorov lauten:

e Hypothese der lokalen Isotropie:
Die kleinskaligen turbulenten Bewegungen sind statistisch isotrop.

e 1. Ahnlichkeitshypothese:
Die Statistik der kleinskaligen turbulenten Bewegungen wird eindeutig
durch die Grofien v und ¢ beschrieben.

e 2. Ahnlichkeitshypothese:
Die Statistik eines Turbulenzelements mit Skalierung [, I, > | > A\, wird
eindeutig durch ¢ beschrieben und ist unabhingig von v.

Ausgehend von den drei Hypothesen konnte Kolmogorov die nach ihm benannte
Skale einfithren und die kleinste auftretende Skale der Energiekaskade bestim-
men. Die Kolmogorov-Skale fiir gegebene Dissipationsrate ¢ und kinematische
Viskositat v lautet

1/3 % 1 1% %
A= (Z) ol w= et = () (3.12)
Die Reynolds-Zahl dieser kleinsten Skale ist
)\U)\

Die Dissipationsrate kann durch

ausgedriickt werden, woraus die Beziehung

At

folgt. Dies kann als eine Approximation der rdumlichen Ableitung von u, angese-
hen werden, die fiir kleine ) die Verdnderungen des Geschwindigkeitsgradienten
beschreiben. Detaillierte theoretische und experimentelle Untersuchungen erga-
ben, dass

€~ =2, (3.13)
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Mit (3.13) und (3.12) kann eine Abschédtzung der Kolmogorov-Skale beziiglich der
grofiten Wirbel angegeben werden als

PN

A V3 1 3 3
— o~ <> = (Re(ls)) @ = Re™1 & A~ Re™ 1. (3.14)

3 3
loo I3 us,

3.2.4 Die numerische Simulation

Bei der numerischen Simulation turbulenter Stromungen stofst man auf generel-
le Probleme [JohO6al], die vor allem aus dem breiten raumlichen und zeitlichen
Spektrum herriihren.

Mochte man alle Skalen von der Kolmogorov-Skale bis hin zu den grofiten Ska-
len berticksichtigen, benotigt man sehr feine Gitter. Einen Ansatz, der alle Ska-
len beriicksichtigt, nennt man direkte numerische Simulation (DNS). Nimmt man
an, wie das beispielsweise bei Finiten-Elementen niedriger Ordnung der Fall ist,
dass die Gitterweite der benétigten Auflosung entspricht, muss sie der Kolmogo-
rov-Skale entsprechen. Diese wiederum hédngt direkt von der Reynolds-Zahl der
grofiten Wirbel

loo :
2~ Rei(lo) ~ N

ab. Fiir ein dreidimensionales Problem verhilt sich also die Anzahl der Freiheits-
grade wie O((Re(lx))1), da

Ny ~ <l;°> ~ ((Re(l))?)” = (Re(lx))? = Ret. (3.15)

Dariiber hinaus muss bei instationdren Problemen zusitzlich die zeitliche Diskre-
tisierung berticksichtigt werden. Betrachtet man als Beispiel ein stationdres Ge-
biet @ = (0,1)?, mit der charakteristischen Lénge [, = 1 und ein Gitter mit
annidhernd 215* = 10" Knoten. Dann erhilt man eine Kolmogorov-Skale von
A = 5k Kleinere Skalen kénnen durch das vorgegebene Gitter nicht aufgeldst
werden. Das bedeutet nach (3.12), dass nur Stromungen bis zu einer Reynolds-
Zahl von Re = Re(ly) ~ 1290 vollstindig simuliert werden konnen, was weit
unter Reynolds-Zahlen fiir realistische Anwendungen liegt. Die Anforderungen
an die Computer-Hardware fiir vollstindig aufgeldste Stromungen sind daher so
hoch, dass DNS-Simulationen auf kleinere Reynolds-Zahlen beschrankt bleiben.
Infolge dieser Beschrankung sind direkte Simulationen, die bis zur Kolmogorov-
Skale auflosen, selten.

Die kleinen Skalen sind fiir die Physik innerhalb turbulenter Stromungen aber
sehr wichtig. Deshalb haben numerische Methoden, die diese, beispielsweise
durch Hinzufiigen kiinstlicher Viskositdt, einfach vernachldssigen, entscheidende
Nachteile. Deren Losung zeigen verstarkt Eigenschaften laminarer Stromungen,
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da wichtige Aspekte der Turbulenz nicht beriicksichtigt werden konnen und
damit sind sie fiir technische Anwendungen oft nutzlos. Damit ein Verfahren
brauchbare Simulationensergebnisse liefert, muss der Einfluss der kleinen Skalen,
die unterhalb der Auflosungsgrenze liegen, auf die groflen modelliert werden.
Solche Verfahren nennt man Turbulenzmodelle. Es gibt verschiedene Modelle, die
sich nochmals unterteilen lassen. Die bekanntesten sind

e zeitgemittelte Navier-Stokes-Gleichungen,

e Modelle der turbulenten Viskositéit, z. B. das bertihmte & — ¢, Modell
e large eddy Simulation (LES),

e variationelle Mehrskalen Methode (VMS oder VMS-LES).

In den folgenden Abschnitten soll auf die large eddy Simulation und die variatio-
nelle Mehrskalen Simulation ndher eingegangen werden.

3.3 Turbulenzmodelle

3.3.1 Die klassische large eddy Simulation (LES)

Ein bekanntes Turbulenzmodell ist die large eddy Simulation. Wie fast jedes Tur-
bulenzmodell verfolgt LES den Ansatz, die grofSen dreidimensionalen Wirbel di-
rekt zu reprédsentieren und die kleinen Skalen zu vernachldssigen. Stattdessen
werden die Effekte der kleineren auf die grofien Skalen modelliert.

Die LES-Methode kann in vier Schritte gegliedert werden:

1. Der erste Schritt besteht in einer Filterung. Dabei wird das turbulente Ge-
schwindigkeitsfeld u(¢,x) in eine gefilterte (oder aufgeloste) Komponente
u(t,x) und Fluktuationsanteile u’(¢,x), oder anders ausgedriickt, in grofie
und kleine Skalen zerlegt. Der gefilterte Anteil des dreidimensionalen, zeit-
abhédngigen Geschwindigkeitsfeldes u(t, x) reprasentiert die Bewegung der
grofien Wirbel.

2. Im zweiten Schritt wird das Verhalten der grofien Skalen modelliert. Da-
zu werden Gleichungen zur Modellierung fiir die grofien gefilterten Skalen
aus den Navier-Stokes-Gleichungen hergeleitet. Die dufiere Form der Na-
vier-Stokes-Gleichungen bleibt bestehen. Die Impulsgleichung enthilt einen
zusétzlichen Term, den SGS-Spannungstensor (SGS: subgrid-scale), der aus
Bewegungen der kleinen Skalen hergeleitet wurde.

3. Das Problem wird geschlossen, indem der SGS-Spannungstensor {iiber ein
Turbulenzmodell modelliert wird. Ein einfaches und oft verwendetes Mo-
dell ist das Smagorinsky-Modell [Sma63].
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4. Im letzten Schritt werden die Gleichungen numerisch geldst, um eine Ap-
proximation der grofien Skalen in turbulenten Stromungen zu erhalten.

Die ersten beiden Schritte werden nun detaillierter erldutert. Sei im folgenden
Q=R

1. Filterung. Im Gegensatz zur direkten numerischen Simulation (DNS), die al-
le Skalen beriicksichtigt, wird bei der LES ein Tiefpassfilter angewendet, der die
grofien Skalen passieren ldsst und die kleinen Skalen dampft. Dieser Filter wird
auf die auftretenden physikalischen Grofien, das Geschwindigkeitsfeld u und den
Druck p angewendet. Bei der LES-Methode verwendet man zur Filterung eine Fal-
tung mit einem geeigneten Kern g und erhalt

o) = 550 9 (S ) prix

Mégliche Funktionen fiir g sind Box-Filter, Gauf3-Filter und Spektral-Filter. Uber
die gewdhlte Filterweite (y) wird die Auflosung der Turbulenzelemente gesteu-
ert. Alle Wirbel bis zur Grofle §(y) gehoren zu den kleinen Strukturen, die her-
ausgefiltert und tiber ein Turbulenzmodell betrachtet werden. Bei der Festlegung
der lokalen Filterweite §(y) muss darauf geachtet werden, dass sie grofier als die
lokale Gitterweite h(y) ist. Die kleinen Skalen erhdlt man als Differenz aus den
urspriinglichen Grofien und den grofien Skalen

u=u-1a, p=p-—p (3.16)

2. gefilterte Erhaltungsgleichungen. Im zweiten Schritt werden die Gleichun-
gen, die das Verhalten der grofien Skalen i beschreiben, aus den Navier-Stokes-
Gleichungen hergeleitet.

Zunidchst werden die Navier-Stokes-Gleichungen gefiltert. Da die Faltung ein
linearer Operator ist erhdlt man aus

du

i 2Re™'V -D(u) + (u-V)u+Vp=Ff in (0, tea] x RY,
V-u=0 in (0,teq] x RY
u(0,-) =1 in R%

Ubertrdgt man die raumlichen Faltungen vom physikalischen Raum R? in den
Frequenz- oder Fourier-Raum, so vereinfacht sich jedes Faltungsintegral zu einem
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Produkt zweier Signale. Eine partielle Differentiation entspricht einer komplexen
Multiplikation. Man kann also annehmen, dass Faltungsoperator und Differentia-
tionsoperator vertauschbar sind. Verwendet man zusétzlich die Identitét

(u-V)u=V-(uu?),

ergeben sich die gefilterten Navier-Stokes-Gleichungen zu

aaltl RV -D(@) + V- (uT) + V=T in (0, fena] x R%
V-u=0 in (0,tea] x RY,
a(0,") =1 in R%

Nun gibt es mehrere Probleme bei der Behandlung dieser Gleichung. Das erste
Problem besteht darin, dass diese Vertauschung von Faltung und Differentiation
nur fiir den Fall © = R? und Filter mit konstanter Filterweite giiltig ist.

In den Fillen, in denen (2 ein beschrénktes Gebiet ist, treten Vertauschungsfehler
auf, die die Losung beeinflussen [Joh(O6a]. In der Praxis werden sie meist vernach-
lassigt.

Das zweite Problem besteht darin, dass nicht vollstindig gekldrt ist, welche
Randbedingungen fiir (T, p) geeignet sind. Ferner besteht fiir die Gleichungen ein
AbschliefSsungsproblem. Dieses Abschlieffungsproblem resultiert aus der Tatsache,
dass der nichtlineare Konvektionsterm nicht ohne Weiteres durch Terme von u
dargestellt werden kann, da

() # )
gilt. Die Differenz der beiden Terme ist der Reynolds-Spannungstensor
R(u,u) = (u uT) - (ﬁﬁT) ,

der Scher- und Schubspannungen enthilt, die nicht aufgelost werden kénnen.
Mit (3.16) und der Linearitdt der Faltung kann der Reynolds-Spannungstensor
in

R(u,u) =uu’ +au? +vwua’ —au’

zerlegt werden. An dieser Stelle wird ein Modell benétigt, das den Einfluss der
kleinen Skalen u’ auf die grofien Skalen (U, p) beschreibt. Ein Moglichkeit fiir ein
solches Turbulenzmodell ist das Smagorinsky-Modell [Sma63].
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3.3.2 Die variationelle Mehrskalen-Methode (VMS)

Ein Ansatz, um die bekannten Probleme der klassischen LES-Methoden zu um-
gehen, ist die variationelle Mehrskalen-Methode (VMS). Erste Ansédtze wurden in
Hughes [Hug95], Guermond [Gue99] und Hughes et al. [HM]O0O0] veroffentlicht.

Ein Unterschied zur LES-Methode liegt in der Art und Weise, wie die Skalense-
paration erfolgt. Bei der VMS erfolgt sie nicht {iber raumliche Filter, sondern tiber
Projektion in geeignete Skalenrdume. Bei der klassische LES auf beschrankten Ge-
bieten war die Definition passender Randbedingung schwierig. Durch diese Art
der Separation der VMS-Methode besteht das Problem nicht mehr, zusitzlich wer-
den beispielsweise Vertauschungsfehler vermieden.

Ahnlich der LES beginnen die variationellen Mehrskalen-Methoden mit einer
a priori Separation der auftretenden Skalen in verschiedene Gruppen. Die klassi-
schen LES-Methoden, wie sie im letzten Abschnitt beschrieben wurden, basieren
dabei auf einer Aufteilung in zwei Skalenrdume, den grofien aufgeldsten und den
kleinen ungeltsten Skalen. Bei vielen VMS-Methoden hingegen erfolgt eine Zer-
legung in drei Skalenrdume, die grofien aufgelosten Skalen, die kleinen aufgelos-
ten Skalen und die kleinen ungeldsten Skalen. Diese sogenannte 3-Level-Partition
geht auf [Col01] zurtick. Direkt simuliert werden die grofsen aufgeldsten und die
kleinen aufgeltsten Skalen. Die kleinen ungeldsten Skalen werden tiber ein Tur-
bulenzmodell betrachtet. Aber im Unterschied zur LES-Methode hat das Turbu-
lenzmodell nur direkten Einfluss auf die kleinen aufgeldsten Skalen. Die grofien
Strukturen werden nur indirekt, iiber die Kopplung der Skalenrdume beeinflusst.

Der Ausgangspunkt der variationellen Mehrskalen-Methode ist die variationel-
le Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen (3.10). Diese lautet, fiir homo-
gene Dirichlet-Randbedingungen und mit einer geeigneten Wahl von Raumen
V = (HY(Q)" und Q = L(Q):

Finde u : [0, teng] = V und p : (0, tenq) — @, so dass

(u, v) + (2Re 'D(u), D(V)) + b(u,u,v) — (p, V- v) = (f,v), Vv ev,
(q,V-u):O, Vq € Q,
mit u(0) = uy.

Um die Notation im Folgenden zu vereinfachen, wird fiir die Gleichungen die
Kurzschreibweise

A(u; (u,p), (v,q)) = F(v)

verwendet. Dabei beachte man, dass die Form A(u;(u,p),(v,q)) = F(v) linear
in den Testfunktionen ist. Die Zerlegung der Ansatz- und Testraume in die drei
Skalengruppen liefert

V=vVaVvVaeV, Q=020a0,
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~ A~

wobei (+) die grofien Skalen, () die aufgelosten kleinen Skalen und (%) die ungelos-
ten kleinen Skalen beschreibt. Diese 3-Skalen-Zerlegung ergibt fiir die Geschwin-
digkeit und den Druck

und die Testfunktionen
V=V+Vv+V, q¢q=q¢+q+q.

Damit kann die variationelle Form der Navier-Stokes-Gleichungen als gekoppel-
tes System von drei variationellen Gleichungen, je eine pro Skalentyp, dargestellt
werden.

Findeu=tu+a+10:[0,tm] =V =VaVaVundp=p+p5+p: (0t —
Q=030Q®Q,sodass

A(w; (w,p), (v, 9) + A(w; (0, p), (v, 7)) + Aw; (0,p), (v,7)) = F(v),
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erfiillt ist, fiir alle (v,q) € V' x Q. Die dritte Gleichung, die die ungeltsten Skalen
der Testfunktionen reprasentiert, wird vernachléssigt, da diese Skalen nicht zur
Verfiigung stehen. Da der direkte Einfluss der ungelosten Skalen auf die grofsen
Skalen ebenfalls vernachldssigt wird, ergibt sich in der ersten Gleichung

Der Ausdruck A(u; (@,p), (V,q)) in der zweiten Gleichung kann als Einfluss der
ungelosten Skalen auf die kleinen aufgeldsten Skalen verstanden werden und
wird daher durch ein Turbulenzmodell modelliert

Die Wahl des Modells B(u; (u,p), (a,p), (v, G)) selbst wird dabei durch physikali-
sche Gegebenheiten und eventuell von speziellen, anwendungsbezogenen Uber-
legungen bestimmt. Zur Beschreibung der Effekte dieser Turbulenzelemente wird
oft auf das weit verbreitete Smagorinsky-Modell und seine vielféltigen Varianten
zuriickgegriffen.

Durch die obigen Uberlegungen und Vereinfachungen ergibt sich ein neues
Gleichungssystem:

Findeu=u+1u:[0,tm =V = VoVundp=p+p: (0, tena) = Q = QaQ,
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so dass

El
=
:‘i}
=@
Y
I
i
<

(3.17)
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firalle (v,v,q,4) € V x V x Q x Q erfiillt ist, wobei B(u + ; (1, p), (@1,5), (V,§))
das nur auf den kleinen aufgelosten Skalen direkt agierende Modell ist.

Dem Einfluss auf die grofsen Skalen, z.B. durch die Energiekaskade, wird indi-
rekt durch die Kopplung der beiden nichtlinearen Gleichungen Rechnung getra-
gen.

Um eine konkrete VMS-Methode zu charakterisieren, miissen also geeignete
Raume V,V.,Q,Q und ein passendes Modell B(u + u; (u,p), (a,p), (v,q)) defi-
niert werden.

Betrachtet man die Finite-Elemente-Methode zur Diskretisierung von , SO
gibt es mindestens zwei grundlegend verschiedene Herangehensweisen zur Rea-
lisierung einer VMS-Methode. Einmal ist dies die Wahl von Standard-Finite-Ele-
mente-Rdumen fiir die grofen Skalen V' x @ in Verbindung mit Finite-Elemente-
Riumen basierend auf Blasenfunktionen fiir die Riume V x Q, die eine hohere
Auflosung besitzen [Gra03]. Da im Weiteren aber eine andere Herangehensweise
betrachtet wird, sei hier noch auf [JTO6] und fiir numerische Untersuchungen auf
[TK10a]] verwiesen.

+
=)
+
Gl
=
=
k=
e

Die projektions-basierte Finite-Elemente-VMS-Methode

Der hier beschriebene Ansatz orientiert sich an einer von John und Kaya [JKO05]
entwickelten Methode, basierend auf einer Idee von Layton [Lay02]. Sie wird an-
hand des semi-diskreten Problems erortert.

Zur Wahl geeigneter Riume beginnt man mit einem Standard Finite-Elemente-
Raum fiir alle gelosten Skalen. Anschlieflend generiert man zusétzlich einen dis-
kreten Raum zur Beschreibung der grofien Skalen [JKO5]. Dieser Raum soll grober
sein, als der Raum, der alle gelosten Skalen enthélt. Grober bedeutet in dem Fall,
dass der polynomielle Grad des Raumes geringer ist, als der des Standard Finite-
Elemente-Raumes.

Das Paar (V, Q) stetiger Rdume fiir die Geschwindigkeit und den Druck enthalt
alle Skalen. Die Standard-Finite-Elemente-Raume V" C V und Q" C @ beschrei-
ben die aufgelosten Skalen. Sie sollen die inf-sup Stabilitdtsbedingung erfiillen.
Das heifst, es existiert eine positive Konstante C' unabhingig von der Gitterweite

h, so dass
V- h h
inf sup ( - M ’qh> > C.
Q" yreyn [|[VV|L2]|g"|[ 2




Kapitel 3 FEM-Methoden zur Simulation turbulenter inkompressibler

Strémungen 78

Anschlieend generiert man den zusétzlichen diskreten Raum V¥ € (H'(Q))¢ zur
Beschreibung der groflen Skalen, so dass L = D(V#). Der Raum L7 C L =
L e (L*(Q))™4 L =L sei ein endlich dimensionaler Raum von symmetrischen
d x d tensorwertigen Funktionen und vy = vr(t, x,u”, p") > 0 eine nichtnegative
Funktion, die die turbulente Viskositét reprasentiert. Aus Effizienzgriinden wird
LH stets als unstetiger Finite-Elemente-Raum gewihlt [JKO5]. Damit ergibt sich
die (semi-diskrete) projektions-basierte FEVMS-Methode in der Form:
Finde u” : [0, tcna] = V", 0" 1 (0, tena] — Q" und G : [0, tena] — LY, so dass

(uf, v") + (2v + vr)D(u"), D(v")) + ((u" - V)u', v"
— (", V -v") + (vp(D") — G, D(v")) = (£,v") W' e V" (3.18)
(¢",V-u") =0 Vg e Q"
(GH —D(u"),L¥) =0 VL7 e L7,

Die letzte Gleichung zeigt, dass G die L? Projektion von D(u") in den Raum
der grofen Skalen ist und somit G den grofskaligen Anteil von D(u") reprisen-
tiert. Folglich verkorpert die Differenz D(u") — G die aufgelosten kleinen Skalen.

Der zusitzliche viskose Term (v (D(u”) — G"),D(v")) in der Impulsbilanz der
projektions-basierten FEVMS-Methoden bildet zusammen mit dem Raum L%,
dem Raum der grofien Skalen, das Turbulenzmodell.

Dariiber hinaus kann diese Darstellung einer VMS-Methode, zumindest fiir ei-
ne konstante turbulente Viskositit, in die Form transformiert werden [JKO05),
JohO6a].

Adaptive projektions-basierte Finite-Elemente VMS-Methode

Numerische Studien [JR07, JK10a] zeigen, dass die Wahl des zusatzlichen Skalen-
raumes L mehr Einfluss auf die Ergebnisse hat, als Anderungen der Parame-
ter der Wirbel-Viskositat im Turbulenzmodell. In [JK10b] wurde eine Erweiterung
verodffentlicht, die die Skalenrdume der grofien Skalen adaptiv und a posteriori
anpasst. Dieses Modell wird fiir die Simulationen der Luftstromung in dieser Ar-
beit verwendet. Es ist dann nicht mehr notwendig, denselben Skalenraum fiir das
gesamte Simulationsgebiet zu verwenden. Der Skalenraum kann auch wahrend
der Simulationszeit angepasst werden, was wichtig ist, wenn sich Stromungsei-
genschaften wiahrend der Laufzeit andern.

Je hoher die Turbulenzintensitit ist, desto stdrker soll der Einfluss des Turbu-
lenzmodells sein. Die Berechnung des lokalen Turbulenzmafies sollte dabei ei-
gentlich auf den ungel6sten kleinen Skalen beruhen. Aber diese Skalen sind nicht
auflosbar und somit auch nicht berechenbar. Stattdessen verwendet man zur Ap-
proximation der Turbulenzintensitit die lokale L>-Norm der aufgeldsten kleinen
Skalen D(u") — G. Die Annahme, die hinter dieser Wahl fiir den lokalen Indika-
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tor des Turbulenzmafes steht, ist, dass die lokale Turbulenzintensitit durch die
Grofle der aufgelosten kleinen Skalen reprasentiert ist. Oder anders ausgedriickt,
gibt es viele aufgeldste kleine Skalen in einem Teilgebiet, erwartet man auch viele
Skalen der néchst kleineren Grofle, also ungeloste kleine Skalen, und umgekehrt.
Um also Informationen iiber den Turbulenzgrad zu erhalten, bildet man das Mafs
der lokalen aufgelosten kleinen Skalen

_D((a*) = G2y _ (D((a*) — G |lz2x)

., KeTh 3.19
e DAlE (319

Nk

Dabei entspricht K einer Gitterzelle der zugrunde liegenden Triangulierung 7.
Dieses Maf3 vergleicht man mit einem Referenzwert. In Zellen, in denen die Grofse
der aufgelosten kleinen Skalen 7, grofs im Vergleich zum Referenzwert ist, wird
ein hoher Turbulenzgrad erwartet, wahrend in Zellen, in denen 7, kleiner als der
Referenzwert ist, die geschitzte Turbulenzintensitédt niedrig ist. Zur Bildung der
Referenz gibt verschiedene Moglichkeiten

1

= das Mittel tiber alle Gitterzellen
"= "Anz. der Zellen KZ ) 1 ’
eTh
1
Nt = Nk, das zeitliches Mittel,
g Anz. der Zeitschritte Zeitsczhritte e
=t
? = 77277, und eine Kombination aus zeitlichem und raumlichem Mittel.

Der zeitlich gemittelte Referenzwert macht immer dann Sinn, wenn sich Haupt-
stromungseigenschaften, wie z.B. die Stromungsgeschwindigkeit wiahrend der Si-
mulation nicht &ndern. Alternativ kann man fiir das zeitliche Mittel anstelle aller
vorhergehenden Zeitschritte auch nur eine gewisse Anzahl vorangehender Zeit-
schritte betrachten.

Es werden vier verschiedene Turbulenzregime unterschieden. Fiir sehr grofse
nk, K € T", soll das Wirbelviskosititsmodell lokal auf alle aufgelosten Skalen
angewendet werden. Das erreicht man , indem man fiir den Raum der aufgelosten
grofen Skalen L7 (K), den Raum wihlt, der nur den Nulltensor enthélt. In den
anderen Fillen, wird der Raum L (K) abhéngig von 7y, als Py(K), P{*¢(K) oder
Pgise(K) gewdhlt.

Ein weiterer Parameter der gewdhlt werden muss, ist 7ypdate, die Anzahl der
Zeitschritte, nach denen der Raum L* aktualisiert wird. Eine Aktualisierung er-
fordert, dass einige Matrizen neu allokiert und assembliert werden miissen, da
sich die Dimension des Skalenraumes L dndert.



Kapitel 3 FEM-Methoden zur Simulation turbulenter inkompressibler
Strémungen

80




81

Kapitel 4

Aspekte zur numerischen Losung
der Populationsbilanzgleichung

4.1 Die Populationsbilanzgleichung

Das Verhalten der Tropfen wird mit Hilfe eines Populationsbilanzsystems model-
liert. Solche Systeme wurden erstmals von Hulburt und Katz [HK64] eingefiihrt,
von Ramkrishna [Ram00] wurde ein Standardwerk zu diesem Thema veroffent-
licht. Populationsbilanzsysteme sind ein System gekoppelter (partieller) Differen-
tialgleichungen. Sie beschreiben das Verhalten einer bestimmten Spezies (Tropfen,
Teilchen) mit bestimmten Eigenschaften, wie z. B. dem Tropfendurchmesser oder
dem Tropfenvolumen. Diese Eigenschaft wird als zuséatzliche , innere Koordinate”
d, in die Gleichung eingearbeitet. Insgesamt ist demnach eine Gleichung in einem
vierdimensionalen Gebiet zu 16sen. Die Tropfen bewegen sich in einer umgeben-
den Phase, die modelliert werden muss. Bei den hier betrachteten Windkanalex-
perimenten handelt es sich eine turbulente Luftstromung. Die Tropfen konnen
sowohl untereinander, als auch mit der Stromung interagieren.

Fiir Populationsbilanzsysteme gibt es ein breites Anwendungsfeld. Sie sind im-
mer dann anwendbar, wenn man Stoffe simulieren mochte, die in partikulédrer
Form vorliegen. Solche Systeme modellieren nicht das Verhalten einzelner Par-
tikel, sondern den zeitlichen Verlauf von gemittelten Grofien. Forschungen an
solchen Simulationsmethoden sind beispielsweise fiir medizinische, industrielle
oder chemische Anwendungen von Interesse (Rufsfilter, Ausfallungsprozesse).

Der Gesamtzustand eines Tropfens wird durch die Angabe des Zustandsvektors
(%, d) festgelegt. Die sogenannten dufleren Koordinaten % beschreiben den physi-
kalischen Raum €2; und die inneren den Eigenschaftsraum ;. Als innere Koordi-
nate wird, wenn nicht anders angegeben, der Tropfendurchmesser verwendet.

Die Modellierung basiert grundsatzlich auf einer Anzahldichteverteilungsfunk-
tion f [Mer01]. Sie wird als Grenzwert der Anzahl der Partikel pro rdumliches
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Volumenintervall im TropfengroSenintervall Ad definiert

- AN dN
f=1lm — = —.
Ad—0 Ad dd

Mit Hilfe der Anzahldichteverteilungsfunktion ist es moglich, die Tropfenanzahl
in jedem Teilgebiet des Zustandsraumes zu berechnen. So ist die Anzahl der Trop-
fen im kompletten System beispielsweise gegeben durch

N:/Qi/%fdxdd. 4.1)

Die lokale Anzahl der Tropfen im physikalischen Raum im Punkt x kann durch
N= | fdd 42
Ji 7 42)

bestimmt werden.

Im Folgenden wird die Anzahldichtebilanz in differenzieller Form hergeleitet.
Sie beschreibt die Veranderungen der Tropfenanzahl in einem Intervall d und in
einem Volumen V [Mer01]]. Das Volumen und das Intervall sollen von infinitesi-
maler Grofse sein. Die Mechanismen werden in Abbildung {4.1| schematisch skiz-
ziert. Die Anzahl der Tropfen eines Punktes (%X, d) kann dadurch erhcht werden,
dass kleinere Tropfen durch Wachstum die passende Grofie erreichen. Ebenso kon-
nen sie durch Wachstum das entsprechende Intervall auch wieder verlassen. Sie
werden dann dem Intervall zugeordnet, dass ihrem neuen grofieren Durchmes-
ser entspricht. Dieser Vorgang beschreibt einen Fluss in Richtung der inneren Ko-
ordinate. Der zweite Mechanismus, der die Tropfenanzahl verdndert, ist die Be-
wegung im Raum. Werden Tropfen des Durchmessers d vom Punkt % durch die
Tropfengeschwindigkeit von x fortbewegt, verringert sich die Anzahl der Tropfen
in (%, d). Ebenso kann durch einen Zustrom aus anderen Volumina die Zahl auch
erhoht werden. Durch Zusammenstofie mit anderen Tropfen verschwinden zwei
kleine Tropfen und tauchen in einem anderen Intervall wieder auf. Die Anzahl-
dichte kann generell durch die Bilanz Tropfendichte = Einstomung - Ausstomung +
Entstehung - Sterben beschrieben werden. Mathematisch ausgedriickt bedeutet das
fiir das Kontrollvolumen V

j{ /V Fav = /V (AL (d) — A_(d)]dV.

Entstehen A, und Sterben A_ der Tropfen gehen in die rechte Seite der Glei-
chung als Quellen- und Senkenterm ein. In der vorliegenden Arbeit beschreiben
sie Kollisions- und Koaleszenzereignisse. Beim Term auf der linken Seite handelt
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Stromung

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung der Mechanismen zur Verdnderung der
Tropfenzustande

es sich um eine Materialableitung. Sie kann folgendermafien dargestellt werden

OF o N e
/V (a{ V(@ f)> v = /V[A+(d) —A_(d)]dV.
Der Vektor der Geschwindigkeit @i setzt sich aus einem Anteil der inneren Koor-

X

. N . . . oo~ oy~ U5
dinate %; und einem rdumlichen Anteil @iz zusammen, es gilt @t = < _4 ) .

Damit erhilt man

/‘7 (Z? + V(g f) + V(g f) — A(d) + A(J)) dV = 0. (4.3)

Der rdaumliche Anteil entspricht der Tropfengeschwindigkeit ti4,,, im rdumlichen
Koordinatensystem. Der innere Anteil i; entspricht einer Wachstumsrate d/dt =
a/d, a = const, in tiberséttigter Luft.

Aufgrund der Stetigkeit der Integranden und der allgemeinen Wahl der Inte-
grationsgebiete erhdlt man abschlieffend die Populationsbilanzgleichung

% + Vi (

o7 Tdrop ° f) + 0 (af> = A (d) = A_(d) in(0,fma) X Qx x Q7. (4.4)

od \d
4.2 Das Wachstum der Tropfen durch Kondensation
Der dritte Term der linken Seite von beschreibt das Wachstum der Tropfen

durch Kondensation in iibersdttigter Luft. Tropfen wachsen immer dann durch
Kondensation, falls in der umgebenden Atmosphére ein Uberschuss an Wasser-
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dampf vorliegt. Ein solcher Uberschuss entsteht beispielsweise, wenn Luft pseu-
doadiabatisch aufsteigt und dabei abkiihlt. Der umgekehrte Prozess, die Verduns-
tung, tritt dann ein, falls sich geniigend trockene Umgebungsluft mit der feuch-
ten Wolkenluft mischen kann. Kondensationsprozesse sind die dominierenden
Prozesse fiir Wolken eines sehr frithen Entwicklungsstadiums, sie bestehen dann
hauptsédchlich aus sehr kleinen Tropfen. Bei grofseren Tropfen, wie sie auch im
Windkanal vorliegen, tiberwiegen Koaleszenzprozesse [RY89]. Durch Betrachtun-
gen einzelner Tropfen konnte in [RY89, S. 102] eine Gleichung fiir die Wachstums-
rate hergeleitet werden, die auf gesamte Populationen angewendet werden kann.

Sie lautet ~
~dd 4(8 -1)

i~ Lo ¢ ot
L UT
(m - 1) KT T ey
Der Faktor 4 ist bedingt durch die Umrechnung von Radien aus [RY89] in Durch-
messer. Diese Gleichung hiangt sehr stark und nichtlinear von der Temperatur und
von der Sattigungsbilanz ab. Da die Messungen im Windkanal alle bei Raumtem-

peratur, d.h. 20 °C durchgefiihrt wurden und auch von einer konstanten Sattigung
ausgegangen wird, ist die Wachstumsrate konstant.

=a. (4.5)

4.3 Die Modellierung von Kollisions- und
Koaleszenzprozessen

Gemaf’ [PK10, RY89] sind Kollisions- und Koaleszenzprozesse und das damit ver-
bundene Tropfenwachstum die Folge von Gravitations-, elektrischen, aerodyno-
mischen oder Turbulenzeffekten. Dabei sind Kollisionen, also der Zusammensto-
3e zundchst nicht mit Koaleszenzen, dem Verschmelzen, gleichzusetzen.

Kollidieren zwei Tropfen, sind verschiedene Interaktionen denkbar. Zwei Trop-
fen konnen

e aneinander abprallen,
e miteinander verschmelzen und dauerhaft zusammen bleiben,
e tempordr verschmelzen und sich wieder voneinander 16sen,

e tempordr zusammenwachsen und anschlieflend in mehrere kleinere Tropfen
zerfallen.

Welcher der Félle eintritt, hdngt einerseits von Tropfengrofie und Flugbahn ab, an-
dererseits aber auch von dufSeren Faktoren, wie Turbulenz oder dem elektrischen
Feld. Fiir Tropfen kleiner als 100xm Radius werden vor allem die ersten beiden
Falle eintreten [PK10]]. Das Verhiltnis aus der tatsdchlichen Kollisionsanzahl und
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den geometrisch hergeleiteten Verhdltnissen bezeichnet man als Kollisionseffizi-
enz, das Verhiltnis der Koaleszenzereignisse zur Anzahl der Kollisionen wird Ko-
aleszenzeffizienz genannt. Das Wachstum eines Tropfen durch einen Kollisions-
Koaleszenz-Prozess wird durch die sogenannte Kollektionseffizienz bestimmt,
die dem Produkt aus Koaleszenz- und Kollisionseffizienz entspricht. Gewohn-
lich wird angenommen, dass die Kollektionseffizienz und Kollisionseffizienz
iibereinstimmen. Laborexperimente haben auch gezeigt, dass diese Annahme
gerade fiir kleine Tropfen gerechtfertigt ist. Damit reduziert sich das Problem,
die Entwicklung von Regen zu beschreiben, darauf, die Kollisionsraten zwischen
Tropfenpopulationen zu berechnen.

In diesem Abschnitt wird das Koaleszenzmodell mit dem Volumen @ als innere
Koordinate anstatt des Durchmessers d notiert, da es durch diese Transformati-
on eine deutlich einfachere Struktur annimmt. Das Koaleszenzmodell besteht aus
zwei Termen und geht als rechte Seite in die Bilanzgleichung ein. Die zwei
Terme werden als Quellenterm A, ; und Senkenterm A_ ; bezeichnet.

Der Quellenterm modelliert die Anzahl der Tropfen, die in einem Volumeninter-
vall durch Koaleszenz neu entstehen. Das sind alle kollidierenden Tropfenpaare
deren Volumina sich zu ¢ aufsummieren, also Tropfen der Volumina ¢’ und o — ¢’
Da mit dieser Zahlweise jede Kombination doppelt gezahlt wird, muss mit 1/2
multipliziert werden. Insgesamt erhdlt man fiir das Wachstum

A-i-,f) = ;/Oﬁ /fcol(’D/a U — 6/).}?@7,7 t)f({]) d{]/ (46)

Dabei bezeichnet ., den Kollisionskern, vgl. Kapitel Er modelliert die Kol-
lisionswahrscheinlichkeit abhidngig von Tropfendurchmesser und Geschwindig-
keit.

Der Senkenterm A_ beschreibt die Tropfenanzahl, die durch Koaleszenz in ein
anderes Volumenintervall ,, verschoben” werden. Der Senkenterm verringert die
Anzahl der Tropfen in ¢. Fiir den Senkenterm gilt

A—,f} = f({])/() KC01<67 ﬁ/)f(f)) v’ (47)
Beriicksichtigt man Quellen- und Senkenterm erhdlt man:

Of 1 v o[
a{ - 5 /0 ’fcol(vlv v = ’U/>f<U/7 t)f(U) v’ — f(v)/o "icol(va v )f(U) v’ (48)
Diese Gleichung ist unter verschiedenen Namen bekannt: kinetische Gleichung,
Koagulationsgleichung, stochastische Koaleszenzgleichung. Sie geht geméafs Ro-
gers und Yau [RY89] auf Smoluchowski im Jahr 1916 [Smo16] zurtick.

Gemaf [Mer01] ist es ebenfalls moglich, die Terme in Abhdngigkeit des Durch-
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messers zu formulieren, man erhilt dann

. ~ B N3 1/3 %
d* pd fieol ((‘{ (@) ’d>f<<czs_ (J/)fi)l/?’) f(dyadd, (4.9)

A = 2 Ji. (dB — d3)2/3

T
A = —f(d) / keaa(d, &) f(d) dd. (4.10)

dmin

Insgesamt erhélt man fiir die Populationsbilanzgleichung demnach

of - . 0 [a =
§+Vi (udrop : f) + 90 (sz>
B d Feo ((d~3 B J/3)1/3, J/)

T2 Ja. (d3 — d3)2/3

f (- (& = a9 £, d)dd (4.11)

~ dmax ~ ~ ~ ~ ~
~Fd) [ Reald ) FCd) dd i (0, Tona] X Q% (doins )

dmin

4.3.1 Entdimensionierung der Populationsbilanzgleichung

Analog zur Entdimensionierung der Navier-Stokes-Gleichungen in Kapitel
ist fiir die weiteren numerischen Betrachtungen die dimensionslose Darstellung
der Populationsbilanzgleichung notwendig. Ausgangspunkt sind wieder die cha-
rakteristischen und dimensionslosen Variablen

U=tolt, R=IloX, §=1lut, lo= i‘” d=ded, [=fxlf.
Als Referenzdurchmesser d,, wird der grofite betrachtete Durchmesser d.,,.x und
fir f, ein Wert in der Groflenordnung des Maximalwertes der Anzahldichte f
verwendet. Weiterhin gelten dieselben Vereinbarungen wie bei der Entdimensio-
nierung des Stromungsfeldes, I, = 1m, us = 1%/, to = f% Setzt man diese
Groflen in die dimensionsbehaftete Populationsbilanzgleichuﬁog ein, erhalt
man

of - . low O /a
o) (31
I B d FKeol ((CZB _ J/s)l/s’ J’) . Y o
_ o0 v . _13\1/3 7 !
B uOOfOO |: 2 /Jmin (dvg - d13)2/3 f ( ’ (d d ) ) f( ’d ) dd

— f(-,d) / d Kear(d, d') f(-,d’)dd’] in (0, fena) X 2 X (disiny Fanax)
o (4.12)
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mit iy = dyin [doo, dimax = A /ds. Es hat sich als glinstig erwiesen, die Koales-
zenz dimensionsbehaftet zu rechnen.

4.3.2 Der Kollisionskern
Der durch die Brownsche Bewegung induzierte Anteil

Die Brownsche Bewegung ist eine unregelmifiige Bewegung (,random walk”)
von Tropfchen, die durch zuféllige Zusammenstofle der Tropfen mit Gasmolekii-
len verursacht wird, vgl. [PK10]. Der Einfluss dieser Bewegung ist umso grofler,
je kleiner die Tropfen sind. Eine Herleitung findet man beispielsweise in [PK10],
einem Standardwerk der Meteorologie. Der Kollisionskern, der die Brownsche Be-
wegung modelliert, hat die Gestalt

ool (dy ') = Cbmwnm;’;T(d v ) (5+5),

In Pandis und Seinfeld [SP06] findet man Grofsentabellen und Kurvenverlaufe
dieses Kollisionskerns. Auch in Shaw [Sha03]] und [PK10] wird dieser Kern als
Wahrscheinlichkeit fiir Kollisionsprozesse von Wolkentropfen aufgezeigt. Gemafs
[PK10] kann man einen Einfluss der Brownschen Bewegung auf die Tropfen bis
zu einer Tropfengrofie von 20um beobachten. Sie empfehlen die Verwendung des
Kerns fiir Tropfen mit bis zu 10um Durchmesser. Ab dieser Grofse sinken laut
[PK10] die Kollisionswahrscheinlichkeiten der Tropfen aufgrund der Brownschen
Bewegung. Das stimmt mit unseren numerischen Beobachtungen iiberein.

Der scherungsbedingte Anteil

Geschwindigkeitsgradienten in der Luft verursachen Relativgeschwindigkeiten
und konnen als Ergebnis Kollisisionen zwischen Tropfen verursachen. Das Mo-
dell fiir diesen Prozess wurde bereits von Smoluchowski 1916 [Smo16] ausgearbei-
tet. Der scherungsbedingte Anteil des Kollisionskerns modelliert die Wahrschein-
lichkeit, dass Tropfen aufgrund unterschiedlicher Geschwindigkeiten der Luftsto-
mung zusammenstoflen. Die Tropfen konnen dann durch das Stromungsfeld auf-
einander zu bewegt werden und kollidieren. Die Herleitung wird fiir laminare
Stromungen [Smo16] angegeben. Im turbulenten Fall ersetzt man den Geschwin-
digkeitsgradienten durch den Betrag des Cauchyschen Spannungstensors. Man
erhalt damit
Iicol(d7 d/> = Oshear -vV2Vu : Vu (d + d,)B.

Nimmt man an, dass die Kollisionen, die durch die Brownsche Bewegung ver-
ursacht werden, unabhédngig von denen sind, die durch den scherungsbedingten
Anteil entstehen, addieren sich die Wahrscheinlichkeiten [PK10].
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Die Entwicklung eines Kollisionskern fiir Wolkentropfen in einer turbulenten
Stromung ist ein Gebiet auf dem derzeit intensiv geforscht wird. Oft wird ein
Gravatationskern verwendet. Er simuliert solche Szenarien, bei denen schnellere
Tropfen langsamere tiberholen. Ein einfacher Gravitationskern ist der Hall-Kern
[Hal80]. Fiir den turbulenten Fall wird oft der Ayala—Kern [ARWGO08] verwendet.
Fiir die Gravitationskerne ist der Fall der Tropfen unter dem Einfluss der Schwer-
kraft der Hauptmechanismus. Solche Prozesse sind in den Experimenten, die si-
muliert werden, nicht von Bedeutung.

4.3.3 Die numerischen Methoden zur Auswertung des
Koaleszenzterms

Auswertung des Terms mittels Standard-Quadraturmethoden

Seien 0 = dy < di = diin < ... < dy = dmax die Gitterpunkte beziiglich der inneren
Koordinate. Als Randbedingung fiir die innere Koordinate wird der zusétzliche
Punkt dy = 0 eingefiihrt. Vor allem fiir die Endlichkeit der Integrale ist es wichtig,
dass f in [dy, dmin] zu Null gesetzt wird. Es wird weiterhin angenommen, dass die
berechnete Approximation von f stetig in jedem Intervall ist.

Der intuitive Ansatz zur Berechnung der Koaleszenz besteht darin, Standard-
Quadraturformeln zur Evaluation der Integrale (4.9)-{#.10) zu verwenden. Der
Quellenterm entspricht einer Faltung. Schreibt man die Koaleszenz in diskreter
Form, miissen die Terme

dmax i+1
A(dy) = f(dy) [ kealds d) f(d) dd' = J(d) 3o [ Reald, ) () dd!

d; a3 — 43 1/3,d/ / / ,
Aty = [ MDD (- ) ) ad

I7l rdigs H((d? — d/3)1/3, d’)
- /d (d;” — d3)2/3

7 ((d2 = a®)') g(d) dd
i=17di

(4.13)

berechnet werden. Das bedeutet, dass man zur Berechnung der Koaleszenz in ei-
nem Punkt der inneren Koordinate eine Schleife tiber den inneren Koordinaten-
raum benétigt. Zur Berechnung von an einem rdumlichen Punkt, wird je-
des Teilintegral zundchst auf ein Referenzintegral transformiert und anschliefsend
mittels Gauf3-Quadratur numerisch integriert. Es werden drei Gauf3-Quadratur-
formeln mit einer unterschiedlichen Anzahl von Quadraturpunkten, ndmlich 3, 4
oder 5, fiir jedes Intervall [d;, d;11] verwendet. Numerische Ergebnisse zum Ein-
fluss der Quadratur findet man in Kapitel Verwendet man die Durchmesser-
formulierung (£.9), dann ist der Term in dem Integral fiir d’ nahe bei d; fast singu-
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lar. Dadurch, dass die Populationsbilanzgleichung f fiir Durchmesser, die kleiner
als d.,i, sind, zu Null gesetzt wurden, wurde verhindert, dass der Term im Inte-
gral wirklich singuldr wurde. Fiir das Auffinden von f;_; muss aufwendig gesucht
werden. In der Regel liegt der benotigte Wert zwischen zwei bekannten Werten,
so dass (linear) interpoliert werden muss.

Berechnung der Koaleszenzintegrale mit im Voraus berechneten Integralen
(Precomputing)

Die Idee dieser Approximation war es, vgl. [BJST12b], die Koaleszenzterme in je-
dem Intervall [d;, d;; ] durch einen einzelnen Wert zu charakterisieren. Dazu wer-
den die Terme so approximiert, dass ein Integral {ibrig bleibt, das nur noch vom
Kollisionskern abhdngt. Da dieser Kern bekannt ist, konnen die verbleibenden In-
tegrale im Voraus numerisch berechnet und gespeichert werden. Dieser Ansatz
soll nun im Einzelnen dargestellt werden. Damit sich die Darstellung vereinfacht,
werden die Berechnungen zunéchst anhand des Senkenterms durchgefiihrt.
Der Senkenterm wird fiir die Durchmesser d;, j € {1,...,N},i=1,..., N —1, wie
folgt approximiert

dmax

£(d;) /d Keol(dy, ) £(d) dd' = Z / " keat(dy, &) f(d) dd’

min

Keol(d;, d') dd'.

le i+1 +f( )/'H

=1 i

Setzt man den Kollisionskern ein, erhdlt man

dist UepT [dis 1
wr(ds d dd’:CmWH—/ di+d dd’
[, meald @) dd' = G == [ (d; + >(d d,)

dit1
+ C’shear\/Qvudrop : vudrop /d (d] + dl) dd/

Das verbleibende Integral hangt nur noch vom Gitter der inneren Koordinate und
dem Kern ab. Bleiben diese Grofsen wihrend der Simulation unverandert, konnen
diese Integrale im Voraus mit Hilfe eines externen Programms berechnet und die
Werte gespeichert werden.

Der Quellenterm kann in einer dhnlichen Prozedur berechnet werden. Sie ist
etwas komplizierter, funktioniert aber nach demselben Prinzip

/dj R((d2 — d®)'3, d)

Jan (&% — B2/ f ((d§ — d’3)1/3) F(d) dd
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i1 /di+1 Ii((d;’ — d/3)1/3, d/)
d

i (d3 _ d/3)2/3 f ((d;’ _ d/3)1/3) f(d/) dd’

7

=1
S A+ d\*Y ' Fldi) + F(d) i m((d = dBd)
lef((dg(g>) ( +1)2 ( )/d (é?_dlg)m ”

i

Wiederum hingen die verbleibenden Integrale nur noch vom Gitter und vom Kol-
lisionskern ab und konnen damit im Voraus berechnet werden. Man erhilt fiir
j - 27 7N7 1= 17 7j_1l

/dz‘+1 (H(dg’ — d’3)1/3, d)

dg, (dj — dB)2/3

%BT/d ((d?—d’3>1/3+d’>< 1 +1> il
377 d; (d? _ d’3)2/3 (d? _ d/3)1/3 d’

dit1
+ Cshear V2V U Vu/ = (
d;

dd'

- C(brown

d? . d/3)1/3 —|—d/)3

— dd'.
(d? _ d/d)?/d

Fiir das Berechnen der Integrale wurde das Paket MAPLE genutzt. Es wurde be-
notigt, da es nicht moglich war, alle Integrale analytisch auszuwerten. Die nume-
rische Berechnung in MAPLE wurde auf 14 Stellen genau durchgefiihrt.

Eine massenerhaltende Methode

Diese Methode wurde in [Hac06| Hac07] vorgestellt und in [HJKS12] angewendet.
Bei der Entwicklung wurde Wert darauf gelegt, dass die Methode massenerhal-
tend ist.

Die Methode arbeitet mit der Tropfenmasse als Variable der inneren Koordi-
nate. Vor der Anwendung dieser Methode miissen die Tropfendurchmesser zu-
ndchst in die entsprechenden Tropfenmassen transformiert werden. Dabei wurde
angenommen, dass die Tropfen kugelférmig sind. Nach der Berechnung der Ko-
aleszenz wurden die Grofien wieder riicktransformiert. Die untersuchte Konfigu-
ration enthélt sehr viel mehr kleine als grofse Tropfen. Aus diesem Grund sollte
man ein Gitter wihlen, das die kleinen Tropfen besser auflost, es sollte mit ab-
nehmendem d immer feiner werden. Die hier beschriebene Methode verlangt ein
spezielles Gitter. Es muss lokal uniform beziiglich der inneren Koordinate sein, die
in diesem Fall das Volumen der Tropfen ist. Ein solches Gitter erhdlt man, indem
man das Intervall zundchst uniform zerlegt. Anschlieffend kann jedes Teilintervall
wiederum in uniforme Teilintervalle zerlegt werden. Diese Verfeinerung kann fiir
beliebige Intervalle wiederholt werden. Ein Gitter mit den passenden Eigenschaft
ist beschrieben durch: |v; — v|/|v; —vii| =k, k € {1,2},i=1,..., N — 1, wobei
| - | die Lange des Intervalls bezeichnet.
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Die Methode nutzt aus, dass der Kollisionskern separabel ist, d. h.

Keol(V, V') = Zai(v)bz(v,)'
Damit wird der Koaleszenzterm zu
A(v) = A (v) + A ( )
k

_ 1
2

[} Fealv =0 f 0 = DAY d = £0) [ (0.0 ) dv
Z[ /vmv—v) (V) folv — ) fu (V)" — fo(v)a;(v) /O”mbi(v’)f,,(v') dv'

Die Berechnung des Senkenterms ist relativ einfach, da nur eindimensionale In-
tegrale berechnet werden miissen. Der Quellenterm ist in dieser Formulierung
die Summe von Faltungen ¢; * ¢;, mit ¢; = a;f und ¢, = b;f. Als Ansatzraum
der Faltung wird der stiickweise lineare Raum S gewdéhlt. Als Orthonormalbasis
von S werden Legendre-Polynome verwendet, die die Berechnung der Faltung
mit einer Komplexitdt von O(N log N) ermoglichen; N bezeichnet die Menge der
Gitterpunkte. Die diskreten Faltungen wurden effizient mit der schnellen Fouri-
er Transformation (FF7 ) berechnet. Fiir mehr Details zum relativ schwierigen
Algorithmus sei auf [Hac06|, Hac07] verwiesen.

Diese Methode erhilt die Masse lokal, dennoch kann sich die globale Masse ver-
andern, da das Ergebnis der Faltung in [0, co) liegt und nicht in einem beschrank-
ten Intervall. Um Verdnderungen zu vermeiden, wird auf den Koaleszenzterm die
Korrektur 5

max min

A(v) := A(v) — mass(A(v))

angewendet, wobei v,,,;,, das kleinste und v,,,, das groite Volumen der Tropfen
bezeichnen. Damit wird die Gesamtmasse der berechneten Koaleszenz zu Null,
was auch mit der Physik tibereinstimmt. Es gibt andere Moglichkeiten die Masse
zu erhalten. Aber in den Studien fiir [HJKS12] zeigte diese Methode die besten
Ergebnisse.
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Kapitel 5

Das Referenzexperiment im
Zweiphasen-Windkanal

In diesem Kapitel sollen Versuchsaufbau, Zusammenspiel von Numerik und Ex-
periment und die Evaluation anhand experimenteller Daten genauer beleuchtet
werden.

5.1 Der Versuchsaufbau des Referenzexperimentes

In der vorliegenden Arbeit wurde eine sogenannte Zweiphasen-Stromung be-
trachtet. Unter einer solchen Stromung versteht man die Stromung eines Stoff-
gemischs, dessen Komponenten in zwei verschiedenen Aggregatzustanden vor-
liegen. Es wurden zwei Versuchsreihen VR1 und VR2 durchgefiihrt, in denen das
Verhalten von Wassertropfen untersucht wurde, die sich in einer turbulenten Luft-
stromung bewegen. Eine schematische Zeichnung des Versuchsaufbau der VR1
ist in Abbildung |5.1| prasentiert. Zur Erzeugung zusétzlicher Turbulenz im Stro-

Wasserzerstaubung

Stromung Messbereich

Abbildung 5.1: Schematische Zeichnung des Versuchsaufbaus der Versuchsreihe
VR1
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mungsfeld wurde in der zweiten Versuchsreihe VR2 ein Zylinder vor der Mess-
strecke, senkrecht zur Stromungsrichtung in den Kanal eingesetzt, vgl. Abbil-
dung Durch den Vergleich der beiden Versuchsreihen konnte der Einfluss der
Turbulenz auf das Tropfenwachstum untersucht werden. Durchgefiihrt wurden

Wasserzerstaubung

Strémung Messbereich

Zylinder zur Erzeugung
zusatzlicherTurbulenz

Abbildung 5.2: Schematische Zeichnung des Versuchsaufbaus der Versuchsreihe
VR2 mit einem zusétzlichen Zylinder zur Erzeugung von Turbu-
lenz

die Experimente an der Otto-von-Guericke-Universitdt in Magdeburg, am Insti-
tut fiir Stromungstechnik und Thermodynamik von Herr Dr.-Ing. Rébert Bordas
unter der Leitung von Prof. Dr. Dominique Thévenin.

Beim Windkanal handelt es sich um einem horizontalen Windkanal Gottinger
Bauart. Die Aufsenansicht ist in Abbildung [5.3| dargestellt. In einem solchen Ka-
nal fordert das Geblase die Luft in einem geschlossenen Kreislauf. Durch den ge-
schlossenen Kreislauf konnen die physikalischen Eigenschaften der Luft im Kanal
gut kontrolliert werden. Genaueres findet man in [HBWTOS]. In diesen Luftstrom
wurden Tropfen injiziert. Die Messungen werden im optisch zugdnglich Teil des
Windkanals, der Messstrecke, vgl. Abbildung [5.4| vorgenommen. Dabei ist vor al-
lem interessant, wie sich die Tropfenverteilung beim Durchlaufen der Messstrecke
verdndert. Aus diesem Grund wurde eine Ebene senkrecht zur Stromungsrich-
tung direkt am Anfang (z = 0) und am Ende des Messabschnittes (z = 0.4) ver-
messen. Zusitzlich wurde die Ebene in der Mitte betrachtet. Die experimentellen
Daten, die fiir diese Arbeit bzgl. der Stromung relevant sind, sind die Stromungs-
geschwindigkeit und verschiedenen Grofien zur Beschreibung der Turbulenz. Bei
den Tropfen wird eine Anfangsverteilung fiir die Populationsbilanzgleichung be-
notigt.

Es wurden ausschliefilich beriihrungslose, optische Methoden verwendet, die
die Stromung nicht beeinflussen. Die Luft- und Tropfengeschwindigkeiten wur-
den mittels Laser-Doppler-Velocimetry (LDV) vermessen, die Tropfendurchmes-
ser mittels Phasen-Doppler-Anemometrie (PDA). Beide Verfahren arbeiten mit
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Abbildung 5.3: Aufienansicht des Zweiphasen-Windkanals

einem Lasermessgerit, das sich aufierhalb der Messstrecke befindet. Bei beiden
Verfahren wird das Licht eines Lasers zunichst in zwei Partialstrahlen aufgespal-
ten. Trifft einer der Teilstrahlen auf ein Teilchen, wird er gestreut und anschlie-
end durch eine Konvexlinse wieder mit dem anderen {iberlagert. Anhand der
Uberlagerungsfrequenz kann die Geschwindigkeit des Teilchens berechnet wer-
den, vgl. INKTO06]. Zur Bestimmung der Tropfendurchmesser durch PDA,
wird ein zweites Lasersignal mit gleicher Frequenz benétigt. Die Lasersignale wer-
den relativ zum Teilchen unterschiedlich positioniert. Aus diesem Grund emp-
fangen die Detektoren Doppler-Signale mit unterschiedlicher Phase. Aus dieser
Phasendifferenz kann die Teilchengrofse berechnet werden. Mochte man die dis-
krete Phase vermessen, dienen die Tropfen selbst als Streuteilchen. Mochte man
die Stromung vermessen, wurden sogenannte Tracer-Teilchen in den Luftstrom
gegeben, die dann vermessen werden konnen. Sie folgen der Strémung besser als
die Tropfen und geben die Eigenschaften der Stromung besser wieder. Beide Ver-
fahren arbeiten punktuell. So konnen durch das gerasterte Abtasten verschiedene
Ebenen vermessen werden.

Das Tropfenspektrum wird mit Hilfe einer Zweistoffdiise erzeugt, bei der Luft
und Wasser im Inneren der Diise vermischt werden. Die Diise wird mittels eines
Metallstabes, der sogenannten Messlanze von oben in den Kanal eingebracht. Bei
den Experimenten der vorliegenden Arbeit wird ein relativ enges Tropfenspek-
trum mit einem Mittelwert von ca. 12.5um erzeugt. An dem Lanzensystem und
der Diise bilden sich starke Turbulenzen, die in den Messergebnissen deutlich
erkennbar sind. Um den Einfluss des Lanzensystems, so gering wie moglich zu
halten, wird es so weit wie moglich (hier 630 mm) vor der Messstrecke eingesetzt.
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\ =

zusatzlicher
Zylinder

Wasserinjektion J / /\

Messebenen

Abbildung 5.4: Vergrofierte Ansicht der Messtrecke

Da sich Turbulenzen grofitenteils in der oberen Hélfte des Windkanals ausbilden,
wurde lediglich die untere Hélfte vermessen. Damit ist der optisch zugédngliche
Bereich nur noch halb so grofs.

Es hat sich gezeigt, dass sich beim Zerstduben der Tropfen in Stromungsrich-
tung das typische Muster der Sechs-Loch Diise in den Messergebnissen abzeich-
nete, was die Messungen sehr storte. Zur Losung des Problems wurde die Dii-
se entgegen der Luftstromung ausgerichtet. Dadurch konnten sich die Tropfen
homogener verteilen und das Muster wurde bis zum Eintritt in die Messstrecke
unterdriickt. Diese Vorgehensweise hat den zusitzlichen Vorteil, dass die Verweil-
dauer der Tropfen im Kanal deutlich erhoht wird. Das Zerstauben gegen die Luft-
stromung bewirkt, dass die Tropfen zundchst abgebremst und anschliefsend wie-
der beschleunigt werden. Dadurch stromen sie wesentlich langsamer durch die
Messstrecke.

5.2 Die Modellierung der turbulenten Stromung
unter Berucksichtigung der experimentellen
Daten

Das Experiment wird mittels eines Populationsbilanzsystems modelliert. Dabei
handelt es sich um ein gekoppeltes System bestehend aus den Navier-Stokes-Glei-
chungen zur Beschreibung der turbulenten Luftstromung und einer Populations-
bilanzgleichung zur Modellierung des Verhaltens der Tropfendichteverteilung.
Das Stromungsgebiet Q2 wurde fiir beide Versuchsreihen den vorhandenen expe-
rimentellen Messdaten angepasst. Fiir die Versuchsreihe VR1 entspricht das Stro-
mungsgebiet dem Bereich der Messstrecke fiir den Messdaten vorliegen, also der
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%7 experimentellen Daten

unteren Halfte des optisch zuganglichen Teils. Lediglich in z-Richtung wurde das
Gebiet aufgrund der Randbedingung auf 0.5m verldngert. Damit erhdlt man fiir
VR1 das Gebiet

Q = (0,0.5) x (—0.225,0.225) x (—0.18,0) m?.

Um die experimentellen Daten effizient nutzen zu kénnen, wurde das numeri-
sche Gitter dem experimentellen Messraster angeglichen. Fiir die Versuchsreihe
VR1 wurde das Gitter so gewdhlt, dass jeder Knoten einem Messpunkt entspricht.
In yz-Richtung wird demnach ein regelmafliges quadratisches Gitter mit 46 x 19
Knoten und achsenparallelen Gitterlinien verwendet. In z-Richtung gibt es vom
experimentellen Aufbau keine Vorgabe an das numerische Gitter. Um einen guten
Kompromiss zwischen Genauigkeit und Rechenzeit zu finden, wird das regelma-
Bige Gitter in z-Richtung erweitert. Das entspricht einer Gitterweite von i = lcm.
Man erhilt ein Gitter mit 51 x 46 x 19 Knoten.

Bei der zweiten Versuchsreihe VR2 wurde vor der Messtrecke ein Zylinder
zur Erzeugung zusatzlicher Turbulenz mit dem Durchmesser dznq = 0.02m bei
r = —0.15m und y = —0.09m eingesetzt. Er wurde senkrecht zur Stromungs-
richtung und parallel zur y-Achse in den Kanal ausgerichtet, vgl. Abbildung
Die Simulationen sollten auch einen kleinen Bereich (0.15m) vor dem Zylinder
berticksichtigen. Damit ergibt sich das erweiterte Stromungsgebiet der Versuchs-
reihe VR2 als:

Q = (—0.3,0.5) x (—0.225,0.225) x (—0.18,0) m?.

Das Gitter fiir VR2 wurde an die Messdaten und den Stromungsverlauf ange-
passt. Eine Ebene des Grobgitters ist in Abbildung 5.5/ abgebildet. Es wurde ein-

0
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Abbildung 5.5: Eine Ebene des Grobgitters der Versuchsreihe VR2 in zz-Richtung

mal verfeinert, woraus man in zz-Richtung das Gitter in Abbildung erhilt.
In y-Richtung wurde das Gebiet dquidistant, entsprechend der experimentellen
Messpunkte, zerlegt. Bei dem Gitter handelt es sich um ein sogenanntes Tensor-
produktgitter, das sowohl Berechnungen mit der Finiten-Elemente-Methode, als



Kapitel 5 Das Referenzexperiment im Zweiphasen—Windkanal 98
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Abbildung 5.6: Eine Ebene des Feingitters der Versuchsreihe VR2 in z2-Richtung

auch mit der Finiten-Differenzen-Methode ermoglicht. Bei der Gittergenerierung
wurde darauf geachtet, dass die experimentellen Messebenen im Gitter enthalten
sind und dass alle Messpunkte mit bestimmten Knoten des Gitters {ibereinstim-
men. Der Zylinderbereich und der Bereich hinter dem Zylinder, wo die meiste
Turbulenz erwartet wird, wird zusétzlich verfeinert. Dort benotigt man mehr Kno-
ten, als Messwerte vom Experiment vorliegen, was eine Interpolation erforderlich
macht. Das feine Gitter aus Abbildung|5.6/enthalt 37 x 47 x 25 Knoten. Das numeri-
sche Gitter in y-Richtung enthilt einen Knoten mehr, als das experimentelle Gitter.
Er wird nur benétigt, um eine Verfeinerung des Gitters fiir das Mehrgitterverfah-
ren zu ermoglichen, das eine gerade Anzahl von Zellen fordert. Um an diesen
zusatzlichen Punkten eine definierte Einstrombedingung fiir Stromung und Trop-
fen zu erhalten, wurde der Randwert stetig fortgesetzt. In der Auswertung wurde
dieser zusétzliche Punkt nicht berticksichtigt.

5.2.1 Die Eingliederung der experimentellen Daten als
Einstrombedingung

Die experimentellen Daten gehen als Einstrombedingung in das System ein, vgl.
[BJST12a]. Die Einstrombedingung ist fiir die beiden Versuchsreihen VR1 und
VR2 gleich, da der Bereich vor dem Zylinder von VR2 das gleiche Stromungs-
feld wie die Konfiguration VR1 ohne Zylinder enthiilt.

Fiir VR1 ist die Einstrombedingung besonders wichtig, da sie das einzige tur-
bulenzerzeugende Element der Konfiguration ist. Deshalb wurden zur Modellie-
rung der Fluktuationen zwei Herangehensweisen untersucht. Zunédchst wurden
die Fluktuationen der Stromung durch weifSes Rauschen modelliert. Diese Me-
thode arbeitet punktweise. Um eine iiber mehrere Messpunkte korrelierte Grofie
tir die Fluktuationen zu erhalten, wurde die Methode von Klein angewendet. Ver-
wendet man weifies Rauschen, wird in jedem Punkt eine mittlere Stromungsge-
schwindigkeit und die entsprechende Standardabweichung verwendet. Die Me-
thode von Klein benétigt zusitzlich die integralen Langenskalen fiir alle Raum-
richtungen. In der Versuchsreihe VR2 wurden alle Simulationen mit der Methode



5.2 Die Modellierung der turbulenten Strémung unter Beriicksichtigung der

% experimentellen Daten
von Klein durchgefiihrt.

Die experimentellen Messergebnisse fiir die mittlere Stromungsgeschwindig-
keit der Einstromebene (x = 0 fiir VR1 bzw. z = —0.3 fir VR2) sind in Ab-

bildung grafisch dargestellt. Die mittlere Geschwindigkeit liegt im Bereich
[1.59m/s, 2.8 m/s]; das arithmetische Mittel liegt bei 2.45m/s. Die Standardabwei-
chung, gemittelt tiber die gesamte Einstromfldche, betrdagt 0.25m/s, vgl. Abbil-
dung Gemessen wurde lediglich die Komponente parallel zur Stromungs-
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Abbildung 5.7: Profil der experimentell bestimmten, zeitgemittelten Daten der
Stromungsgeschwindigkeit am Einstromrand

0

Abbildung 5.8: Profil der experimentell bestimmten, zeitgemittelten Daten der
Standardabweichung am Einstromrand

richtung. Die {ibrigen Komponenten werden zu Null gesetzt und nicht gesondert
behandelt. Die integrale Langenskale in x-Richtung betragt L, = 0.0656m. Fiir
die iibrigen Richtungen liegen keine Messdaten vor. Es wurde L, = L, = 0.02m
angenommen.

Verwendet man in VR1 (); Finite-Elemente-Raume, die nur mit den Eckpunk-
ten eines Hexaedergitters arbeiten, kommt man alleine mit den gemessenen Wer-
ten aus. Werden zusitzliche Werte bendtigt, ist eine Interpolation unumganglich.
Dieser Fall tritt in der Versuchsreihe VR2 auf, oder auch in VR1, wenn man mit
hoheren Finite-Elemente-Raumen, z.B. (05, diskretisiert.

Betrachtet man einen Knoten in der Einstrémebene, wird die Geschwindigkeits-



Kapitel 5 Das Referenzexperiment im Zweiphasen—Windkanal 100

verteilung der Einstromgeschwindigkeit durch

w1 (Tgsr, Y, 2) =(1 — Ay)(1 — Az)us (xgsr, Yo, 20) + Ay(1 — Az)us (gsr, Y1, 20)
(5.1)

+ (1 — Ay)Azuy (zEsr, Yo, 21) + AyAzug (xpsr, Y1, 21)

mit
Ay = y—y(), Ay = 220
Y1 — Yo 21 = 20
bilinear interpoliert. Der Abstand von der néchst kleineren Koordinate y, zur
nichst grofleren Koordinate y;, wird mit Ay bezeichnet, analoge Bezeichnungen
gelten fiir die Koordinate z, vgl. Abbildung Die Koordinate zrsg bezeichnet
die z-Koordinate am Einstromrand, d.h. zgsg = 0 fiir VR1 und zpsg = —0.3

fiir VR2. Die Messwerte der Standardabweichung werden analog interpoliert. Im

U(XESR Yo:Z1) .U(XESR,yl.zl)

A
N
Ny
U(xgspy:2) Y
A
N
N
® ® Y
Uu(xgsr.Yo-2p) U(XgsR:Y1:20)
y'yo A lyl-y\

Abbildung 5.9: Bilineare Interpolation

néchsten Schritt wird aus den Messdaten das zeitabhdngige Experiment rekon-
struiert. Es wurden zwei verschieden Verfahren angewendet.

Die normalverteilte ZufallsgréBe

Die erste Methode geht von einer Normalverteilung der Geschwindigkeitswer-
te aus. Man spricht auch von weifiem Rauschen. Motiviert durch das punktuelle
Messverfahren wurde jeder Punkt unabhidngig von seinen Nachbarn betrachtet.
Werden zusitzliche Werte benétigt kann man anwenden.

Zunichst wird mit Hilfe des Box-Muller-Verfahrens eine normalverteilte Zu-
fallsgrofse (0, 1) mit Mittelwert 0 und Standardabweichung 1 aus zwei gleichver-



5.2 Die Modellierung der turbulenten Strémung unter Beriicksichtigung der

101 experimentellen Daten

teilten Zufallsgrolen uy, us € (0, 1] durch

r=rcosp =1/—2Inwu; cos(2mus),

berechnet. Durch

U(t, vpsr, Y, 2) = Uexp(TEsR, ¥, 2) + 7(t, Trsr, ¥, 2)0 (TEsr, Y, 2) (5.2)

erhélt man eine Zufallsgrofle, deren Mittelwert und Standardabweichung mit den
Messdaten punktweise iibereinstimmen.

Die Methode von Klein

Verwendet man ein sogenanntes weifies Rauschen wird jeder Punkt unabhén-
gig von allen anderen betrachtet. Dadurch konnen sich die Fluktuationen aus-
mitteln. Die Stromung kann gemaf3 [KSJ03]] Eigenschaften zeigen, die einer statio-
ndren Stromung dhneln. Um die realen, turbulenten Bedingungen des Windkanals
besser zu beschreibt, wurde die Randbedingung mittels der Methode von Klein
[KSJ03]] erzeugt. Diese Methode ermoglicht die Berechnung einer rdumlich und
zeitlich korrelierten Zufallsgrofie, bei der die Fluktuation eines Punktes mit denen
seiner Umgebung korrelieren. Dabei wird angenommen, dass Werte, die demsel-
ben Wirbel angehoren, korreliert sind. Als Maf? fiir die typische Abmessung dieser
sogenannten Turbulenzballen werden die integralen Langenmafie verwendet. Im
Experiment konnte die integrale Langenskale L, in Stromungsrichtung, die wich-
tigste Langenskale dieses Experimentes, bestimmt werden.

Der Grundgedanke des Algorithmus besteht darin, ein Feld normalverteiler Zu-
fallsgrofien durch eine Funktion so zu filtern, dass man ein Feld mit Zufallszahlen
erhilt, dessen Werte den integralen Langenskalen ensprechend korreliert sind. Ei-
ne geeignete Filterfunktion, wére beispielsweise die Faltung

M
Uy = Z b mn- (5.3)
n=—M

Darin entspricht M dem Trdger des Filters, der von den integralen Lingenskalen
abhingt, b,, sind die Filterkoeffizienten und r,, bezeichnet das Feld von Zufalls-
grofien.

Das Algorithmus erfolgt in sechs Schritten:

1. Zunidchst wird mittels der integralen Langenskalen L, L,, L. die Anzahl der
korrelierten Knoten auf der Einstromflache bestimmt. Die Anzahl n,, o =
z,y, z, der korrellierten Knoten erhélt man durch L, = n,Ax, L, = n,Ay und
L, =n,Az, wobei Az, Ay, Az die zugehorigen Gitterweiten bezeichnen. Die
Langenskale L, in Stromungsrichtung kann als zeitliche Grofle aufgefasst
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werden. Die Filterweite wird so gewdhlt, dass M, > 2n,,a = z,y, 2, gilt. Die
Langenskale L, = 0.0656m wurde experimentell bestimmt, fiir die tibrigen
Richtungen wurde L, = L. = 0.02m festgelegt.

2. Alsnichstes wird das Zufallsfeld R, mit den Dimensionen [—M,, : M,, —M,+
1:N,+ M, —M, +1: N, + M,] initialisiert und abgespeichert. Dabei ent-
spricht N, x N, der Anzahl der Gitterknoten der Einstromfldche.

3. Anschlieffend werden die Filterkoeffizienten berechnet. Sie errechnen sich

als 2
M 2
3 =9 o wk

Die dreidimensionale Grofien erhdlt man durch die Multiplikation
bij = b; - bj - by
der Filterkoeffizienten verschiedener Raumrichtungen.

4. Nach Anwendung des Filters (5.3) erhdlt man ein zweidimensionales Feld i/
raumlich korrelierter Daten

Z Z Z by - by - by) - Ro(i', 5+ 5 k+ k).

—Mg j'=—My j'=

5. Multipliziert man das Feld ¢/ mit den experimentellen Daten, erhdlt man die
r-Komponente der Einstrombedingung zum Zeitpunkt ¢ als

UZ] — u:);ecm LETD + u . mean BZI/'p
Fiir die beiden anderen Komponenten existieren keine experimentellen Da-
ten, sie werden deshalb zu Null gesetzt.

6. Im letzten Schritt wird das erste Feld von R, geloscht und die gesamten
Daten gemdfl R, (i, j, k) := R.(i + 1, j, k) verschoben. Die Ebene R, (N, j, k)
wird mit neuen Zufallszahlen gefiillt.
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5.2.2 Das Modell und die Modellparameter

Die turbulente Stromung wird mit Hilfe der Navier-Stokes-Gleichungen model-
liert. Sie lauten nach Kapitel
\%

i+ (V-a)a— V- -2uD(1a) + 0,

=}
I

(5.4)

< I+—
=
I

0.

Durch die (7)-Symbolik wird angedeutet, dass die Groflen dimensionsbehaftet
sind. In bezeichnet

e 1[v/s] die Stromungsgeschwindigkeit,

p = 1.2041ke/m3 die Dichte der Luft bei 293.15K,

e 7= 18.15 - 10~ %ks/ms die dynamische Viskositit der Luft bei 293.15K [PK10],
e = v =rn/p=15.031-107% die kinematische Viskositit der Luft bei 293.15K,
e p[N/m?] den Druck und
e f.uq[s] die Endzeit.
Die Entdimensionierung von wird gemafs Kapitel durchgefiihrt mit
lo =1m, to =18, U = 1/
Daraufhin erhilt man die dimensionslosen Navier-Stokes-Gleichungen

W, — 2Re” 'V -D(u) + (V- u)u+ Vp =0,
V-u=0.

mit
e der Reynolds-Zahl Re
e und dem Strémungsgebiet 2 = (0,0.5/1«) x (—0.225/1,0.225/l,) x

(—0,18/l,0) fir VR1 und © = (—0.3/1,0.5/l) x (—0.225/14,,0.225/1,) %
(—0,18/1s, 0) fiir VR2.

Fiir die Kanalstromung aus VR1 ergibt sich die Reynolds-Zahl Re = puslo/n =
6.7 - 10*. Fiir VR2 wird die Definition Re = pus.d Zylind/1 = 1.3 - 10* verwendet,
die bei umstromten Hindernissen {tiblich ist. Darin entspricht d;,q = 0.02m dem
Durchmesser des Zylinders.
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Die Navier-Stokes-Gleichungen miissen mit passenden Rand- und Anfangs-
werten versehen werden, vgl. [BJST12a]. Eine schematische Zeichnung der Rand-
bedingungen an den verschiedenen Seitenflichen des Windkanals findet man in
Abbildung 5.10|

Die Randwerte werden so gewdhlt, dass sie die physikalischen Gegeben-
heiten im Windkanal widerspiegeln. Man kann erkennen, dass sich die Rand-
bedingungen des oberen Randes fiir VR1 und VR2 unterscheiden. Gemafs dem

Abmessung des Windkanals Abmessung des Windkanals

simuliertes l simuliertes l
Strdmungsgebiet Stromungsgebiet

freies G ng

freies Gleiten mit Durchdringung freies Gleiten mit Durchdringung

Abbildung 5.10: Ubersicht iiber die Art und Anordnung der verwendeten Rand-
bedingung des Stromungsfeldes, links: fiir VR1, rechts: fiir VR2

Versuchsaufbau in Kapitel |5.1| wird fiir beide Versuchsreihen VR1 und VR2 nur
die untere Halfte des Windkanals betrachtet. Bei VR1 entspricht die obere Ebene
z = 0 einer Symmetrieebene, deren Randbedingung

u-nyg = 0, TioQ * (2R€_1]D(11) — p]I) Ny = O,Z S {1, 2},

lautet. Das entspricht einer freien Gleitbedingung ohne Durchdringung; (nsq,
T1.00, T2,00) bezeichnet dabei ein Orthonormalsystem von Vektoren.

Bei VR2 ist wegen des Zylinders die Symmetrie nicht mehr gegeben. Deshalb
wird auf dieser Ebene dieselbe Randbedingung wie auf den anderen Seitenflachen
gewdhlt als

nyq - <2Re_1ID)(u) — p]l) Ny = 07 T5,00 ° (2Re_1]D)(u) —p]l) Ny = 0,2 S {1, 2}

Das entspricht der freien Gleitbedingung mit Durchdringung. Diese Randbedin-
gung modelliert den Fall, dass es Fluktuationen auf df) gibt, die sowohl in das
Gebiet hinein als auch aus dem Gebiet heraus gerichtet sind. Das stimmt mit dem
experimentellen Sachverhalt iiberein, da der Windkanal deutlich grofier ist als der
Messbereich und es somit zu Fluktuationen {iber die Rander des Messbereiches
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kommen kann. Diese Randbedingung wird auch auf den Seitenflichen und auf
der Unterseite des Kanals zur Modellierung der Versuchsreihe VR1 angewendet.
Die Implementierung der Gleit- und Durchdringungsrandbedingungen im Rah-
men der Finiten-Elemente-Methode wird in [Joh02|] beschrieben.

Als Anfangsbedingung u(0,x) = 1y(X/l~)/u« Wird ein voll entwickeltes Stro-
mungsfeld verwendet, das in einen unabhédngigen Schritt vor der eigentlichen Si-
mulation berechnet wurde. Dazu wurde eine eigenstiandige Simulation ohne Trop-
fen durchgefiihrt und die Simulationszeit so lang gewihlt, bis das Stromungsfeld
voll entwickelt ist. Dieses Feld wurde abgespeichert und kann fiir kiinftige Si-
mulationen verwendet werden. Am Einstromrand werden experimentelle Daten
verwendet. Fiir die dimensionslose Einstrombedingung gilt

U(t, LESR» Y, Z) - ﬁexp(f/toou LESR» g/lom 2/100)/1/«)07
u(ta T, YESR, Z) = 07

u(t,z,y, zgsr) = 0.

Am Ausstromrand stehen keine Messdaten zur Verfiigung. Aus diesem Grund
wird dort eine eine sogenannte do-nothing-Randbedingung

(2Re™"D(u) — pl) ny = 0

gesetzt, wobei ny, den Einheitsnormalenvektor bezeichnet, der senkrecht vom
Rand nach aufien zeigt. Diese Randbedingung kann in der Ndhe des Ausstrom-
randes zu ungenauen Ergebnisse fithren. Deshalb wird das Simulationsgebiet et-
was langer (0.5m) gewdhlt als die Lange der Messstrecke (0.4m). Damit ist sicher-
gestellt, dass die Ausstromrandbedingung im Bereich, der zum Vergleich mit den
experimentellen Daten verwendet wird, keinen Einfluss auf die numerischen Er-
gebnisse hat.

5.2.3 Die Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen und
des Turbulenzmodells

Eine ausfiihrliche Beschreibung der Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichun-
gen findet man in [JohO6b) Rol10]. Der erste Schritt ist die Anwendung der Zeitdis-
kretisierung. In dieser Arbeit wurde das Crank-Nicolson-Verfahren verwendet. In
den Studien [Joh06b, Joh04, JMRO6] wurde dieses Verfahren als guter Kompromiss
zwischen Aufwand und Genauigkeit zur Zeitdiskretisierung identifiziert. Wendet
man also das Crank-Nicolson-Verfahren auf die Navier-Stokes-Gleichungen an,
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ergibt sich fiir den diskreten Zeitpunkt ¢, das System

1
w + S AL[-2V (Re™'D(wy)) + (uy - V)] + At Vpy, (5.5)

1 1 1
=Up_1+ §Atkfk + gAtkfk—l - §Atk[—2v . (RG_ID(uk_1>) + (llk_l : V)uk_l],
V- Ui, = O,

wobei u;, = u(ty) ist. In den numerischen Simulationen ist A¢;, = 0.001.
Die variationelle Formulierung zu (5.5) lautet: Finde (uy, px) € V' x @, so dass

(uk, V) + ;Atk[(Re_I]D)(uk), ]D)(V)) + ((111C . V)uk, V)] + Atk(pk, V- V)
= (uk_l, V) + ;Atk(fk, V) + ;Atk(fk_l, V) (56)
_ ;Atk[(RelD(ukl),D(v)) (s - Vw1, V)],

(V'uk,Q):O

fir alle (v,q) € V x @ erfiillt ist. AnschlieBend wird durch eine Fixpunkt-
iteration gelost. In [Joh06b] hat sich gezeigt, dass diese Linearisierung effizienter
als eine Newton-Methode ist. Bei diesem Schema wird der nichtlineare konvektive
Term durch

(u]gm+1) . v>u§€m+1) ~ (u]gm) . V)ll;m_‘—l)

approximiert. Damit erhédlt man das lineare Oseen-Problem: Finde (u,gm),p;(gm)) €

V x @, so dass

m 1 - m e "
(u",v) + S At [(2Re ' D(uf™), D(v)) + (uf" " - T)uf™, v) &7
_ Atk(p](gm)7 V- V)

1 1
= (uk,l,v) — §Atk(fk,1, V) + §Atk(fk, V)

— ;Atk{(Re_lD(ukl),]D)(v)) + ((ug—1 - V)ug_1, V)} Yvev,
(V-ui™,q) =0 YgeQ.

Anschliefsend wird mit der Finiten-Elemente-Methode diskretisiert. An Fi-
nite-Elemente-Rdumen wurde das inf-sup stabile Paar V" x Q", V" = Q, und

h = pisc gewihlt, d.h. die Geschwindigkeit wird durch stiickweise stetige Poly-
nome zweiter Ordnung approximiert, wahrend fiir den Druck stiickweise lineare

unstetige Funktionen verwendet werden. Daraus erhélt man das Problem: Finde
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(UZ’(m)apZ’(m)) € VP x Q", so dass

m 1 — m m— m
(™ ") + S AL [(2Re D ™), D) + (" Vu™ V] (58)
- Atk(pZ’(m), Vv
= (o) — G A(EL, V) + S AR(EL V)
1 _
— S AL[(Re™'D(u ), DY) + ((wf, - V)u  vh)] whevh,

(V-up™ =0 v e

Auf den Index m fiir die Oseen-Linearisierung wird aus Griinden der Ubersicht
ab jetzt verzichtet.

Das Problem wird letztendlich innerhalb der Simulation einer turbulenten
Stromung verwendet. Deshalb muss ein Turbulenzmodell angewendet werden.
Hier wurde die VMS-Methode aus Kapitel verwendet. Die vollstandig im-
plizite projektions-basierte FEVMS-Methode lautet

(af,v") + 5 At [(2Re D(uf), DY) + (- V) v*) 59)

+ (vrs(D(uf) — G), D(V™))| — Ate(pf, V- V")
= (u}_, v") — ;Atk(fkl, v+ ;Atk(fk,vh)
— AR [(Re D), D) + (- T, V)
+ (vra (D(ul_y) = GILy),D")| W e v,
(V-up,¢") =0 V" eQ"
(D(u}) -G, L¥) =0 VL¥ € L".

Die Skalenseparation, die die Grundlage der VMS-Methode bildet, wird hier
durch die Wahl des Raumes der grofien Skalen des Geschwindigkeits-Deformati-
onstensors L realisiert. Dabei werden die grofen Skalen durch die L?-Projektion
in den Raum L¥, die explizit in der dritten Gleichung angegeben wurde, definiert.
Als turbulente Viskositdt vy wurde das Smagorinsky-Modell [Sma63], v =
0% D(u")|| r, benutzt. Darin bezeichnet ¢, eine Konstante und ¢ die Filterweite.
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5.3 Die Modellierung der Tropfenverteilung unter
Beruicksichtigung der experimentellen Daten

5.3.1 Die Einbeziehung der experimentellen Daten in die
Einstromungsbedingung

Die Eingliederung der experimentellen Daten als Einstrombedingung gestaltet
sich fiir die Tropfen schwieriger als fiir die Stromung, vgl. [BJST12a]. Es wird ei-
ne dreidimensionale Einstrombedingung benétigt, zweidimensional im Ort und
eindimensional bzgl. der inneren Koordinate. Das heifit, man benétigt in jedem
rdaumlichem Punkt die Verteilung der Tropfendurchmesser. Die experimentellen
Daten miissen dementsprechend angepasst werden.

Das raumliche Gitter der Tropfen ist weitgehend das Gleiche wie das der Stro-
mung. Fiir die Versuchsreihe VR1 stimmen sie exakt iiberein, fiir VR2 wird die
Simulation wegen des Zylinders bereits 0.3m vor der Messtrecke begonnen. Ex-
perimentelle Daten der Tropfen Tropfen stehen erst ab der Ebene z = 0 zu Ver-
figung und werden im Bereich von [0m, 0.5m] simuliert. Auf dem Einstréomrand
x = 0 sind 46 x 19 Messpunkte vorhanden. Fiir Simulation mit dem Gitter der Ver-
suchsreihe VR1 werden keine weiteren Werte fiir die Tropfen benétigt. Das Gitter
fiir VR2 ist im Bereich im Bereich des Zylinders, vgl. Abbildung verfeinert.
In diesem Bereich der Ausstromfliche werden zusitzliche Werte benétigt. Man
erhilt sie durch bilineare Interpolation. Zur Evaluation der Daten wurden zusétz-
lich die Ebenen = = 0.2m und = = 0.4m in der gleichen Auflésung vermessen.

Die Umrechnung der experimentellen Daten in die Tropfendichteverteilung

Durch den Sensor gemessene Grofien sind der Durchmesser und die Geschwin-
digkeit einzelner Tropfen an einem bestimmten Messpunkt. Pro Messpunkt wur-
den ca. 5000 bis 10 000 Einzelmessungen durchgefiihrt. Diese Daten miissen in die
als Einstrombedingung bendétigte Tropfendichteverteilung umgerechnet werden.
Mit Hilfe der Gleichung

c- 2 %j S — (5.10)
T i=1 Av(Div Vz)uz .

kann die Konzentration, d.h. die Anzahl der Tropfen pro Volumeneinheit, in je-
dem Messpunkt aus den gemessenen Daten gewonnen werden. Die Konzentra-
tion eines Messpunktes steht fiir ein umgebendes Messvolumen von 1em? und
wurde dementsprechend hochgerechnet, fiir mehr Informationen siehe [BJST12a].

In (5.10) bedeutet
e T die Messzeit,

e N, die Anzahl ausgewaihlter Signale,
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e u,; die gemessene Geschwindigkeit des Tropfens,

e 1), ist ein Korrekturfaktor fiir Fehlauswertungen (Mehrfachzdahlungen oder
Auslassungen von Tropfen),

e A (D;,;) ist die Flache des Tropfens, die die Messebene schneidet. Sie ist in
der Regel abhdngig von Durchmesser, Form und Flugbahn der Tropfen und
dem Winkel des Messgerits zur Ebene, fiir mehr Einzelheiten vgl. [RT01].

Der Sensor kann Tropfen bis zu 445um Durchmesser detektieren. Der mittlere
Durchmesser der Tropfenverteilung liegt jedoch bei ca. 13;um. Fast alle Tropfen
konzentrierten sich in dem Intervall [0,50] ym. Grofsere Tropfen traten nur noch
vereinzelt auf. Messwerte mit einem Durchmesser grofler als 171pm wurden
in den Simulationen nicht berticksichtigt, denn Tropfen grofier als ein gewisser
Schwellenwert entstehen nicht mehr durch die Diise, sondern durch Wasser-
ansammlungen, die sich an der Messlanze bilden und letztendlich vom Luftstrom
mitgerissen werden.

Die in berechneten Konzentrationen werden in bestimmte Grofienklas-
sen bzgl. der inneren Koordinate eingeteilt. Der Bereich von [1,171] ym wurde in
dquidistante Intervalle von 2 ym Durchmesser zerlegt, was 86 Knoten entspricht.
Zusétzlich wurde der Nullpunkt als zuséatzliche Koordinate hinzugenommen, um
eine Randbedingung fiir die Tropfen setzen zu konnen. Ein Beispiel fiir eine ge-
messene Tropfenkonzentration in einem Messpunkt ist in Tabelle [5.1| angegeben.
Die linke Spalte in Tabelle gibt jeweils den Mittelpunkt des entsprechenden
Intervalls an. In der Mitte findet man die passenden Konzentrationen und in der
rechten Spalte die jeweils zugehorigen Standardabweichungen. Die Konzentratio-
nen mit den entsprechenden Standardabweichungen wurden von der AG Théve-
nin berechnet und bereitgestellt.

Aus der Konzentration kann man anschlieSend die Tropfendichteverteilungs-
funktion berechnen, die als Randbedingung benétigt wird. Die Konzentration ent-
spricht dem Integral iiber die gesuchte Dichtefunktion. Es gilt

&1, Ve, Ad) = / / f(di, %, d)dz dd. (5.11)
Vx Jad
Nimmt man nun an, dass f(f, %, d) eine stiickweise lineare Funktion ist, erhilt man

mit Hilfe der zusammengesetzten Mittelpunktregel fiir jedes Intervall auf dem
diskreten 4D-Gitter
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Damit erhélt man einen Wert f(Z,%,,, d,,) im Mittelpunkt (X,,, d,,) des Intervalls
als

N (A YY)

S ) = S22 2D,

AVz - Ad

Die Daten liegen nun in der Form vor, die fiir die Einstrombedingung der Simu-
lationen benotigt wird. Ein Nachteil ist aber, dass das Gitter den experimentellen
Daten entsprechen muss. Das Gitter dieser Konfiguration ist dquidistant, relativ
grob und nicht lokal verfeinert.
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Tabelle 5.1: Beispiel einer Tropfendichteverteilung fiir VR1

7 no no dit1opm  Konz. [Z95] o[22
dit1/opm  Konz. [125] o %] 87+0 < 0 Lt O[Cm |
1.0 936 57
89.0 0 2
3.0 146 62
91.0 1 9
5.0 214 78
93.0 0 4
7.0 239 78
95.0 0 0
9.0 224 77
97.0 0 3
11.0 198 69
99.0 0 2
13.0 167 68
101.0 1 7
15.0 132 66
103.0 0 0
17.0 109 56
105.0 1 12
19.0 84 50
107.0 0 0
21.0 69 40
109.0 0 5
23.0 49 31
111.0 5 59
25.0 42 34
113.0 0 0
27.0 32 28
115.0 0 1
29.0 29 25
117.0 1 5
31.0 22 22
119.0 0 0
33.0 16 21
121.0 0 0
35.0 15 20
123.0 0 0
37.0 11 17
125.0 0 0
39.0 8 15
127.0 0 0
41.0 6 12
129.0 0 6
43.0 6 12
131.0 0 0
45.0 5 11
133.0 1 10
47.0 2 6
135.0 0 0
49.0 3 9
137.0 0 0
51.0 3 9
139.0 2 35
53.0 1 4
141.0 0 0
55.0 2 8
143.0 0 0
57.0 2 6
145.0 0 0
59.0 1 5
147.0 0 0
61.0 1 5
149.0 0 0
63.0 1 4
151.0 0 4
65.0 1 6
153.0 0 0
67.0 1 4
155.0 0 0
69.0 1 6
157.0 0 0
71.0 0 2
159.0 0 0
73.0 1 4
161.0 0 0
75.0 0 2
163.0 0 0
77.0 1 4
165.0 0 0
79.0 1 5
167.0 0 0
81.0 1 3
169.0 0 0
83.0 1 11
85.0 1 4 171.0 0 0
173.0 38 788
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Die lineare Interplation

Aus den oben genannten Griinden sollen die Daten durch eine stetige Funktion
approximiert werden. Ein Nachteil ist, dass durch die Approximation weitere Feh-
ler verursacht werden kdnnen. Andererseits konnen fiir eine stetig approximierte
Funktion beliebige an das Problem angepasste Gitter bzgl. der inneren Koordi-
nate d gewdhlt werden. Es sind viele kleine Tropfen vorhanden und nur wenige
grofle. Von daher ist es sinnvoll, Gitter zu verwenden, die fein fiir kleine Durch-
messer und grob fiir grofle Durchmesser sind. Mit einem frei wahlbaren Gitter
ist es auch moglich, die von Hackbusch entwickelte massenerhaltende Methode
[Hac06, Hac07] einzusetzen, die spezielle Gitter benétigt, vgl. Kapitel

Die erste Moglichkeit ist, die stetige stiickweise lineare Interpolation der vor-
handenen Werte. Das muss sowohl fiir die Werte der Dichteverteilungsfunkti-
on f als auch fiir die entsprechende Standardabweichung durchgefiihrt werden.
Numerische Untersuchen ergaben, dass es fiir die Massenerhaltung wichtig ist,
dass die letzten Intervalle der Dichtefunktion Null sind. Waren im letzten Inter-
vall noch Tropfen, wiirden sie durch Wachstum und Kollisionen das Intervall und
den Definitionsbereich verlassen. Damit wiirde sich die Gesamtmasse verringern.
Deshalb wurden alle Werte, die groBer als 125 - 10~°m sind, zu Null gesetzt und
das Intervall bis zu einem Durchmesser von 249 - 10~°m kiinstlich verlédngert.

Die Interpolation mittels einer Lognormalverteilung

Bei den experimentellen Untersuchungen [HBWTO08] hat sich gezeigt, dass die
Tropfengrofienverteilung und auch die Verteilung der Standardabweichung in ei-
nem Messpunkt durch eine Lognormalverteilung approximiert werden kann, vgl.
Abbildung Die Lognormalverteilung bietet eine gute Approximation der ex-
perimentellen Daten und wird oft zur Darstellung atmosphaérischer Tropfenvertei-
lungen genutzt [SP06]. Auch bei dieser Art der Interpolation wurden alle Werte,
die groBer als 125 - 10~°m sind, zu Null gesetzt und das Intervall bis zu einem
Durchmesser von 249 - 10~ °m kiinstlich verldngert. Die allgemeine Formel einer
Lognormalverteilung lautet

cr _(nd—p)?

= 207 5.12
da\/27re : ( )

mit den Parametern o, i und c;. Bei ¢; handelt es sich um einen Skalierungspa-
rameter. Diese drei Parameter aus miissen nun fiir jeden Gitterpunkt x auf
dem Einstromrand bestimmt werden. Das fiihrt auf ein tiberbestimmtes nichtli-
neares Problem, das mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate und einem
geddampften Gaufi-Newton-Verfahren gelost wurde. Dazu wird zundchst das Re-
siduum

fln(d~7 a, W, Cf) =

i = finexp(di) — fin(di; a(k),,u(k),cgck)), i=1,...,Ny,
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Abbildung 5.11: Interpolation der Messwerte mit Hilfe einer Lognormalver-
teilung links: Konzentration, rechts: Standardabweichung

bestimmt. Sind die Parameter a¥) = (¢, u*), cgfk))T eines Iterationsschrittes be-
kannt, erhélt man die des nachfolgenden Schrittes durch

aktl) — a4 a(J]’;FJf)—ljj?r7 (5.13)

wobei J; € RNa+1x3 dje Jacobimatrix von (5.12)) hinsichtlich der Parameter

Ofuldiomc))  fuldiopey) | ;5 (Ind — p)?
o = _ - + fin(d; a,u,cf)T,
Ofm(dio,pcr) 7 = Ind — p
N = fuldio, p,cp)——5—,
Ofinldio, i cr) _ finld; 0,1, ¢4)
aCf Cf

ist. Beim Parameter o > 0 in handelt es sich um einen Dampfungspara-
meter. Es hat sich gezeigt, dass die Daten fiir die Standardabweichung ebenfalls
gut durch eine Lognormalverteilung, vgl. Abbildung approximiert werden
konnen. Die Randbedingung erhilt man jeweils durch

fin(t: 07 g7 27 d) = .fin,exp(ga 27 J) + T(t: j? @) : o-in,exp(~7 27 d)7

wobei r einer normalverteilten Zufallsgrofie entspricht. Werte mit negativen Vor-
zeichen werden zu Null gesetzt.
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5.3.2 Das Modell und die Modellparameter
Die Tropfengeschwindigkeit

Es wird angenommen, dass die Tropfen der Stromung folgen, d. h. dass die Trop-
fengeschwindigkeit ndherungsweise der Stromungsgeschwindigkeit entspricht.
Die Stromungsgeschwindigkeit wird durch die Navier-Stokes-Gleichungen be-
rechnet. An dieser Stelle findet demnach die Kopplung zwischen der Stromung
und der Populationsbilanzgleichung statt.

Eine gewisse Abweichung, die sogenannte Schlupfgeschwindigkeit, tritt den-
noch auf und muss zur Korrektur der zeitabhdngigen Stromungsgeschwindig-
keit @i(x) berticksichtigt werden. Die Tropfen werden entgegen der Stromrichtung,
vgl. Kapitel 5.1 zerstdubt, wodurch sie zunéchst stark abgebremst und anschlie-
end wieder auf die Luftgeschwindigkeit beschleunigt werden. Dieser Vorgang
ist noch nicht vollstindig abgeschlossen, wenn die Tropfen die Messstrecke er-
reichen. Beim Eintritt in die Messstrecke in der Ebene # = 0 besteht eine durch-
schnittliche Geschwindigkeitsdifferenz von 0.31 m/s fiir VR1 bzw. 0.18 m/s fiir VR2.
An experimentellen Daten stehen die mittlere Geschwindigkeit der Luft, vgl. Ab-
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Abbildung 5.12: Profil der experimentellen, zeitgemittelten Daten der Tropfenge-
schwindigkeit links: fiir VR1, rechts: fiir VR2

Abbildung 5.13: Profil der experimentellen, zeitgemittelten Daten der Schlupfge-
schwindigkeit links: fiir VR1, rechts: fiir VR2

bildung 5.7 fir VR1 bzw. fiir VR2 und der Tropfen vgl. Abbildung fiir
jeden Messpunkt des Einstromrandes in der Ebene Z = 0 zur Verfiigung. Da die
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Messstrecke des Windkanals sehr kurz ist, wird angenommen, dass die Einstrom-
geschwindigkeiten fiir die gesamte Messstrecke gelten. Damit erhélt man fiir die
mittlere Tropfengeschwindigkeit, vgl.[BJST12a]], in Stromungsrichtung

(udrop)1($a Y, Z) = (uainsiml + (udr0p7exp - uair,exp))(aja Y, Z)

d.h. die Schlupfgeschwindigkeit (Warop exp — Wairexp) (T, ¥, 2), vgl. Abbildung
wird von der ersten Komponente der Stromungsgeschwindigkeit abgezogen. Die
beiden anderen Komponenten der Tropfengeschwindigkeit entsprechen denen
der simulierten Stromungsgeschwindigkeit.

Zusammenfassung der Modellgleichung und der zugehérigen Parameter

Sei ein Geschwindigkeitsfeld fiir die Luftstromung u gegeben. Das Tropfenwachs-
tum wird durch eine Populationsbilanzgleichung (4.11)) modelliert. Die Entdimen-
sionierung wird gemdf Kapitel durchgefiihrt und man erhalt

of lew O [a
o Ve g 1) 2 (5)

be [(p2g & [T Feo (oo (d® — dP)V3, doell)
T Usofoo { <f°° OO) 2 /d‘mm (d® — d3)2/3

X f (0 (doo(d® = d®)7%) f(-, dood) d d!

~  [dmax ~ ~ ~
~ () o) [ (oo, dood ) (- docd) d |

min

in (0,7] x Q X (dmin, max)-

Darin sind

e a[m’/s] die Wachstumsrate,

e ri.o[™’/s] der Kollisionskern und

® Uyrop = Udrop/Us die dimensionslose Geschwindigkeit der Tropfen.

Fiir die Wachstumsrate gilt nach Kapitel
4-(5-1)

(ot —1) 8 + 8625
Bei einer Raumtemperatur von 20 °C, bzw. der absoluten Temperatur 7' = 293.15 K
sind

e die latente Warme, L = 2.453 - 10° J/xg,

=4(S-1)-a.
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e die individuelle Gaskonstante fiir Wasserdampf R, = 461.5/ks K,

die Dichte von Wasser o7, = 1000 k&/m3,

die Warmeleitfahigkeit K = 2.55- 1072 I/m s K,

der Diffusionskoeffizient fiir Wasserdampf in Luft D = 2.52 - 107> m?/,

der Séttigungsdampfdruck ey (7") = 2338.54 Pa (k8/m s?) [Pa] und
e S =1.01[%] die Ubersittigung.

Damit erhilt man fiir die Wachstumsrate a einen Wert von 5.0613 - 1012 m?/s,

Fiir den Referenzdurchmesser d., = dy. wird do, = 171 - 107%m verwendet,
wenn man als Einstromungbedingung die experimentellen Daten ohne Modifi-
kation wéhlt und d,, = 249 - 10~°m, wenn die Einstrémbedingung stetig appro-
ximiert wurde. Der kleinste Durchmesser der Tropfen wird auf cimm = 1076 ge-
setzt, was den kleinsten Tropfen des Experiments entspricht. Wegen der positiven
Wachstumsrate ist eine Randbedingung fiir das linke Intervallende der Tropfen
Durchmesser notwendig. Sie beschreibt die Nukleation. Da im Messbereich kei-
ne neuen Tropfen entstehen, spielt die Nukleation der Tropfen in der betrachteten
Versuchsanordnung keine Rolle. Um dieses Problem zu umgehen wird ein kiinst-
licher kleinster Durchmesser dpin .t = 0 eingefiihrt. Fiir die Randbedingung an
diesem Rand gilt

f(£> X, dmin,art) = 0.

Als Referenzwert fiir die Populationsbilanzgleichung wurde f., = 10"[}/m] als
maximale Dichte verwendet.

Weiterhin gelten dieselben Vereinbarungen wie zur Entdimensionierung des
Stromungsfeldes, I, = 1m, tuo, = 17/, tog = loo/Uoo-

Fiir den Kollisionskern gilt gemaf Kapitel [4.3.2]

2kgT 1 1
chol<d; d/) = Cbrown%(d + d/) (d + d’) -+ Cshear =V 2Vu : Vu (d + d/)g.

Darin sind
e kp = 1.3806504 - 10~%* die Boltzmann-Konstante,
e 7 = 18.15 - 10~ %k¢/ms die dynamische Viskositit der Luft bei 293.15K,

® Chrown UNd Cghear ZWei unbekannte Parameter, die durch Vergleiche mit den
experimentellen Daten bestimmt werden miissen.

Die Modellgleichung muss mit passenden Rand- und Anfangswerten versehen
werden.
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Eine Anfangsverteilung ist vom Experiment nicht bekannt. Deshalb wird als
Approximation die experimentell vorgegebene Einstrombedingung auf das ge-
samte Stromungsfeld tibertragen.

Die Randbedingungen des Stromungsfeldes erlauben Fluktuationen der Trop-
fen aus dem Stromungsgebiet heraus. Die Einstromung von Tropfen durch die Sei-
tenwénde, die durch in das Gebiet gerichtete Fluktuationen auftritt, werden nicht
berticksichtigt, da keine experimentellen Daten fiir diese Vorgdnge zur Verfiigung
stehen. In den numerischen Studien zeigte sich, dass der Verlust an Tropfen durch
die Aufienwénde vernachldssigbar ist.

5.4 Das Software-Paket MooNMD

Die hier vorgestellten numerischen Studien wurden alle mit dem wissenschaftli-
chen Programmpaket MooNMD, Mathematics and object oriented Numerics in
MagDeburg, durchgefiihrt. Dieses Software-Paket wurde am Institut fiir Analysis
und Numerik der Otto-von-Guericke-Universitit-Magdeburg als universell ein-
setzbares C++ Programm zur Losung von zwei- und dreidimensionalen Proble-
men entwickelt und erfolgreich eingesetzt. Eine Beschreibung der grundlegenden
Idee dieser Software findet sich in [JMO04].

Die linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen wurden mit einem flexiblen
GMRES-Verfahren (generalized minimal residual method) mit einem mit dem so-
genannten multiple discretization multi-level Vorkonditionierer gelost [JohO6b].
Fiir die lineare Gleichung in vier Dimensionen, die bei den Simulationen der
Populationsbilanz mit dem impliziten Euler-Verfahren (BWE-UPW) und dem
linearen FEM-FCT-Verfahren auftritt, wird als Loser die BICGStab-Methode (bi-
conjugate gradient stabilized method) mit einem SSOR (symmetric sucessive over
relaxation) Vorkonditionierer verwendet. Dabei zeigte sich in den numerischen
Studien, dass zur Losung der Populationsbilanz im Allgemeinen nur wenige
Iterationsschritte notwendig waren, siehe auch [JR10].

5.5 Der Algorithmus zur numerischen Losung des
gekoppelten Systems

Bei der Losung des gekoppelten Systems wird eine sequentielle Losungsstrate-
gie verfolgt. Die Teilprobleme werden also getrennt voneinander gelost und die
Kopplungseinfliisse tiber das Geschwindigkeitsfeld tibertragen. Als erster Schritt
erfolgt eine Zeitdiskretisierung aller Systemgleichungen mit einheitlicher Zeit-
schrittlinge. Dieser Ansatz fiihrt in jedem diskreten Zeitpunkt zu einem gekop-
pelten System von Gleichungen, das im Raum linearisiert, diskretisiert und itera-
tiv gelost werden muss.
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Als erstes werden die dimensionslosen Navier-Stokes-Gleichungen ge-
16st, da sie unabhédngig von der Populationsbilanzgleichung sind. Das Geschwin-
digkeitsfeld u der zugrunde liegenden Stromung wird zur Berechnung der Trop-
fenverteilungsdichtefunktion f benotigt.

Die Transportgleichung, die die Tropfenverteilung modelliert, ist in einem
hoher-dimensionalen Gebiet definiert. Geméaf Kapitel [4.1]ist die innere Koordinate
der Durchmesser der Tropfen. Die hohere Dimension ist der Grund weshalb man
erwartet, dass die Losung teurer und aufwendiger ist. Es sollten daher verschie-
dene Herangehensweisen getestet werden. Ziel ist ein Vergleich verschiedener
Verfahren in Hinblick auf Genauigkeit, Robustheit und Rechenzeit.

Die Gleichungen mit denen die Stromung simuliert werden, werden fiir die
Versuchsreihen VR1 und VR2 unterschiedlich geldst. Der Triangulierung von
VR1 liegt lediglich ein Feingitter zugrunde, das der Verteilung der experimentel-
len Messpunkte entspricht. Das Stromungsgebiet €2 wurde durch ein regelméfiiges
hexaedrisches Gitter mit 51 x 46 x 19 Knoten diskretisiert. Fiir die Strémung wur-
den @,/ P{*° Finite-Elemente verwendet. Diese Diskretisierung fiihrt zu 1020201
Freiheitsgraden fiir die Geschwindigkeit und 162000 Freiheitsgraden fiir den
Druck. Fiir die innere Koordinate werden zwei Gitterarten betrachtet. Das erste
ist quasi dquidistant mit 89 Knoten bei (0,1,3,5,...,171)um. Nur das erste In-
tervall (0, dpin) hat eine andere Lange als 2um. Auch diese Knoten stimmen mit
den vom Experiment vorgegebenen Daten iiberein. Die Anzahl der Knoten dieses
vierdimensionalen Gitters fiir die Populationsbilanzgleichung betragt 3 967 086,
was mit den Freiheitsgraden der (); Finite-Elemente-Methode iibereinstimmt. Das
zweite Gitter ist verfeinert fiir kleine Durchmesser. Es besteht aus 94 Knoten. Die
lokale Verfeinerung wurde gemaf; Kapitel durchgefiihrt. Weil die Intervalle
fiir grofie Tropfen ziemlich lang sind, werden die Simulationen in einem etwas
grofieren Gebiet [0, 249]m bzgl. der inneren Koordinate durchgefiihrt. Mit dem
verwendeten Gitter wird der Bereich von [124.5-107%,249-10%]um nur durch drei
Intervalle représentiert. Dieses Gitter enthélt 4 189 956 Freiheitsgrade.

Bei der Stromungssimulation der Versuchsreihe VR2 wurde ein Mehrgitterver-
fahren als Vorkonditionierer der flexiblem GMRES-Methode verwendet [JMO1].
Zur Triangulierung des Stromungsgebietes {2 wurde ein hexaedrisches Gitter mit
19 x 24 x 13 Knoten verwendet. Auf dem Grobgitter wurde mit Q7% /Q, Finiten-
Elementen gearbeitet. Um die Gesamtanzahl der Knoten zu bestimmen, muss man
berticksichtigen, dass an der Stelle des Zylinders ein Gitterpunkt auf jeder y-Ebene
fehlt, insgesamt erhélt man 5 904 Knoten. Das Gitter wurde einmal uniform verfei-
nert, so dass man 43 052 Knoten erhélt. Auf diesen Gittern wurde mit Q}°"/Q, Fi-
niten-Elementen gearbeitet. Eine weitere Erthohung der Genauigkeit wurde durch
den Ubergang von Q7°!/Q zu Q,/ P erreicht. Diese Vorgehensweise ist unter
dem Namen multiple discretization multilevel method [JM01]] bekannt. Damit er-
halt man 973 728 Freiheitsgrade fiir die Geschwindigkeit und 156 032 Freiheits-
grade fiir den Druck. Insgesamt sind das 1129 760 Freiheitsgrade. Das Gitter der
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Tropfen entspricht bei der Messreihe VR2 dem Feingitter der Stromung im Bereich
[0, 0.5]. Mit den oben beschriebenen Gittern erhalt man denmach 37 x 47 x 25 x 89
bzw. 37 x 47 x 25 x 94 Knoten, was 3869275 bzw. 4086 650 Freiheitsgraden
entspricht.

Vergleicht man das numerische Gitter von VR2 mit den experimentellen Da-
ten kann man erkennen, dass das numerische Gitter in y-Richtung einen Knoten
mehr enthilt, als das experimentelle Gitter. Um an diesem Punkt eine definier-
te Einstrombedingung fiir Stromung und Tropfen zu erhalten, wurde der Rand-
wert stetig fortgesetzt. In der Auswertung wurde dieser zusétzliche Punkt nicht
berticksichtigt. Er wird nur benétigt, um eine Verfeinerung des Gitters fiir das
Mehrgitterverfahren zu ermoglichen, das eine gerade Anzahl von Zellen fordert.
Gleichzeitig sollten die Knoten des Feingitters mit den Messpunkten tibereinstim-
men.

5.6 Die Ergebnisse der numerischen Simulationen
und die Evaluation anhand der experimentellen
Daten

In den numerischen Studien wurden im Wesentlichen zwei Ziele verfolgt. Zu-
ndchst sollten verschiedene Aspekte des zugrunde liegenden Modells untersucht
werden, wie beispielsweise geeignete Werte fiir die Modellkonstanten des Kollisi-
onskerns oder der Einfluss von Aggregation und Ubersittigung. Besonders inter-
essant ist es zu untersuchen, welchen Einfluss die Stromung bzw. die Turbulenz
auf das Tropfenwachstum austibt. Das wére dann ein Beitrag fiir ein derzeit aktu-
elles Forschungsgebiet der Meteorologie.

Als zweiter Schwerpunkt sollte der Einfluss verschiedener numerischer Metho-
den untersucht werden. Unter ungtinstigen Voraussetzungen konnte die mathe-
matische Methode grofien Einfluss auf das Simulationsergebnis haben, vgl. [JR10].
Aus diesem Grund wurden die Methoden zunichst auf Genauigkeit und Robust-
heit untersucht. Wenn diese Kriterien ausreichend erfiillt waren, wurde auf Effizi-
enz getestet.

5.6.1 Die Ergebnisse der Simulationen des Stromungsfeldes

Als erster wichtiger Baustein des Modells sollen die Ergebnisse der Simulatio-
nen der verschiedenen Stromungsfelder prasentiert werden. Untersucht wurde
zundchst der Einfluss verschiedener Einstrombedingungen, vgl. Kapitel
auf die Stromung der Versuchsreihe VR1 ohne Zylinder. Die Einstrombedingung
wurde in allen Tests auf Basis der experimentellen Daten gebildet. Grundlage
war der experimentell bestimmte Mittelwert der Stromungsgeschwindigkeit. Die
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Abbildung 5.14: Das stationdre Stromungsfeld, die zeitgemittelte Einstrombedin-
gung der VR1 wurde auf das gesamte Gebiet ausgedehnt

Methoden unterscheiden sich darin, wie die Schwankungen um diesen Wert be-
rechnet wurden. Zunichst wurde angenommen, dass die Stromung stationér ist,
d.h. dass es keine Schwankungen um den Mittelwert gibt. In diesem Fall wur-
den die zeitgemittelten experimentellen Daten am Einstromrand auf das gesamte
Stromungsgebiet tibertragen. Als zweites wurden die Fluktuationen mit Hilfe
der experimentell gemessenen Standardabweichungen durch weifses Rauschen
erzeugt. Im dritten Fall wurde die Methode von Klein [KSJ03]], vgl. Kapitel
angewendet, mit der man korrelierte Fluktuationen erzeugen kann. Die Ergeb-
nisse sind in den Abbildungen dargestellt. Es wurde jeweils der Betrag
des Geschwindigkeitsfeldes ||u|| in jedem Punkt x aufgetragen. Auf den Bildern
kann man deutlich erkennen, dass die Stromung in der Mitte des Kanals langsa-
mer fliefit als am Rand. Das liegt daran, dass die Diise vor der Messstrecke im
Kanal angebracht ist. Da die Messlanze nicht genau mittig, sondern ein Stiick
nach links verschoben in den Kanal eingebracht wurde, ist das Stromungsfeld
unsymmetrisch. Die Aufenthaltsdauer der Tropfen in der Messstrecke betragt
weniger als 0.5s. Zur Turbulenzmodellierung wurde die VMS Methode mit ad-
aptiven Skalenraum verwendet. Das obere Bild der Abbildungen zeigt
eine Momentaufnahme des Stromungsfeldes. Auf den unteren sieht man die
Einstrom- und Ausstromflache. In einer realistischen Stromungssimulation soll-
ten sich die beiden Bilder d4hneln. Die Ausstromflache kann, verursacht durch den
dissipativen Einfluss des Turbulenzmodells, etwas geglattet sein.

Man kann erkennen, dass die Methode von Klein realistischere Ergebnisse er-
zeugt, als weifSes Rauschen. Die Fluktuationen auf der Einstromseite sind kleiner
im Vergleich zu denen, die durch weifies Rauschen erzeugt wurden. Aber am Aus-
stromrand konnen noch dhnliche Turbulenzen wie am Einstrémrand wahrgenom-
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Abbildung 5.15: Stromungssimulation der VR1, Fluktuationen wurden durch
weifles Rauschen erzeugt, oben: gesamtes Stromungsfeld, unten
links: Einstromebene, unten rechts: Ausstromflache
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Abbildung 5.16: Stromungssimulation der VR1, Fluktuationen wurden durch die
Methode von Klein erzeugt, oben: gesamtes Stromungsfeld, unten
links: Einstromebene, unten rechts: Ausstromfliache
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men werden. Verwendet man weifses Rauschen, sind die Fluktuationen auf dem
Einstromrand hoher, aber unkorreliert. Aus diesem Grund mitteln sie sich aus und
es zeigen sich eher laminare Ergebnisse. Das stimmt auch mit den Beobachtungen
aus [KSJ03] iiberein.

Aufgrund dieser Beobachtung wird fiir die weiteren Simulationen der Experi-
mente die Methode von Klein verwendet, sofern nichts anderes angegeben wird.

Um ein turbulenteres Stromungsfeld zu erzeugen, wurde in der zweiten Ver-
suchsreihe VR2 ein Zylinder vor der Messtrecke in die Stromung eingebracht.
Als Einstrombedingung werden auf der Ebene x = —0.3m die Einstroémdaten der
Versuchsreihe VR1 verwendet und ein umstromter Zylinder simuliert. Die Fluk-
tuationen wurden mit der Methode von Klein erzeugt. Die Ergebnisse der Simu-
lationen sind in Abbildungen [5.17)zu sehen. Vor allem hinter dem Zylinder bilden
sich Wirbel und Wirbelablosungen, man erkennt die typische Kdrmansche Wir-
belstrafie. Die experimentell bestimmten Daten der Ebene x = 0 werden mit den
numerisch erzeugten Daten verglichen. Wie schon bei VR1 liegen fiir diese Ebe-
ne zeitlich gemittelte Daten vor. Vergleicht man sie mit den zeitlich gemittelten
numerischen Daten ergibt sich eine gute Ubereinstimmung, vgl. Abbildung
Das ist ein Indiz dafiir, dass die Stromungssimulation die Realitdt gut wiedergibt.
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Abbildung 5.17: Stromungssimulation der Versuchsreihe VR2, oben: gesamtes
Stromungsfeld, Schnittebenen durch den Mittelpunkt des Stro-
mungsfeldes mitte: in z-Richtung unten links: in y-Richtung unten
rechts: Ausstromflache x = 0.4

Abbildung 5.18: Zeitgemittelte Werte der Stromung der VR2, Schnittebene: x = 0,
links: experimentell bestimmte Daten, rechts: numerische Daten
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5.6.2 Die Ergebnisse der Simulationen der
Tropfendichteverteilung

Experimentelle Daten, die die Tropfendurchmesser charakterisieren, liegen fiir
drei verschiedenen Ebenen (r = Om, x = 0.2m und z = 0.4m) vor. Die Daten
des Einstromrandes (r = 0m) werden als Randbedingung und die Daten der Aus-
stromung (¢ = 0.4m) werden zum Vergleich von Experiment und Numerik ver-
wendet. Die experimentell bestimmten Daten der VR1 und VR2 unterscheiden
sich stark. Die Versuchsreihe VR2 wurde mit deutlich mehr Tropfen durchgefiihrt.
Ferner unterscheiden sich die rdumlichen Verteilungen der Tropfen wegen der un-
terschiedlichen Stromungen. In [BJST12b] wurden bereits etliche Simulationen fiir
VR1 durchgefiihrt.

Alle Simulationen werden im Zeitintervall [0, 1] s durchgefiihrt. Die Daten un-
terliegen zeitlichen Schwankungen aufgrund der turbulente Stromung. Aus die-
sem Grund werden die Daten im Intervall [0.5, 1] s gemittelt. Das erleichtert auch
den Vergleich mit den experimentellen Daten, die ebenfalls in zeitlich gemittelter
Form vorliegen. Die Daten gehen erst nach einer Simulationszeit von 0.5s in den
Mittelwert ein. Ab diesem Zeitpunkt haben alle Tropfen, die zum Zeitpunkt ¢t = 0
in den Kanal injiziert wurden, das Ende des Kanals erreicht und der Durchfluss
der Tropfen bleibt etwa konstant. Die Lange des Zeitschrittes betragt, sofern kein
anderer Wert genannt wird, At = 10~%s. Zur Berechnung des Masseverlustes wer-
den Rechnungen im Intervall [0, 1.5]s durchgefiihrt. In der Zeit von 0—0.5s werden
tiber die Finstromfldche Tropfen ins Stomungsgebiet gegeben. Dann wird die Ein-
stromung gestoppt, so dass keine weiteren Tropfen ins System gelangen. Es wird
iiber das gesamte Zeitintervall gemessen, wie viel Masse eingestromt wird und
wie viel Masse das System iiber die Ausstromfldche wieder verldsst. Die Diffe-
renz ergibt den Masseverlust.

Zur Bestimmung der unterschiedlichen Laufzeit pro Zeitschritt, wird die Zeit
ermittelt, die die komplette Simulation, einschliefilich Assemblierung und Stro-
mungssimulation benétigt und durch die Anzahl der Zeitschritte geteilt.

Um ortsabhéngige Strukturen zu vergleichen, werden raumlich aufgeldste Da-
ten verwendet. Um eine zweidimensionale Darstellung der dreidimensionalen
Daten zu ermoglichen, muss die ortsabhédngige Tropfendichteverteilung durch
einen Wert pro Messpunkt charakterisiert werden. Eine geeignete Grofe ist das
Maximum und die korrespondierende Maximumstelle (Mode) der Verteilung.
Diese Grofien zeigen an, welcher Tropfendurchmesser am haufigsten vertreten ist
und mit welcher Tropfenanzahl. Zusédtzlich wird der Mittelwert von Maximum
und Maximumstelle fiir die Einstromfldche und die Ausstromfldche in Tabellen
angegeben. Darin kann abgelesen werden, wie sich das Maximum verschiebt und
wie es sich in der Grofie verdndert. Aus der Verschiebung erhalt man Aufschluss,
um welchen Wert die Tropfen im Mittel gewachsen sind. Sofern nichts anderes
angegeben wird, werden die Simulationen mit den RK-ENO-Verfahren, vgl. Ka-
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Abbildung 5.19: Rdumliche Aufldsung der experimentell bestimmten zeitgemit-
telten TDV der VRI1: oben: Einstromung unten: Ausstromung. Es
wurden jeweils links: die Maximalwerte und rechts: die zugehori-
gen Moden dargestellt.

pitel durchgefiihrt. Als Finite Elemente Methode wird die CN-GFCT,
vgl. Kapitel verwendet. Um die Integralterme zu berechnen, wird, so-
fern nichts anderes angegeben wird, die Methode mit den im Voraus berechneten
Termen (Precomputing), vgl. Kapitel #.3.3) angewendet. .

Die Kalibrierung der Parameter C;,... und Ci,own

Zunachst muss eine Kalibrierung durchgefiihrt werden. Der Kern des Koaleszenz-
terms, vgl. Kapitel enthalt zwei unbekannte Parameter Cyear und Chrown,
die durch Vergleiche mit den experimentellen Daten bestimmt werden miissen.
Wegen des turbulenten Charakters der Stromung unterscheiden sich die zeitlich
gemittelten experimentellen Daten in verschiedenen Messpunkten stark. Aus die-
sem Grund wurde zusétzlich eine raumliche Mittelung durchgefiihrt. Man erhalt
damit eine eindimensionale Raum-Zeit-gemittelte Kurve. Dieselbe Mittelung wird
auf die numerischen Ergebnisse angewendet.

Die benétigten Parameter wurden durch eine Versuch und Irrtum-Prozess iden-
tifiziert. Mochte man die Parametersuche automatisieren, miisste man die Popula-
tionsbilanzgleichung in ein Optimierungsproblem einbetten. Nach unserem bes-
ten Wissen sind dazu noch keine Ergebnisse in der Literatur bekannt.

Die Kalibrierung ergab fiir VR1 und VR2 unterschiedliche Ergebnisse. Fiir VR1
erhilt man fiir Cp,own einen Wert von 1.5 - 10 und fiir Cypear einen Wert von 0.1. Fiir
VR2 erzielte man mit Chopn = 2 - 10° und Cypear = 50 deutlich bessere Ergebnis-
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Abbildung 5.20: Réumliche Aufldsung der experimentell bestimmten zeitgemit-
telten TDV der VR2: oben: Einstromung unten: Ausstromung. Es
wurden jeweils [inks: die Maximalwerte und rechts: die zugehori-
gen Moden dargestellt.

se. Mit diesen Parametern konnte die Anderung der Tropfendichteverteilung von
der Einstromung zur Ausstromung der experimentellen Daten sehr gut wieder-
gegeben werden. Die Ergebnisse der Kalibrierung fiir VR1 sind in Abbildung
und fiir VR2 in Abbildung dargestellt. Vergleicht man die beiden Abbildun-
gen, kann man beobachten, dass bei VR1 der Parameter Cypc,r kaum eine Rol-
le spielt. Samtliche getestete Parameter Cyeay im Intervall [0, 50] fiihrten lediglich
zu minimalen Abweichungen im Ergebnis. Hatte man dementsprechend bei VR1
Cshear = D0 gewdhlt, wire das Ergebnis so gut wie unverdndert. Es ist also moglich,
in beiden Versuchsreihen mit dem gleichen Parameter Cye.r zu arbeiten. Der Pa-
rameter Chyown iSt bei VR2 allerdings um eine Grofienordnung kleiner. Es ist nicht
auszuschliefien, dass es eine Kombination an Parametern gibt, die beide Konfigu-
rationen gemeinsam besser approximiert hitte. Auch im Rahmen der Messgenau-
igkeit der Experimente war es nicht moglich, Parameter zu bestimmen, mit denen
beide Messergebnisse der VR1 und der VR2 gleichermafien reproduziert werden
konnten. Die grofien Unterschiede in den Grofsenordnungen von Cgpear Und Chyrown
werden auch durch den sehr kleinen Faktor kp verursacht, der im Brownschen
Term enthalten ist.

Der durch die Brownsche Bewegung induzierte Anteil des Kollisionskern hat
vor allem Einfluss auf die sehr kleinen Tropfen. Das stimmt mit der Physik tiber-
ein. Der scherungsbedingte Anteil wirkt sich auf die etwas grofleren Tropfen aus
und ist abhdngig von der Stromung und der Turbulenz. Die Wirkungsweise der
einzelnen Parameter ist in Abbildung[5.22)fiir VR1 und in Abbildung|5.24)fiir VR2
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Abbildung 5.21: Kalibrierung der Modellparameter Cgpear Und Chown der Ver-
suchsreihe VR1
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Abbildung 5.22: Anteil der Modellparameter Cgeor Und Chyrown am gesamten Ko-
aleszenzprozess der VR1
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Abbildung 5.23: Kalibrierung der Modellparameter Cgpeor und Chyown der Ver-
suchsreihe VR2
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Abbildung 5.24: Anteil der Modellparameter Cypeay Und Chyown am gesamten Ko-
aleszenzprozess der Versuchsreihe VR2
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dargestellt. Man kann deutlich erkennen, dass der Parameter Cge,, fiir VR1 fast
vernachldssigbar ist, wiahrend er fiir die deutlich turbulentere Stromung der VR2
grofien Einfluss auf die Tropfendichteverteilung ausiibt.

Der Einfluss der Stromung auf die Tropfendichteverteilung

Nach der Kalibrierung wurden die Auswirkungen untersucht, die durch die
unterschiedlichen Strémungssimulationen verursacht werden. Aus Griinden der
Ubersichtlichkeit werden in diesem Abschnitt folgende Vereinbarungen getroffen.
Die Kanalstromung der VR1 wird mit VR1_VELO bezeichnet, die Zylinderstro-
mung der VR2 entsprechen mit VR2_VELO. Die stationédre Stromung, bei denen
die zeitgemittelte Randbedingung der VR1 auf das gesamte Stromungsgebiet
ausgedehnt wird, wird mit VR1_STEADY bezeichnet. Die zu VR1_VELO ge-
horige Tropfendichteverteilung ist durch VR1_TDV gekennzeichnet und die zu
VR2_VELO passende durch VR2_TDV. Zur Untersuchung des Einflusses der
Stromung auf die Tropfendichteverteitungen wurden alle moglichen Stromungen
mit allen vorhandenen Tropfendichteverteilungen kombiniert. Fiir VR1_VELO
wurde zuséitzlich der Einfluss der Randbedingung untersucht, d.h. die Turbu-
lenz wurde einmal durch weifes Rauschen, zum anderen mit der Methode von
Klein erzeugt. Die Ergebnisse der Untersuchungen sieht man in Abbildung
Die Untersuchungen dieses Abschnittes sind rein akademisch und kénnen nicht
durch Experimente evaluiert werden. Sie dienen allein dazu, den Einfluss der
Stromung auf die TDV numerisch zu untersuchen.

Das linke Bild zeigt die Ergebnisse der Untersuchungen, wie sich die Tropfen-
dichteverteilung der VR1_TDV verhilt, wenn man sie mit den verschiedenen
Stromungen kombiniert. Die Rechnungen wurden mit Choyn = 1.5 - 10° und
Cshear = 0.1, also den Parametern fiir VR1_TDV, durchgefiihrt. Im rechten Bild
kann man beobachten, welchen Einfluss verschiedene Stromungssimulationen
auf die Tropfen der Versuchsreihe VR2_TDV haben. Die Parameter in diesen
Experimenten wurden dementsprechend Ch,opn = 2 - 10° und Cypear = 50 gewdhlt.

Die Stromung und die Turbulenz hatten einen grofsen Einfluss auf die Tropfen-
dichteverteilung. In beiden Grafiken der Abbildung kann man beobachten,
dass die Zylinderstromung VR2_VELO die Tropfendichteverteilung starker ver-
dndert als die Kanalstromung der VR1_VELO. Das ist im Wesentlichen darauf
zurlickzufiihren, dass wegen der Turbulenz der Stromung mehr Tropfen zu-
sammenstofien und zu grofleren zusammenwachsen. Zwischen der stationdren
Stromung VR1_STEADY und der Kanalstromung VR1_VELO konnte bzgl. der
TDV kein Unterschied festgestellt werden. Das liegt daran, dass die Kanalstro-
mung der VR1_VELO weitgehend unidirektional ist und sich deshalb wenig
von VR1_STEADY unterscheidet. Insofern ist es nicht verwunderlich, dass die
Wahl der Randbedingung der Stromung VR1_VELO die TDV kaum verédnderte,
obwohl sie die Turbulenz der Kanalstromung der VR1_VELO sichtbar beein-
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Abbildung 5.25: Einfluss der Turbulenz und der Einstrombedingungen auf links:
VR1_TDV rechts: VR2_TDYV, die Kurve , Weifses Rauschen” ver-
deckt die Kurven ,Methode von Klein” und ,Stationdre Stro-
mung” fast vollstandig

flusste, vgl. Kapitel Anhand der Abbildung kann auch der Einfluss des
Parameters Cyear beobachtet werden. Die Stromung wirkt direkt auf den sche-
rungsbedingten Anteil des Kollisionskerns, wiahrend der durch die Brownsche
Bewegung induzierte Anteil unabhingig von der Stromung ist. Die Simulationen
im linken Bild von Abbildung wurden mit einen sehr kleinen Parameter
Cshear = 0.1 durchgefiihrt. Im rechten Bild ist dieser Parameter mit Cyear = 50,
auch im Verhiltnis zu Ci,own, deutlich hoher, weshalb auch die Stromung einen
grofleren Einfluss ausiiben konnte. So bemerkt man in diesem Bild auch einen
minimalen Unterschied zwischen den Ergebnissen, die man durch die Kanalstro-
mung VR1_VELO und die stationdre Stromung VR1_STEADY erhielt.

Das Modell wurde so gewihlt, dass die Stromung an zwei Stellen in das Trop-
fenwachstum eingeht. Einerseits bewirkt die Stromung einen Transport der Trop-
fen durch den Kanal, zum anderen beeinflusst sie iiber den scherungsbedingten
Anteil des Kollisionskerns direkt den Kollisionsprozess. Die Auswirkungen des
Transportes kann man in den rdumlich aufgelosten Momentaufnahmen, vgl. Ab-
bildungen und beobachten. In Abbildung sind Momentaufnahmen
der Tropfen VR1_TDYV dargestellt. In den oberen drei Bildern wurden die Tropfen
mit der Kanalstromung VR1_VELO kombiniert, in den unteren mit der Zylinder-
stromung VR2_VELO. In Abbildung[5.27| wurden dieselben Tests fiir die Tropfen-
dichteverteilung VR2_TDYV durchgefiihrt. In den jeweils oberen Bildern der Ab-
bildungen lassen sich nur geringe Anderungen zwischen den Momentaufnahmen
verschiedener Zeitpunkte feststellen. Das sind die Simulationen, die mit der un-
idirektionalen Stromung VR1_VELO durchgefiihrt wurden. Die Kanalstromung
VR1_VELO bewirkt hauptsachlich einen Transport in Stromungsrichtung. In den
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Abbildung 5.26: Raumlich aufgeloste Momentaufnahmen der VR1_TDV am Aus-
stromrand, simuliert mit unterschiedlichen Stromungen oben: mit
der Kanalstromung VR1_TDV unten: mit der Zylinderstrémung
VR2_TDV zum Zeitpunkt links: 0.8s mitte: 0.9s rechts: 1.0s

Abbildung 5.27: Raumlich aufgeloste Momentaufnahmen der VR2_TDV am Aus-
stromrand, simuliert mit unterschiedlichen Strémungen oben: mit
der Kanalstromung VR1_TDV unten: mit der Zylinderstromung
VR2_TDV zum Zeitpunkt links: 0.8s mitte: 0.9s rechts: 1.0s
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unteren Momentaufnahmen der TDV, die mit der deutlich turbulenteren Kanal-
stromung VR2_VELO kombiniert wurden, sind deutliche Unterschiede zwischen
den Momentaufnahmen verschiedener Zeitpunkte sichtbar, da die Zylinderstro-
mung neben dem Transport in Stromungsrichtung deutliche Verwirbelungen ver-
ursacht, so dass ein Transport in alle Raumrichtungen stattfinden kann.

In den Abbildungen und sind die zeitgemittelten, rdumlich aufgelds-
ten Ergebnisse zu sehen. In Abbildung sieht man die Daten der VR1_TDV si-
muliert mit den unterschiedlichen Stromungen VR1_STEADY, VR1_VELO und
VR2_VELO.

Im Vergleich mit den experimentellen Daten konnten bei der Versuchsreihe VR1
auch die rdaumlich aufgelosten Strukturen der VR1_TDV zusammen mit der zu-
gehorigen Stromung VR1_VELO gut simuliert werden, vgl. Abbildung Die
raumlich aufgelosten experimentellen Daten, vgl. Abbildung stimmen mit
den entsprechenden numerischen Ergebnissen weitgehend tiberein. Bei Simula-
tionen mit der stationdren Stromung VR1_STEADY kann man in den aufgeldsten
Strukturen beobachten, dass die Ergebnisse glatter und regelméafiiger wirken und
weniger Zwischenwerte enthalten, verglichen mit Simulationen mit VR1_TDV.

Vergleicht man die simulierten Ergebnisse der VR2_TDV zusammen mit
VR2_VELO in Abbildung mit den entsprechenden experimentell bestimm-
ten Ergebnissen in Abbildung werden Unterschiede sichtbar. Bei den nu-
merischen Ergebnissen verteilen sich die Daten wesentlich homogener iiber die
gesamte Ausstromflache; das Bild wirkt glatter als bei den experimentellen Daten.
Der Wertebereich der numerischen Ergebnisse ist deutlich kleiner. Ferner beob-
achtet man bei den experimentellen Daten, dass sich die Tropfen vor allem in der
Mitte des Kanals sammeln. Diese Ansammlung kann mit dem in dieser Arbeit
verwendeten Modell der Tropfengeschwindigkeit nicht simuliert werden, da es
nicht berticksichtigt, dass das Folgeverhalten der Tropfen in der Realitdt von den
Tropfendurchmessern abhingt. Je grofler die Tropfen sind, umso trdger werden
sie und um so langsamer passen sie sich der Stromung an. So kdnnen sie die Trop-
fenanhdufung in der Mitte des Kanals verursachen. Ein entsprechendes Modell
findet man beispielsweise in [Sha03]. Das in der vorliegenden Arbeit verwendete
Modell verwendet als Tropfengeschwindigkeit die Stromungsgeschwindigkeit,
korrigiert mit der Schlupfgeschwindigkeit. Durch diese Modellierung iibertragen
sich in den numerischen Ergebnissen der VR2_TDYV einige Elemente der Stro-
mung deutlicher als in der Realitdt. So kann man auf einigen Bildern, besonders
in den Momentaufnahmen beobachten, dass sich das Gebiet in zwei Be-
reiche mit je einem Maximum teilt. Diese Splittung erinnert an die Kdrmansche
Wirbelstrafle der Stromung.
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Abbildung 5.28: Einfluss der Turbulenz und der Einstrombedingungen auf die
VR1_TDV, rdumliche aufgeldste Daten am Ausstromrand, Si-
mulationen mit oben: VR1_STEADY, mitte: VR1_VELO, unten:
VR2_VELO, links: jeweils Maximalwert, rechts: Mode der TDV
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Abbildung 5.29: Einfluss der Turbulenz und der Einstrombedingungen auf die
VR2_TDV, rdaumliche aufgeloste Daten am Ausstromrand, Si-
mulationen mit oben: VR1_STEADY, mitte: VR1_VELO, unten:
VR2_VELO, links: jeweils Maximalwert, rechts: Mode der TDV
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Abbildung 5.30: Vergleich von Wachstum und Koaleszenz links: fiir VR1, rechts:
fiir VR2

Der Vergleich von Wachstum und Koaleszenz

Als néachster Modellparameter wird der Einfluss des Wachstums, vgl. Kapitel
und der Koaleszenz, vgl. Kapitel 4.3 anteilig untersucht. Dazu wurde jeweils eine
Simulation durchgefiihrt, die entweder nur die Koaleszenz oder nur das Wachs-
tum in tbersattigter Luft simuliert. Der Versuchsaufbau der Experimente ist so
ausgelegt, dass vor allem Koaleszenzprozesse beobachtet werden konnen. Um
Wachstum untersuchen zu konnen, ist die Messstrecke zu kurz und die Aufent-
haltsdauer der Tropfen in der Messstrecke zu gering. In den Simulationen wurde
fiir die Ubersittigung der hochste Wert verwendet, den man iiblicherweise gemaf
[PK10] fiir Tropfen wahlt; dennoch war der Einfluss des Wachstums fast vernach-
lassigbar, vgl. Abbildung Die Koaleszenz war der dominierende Mechanis-
mus. Das Wachstum in {ibersittigter Luft wurde dennoch in das Modell aufge-
nommen, da es fiir die Wolkenbildung ein wichtiger Prozess ist. Fiir die Simulati-
on der Windkanalexperimente ist es jedoch von untergeordneter Bedeutung.

Der Ausschlag des RK-ENO-Verfahren fiir kleine Partikel, entsteht durch die
Spiegelrandbedingung. Da das RK-ENO-Verfahren eine weite Maske hat, konnen
am Rand Fehler auftreten.

Die Abhéngigkeit der Ergebnisse von Zeitschritt

Als nachstes wurde der Einfluss des Zeitschrittes untersucht. Zur Simulation der
Tropfen und der Stromung wurde die gleiche dquidistante Zeitdiskretisierung mit
dem Zeitschritt At = 1073 verwendet. Das ist der grote Zeitschritt, fiir den die
Stromungssimulation stabil ist. Nun soll untersucht werden, ob dieser Zeitschritt
ausreicht oder ob ein kleinerer Zeitschritt die Ergebnisse der Tropfensimulation
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Abbildung 5.31: Einfluss der Lange des Zeitschrittes links: fiir VR1, rechts: fiir
VR2, die Kurve fiir At = 5e—4 verdeckt die Kurve fiir At = 1le—3
fast vollstandig

verdndert.

Wie man in Abbildung sieht, verdandert ein kleinerer Zeitschritt das Ergeb-
nis der Tropfensimulation nicht. Aus diesem Grund werden alle weiteren Simula-
tionen mit einem Zeitschritt von At = 10~* durchgefiihrt.

Der Vergleich der mathematischen Methoden zur Simulation des
Windkanalexperimentes

Der Vergleich der raumlichen und zeitlichen Diskretisierung

Anschlieffend wird der Einfluss der Diskretisierung der Gleichung fiir die TDV
untersucht. Die Studien [JR10] haben gezeigt, dass die Diskretisierung einen
groflen Einfluss auf das Ergebnis haben kann. In Kapitel 2| und [JS08, JS09] wur-
den unterschiedliche Verfahren ndher untersucht und verglichen. Die Methoden,
die sich als geeignet herauskristallisiert haben, werden nun auf die Windkanalex-
perimente angewendet. Verglichen wurden das explizite Euler-Upwind-Verfahren
(EXPL-UPW), das implizite Euler-Upwind-Verfahren (IMPL-UPW), das Runge-
ENO-Verfahren (RK-ENO), das lineare FEM-FCT-Schema (CN-FCT lin) und das
lineare Gruppen FEM-FCT-Schema (CN-GFCT lin). Die Ergebnisse der verschie-
denen Diskretisierungen werden in Abbildung dargestellt. Alle Methoden
arbeiten physikalisch korrekt. Die Maximalwerte der TDV verringern sich und
die korrespondierenden Durchmesser erhdhen sich. Das beschreibt ein Wachstum
der Tropfen. Die Kurve des zeitgemittelten RK-ENO-Verfahrens passt sehr gut
zu den experimentellen Daten. Das ist nicht weiter verwunderlich, da die Mo-
dellparameter Cypear UNd Chyonn im Kollisionskern fiir dieses Verfahren kalibriert
wurden. Fiir das EXPL-UP-Verfahren erhilt man fast das gleiche Ergebnis. Die
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Abbildung 5.32: Vergleich verschiedener Diskretisierungen in Raum und Zeit
links: fiir VR1, rechts: fiir VR2, die Kurve ,,RK-ENO” verdeckt die
Kurve ,FWE-UPW* fast vollstandig

Tabelle 5.2: Mode, Maximum und Laufzeit pro Zeitschritt der VR1 fiir verschiede-
ne Orts- und Zeitdiskretisierungen

Methode Mode Maximum Masseverlust Laufzeit
RK-ENO 8.24-107% 9.0870-10% 14.03% 188
EXPL-UPW 8.24-107% 9.0785-10'3 6.97% 173
IMPL-UPW  824-10"% 9.0784-10% 6.96% 253
CN-FCT lin 9.10-10% 8.6640 - 10'3 7.00% 844
CN-GFCTlin 9.17-107% 8.6051-10% 6.31% 249

Tabelle 5.3: Mode, Maximum und Laufzeit pro Zeitschritt der VR2 fiir verschiede-
ne Orts- und Zeitdiskretisierungen

Methode Mode Maximum Masseverlust Laufzeit
RK-ENO 8.63-107% 2.3954.10" 67.96% 151
EXPL-UPW  8.53-10"% 2.3755-10% 66.18% 142
IMPL-UPW 8.47-107% 2.3752.10" 65.97% 184
CN-FCT lin 9.00-107% 2.2229.10" 67.01% 851
CN-GFECT lin 9.00-107¢ 2.1932-10" 66.72% 181
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Abbildung 5.33: Einfluss der Diskretisierung in Raum und Zeit, raumlich aufge-
16ste Strukturen der VR1 am Ausstromrand. Die Ergebnisse wur-
den erzielt durch oben: RK-ENO, unten: GFCT lin, links: jeweils
Maximalwert, rechts: Mode der TDV

Finite-Elemente-Verfahren CN-FCT lin und CN-GFCT lin liefern untereinander
dhnliche Ergebnisse, die sich jedoch etwas von den Ergebnissen der Finite-Diffe-
renzen-Methoden unterscheiden. Die Finite-Elemente-Verfahren sagen zu wenige
Tropfen voraus. Vergleicht man die rdumlich aufgelosten Ergebnisse in den Ab-
bildungen [5.33| und [5.34 mit den experimentellen Daten in Abbildung sieht
man, dass CN-FCT lin und CN-GFCT lin zu sehr gldtten. Dieser Effekt kann
durch das Verschmieren erklart werden, das diese Verfahren verursachen, wenn
die Konvektionsrichtung parallel zu den Gitterlinien verlduft, vgl. Kapitel

Vergleicht man die Rechenzeiten, vgl. Tabellen und sieht man, dass die
expliziten Finiten-Differenzen-Methoden schneller sind als die Finiten-Elemen-
te-Methoden. Das lineare FEM-FCT-Schema war das langsamste, erreichte aber
durch Anwendung der Gruppen-FEM-FCT-Methode sogar eine bessere Laufzeit
als das IMPL-UPW-Verfahren.

Der Einfluss der unterschiedlichen Randbedingung auf die Tropfendichte-
verteilung

Im Folgenden wird der Einfluss der verschiedenen Interpolationen der Randbe-
dingung, vgl. Kapitel auf die Tropfendichteverteilung untersucht. Um ad-
aptive Gitter verwenden zu konnen, die auch fiir die massenerhaltende Methode
geeignet sind, vgl. Kapitel miissen die Daten interpoliert werden. Es wur-
den zwei Arten der Interpolation untersucht. Zum ersten wurden die Daten linear
interpoliert, als zweite Moglichkeit wurden sie durch eine Lognormalverteilung
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Abbildung 5.34: Einfluss der Diskretisierung in Raum und Zeit, rdaumlich aufge-
16ste Strukturen der VR2 am Ausstromrand. Die Ergebnisse wur-
den erzielt durch oben: RK-ENO, unten: GFCT lin, links: jeweils
Maximalwert, rechts: Mode der TDV

approximiert. Eine solche Verteilung ist fiir die Meteorologie von grofier Bedeu-
tung, da sie in der Literatur oft als Modell der Tropfendichteverteilungsfunktion
verwendet wird. In Abbildung sind die auf verschiedene Arten interpolier-
ten Daten der Einstromung préasentiert. Man erkennt, dass beide Interpolationen
die Tropfendichteverteilung gut approximieren. Die Unterschiede zwischen der
experimentellen Finstromung und den interpolierten Kurven bei VR2, entstehen
dadurch, dass die Kurven zunéchst in jedem rdumlichen Punkt approximiert wur-
den, auch in den Punkten der Einstromfldche, die urspriinglich keine Messpunkte
waren. Anschlieffend wurde tiber die gesamte Einstromflache gemittelt. In den
Abbildungen und sind die Ergebnisse der Simulation mit den verschie-
denen Randbedingungen dargestellt, die raumlich aufgelosten Strukturen findet
man in den Abbildungen [5.38/ und [5.39] Man kann beobachten, dass sich die Er-
gebnisse fiir die verschiedenen Interpolation kaum unterscheiden. Auch die Lauf-
zeit und der Masseverlust sind von der Art der Interpolation unabhéngig.
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Abbildung 5.35: Vergleich raum-zeit-gemittelter Daten der TDV auf der Einstrom-
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Abbildung 5.36: Einfluss verschiedener Randbedingung auf die Simulation der

TDV der Versuchsreihe VR1, die Simulationen wurden durchge-
fuhrt mit links: RK-ENO, rechts: CN-GFCT lin
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Abbildung 5.37: Einfluss verschiedener Randbedingung auf die Simulation der
TDV der Versuchsreihe VR2, die Simulationen wurden durch-
geftihrt mit links: RK-ENO, rechts: CN-GFCT lin, im linken Bild
verdeckt die Kurve ,adaptives Gitter, lineare Interpolation” die
Kurve , Einstrom. Exper., uniformes Gitter” fast vollstindig
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Abbildung 5.38: Rdumlich aufgeloste Daten am Ausstromrand zur Demonstrati-
on des Einflusses der Randbedingung auf die TDV der Versuchs-
reihe VR1, Simulation mit dem RK-ENO-Verfahren, oben: experi-
mentelle Daten ohne Modifikation Mitte: lineare Interpolation un-
ten: lognormale Interpolation, links: jeweils Maximalwert, rechts:

Mode der TDV
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Abbildung 5.39: Raumlich aufgeloste Daten am Ausstromrand zur Demonstrati-
on des Einflusses der Randbedingung auf die TDV der Versuchs-
reihe VR2, Simulation mit dem RK-ENO-Verfahren, oben: experi-
mentelle Daten ohne Modifikation Mitte: lineare Interpolation un-

ten: lognormale Interpolation, links: jeweils Maximalwert, rechts:
Mode der TDV
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Der Einfluss der Methoden zur Berechnung der Koaleszenzintegrale
Im letzten Test soll untersucht werden, welchen Einfluss die Methoden zur Be-
rechnung der Koaleszenzintegrale auf die Tropfendichteverteilung haben. Vergli-
chen wurden Quadraturmethoden der Ordnung 3, 4 und 5 (Gauss3 Quadr, Gauss4
Quadr, Gauss5 Quadr), die Methode, die auf im Voraus berechneten Integralen
(Precomputing) basiert und eine massenerhaltende Methode (MassCons), vgl. Ka-
pitel Die Ergebnisse fiir die lognormale Interpolation sind in den Abbildun-
gen und fir VR1 und in den Abbildungen und fiir VR2 prisen-
tiert. Fiir linear approximierte Randbedingungen findet man sie in den Abbildun-
gen [5.44] und 5.45| fiir VR1 bzw. in den Abbildungen [5.46| und [5.47 fiir VR2. Fiir
VR1 kann man beobachten, dass der Einfluss der Koaleszenzmethode nur sehr
gering ist. Alle untersuchten Methoden erzielten fast identische Ergebnisse, sie
sind also robust. Das wird auch durch die rdumlich zeitlich aufgeldsten Struktu-
ren in den Abbildungen [5.48| und [5.50| bestitigt. Bei VR2 erzielten Precomputing
und die Gaufl-Quadraturmethoden nahezu die gleichen Ergebnisse, vgl. Abbil-
dungen [5.43  und 5.47] Die massenerhaltende Methode wich ein wenig von den
tibrigen ab, vgl. Abbildungen [5.42| und [5.46] Vor allem die Beobachtungen zum
Masseverlust (siehe unten) lassen vermuten, dass die massenerhaltende Methode
die genaueren Ergebnisse erzielt. Die Vergleiche der verschiedenen Koaleszenz-
methoden fiir die rdumlich aufgelosten Strukturen der VR2 findet man in den
Abbildungen und

Die Methoden unterscheiden sich in der Laufzeit, vgl. Tabellen [5.4] bis
Das Precomputing war, unabhingig von Diskretisierung und Versuchsreihe, die
schnellste Methode. Sie ist allerdings relativ unflexibel, da bei Anderungen des
Kerns oder des Gitters die benotigten Integrale erneut bestimmt und gespeichert
werden miissen. Ferner wies sie den grofiten Masseverlust unter den Methoden
zur Auswertung des Koaleszenzterms auf. Etwas langsamer war die massener-
haltende Methode. Sie ist jedoch deutlich flexibler und massenerhaltend. Sie ist
allerdings schwer zu implementieren und benétigt spezielle Gitter. Die Gauf3-
Quadraturmethoden waren am langsamsten. Vergleicht man die Laufzeiten der
beiden Versuchsreihen VR1 und VR2, bemerkt man, dass die Laufzeiten der VR2
deutlich kiirzer sind. Griinde dafiir sind das grobere Gitter und die Beschleuni-
gung durch ein Mehrgitterverfahren als Vorkonditionierer bei den Simulationen
der Stromung von VR2.

Einige Beobachtungen zum Masseverlust

Alle getesteten Verfahren verursachten einen kleineren oder grofieren Massever-
lust, vgl. Tabellen Die Entwicklung numerischer Methoden, die physika-
lische Grofien wie z. B. die Masse erhalten, ist ein weites und aktives Forschungs-
gebiet. An dieser Stelle sollen lediglich einige Beobachtungen dokumentiert und
Hypothesen aufgestellt werden. Fiir den Masseverlust gibt es unterschiedliche Ur-
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sachen. Ein gewisser Verlust war zu erwarten, da grofie Tropfen aus dem Defi-
nitionsbereich der inneren Koordinate hinaus wachsen kénnen. Der Definitions-
bereich wurde grofiziigig gewdhlt, so dass dieses ,Hinauswachsen” nur wenige
Tropfen betreffen sollte. Eine andere Ursache des Masseverlustes konnten Fluk-
tuationen iiber den Rand des Stromungsgebietes sein. Sie sind moglich, da der
Messbereich etwas kleiner als die tatsdchliche Ausdehnung des Windkanals ist.
Diese Fluktuationen iiber den Gebietsrand kdnnen Tropfen aus dem Gebiet heraus
und theoretisch auch wieder hinein tragen. Allerdings existieren fiir die Einstro-
mung iiber die Seitenfldche keine experimentellen Daten; sie wird im Modell nicht
berticksichtigt, wodurch ein Ungleichgewicht in der Massenbilanz entsteht. Na-
tiirlich konnen auch numerische Fehler Ursache des Masseverlustes sein. Ein ge-
nerelles Problem bei der Massebetrachtung besteht darin, dass sich die interessan-
ten Vorgidnge im Bereich der kleinen Tropfen unter 50um abspielen, die grofsen
Tropfen aber die meiste Masse besitzen. Der Masseverlust kann also schon durch
kleine Anderungen im Bereich der groen Tropfen verursacht werden. Eine Aus-
sage liber die Tropfenmasse nur im interessanten Bereich der kleinen Tropfen ist
kaum moglich.

Den grofiten Einfluss auf die Masse hatten die Stromung und die Koaleszenz-
methoden, aber auch die verschiedenen Diskretisierungen erhielten die Masse un-
terschiedlich gut.

Vergleicht man VR1 und VR2 kann man beobachten, dass bei Simulationen
mit VR1 gerade fiir die einfachen Koaleszenzverfahren, wie Precomputing oder
Gauf-Quadratur, weniger Masse verloren geht, als fiir VR2. Ein moglicher Grund
ist, dass bei VR2 mehr Masse tiber den Rand des Stromungsgebietes weg trans-
portiert wird. Ein numerischer Grund konnte das teilweise grobere Gitter sein,
das zur Simulation von VR2 verwendet wird. Ferner muss berticksichtigt werden,
dass die Stromung selbst nur diskret, nicht punktweise divergenzfrei ist.

Einen weiterer Punkt ist die Wahl der Koaleszenzmethode. Am besten schnitt
die massenerhaltende Methode ab, die gerade nach diesem Gesichtspunkt kon-
struiert wurde. Der kleine Masseverlust, der bei dieser Methode dennoch auftritt
hat seine Ursache vermutlich in den Fluktuationen iiber den Gebietsrand oder ist
bei der Diskretisierung zu suchen. Am schlechtesten schnitt das Precomputing
ab. Schaut man sich die Herleitung in Kapitel an, bemerkt man, dass bei
dieser Methode einige Approximationen der TDV durchgefiihrt wurden, die nu-
merische Fehler verursachen konnen. Bei den Gaufs-Quadraturmethoden konnen
Fehler vor allem fiir kleine Durchmesser auftreten. Betrachtet man die Formulie-
rung der Koaleszenz bzgl. der Durchmesser, vgl. (4.9), (4.10), kann man erkennen,
dass die Integrale, die die Integration modellieren, fiir kleine Durchmesser na-
hezu singulédr sind. Die Diskretisierungen durch die Gaufi-Quadraturmethoden
sind fiir diese Tropfen mit den kleinsten Durchmessern sehr ungenau. Das ist eine
Schwachstelle an der Masseverlust auftreten kann. Die Interpolation der Randbe-
dingung hatte kaum Einfluss auf den Masseverlust.
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Abbildung 5.40: Vergleich verschiedener Methoden zur Auswertung des Ko-
aleszenzterms der VR1, zusammen mit links: RK-ENO und
rechts: CN-GFCT lin, die TDV wurde durch eine Lognormalver-
teilung approximiert, die Kurve ,MassCons” verdeckt die Kur-
ven ,Gauss3 Quadr” und , Precomputing” fast vollstindig
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Abbildung 5.41: Vergleich der verschiedenen GaufS-Quadraturmethoden zur Aus-
wertung des Koaleszenzterms der VR1, zusammen mit links: RK-
ENO und rechts: CN-GFCT lin, die TDV wurde durch eine Log-
normalverteilung approximiert, die Kurve ,Gauss5 Quadr” ver-
deckt die Kurven , Gauss3 Quadr” und ,,Gauss4 Quadr” fast voll-

standig
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Abbildung 5.42: Vergleich verschiedener Methoden zur Auswertung des Koales-
zenzterms der VR2, zusammen mit [inks: RK-ENO und rechts:
CN-GFCT lin, die TDV wurde durch eine Lognormalverteilung
approximiert, die Kurve ,Precomputing” verdeckt die Kurve
,Gauss3 Quadr” fast vollstandig
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Abbildung 5.43: Vergleich der verschiedenen Gaufi-Quadraturmethoden zur Aus-
wertung des Koaleszenzterms VR2, zusammen mit links: RK-
ENO und rechts: CN-GFECT lin, die TDV wurde durch eine Log-
normalverteilung approximiert, die Kurve ,Gauss5 Quadr” ver-
deckt die Kurven , Gauss3 Quadr” und ,,Gauss4 Quadr” fast voll-

standig
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Abbildung 5.44: Vergleich verschiedener Methoden zur Auswertung des Koales-
zenzterms der VR1, zusammen mit [inks: RK-ENO und rechts:
CN-GECT lin, die TDV wurde linear interpoliert, die Kurve
,MassCons” verdeckt die Kurven , Gauss3 Quadr” und , Precom-
puting” fast vollstandig
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Abbildung 5.45: Vergleich der verschiedenen Gaufi-Quadraturmethoden zur Aus-
wertung des Koaleszenzterms der VR1, zusammen mit /inks: RK-
ENO und rechts: CN-GFCT lin, die TDV wurde linear interpoliert,
die Kurve , Gauss5 Quadr” verdeckt die Kurven ,, Gauss3 Quadr”
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Abbildung 5.46: Vergleich verschiedener Methoden zur Auswertung des Koales-
zenzterms der VR2, zusammen mit links: RK-ENO und rechts:

CN-GFCT lin, die TDV wurde linear interpoliert, die Kurve , Pre-
computing” verdeckt die Kurve ,,Gauss3 Quadr” fast vollstindig
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Abbildung 5.47: Vergleich der verschiedenen Gaufi-Quadraturmethoden zur Aus-
wertung des Koaleszenzterms der VR2, zusammen mit /inks: RK-

ENO und rechts: CN-GFCT lin, die TDV wurde linear interpoliert,
die Kurve , Gauss4 Quadr” verdeckt die Kurve , Gauss3 Quadr”

fast vollstandig
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Abbildung 5.48: Vergleich verschiedener Methoden zur Auswertung des Koales-
zenzterms der TDV der VR1 am Ausstromrand, zusammen mit
RK-ENO und lognormaler Approximation der Randwerte oben:
Gauss3 Quadr, Mitte: Precomputing, unten: MassCons, links: je-
weils Maximalwert, rechts: Mode der TDV

Tabelle 5.4: Mode, Maximum und Laufzeit pro Zeitschritt der verschiedenen Me-
thoden der VR1 zur Berechnung des Koaleszenzterms, zusammen mit
RK-ENO und lognormaler Interpolation als Randbedingung

Methode Mode Maximum Masseverlust Laufzeit
Gauss3 Quadr 7.12-107% 8.5399 - 10'3 16.55% 218
Gauss4 Quadr 7.12-107% 8.5265 - 10" 14.84% 237
Gauss5 Quadr 7.01-107% 8.5488 - 10'3 23.60% 252
MassCons 7.12-107¢ 8.4709-10% 2.21% 183
Precomputing 7.10-107% 8.5364 - 10" 21.95% 160
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Abbildung 5.49: Vergleich verschiedener Methoden zur Auswertung des Koales-
zenzterms der TDV fiir VR2 am Ausstromrand, zusammen mit
RK-ENO und lognormaler Approximation der Randwerte oben:
Gauss3 Quadr, Mitte: Precomputing, unten: MassCons, links: je-
weils Maximalwert, rechts: Mode der TDV

Tabelle 5.5: Mode, Maximum und Laufzeit pro Zeitschritt der VR2 fiir verschie-
dene Methoden zur Berechnung des Koaleszenzterms, zusammen mit
RK-ENO und lognormaler Interpolation als Randbedingung

Methode Mode Maximum Masseverlust Laufzeit
gauss3 Quadr 7.10-107% 2.3760 - 10 52.19% 177
Gauss4 Quadr 7.10-107% 2.3653 - 10" 49.31% 184
Gauss5 Quadr 7.08-107% 2.4459 - 10" 63.87% 193
MassCons 7.08-107% 2.1920- 10" 6.44% 163
Precomputing 7.11-107% 2.4145 - 10 62.83% 151
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Tabelle 5.6: Mode, Maximum und Laufzeit pro Zeitschritt der VR1 fiir verschie-
dene Methoden zur Berechnung des Koaleszenzterms, zusammen mit
CN-GEFCT lin und lognormaler Interpolation als Randbedingung

Methode Mode Maximum Masseverlust Laufzeit
Gauss3 Quadr 7.39-107% 8.5393 .10 10.92% 296
Gauss4 Quadr 7.39-107% 8.5232-10'3 9.01% 315
Gauss5 Quadr 7.31-107% 8.5386 - 10'3 18.26% 326
MassCons 7.41-107% 8.4800 - 103 2.21% 262
Precomputing 7.40-107% 8.5294 - 10" 16.36% 240

Tabelle 5.7: Mode, Maximum und Laufzeit pro Zeitschritt der VR2 fiir verschie-
dene Methoden zur Berechnung des Koaleszenzterms, zusammen mit
CN-GFCT lin und lognormaler Interpolation als Randbedingung

Methode Mode Maximum Masseverlust Laufzeit
Gauss3 Quadr 7.41-107% 2.3686 - 10 46.60% 205
Gauss4 Quadr 7.42-107% 2.3567-10" 42.47% 216
Gauss5 Quadr 7.40-107% 2.4200 - 10 59.03% 221
MassCons 7.35-107% 2.1407- 10" -34.75% 188
Precomputing 7.38-107% 2.3996 - 10'4 58.14% 182
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Abbildung 5.50: Vergleich verschiedener Methoden zur Auswertung des Koales-
zenzterms der TDV der VR1 am Ausstromrand, zusammen
mit RK-ENO und linearer Approximation der Randwerte oben:
Gauss3 Quadr, Mitte: Precomputing, unten: MassCons, links: je-
weils Maximalwert, rechts: Mode der TDV

Tabelle 5.8: Mode, Maximum und Laufzeit pro Zeitschritt der VR1 fiir verschie-
dene Methoden zur Berechnung des Koaleszenzterms, zusammen mit
RK-ENO und linearer Interpolation als Randbedingung

Methode Mode Maximum Masseverlust Laufzeit
Gauss3 Quadr 8.08-107% 8.7892- 10" 19.93% 217
Gauss4 Quadr 8.06-107% 8.7908 - 10%? 18.55% 236
Gauss5 Quadr 7.92-107% 8.7243 - 10" 26.70% 250
MassCons 8.14-107¢ 8.7409 - 10% 9.99% 182
Precomputing 8.06-107% 8.7294 - 10" 24.86% 158
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Abbildung 5.51: Vergleich verschiedener Methoden zur Auswertung des Ko-
aleszenzterms der TDV fiir VR2 am Ausstromrand, zusammen
mit RK-ENO und linearer Approximation der Randwerte oben:
Gauss3 Quadr, Mitte: Precomputing, unten: MassCons, links: je-
weils Maximalwert, rechts: Mode der TDV

Tabelle 5.9: Mode, Maximum und Laufzeit pro Zeitschritt der VR2 fiir verschie-
dene Methoden zur Berechnung des Koaleszenzterms, zusammen mit
RK-ENO und linearer Interpolation als Randbedingung

Methode Mode Maximum Masseverlust Laufzeit
Gauss3 Quadr 8.29-1076 2.3575- 10" 53.67% 176
Gauss4 Quadr 8.26-1076 2.3442 .10 51.00% 186
Gauss5 Quadr 8.23-1076% 2.4092 - 10 63.49% 187
MassCons 8.21-10=¢ 2.1659- 10 5.49% 161
Precomputing 8.24-107% 2.3821-10™ 62.91% 154
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Tabelle 5.10: Mode, Maximum und Laufzeit pro Zeitschritt der VR1 fiir verschie-
dene Methoden zur Berechnung des Koaleszenzterms, zusammen
mit der CN-GFCT lin und linearer Interpolation als Randbedingung

Methode Mode Maximum Masseverlust Laufzeit
Gauss3 Quadr 7.85-107% 8.7935-10% 9.77% 298
Gauss4 Quadr 7.88-107% 8.7893-10'3 8.11% 313
Gauss5 Quadr 7.79-107% 8.7424 - 10'3 17.30% 326
MassCons 7.88-107% 8.7468 - 10'3 -6.48% 261
Precomputing 7.87-107% 8.7350 - 10* 15.13% 239

Tabelle 5.11: Mode, Maximum und Laufzeit pro Zeitschritt der VR2 fiir verschie-
dene Methoden zur Berechnung des Koaleszenzterms, zusammen
mit CN-GFCT lin und linearer Interpolation als Randbedingung

Methode Mode Maximum Masseverlust Laufzeit
Gauss3 Quadr 7.96-107% 2.3345- 10" 51.57% 212
Gauss4 Quadr 7.99-107%¢ 2.3215-10% 47.92% 212
Gauss5 Quadr 7.97-107% 2.3797- 10" 62.25% 220
MassCons 7.97-107% 2.0011-10" -31.10% 192
Precomputing 7.98-107°% 2.3363- 10 61.52% 185
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Die Arbeit ist ein Beitrag zur Numerik von Populationsbilanzsystemen am Bei-
spiel einer tropfenbeladenen Stromung. Anhand gegebener Messdaten wurden
genaue und effiziente Algorithmen zur Simulation eines meteorologisch relevan-
ten Windkanalexperimentes entwickelt und mit Hilfe der Messdaten evaluiert.
Die verwendeten Messdaten entstammen einem Referenzexperiment, das zur
Evaluation von Modellen zur Wolkenentwicklung durchgefiihrt wurde. In dieser
Arbeit wurden zundchst Methoden zur Losung der Populationsbilanzgleichung
anhand einer einfachen Modellgleichung untersucht. Anschliefend wurde das
Populationsbilanzsystem zur Simulation der Windkanalexperimente vorgestellt.
Anhand dieses Modells konnten viele numerische Methoden und der Einfluss von
verschiedenen meteorologischen Mechanismen, wie Turbulenz und Koaleszenz,
getestet werden.

Im zweiten Kapitel wurden Stabilisierungsmethoden fiir die skalare Konvek-
tions-Diffusions-Reaktions-Gleichung untersucht. Diese Gleichung entspricht ei-
ner vereinfachten Form der Populationsbilanzgleichung, so dass man davon aus-
gehen kann, dass sich die Erkenntnisse iibertragen. Die Methoden wurden an ei-
nem Beispiel mit innerer Grenzschicht und fiir den Transport einer Lognormalver-
teilung, stellvertretend fiir den Transport der Tropfendichteverteilung, studiert.
Die Kriterien der Untersuchungen waren Oszillationen und Verschmierungen an
den Grenzschichten, Massenverlust und Laufzeit. Getestet wurden die ENO-Me-
thode und das einfache Upwind-Schema als Finite-Differenzen-Stabilisierungs-
methoden. Als Finite-Elemente-Stabilisierungsmethoden wurden das SUPG-Ver-
fahren, die DG-Methode und das lineare und nichtlineare FEM-FCT-Schema be-
riicksichtigt. Die FEM-FCT-Methoden konnten durch Anwendung der Gruppen
FCT-Methode ohne Genauigkeitsverlust beschleunigt werden.

Bei den Finite-Differenzen-Methoden kann man die Anwendung des ENO-Ver-
fahrens empfehlen. Es ist wesentlich genauer als das Upwind-Verfahren, fast os-
zillationsfrei, kaum diffusiv und es ist effizient. Der einzige Nachteil des ENO-
Verfahren ist, dass es einen deutlichen Massenverlust verursacht. Er war fiir feine
Gitter gering, wuchs bei Vergroberung des Gitters aber schnell an. Die Finite-Ele-
mente-Diskretisierungen waren massenerhaltend. Die genausten Ergebnisse beim
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Beispiel mit innerer Grenzschicht erzeugte das nichtlineare FEM-FCT-Schema. Es
war aber zugleich das langsamste der getesteten Verfahren. Die benétigte Lauf-
zeit machte es fiir grofsere Simulationen, wie die der Windkanalexperimente, un-
interessant. Den besten Kompromiss zwischen Genauigkeit und Rechenzeit unter
den Finite-Elemente-Verfahren erzielte das lineare Gruppen-FEM-FCT-Verfahren.
Es erzeugte keine Oszillationen und kaum Verschmierungen an den Grenzschich-
ten. Durch die Anwendung der Gruppen-FCT konnte eine gute Laufzeit erreicht
werden. Ein Nachteil dieser Methode ist, dass sie beim Transport der Lognormal-
verteilung die Losung zu sehr gléttete, was sich auch bei den Simulationen des
Windkanalexperimentes bemerkbar machte.

Im dritten Kapitel wurden die Navier-Stokes-Gleichungen hergeleitet. Ferner
wurden die Probleme bei der Modellierung turbulenter Stromungen verdeutlicht
und das in den Simulationen verwendete Turbulenzmodell vorgestellt.

Im vierten Kapitel wurde das zur Simulation der Windkanalexperimente be-
notigte Populationsbilanzsystem vorgestellt und das Modell fiir das Windkanal-
experiment hergeleitet. Die Entwicklung der Tropfenverteilung wurde durch eine
Funktion der Tropfendichteverteilung (TDV) modelliert. Diese enthalt drei Aspek-
te: die Bewegung der Tropfen in der turbulenten Luftstromung, das Wachstum in
iiberséttigter Luft und die Koaleszenz. Die Gleichung der TDV ist direkt in vier Di-
mensionen modelliert, mit dem Durchmesser als innere Koordinate. Der direkte
Losungsansatz wurde verfolgt, da mehr Wert auf die Genauigkeit der Ergebnisse
als auf die Rechenzeit gelegt wurde. Der wichtigste Mechanismus des Tropfen-
wachstums war die Koaleszenz. Das Wachstum in {iberséttigter Luft spielte nur
eine untergeordnete Rolle. Die Koaleszenz wurde durch Faltungsintegrale model-
liert. Es wurden drei Methoden zur Auswertung dieser Integrale vorgestellt: die
Standardquadratur, ein Ansatz der mit Termen arbeitet, die im Vorfeld berechnet
wurden (Precomputing) und eine massenerhaltende Methode.

Im letzten Kapitel der Arbeit geht es um die numerische Simulation der Wind-
kanalexperimente. Zundchst wurden die Aspekte zur Durchfiihrung der Experi-
mente, wie Versuchsaufbau und Messmethoden erldutert, um die Bedeutung der
vorhandenen experimentellen Daten zu verdeutlichen und eine Einordnung der
Daten zu erleichtern. Anschlieffend wurde die Aufarbeitung und Einbettung der
Daten in die Numerik beschrieben. In den letzten Teilkapiteln wurde das Modell
ausfiihrlich getestet und die Ergebnisse wurden dokumentiert.

Die experimentellen Daten gehen als Einstrombedingung in die Numerik ein.
Zusatzlich miissen passende Rand- und Anfangsbedingungen gewéhlt werden.

Es wurden zwei unterschiedliche Luftstromungen untersucht. In der Versuchs-
reihe VR1 wurde eine einfache Kanalstromung betrachtet und in Versuchsreihe
VR2 ein umstromter Zylinder. Bei der VR1 spielte die Wahl der Randbedingung
eine grofie Rolle fiir die Turbulenzerzeugung.

Als einfache Bedingung wurde in jedem Punkt weiffes Rauschen addiert, als
zweites wurden mit der Methode von Klein korrelierte Fluktuationen erzeugt.
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Es hat sich gezeigt, dass die Methode von Klein die realistischeren Ergebnisse
erzeugt. Als Turbulenzmodell wurde eine VMS-Methode mit adaptivem Skalen-
raum verwendet. Die Stromungen der VR1 und VR2 unterscheiden sich stark in
Stromungsverhalten und Turbulenz, so dass der Einfluss der Turbulenz auf die
Tropfenverteilung untersucht werden konnte. Die Kanalstromung ist weitgehend
unidirektional, wihrend die Zylinderstromung die typische Karméansche Wirbel-
strafie aufweist. Es konnte ein Einfluss der Turbulenz auf die TDV festgestellt
werden. So konnte beobachtet werden, dass die turbulente Zylinderstromung der
VR2 eine stiarkere Verdnderung der TDV verursachte als die Kanalstromung der
VR1. Das ist im Wesentlichen darauf zurtickzufiihren, dass in turbulenten Stro-
mungen mehr Tropfen kollidieren. Fiir das Tropfenmodell wurden viele unter-
schiedliche Mechanismen untersucht. Diese waren: der Einfluss der umgebenden
Luftstromung, der Randbedingungen, der Diskretisierung und der Methode, die
den Koaleszenzskern numerisch auswertete. Nach einer Kalibrierung der unbe-
kannten Modellparameter konnten die Simulationen durchgefiihrt werden. Die
Ergebnisse sind sehr vielversprechend. Bei beiden Versuchsreihen konnte eine
weitgehende Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten erzielt werde. Bei
VR1 stimmen auch die rdumlich aufgeldsten Daten der TDV weitgehend tiberein.
Die raumlich aufgeloste TDV der VR2 am Ausstromrand war zu glatt, die Trop-
fen waren zu homogen {iiber die Ausstromfldche verteilt. Durch eine Modeller-
weiterung, die das Folgeverhalten der Tropfen betrifft, konnte die real auftretende
Tropfenanhdufung vermutlich simuliert werden.

Die Methoden, die sich im zweiten Kapitel bewédhrt hatten, wurden auf die
Populationsbilanzgleichung angewendet. Das waren die ENO-Methode und die
linearen FEM-FCT-Methoden. Zusétzlich wurde das einfache Upwind-Verfahren
angewendet. Die lineare FEM-FCT-Methode konnte, wie schon in Kapitel 2} durch
Anwendung der Gruppen-FEM-FCT-Methode ohne erkennbaren Genauigkeits-
verlust beschleunigt werden. Die Finite-Differenzen-Methoden untereinander
erzielten fast die gleichen Ergebnisse; es konnte eine hohe Ubereinstimmung mit
den experimentellen Daten erzielt werden. Auch die Finite-Elemente-Diskreti-
sierungen arbeiteten physikalisch korrekt und unterschieden sich untereinander
kaum. Allerdings glitteten die linearen FEM-FCT-Methoden die Losung zu viel
und sagten zu wenige Tropfen voraus, wie auch schon in Kapitel [2]beobachtet. Vor
allem bei den rdumlich aufgeldsten Strukturen war die Glattung deutlich sichtbar.

Die Ergebnisse der in Kapitel d] beschriebenen Methoden zur Auswertung des
Koaleszenzterms unterschieden sich untereinander kaum bei Simulationen mit
der einfachen Kanalstromung. Bei den Simulationen mit dem umstromten Zy-
linder erhielt man mit der massenerhaltenden Methode ein etwas anderes Ergeb-
nis. Aufgrund der grofSen Massenverluste bei den Gaufi-Quadraturmethoden und
beim Preprocessing wird davon ausgegangen, dass die massenerhaltende Metho-
de die realistischeren Ergebnisse erzielt.

Es traten zudem grofie Unterschiede in der Laufzeit auf.
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Das ENO-Verfahren kann als Diskretisierung auf Tensorproduktgittern und
falls die Stromungsrichtung grob mit den Gitterlinien iibereinstimmt, empfohlen
werden, unter den Finite-Elemente-Methoden eignete sich das lineare Gruppen-
FEM-FCT-Verfahren. Bei der Auswertung des Koaleszenzterms erzielte die mas-
senerhaltende Methode die besten Ergebnisse. Sie ist allerdings schwierig zu
implementieren und benétigt spezielle Gitter. Fiir einfache Rechnungen gentigt
eine einfache Gaufs-Quadratur.

Eine interessante Erweiterung der Modellierung wiren Untersuchungen mit
verschiedenen Kollisionskernen, insbesondere solche, die einen grofieren Einfluss
der Turbulenz modellieren. Mogliche Kerne sind stark turbulente Scherungskerne
und turbulente Sedimentationskerne.

Zur Verbesserung der Laufzeit bieten sich momentenbasierte und Operator-
Splitting-Methoden fiir die Populationsbilanzgleichung an. Sie miissten auf Ge-
nauigkeitsverluste tiberpriift werden. Systematische Vergleiche zwischen diesen
Methoden und den in dieser Arbeit vorgestellten Methoden sind uns nicht be-
kannt. Die Stromungssimulation konnte mittels reduzierter Modelle wie POD
beschleunigt werden. Da sie nur indirekt in die Gleichung der Tropfenentwick-
lung eingeht, wire zu untersuchen, wie sich eine Approximation der Strémung
auswirkt und welche Aspekte der Stromung besonders wichtig sind.
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Kurzzusammenfassung

Die Arbeit liefert ein Beitrag zur Numerik von Populationsbilanzsystemen am Beispiel ei-
ner tropfenbeladenen Stromung. Sie verfolgt im Wesentlichen zwei Ziele. Zunéchst wur-
den genaue und effiziente Algorithmen zur Simulation eines meteorologisch relevanten
Windkanalexperimentes entwickelt und mit Hilfe der Messdaten evaluiert. Zum anderen
wurde untersucht, welchen Einfluss die Turbulenz auf das Verhalten der Tropfen ausiibt.
Bei dem zugrunde liegenden Experiment handelt es sich um eine Zweiphasen-Stromung,
bei der kleine Tropfen in einen turbulenten Luftstrom injiziert und von der Stromung mit-
gerissen werden.

Das zur Modellierung des Experimentes verwendete Populationsbilanzsystem ist ein
gekoppeltes System, bestehend aus den Navier-Stokes-Gleichung zur Modellierung der
Stromung und einer Populationsbilanzgleichung zur Modellierung der Tropfendichtever-
teilung. Diese Populationsbilanzgleichung modelliert drei Aspekte: die Bewegung der
Tropfen in der turbulenten Luftstromung, das Wachstum in tiberséttigter Luft und die
Koaleszenz. Die Gleichung ist direkt in vier Dimensionen modelliert, mit dem Durchmes-
ser als innere Koordinate. Die experimentellen Daten gehen als Einstrombedingung in
die Numerik ein. Auch zur Evaluation der Ergebnisse standen Daten zur Verfiigung. Die
Ergebnisse der Simulationen sind vielversprechend; es konnte eine weitgehende Uberein-
stimmung mit den experimentellen Daten erzielt werden.

Zur Identifikation geeigneter Stabilisierungsmethoden zur Losung der Populationsbi-
lanzgleichung wurden mehrere Finite-Differenzen- und Finite-Elemente-Stabilisierungs-
methoden anhand der Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen miteinander ver-
glichen. Bei den Finite-Differenzen-Methoden kristallisierte sich das ENO-Verfahren her-
aus, unter den Finite-Elemente-Diskretisierungen erzielte das lineare Gruppen-FEM-FCT-
Verfahren den besten Kompromiss zwischen Genauigkeit und Rechenzeit. Eine neue Be-
obachtung ist, dass die FEM-FCT-Verfahren verhiltnismaflig starke Verschmierungen zei-
gen, wenn Konvektionsrichtung und Gitter parallel sind.

Diese Methoden wurden zur Diskretisierung der Populationsbilanzgleichung ange-
wendet und zeigten im Wesentlichen das gleiche Verhalten. Zur Auswertung des Ko-
aleszenzterms wurden ebenfalls mehrere Methoden untersucht. Insbesondere wurde eine
neue Methode verwendet, die auf im Voraus berechneten Integralen beruht. Vom Aspekt
der Genauigkeit, kann jedoch die massenerhaltende Methode [Hac06, Hac07] empfohlen
werden. Sie ist allerdings schwierig zu implementieren und erfordert spezielle Gitter. Fiir
einfache Simulationen geniigt eine GaufS-Quadraturmethode.

Zur Untersuchung des Einflusses der Turbulenz wurde das Verhalten der Tropfen-
dichteverteilung in zwei unterschiedlichen Luftstromungen untersucht. Betrachtet wur-
den eine einfache Kanalstromung und ein umstromter Zylinder. Die Kanalstromung
ist weitgehend unidirektional, wahrend die Zylinderstromung die typische Kérmén-
sche Wirbelstrafie aufweist. In den Simulationen wurde festgestellt, dass die Turbulenz
das Tropfenwachstum verstarkt. Der Hauptgrund besteht darin, dass die turbulente Luft
Tropfen aufeinander zu bewegt und Kollisionen verursacht. Damit wurde die Vermutung,
dass Turbulenz ein Tropfenwachstum bewirkt, auch in den numerischen Simulationen
dieser Arbeit bestitigt.
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