6 Numerische Resultate

In diesem Kapitel iiberpriifen wir die Konvergenzresultate aus Abschnitt 3.4.2
numerisch. Wir untersuchen das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte hierarchische
Gebietzerlegungsverfahren in Modellproblemen und praktischen Anwendungen auf
Konvergenz in Abhingigkeit von der Kluftbreite, dem Sprung in der Permeabilitit von
Kluft und Matrix und der Verfeinerungstiefe bzw. der Anzahl der Unbekannten. Dazu
werden wir zunédchst ein einfaches Modellbeispiel betrachten. Anhand diese Modellbeispiels
untersuchen wir auch den tatsdchlichen Einfluff der Abweichung der Vierecke innerhalb
der Kliifte von der Parallelogrammstruktur in Abhéngigkeit von der Kluftweite (Abschnitt
6.1.1). Fur die Zweilevel-Variante (Abschnitt 3.5) des hierarchischen Verfahrens sind die
Konvergenzergebnisse fiir das Modellbeispiel in Abschnitt 6.1.2 dargestellt. Zum Abschluf3
der Untersuchungen an dem Modellbeispiel haben wir die Konvergenzergebnisse des
hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens und der Variante als hierarchisches Zweilevel-
Verfahren mit anderen Verfahren verglichen. Dazu haben wir das Beispiel mit verschiedenen
Verfahren wie klassisches Mehrgitterverfahren mit Gaufi-Seidel-Gliattung und algebraisches
Mehrgitterverfahren gerechnet. Die Ergebnisse dieses Vergleiches sind in Abschnitt 6.1.3
dargestellt.

Um einen Eindruck von der Flexibilitdt und Einsatzfdhigkeit des implementierten Verfahrens
zu bekommen, untersuchen wir dann das Konvergenzverhalten des Verfahrens in einem
praxisorientierten Anwendungsbeispiel eines Kluftnetzwerks. Viele nicht parallele Kliifte
fihren zu komplizierten Grobgittern. Den Einflufs der Qualitit des Grobgitters stellen wir
anhand von verschiedenen Grobgittern fiir das Kluftnetzwerk dar (Abschnitt 6.2). In diesem
Beispiel fiithrt uniforme Verfeinerung schnell zu unnétig vielen Unbekannten. Wir haben daher
den adaptiven Algorithmus aus Abschnitt 4.4 auf dieses Anwendungsbeispiel angewendet.
Die Ergebnisse sind in Abschnitt 6.2 dargestellt.

ART

FRACMESH

Ritz—Galerkin

Hierarchische
Zerlegung und
UG Mehrgitter
Netzgenerierung Stromungsberechnung

Abbildung 6.1: Modellaufbau fiir Stromungsberechnung mit hierarchischer Gebietszerlegung
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Wir betrachten als Modellproblem fiir die folgenden Beispiele einen einfachen Fall des
Randwertproblems (2.17):

—K(x)Ap(x) = 0 fiir x € Q

p = dl auf rDl (61)
p = d; auf M,
o

= = 0 auf FN = FNO + I‘Nu

oN
mit K(xp) =const. fiir xm € Om und K(xg) = ko fiir xp € Qf. Am oberen und unteren
Gebietsrand Iy, und Iy, lassen wir keinen Flufs iiber den Rand zu (Neumann Null). Am
rechten und linken Gebietsrand I'p, und I'p, wird ein Druck vorgegeben, der am linken Rand
etwas hoher ist als am rechten Rand (d; > d,). Dadurch findet in dem Gebiet Q ein Fluf§ von
links nach rechts statt, abhdngig von der Wahl der Leitfdhigkeit K(xf) = ko in den Kliiften.
Gerechnet wird in diesem Kapitel mit einem Mehrgitter-V-Zyklus mit Gaufi-Seidel-Glatter
im Matrixproblem und direkter Losung von Interface- und Kluftproblem bzw. einem
Mehrgitterverfahren mit Liniengldtter im Kluftproblem. Wir untersuchen anhand von
Beispielen die Konvergenzraten unseres in Abschnitt 3 vorgestellten hierarchischen
Gebietszerlegungsverfahrens. Dabei werden die spezifischen Problemeigenschaften wie grofse
Skalenunterschiede (kleine Kluftweite), grofie Koeffizientenspriinge in der Permeabilitat und
die Anzahl der Unbekannten besonders berticksichtigt. Unser Ziel war ein Verfahren, dessen
Konvergenzverhalten unabhédngig von diesen Faktoren ist. Wir haben diese Eigenschaft fiir
das hierarchische Gebietszerlegungsverfahren aus Abschnitt 3 gezeigt und wollen nun diese
Ergebnisse experimentell verifizieren.

6.1 Modellproblem: Kluftkreuzung

In diesem Abschnitt haben wir eine einfache Kluftkreuzung wie in unserem Modellbeispiel in
Abschnitt 3.1 (Abb. 3.3) gerechnet: ein Gesteinsmatrixblock, der von zwei Kliiften zerschnitten
wird, die sich in einer Kreuzung schneiden. Der Druck am linken Rand ist etwas hoher als am
rechten (d; = 2, d, = 1). Es findet ein Fluf$ von links nach rechts statt.

Abbildung 6.2 zeigt links das Rechengebiet () zusammen mit der Ausgangszerlegung 7o U Qoo
in Drei — und Vierecke. Die Vierecke reprdsentieren die zwei Kliifte mit der Kluftweite e.
Zur Veranschaulichung ist die Kluft in Abbildung 6.2 sehr breit (¢ = 0.2m) dargestellt, in
den folgenden Rechnungen ist die Kluft sehr viel schmaler: ¢ = 0.1m bis ¢ = 10~ "°m. Das
Rechengebiet umfafit insgesamt 6mx6m. In Abbildung 6.2 (rechts) ist die Losung pji fiir
K(x) = ko = 1.0, ¥x € Q bei einer Kluftweite von ¢ = 10~* als Hohenlinien dargestellt.

Fiir dieses Modellbeispiel haben wir zundchst zwei uniforme Verfeinerungen (j = k = 2)
des gesamten Rechengebietes durchgefiihrt und anschlieffend nur den Matrixteil uniform und
in der Kluft anisotrop (blau) verfeinert (j = 2 + n). Auf diese Weise wird die Kluft nicht
unrealistisch fein parallel zur Kluftachse vernetzt (siehe auch Abschnitt 6.2).

Wir schitzen die Konvergenzraten p ;1 durch

:
o= P — Pkl
A -

p3 =Py I
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Abbildung 6.2: Trianguliertes Gebiet mit zwei sich schneidenden Kliiften (Grobgitter des
Matrixproblems (links) und Losung fiir K(x) = ko = 1 (rechts)

ab. Dies liefert eine gute Schidtzung fiir die Konvergenzrate, wenn die tatsdchliche
Konvergenzrate des Verfahrens nicht fast eins ist: p < ¢ < 1. In Abbildung 6.3 sehen wir links
die Konvergenzraten des hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens in Abhdngigkeit von
der Kluftbreite fiir j = 6,k = 2 mit nj,. = 60893(= #Knoten) Unbekannten. Dargestellt ist auf

1 1 E 1
08 08 {1 08
06 06 1 06 o

0.4 0.4 q 0.4

02 02 Y

o ‘ ‘ ‘ o ‘ ‘ ‘ 0 ‘
10° 10° ° 10° 10 10° 10° 10° 10° 10° 10°

11}5 ko #Unbmekannte
Abbildung 6.3: Konvergenzraten in Abhdngigkeit von der Kluftbreite ¢ (links) fiir K(x) = ko =
1.0 und nj = 60893, der hydraulischen Leitfahigkeit in der Kluft ko (Mitte) fiir
¢ = 107° und njx = 60893 und der Verfeinerungstiefe in der Gesteinsmatrix j
(rechts) fiir e =1072(--- ) bzw. ¢ = 107 (—) undK(xpm) = 1.0, ko = 10°

10°

der x—Achse 1/¢, die Kluft wird also von links nach rechts schmaler. Fiir sehr breite Kliifte
(Abb. 6.3 linkes Bild links) konvergiert das hierarchische Verfahren langsamer, in diesem Fall
liegt bei feinerer Vernetzung in der Gesteinsmatrix innerhalb der Kliifte die Anisotropie nicht
mehr parallel zur Kluftrichtung, sondern quer zur Kluftachse vor. Fiir diesen Fall wurde das
hierarchische Gebietszerlegungsverfahren nicht entwickelt. In diesem Fall ist eventuell ein
algebraisches Mehrgitterverfahren vorzuziehen (vergl. Abschnitt 6.1.3). Fiir schmalere Kliifte
hingegen konvergiert das Verfahren unabhéingig von der Kluftbreite ¢.

Fiir Vergleichszwecke haben wir das entsprechende reduzierte Problem erzeugt, d.h. ein
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Problem mit Kluftweite ¢ = 0 bzw. ohne Kluft mit demselben Grobgitter im tibrigen Gebiet.
In Abbildung 6.3 (links) ist die Konvergenzrate fiir das klassische Mehrgitterverfahren mit
Gaufi-Seidel-Glétter fiir das reduzierte Problem als durchgezogene Linie (—) dargestellt.
Wir sehen, daff die Konvergenzrate des hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens in
derselben Groflenordnung wie die Konvergenzrate des klassischen Mehrgitterverfahrens fiir
das reduzierte Problem liegt.

Auf dem mittleren Bild in Abbildung 6.3 sind die Konvergenzraten des hierarchischen
Gebietszerlegungsverfahrens in Abhidngigkeit von der Permeabilitdt in der Kluft ko dargestellt.
Dabei wurde die Permeabilitdt in der Matrix fest gewahlt (K(xp) = 1.0, fiir xpm € Qpzm), so daf3
der Sprung in den Koeffizienten mit steigender Permeabilitdt in der Kluft grofser wird. Man
sieht, daf8 fiir immer grofier werdende Differenz zwischen der hydraulischen Leitfdhigkeit
in der Kluft und in der Matrix die Konvergenzraten gleich bleiben. Die hydraulische
Leitfahigkeit in der Kluft bzw. der Sprung in den Koeffizienten hat also keinen Einfluf$ auf das
Konvergenzverhalten des Verfahrens (vergl. Abschnitte 3.3 und 3.4.2).

Auf dem rechten Bild in Abbildung 6.3 sehen wir die Konvergenzraten des hierarchischen
Gebietszerlegungsverfahrens in Abhdngigkeit von der Anzahl der Unbekannten im
Gesamtrechengebiet. Fiir festes k = 2 bedeutet das grofler werdendes j. Fiir schmale
Kliifte ist das Verfahren unabhéngig von der Verfeinerungstiefe solange die Anisotropie nicht
normal zur Kluftrichtung auftritt. Bei breiter Kluft liegt schon nach wenigen Verfeinerungen
die Anisotropie normal zur Kluftrichtung vor und die Konvergenzraten werden mit jeder
Verfeinerung grofser. Das bestitigt die Abhédngigkeit der Konvergenzraten des hierarchischen
Gebietszerlegungsverfahrens von o, aus Definition (3.17) in Satz 9. Schon bei einer Kluftweite
von ¢ = 1072 ist dieser Effekt bis zu einer Verfeinerungstiefe von j = 8 nicht mehr zu
beobachten. Bei sehr breiten Kliiften sollte also gegebenenfalls ein anderes Verfahren zum
Einsatz kommen (siehe Abschnitt 6.1.3).

Es ist deutlich zu sehen, dafs das hierarchische Gebietszerlegungsverfahren fiir schmale Kliifte
robust gegeniiber der Kluftweite, dem Sprung in den Leitfahigkeitskoeffizienten in Kluft und
Matrix und der Verfeinerungstiefe konvergiert. Damit bestitigen sich die Konvergenzresultate
aus Kapitel 3.

6.1.1 Anisotrope Trapeze

Die Konvergenzrate (3.35) des hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens hingt davon ab,
wie stark die anisotropen Elemente innerhalb der Kluft von Parallelogrammen abweichen
(siehe Kapitel 3). Wir haben daher das Modellproblem mit der Kluftkreuzung aus zwei
Kliiften noch einmal mit modifizierten Grobgittern gerechnet. Dabei haben wir im oberen
Abschnitt der von oben nach unten gehenden Kluft einen Knoten so verschoben, daf} dort die
Kluft nun mit Trapezen vernetzt ist, die von der Parallelogrammstruktur deutlich abweichen
(siehe Abbildung 6.4 (links) Kluft von oben nach unten oberer Abschnitt). In Kapitel 3 haben
wir die Kantenldnge der Grundseite eines Trapezes mit hg bezeichnet und die kiirzere mit
sqQhq (siehe Abbildung 3.12). Dabei beschreibt der Faktor sqg die Abweichung des Trapezes
von einem Parallelogramm mit der Kantenldnge hg. Wir wollen nun die Konvergenzraten
des hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens in Abhédngigkeit von sq fiir verschiedene
Kluftweiten untersuchen. In Abbildung 6.4 (rechts) sind die Konvergenzraten fiir Kluftweite
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Abbildung 6.4: Grobgitter mit Trapezen in einer Kluft und Konvergenzverhalten in
Abhingigkeit von der Abweichung von einem Parallelogramm (sqg) fiir
verschiedene Kluftweiten mit nj. = 60893 und K(xp) = ko = 1.0

1073(--+),1075(-), 10~ (—) dargestellt. Es ist deutlich zu sehen, da8 das Verfahren fiir relativ
breite Kliifte unabhdngig von sq konvergiert. Je schmaler die Kluft ist, desto sensibler reagiert
das Verfahren auf die Storung in der Parallelogrammstruktur in den Elementen in den Kliiften.
Das bestétigt die Abhdngigkeit der Konstanten in den Konvergenzabschidtzungen von Satz
9 von der Abweichung der Elemente in den Kliiften von Parallelogrammen o1 aus (3.17).
Bei langen Kliiften mit wenigen Kreuzungen bzw. Kliiften, die in zwei Hauptrichtungen
nahezu parallel verlaufen, konnen die Kliifte mit (fast-) Parallelogrammen vernetzt werden.
In Kluftnetzwerken mit vielen in verschiedene Richtungen gehenden Kliiften kann dieses
Verhalten zu Problemen fiihren.

6.1.2 Konvergenz des hierarchischen Zweilevel-Verfahren s
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Abbildung 6.5: Konvergenzraten in Abhdngigkeit von der Kluftbreite ¢ (links) fiir K(x) = ko =
1.0 und nji = 60893, der hydraulischen Leitfahigkeit in der Kluft ko (Mitte) fiir
¢ = 107° und njx = 60893 und der Verfeinerungstiefe in der Gesteinsmatrix j
(rechts) fiir e =1072(--- ) bzw. ¢ = 107 (—) undK(xpm) = 1.0, ko = 10°

10°
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Das hierarchische Gebietszerlegungsverfahren fordert eine direkte Losung des
Interfaceproblems. Wir haben daher in Abschnitt 3.5 ein hierarchisches Zweilevel-Verfahren
vorgestellt, das ohne direkte Losung eines der Teilprobleme auskommt. Wir wollen nun
auch die Robustheit der Zweilevel-Variante tiberpriifen. Wir haben fiir die in Abschnitt 3.5
beschriebene Variante des hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens als hierarchisches
Zweilevel-Verfahren noch einmal das Beispiel der einfachen Kreuzung aus zwei Kliiften
gerechnet und auf ihr Konvergenzverhalten hin untersucht.

In Abbildung 6.5 sind wieder die Konvergenzraten in Abhédngigkeit von der Kluftbreite (linkes
Bild), der hydraulischen Leitfahigkeit (mitte) und der Verfeinerungstiefe (rechts) dargestellt. Es
ist deutlich zu erkennen, dafl das hierarchische Zweilevel-Verfahren dhnlich gut konvergiert,
wie das hierarchische Gebietszerlegungsverfahren. Die Konvergenz ist wieder robust solange
die Anisotropie nicht normal zur Kluftrichtung auftritt, also solange die Kliifte schmal sind in
Abhiéngigkeit von der Verfeinerungstiefe (siehe Abb.6.5 (rechts)).

6.1.3 Vergleiche mit anderen Verfahren

Wir haben in den vorhergehenden Abschnitten das Konvergenzverhalten des hierarchischen
Gebietszerlegungsverfahrens und des hierarchischen Zweilevel-Verfahrens untersucht. Um
die Ergebnisse einordnen zu kénnen, werden wir nun das Modellproblem auch mit anderen
Verfahren rechnen. Zum Vergleich haben wir ein klassisches Mehrgitterverfahren mit Gaufs—
Seidel-Gldttung einmal zur Losung des Gesamtgleichungssytems in der Knotenbasis und
einmal fiir die Losung des Matrixproblems im hierarchischen Zweilevel-Verfahren benutzt.
Zusétzlich haben wir das Gleichungssystem mit einem algebraischen Mehrgitterverfahren
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Abbildung 6.6: Konvergenzvergleiche verschiedener Mehrgitterverfahren fiir nj. = 24357

und K(xpm) = ko =

1.0 (links) und Konvergenzverhalten des algebraischen

Mehrgitterverfahrens in Abhdngigkeit von der Abweichung von einem
Parallelogramm (sq) fiir verschiedene Kluftweiten mit nj. = 23841 und

K(xm) = ko = 1.0 (rechts)

gelost. Wir haben das algebraische Mehrgitterverfahren von Ruge und Stiiben [62]
zum Vergleich herangezogen. Von den in UG zur Verfiigung stehenden algebraischen
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Mehrgitterverfahren (z.B. auch ein algebraisches Mehrgitterverfahren nach Braess [14]) zeigt
dieses Verfahren fiir das vorliegenden Problem die besten Konvergenzeigenschaften. Wir
haben fiir bessere Vergleichsmoglichkeiten hier uniform in Kluft und Matrix verfeinert bis
k = j = 5 (24357 Knoten), da nur fiir das hierarchische Gebietszerlegungsverfahren und das
hierarchische Zweilevelverfahren die Moglichkeit besteht, innerhalb der Kluft anisotrop quer
zur Kluftrichtung zu verfeinern.

Fiir das algebraische Mehrgitterverfahren (AMG) haben wir die Kliifte mit Dreiecken vernetzt,
da in der vorliegenden Version von UG Vierecke fiir algebraische Mehrgitter nicht optimal
implementiert sind und die Verfahren fiir Dreiecke wesentlich besser konvergieren. Daher
weicht die Anzahl der Unbekannten fiir das algebraische Mehrgitterverfahren (nj. = 23841
etwas von der Anzahl der Knoten fiir Vierecke in den Kliiften nj. = 24357 ab. Das klassische
Mehrgitterverfahren mit Gaufs-Seidel-Glattung ("MG’---) und das Zweilevel-Verfahren ohne
die geometrieangepafiten Glattungsschritte ("2LevelGS’ ----) sind nicht robust gegentiber
schmaler werdender Kluft. Ein Vergleich der Konvergenzraten dieser Verfahren anhand der
vorliegenden Daten ist nicht sinnvoll, da die Schidtzung fiir Konvergenzraten im Bereich von 1
sehr ungenau ist.

Das algebraische Mehrgitterverfahren von Ruge und Stilben ('AMG’” —) konvergiert kaum
schlechter als das hierarchische Gebietszerlegungsverfahren (HDD’ - - - ) und das hierarchische
Zweilevel-Verfahren mit geometrieangepafiten Glattungsschritten ("2Level” —). An dieser
Stelle stellt sich die Frage, wie das algebraische Mehrgitterverfahren auf weitere Stérungen
der Elementgeometrie innerhalb der Kliifte reagiert. Wir haben daher den Test fiir Trapeze
aus Abschnitt 6.1.1 noch einmal fiir das algebraische Mehrgitterverfahren durchgefiihrt.
Die Ergebnisse sind in Abbildung 6.6 (rechts) dargestellt. Wir haben die Konvergenzraten
wieder fiir verschiedene Kluftweiten untersucht. Es ist deutlich zu sehen, dafs auch fiir das
algebraische Mehrgitterverfahren ('AMG’” —) fiir schmale Kliifte und degenerierende Elemente
die Konvergenz verloren geht. Das algebraische Mehrgitterverfahren zeigt ein mit dem
hierarchischen Gebietszerlegungsverfahren ("le-x” - - - ) vergleichbares Konvergenzverhalten in
Bezug auf die Abweichung der Trapeze in den Kliiften von Parallelogrammen.

6.2 Anwendungsbeispiel: Sechs Kitifte

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir die Konvergenzeigenschaften des
neu entwickelten hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens anhand eines einfachen
Modellbeispiels untersucht. Nach den guten Ergebnissen des Verfahrens in dem einfachen
Beispiel 6.1 werden wir nun das Verfahren an einem anwendungsorientierteren Beispiel mit
sechs sich schneidenden Kliiften testen.

Wir haben in den Beispielen dieses Abschnittes wieder homogene Neumann-
Randbedingungen (b = 0) am oberen und unteren Gebietsrand gewdhlt und am linken
Gebietsrand einen etwas grofieren Druck (d; = 100000hPa) als am rechten (d, = 99900hPa)
vorgegeben. Der Druck p nimmt also von links nach rechts ab und es findet ein Flufd von links
nach rechts abhéngig von der Permeabilitit K | in Kluft und Matrix statt. Fiir die hydraulische
Leitfahigkeit in der Gesteinsmatrix haben wir diesmal einen Wert gewihlt, der in etwa in
der Grofenordnung des Wertes von Sandstein liegt (K, ~ 107 2m?, das entspricht in etwa
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K(xm) = 1077 fiir xpm € Q). Die Losung fiir ko = 1072, e = 10 °istin Abbildung 6.7 (rechts)
dargestellt.

Abbildung 6.7: Trianguliertes Gebiet mit sechs sich schneidenden Kliiften : ART-Grobgitter des
Matrixproblems(links) und Lésung fiir K(x) = 1077, ko =10"2und e = 107°

Grobgitter:  Die Vernetzung eines Gebiets mit vielen sich schneidenden Kliiften ist nicht
trivial. Schon die Triangulierung der Gesteinsmatrix hat entscheidenden Einflufs auf die
Konvergenzraten des Mehrgitterverfahrens. Das verwendete Grobgitter sollte nicht zu fein
sein, da ein feines Grobgitter auch mehr Rechenaufwand im Mehrgitter bedeutet. Auf der
anderen Seite sollten die Elemente moglichst regular sein.

Das von dem Netzgenerator erzeugte Grobgitter (Abb. 6.7 links) ist in diesem Fall schon

< V11
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-~ V11fein
o= V33fein
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Abbildung 6.8: Trianguliertes Gebiet mit sechs sich schneidenden Kliiften (Grobgitter des
Matrixproblems(links), Konvergenzraten fiir ein groberes und ein feines
grobgitter in Abhingigkeit von der Kluftweite ¢ fiir K(xpm) = ko = 107 und
Nk = 15077 bzw. Nk = 28237
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sehr fein. Bei feinen Grobgittern kann die Gesteinsmatrix schon auf dem Grobgitter feiner
vernetzt sein, als notig. Zusétzlich fiihren fiir feine Grobgitter schon wenige Verfeinerungen
im Kluftbereich dazu, daff die Anisotropie in den Kliiften quer zur Kluftachse auftritt. Wir
haben daher das Gebiet mit den sechs Kliiften noch einmal von Hand mit einem groberen
Gitter vernetzt. Die Konvergenzraten in Abhdngigkeit von der Kluftweite sind fiir beide
Grobgitter in Abbildung 6.8 (rechts) dargestellt. Es ist kaum moglich fiir sehr unterschiedliche
Grobgitter Verfeinerungslevel zu finden, auf denen die Anzahl der Unbekannten gleich
ist. Wir haben daher fiir beide Grobgitter so weit verfeinert, bis die Konvergenzraten in
j, k absédttigen und dann die Verfahren verglichen. Fiir das von Hand erzeugte Grobgitter
("V11’ - - -) konvergiert das hierarchische Gebietszerlegungsverfahren etwas langsamer als fiir
das von ART erzeugte Grobgitter ("V11fein’ —). Der Unterschied ist aber nicht gravierend,
bei mehr Gldttungsschritten wird er sogar noch geringer. Wir haben fiir das von Hand
erzeugte Grobgitter wieder ein reduziertes Problem erzeugt und gerechnet. Wir sehen,
dass die Konvergenzraten des hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens wieder in der
Groflenordnung der Konvergenzrate von klassischem Mehrgitterverfahren mit Gaufs—Seidel-
Glattung fiir das reduzierte Problem (¢ = 0) ("V11lred” —) liegen.

Eine Erh6hung der Anzahl der Glattungsschritte auf drei bringt eine deutliche Verbesserung
der Konvergenzraten ('V33’,'V33fein’,’V33red’), dabei ist der Unterschied in den
Konvergenzraten fiir die beiden Grobgitter vernachléssigbar. Eine weitere Beschleunigung des
Verfahrens sollte durch die Verwendung des hierarchischen Verfahrens als Vorkonditionierer
in einem Krylowraum—Verfahren (conjugate gradient, cg, siehe z.B. Braess [15], Deuflhard,
Hohmann [25]) erreicht werden konnen.

In diesem Beispiel ist das von Hand erzeugte Grobgitter offenbar ausreichend regular. Fiir
grofiere Kluftnetzwerke ist eine Vernetzung von Hand nicht praktikabel.

Adaptives Kluftnetzwerk  Kluft-Matrix-Systeme sind geprégt von schnellem Fluf$ innerhalb
der Flielwege, der Kliifte und groflen Gebieten geringer Geschwindigkeiten innerhalb
der Gesteinsmatrix. Bei uniformer Verfeinerung des Gesamtgebietes werden innerhalb der
Gesteinsblocke unnotig viele Freiheitsgrade eingefiigt, der Rechenaufwand steigt stark an, der
Genauigkeitsgewinn ist klein.

Gerade in solchen Féllen bietet sich eine adaptive Verfeinerung an. Mit dem Fehlerindikator
aus Abschnitt 4.1.3 und dem adaptiven Algorithmus aus Abschnitt 4.4 haben wir das
Kluftnetzwerk aus sechs Kliiften mit fiinf Kreuzungen noch einmal adaptiv gerechnet.
Wir haben dafiir die Parameter aus Abschnitt 6.2 {ibernommen. Als Ausgangpunkt dient

das Grobgitter aus Abbildung 6.8. Die Ergebnisse dieser Berechnungen sind in Tabelle 6.2
aufgefiithrt. Wir haben dazu zunichst einmal uniform verfeinert (j = k = 1), damit das
Kluftproblem auch Freiheitsgrade im Inneren der Kluft enthalt.

Die Norm der Losung ||p;|| ist sehr grofd (= 77000). Schon auf Level 1 ist der geschétzte relative
Diskretisierungsfehler sehr klein (siehe Tabelle 6.1). Daher fiihrt eine Wahl der Toleranz in einer
tiblichen Grofsenordnung von TOL= 5% nicht zu Verfeinerung. Wir haben daher die Toleranz
fur den Diskretisierungsfehler auf TOLp = 0.0002% gesetzt. Als Abbruchkriterium dient

1/2

lp—pal~< > n¥p < oTOLp|p|
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6.2 ANWENDUNGSBEISPIEL: SECHS KLUFTE 105

Level | # Knoten | # Iterationen | Fehler in %
0 197 — —
1 555 7 0.0046
2 1746 2 0.0017
3 3296 2 0.00066
4 7423 2 0.00034
5 15758 2 0.000148

Tabelle 6.1: Ergebnisse der adaptiven Berechnungen fiir das Kluftnetzwerk

mit einem Sicherheitsfaktor ¢ = 1072 und dem Fehlerindikator 1t aus Abschnitt 4.1.3. Die
Iteration auf einem Level wird abgebrochen, wenn

Ip3k — pii Il < o TOL[p|

erfiillt ist.
Es zeigt sich, daf$ vor allem an den Stellen mit groflem Gradienten in der Losung, an Stellen

v

—
.

Abbildung 6.9: Triangulier
uniformen und drei adaptiven Verfeinerungen

en Kliiften nach einer

an denen Kliifte auf den Rand treffen und entlang der Kliifte verfeinert wird. In grofieren
Gesteinsblocken werden deutlich weniger Elemente eingefiigt (sieche Abb. 6.9). Die Zahl der
Unbekannten auf einem Level ist deutlich geringer als bei uniformer Verfeinerung: nj. = 92205
firj =k =>5.



