Anhang 81

II Die Winkelkorrelationsfunktion

I1.1 Mathematisches Werlzzeug’

Der Erwartungswert eines Operators S in einem durch den Dichteoperator p beschriebenen quanten-
mechanischen Ensembleist:

(S)=%p(p"S) |* {36}.
Eswird eine analoge Algebra eingefiihrt, innerhalb der speziell der Umgang mit dem Dichteoperator p
vereinfacht wird [St691] und [Gab71]:

1.1 Die irreduzible Darstellung’
Der Tensor Sheif’t irreduzibel, wenn bei einer Drehung R(«, ,y) im Raum gilt:
R(et,8,y)Sim=2. Dryn(® . B,¥) St (vgl. {21}, S. 77),

Die Definition der irreduziblen Darstellung [St691] von Operatoren erfolgt, wie man erkennt, analog zum
Drehimpul sformalismus. Dieser wird hier kurz durch Wirkung von L.. und L, auf eine Wellenfunktion |I,m>
veranschaulicht:

L, [Ilm>=avI(l1+1)—m(m=1) |l,m+1>
L,|[l,m>=#m|l,m>

Statt der Wellenfunktion wird nun ein Operator S betrachtet:

[L...Sql=VA(A+1)—q(q+1)S,
IL,S))=gs! 7

Gleichung {37} ist eine aternative Methode zur Definition der irreduziblen Darstellung Sg des Operators
S Speziell fir den Dichteoperator p(l) des Zustandes |,M werden folgende Relationen eingefhrt:

A=l—1",
q=—[Al..[A],
mit |1|=|1",

Dieirreduzible Darstellung pg( I') des Dichteoperators ergibt sich aus dem Wigner-Eckart-Theorem zu:

Pyl )ZSO(plAq)ZZ (mlp|m') ;Aj: (I maq|l m'>,| {38}

wobei 1,, die irreduziblen Komponenten des Spins | und (I maqll m') aus der Drehimplsaddition
resultierende Clebsch-Gordan-K oeffizienten sind [St691].

45 Dies steht in geringem Widerspruch zu Definitionen verschiedener Lehrbiicher (S)=%(p S) , fiihrt aber
letztendlich zu keinem Fehler. Die Operatoren und Superoperatoren werden ab hier aus Ubersichtlichkeitsgriinden
nicht mehr mit einem Dach versehen.
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1.2 Der Liouvilleraum

Der Liouvilleraum betrachtet nicht Wellenfunktionen, sondern Operatoren Sals seine Vektoren.

Hilbert-RaumH (Dim=N)

Liouville-Raum L (Dim=2N)

Vektor |y > |B) istder Vektor des Operators B
zB.auch |py')=|y'><y]|
Salar- (wld)=] du’ (p|B)=Sp(p"B)
produkt = Mittelwert des Operators B wenn p der
Dichteoperator ist.
Operator  Operator Beispiele flr Superoperatoren S
Sly> S|B)=|B)
S|B)=|BS)
S|B)=I[SB])
Bewegungs-  Schrodingergleichung Liouvillegleichung
gleichung 2 . D -~
hi—|y>=H S=(——A+V >
th—tlw ly>=(5— () |w ot -
—i=t
_ir t =e g > 0
ly>(t)=e " |@>(0) lp)(t) lw>(0)
Hamiltonian: LISUV”“an:
H|LIJ>=EW|(I/> L|WW'):<EW_EW-)|U/W')

Tabelle 8: Kurzer Vergleich von Hilbert- und Liouville Raum

Die irreduzible Darstellung des Dichteoperators lautet unter Berticksichtigung von Gleichung {38} in der

neuen Schreibweise pi=(Aqlp) |

{39}

LolA

Der Drehoperator DE(O() —e"

[Fra65] ist fir die folgenden Uberlegungen ebenfalls wichtig. Er dreht

das Koordinatensystem eines Zustandes um eine Achse i um einen bestimmten Winkel «.

Speziadfdle fir die Drehmatrix:
[ _ 4m [
Dm'O((Ij’e;qb)_ (2I+1)Ym(9

Deo(w,0,¢)=P'(6,¢),

)

Der Vorteil von irreduziblen Tensoren ist ihr einfaches Transformationsverhalten bei Drehungen:

Sqllie,B,y)=2,Sq(1)Dgqle, B,Y) | d.h. Drehsuperoperatoren verhalten sich wie Drehoperatoren. Dies
q

gilt sowohl fir die Vektoren des Hilbert-, als auch des Liouvilleraums,
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I1.2 Al)leitung' der Winkelkorrelationsfunktion

Bel der PAC-Methode werden radioaktive Sondenkerne verwendet, die wie folgt zerfallen:

Der im angeregten Zustand (Spin 1) befindliche Kern zerfallt unter Aussendung eines Gammagquants (y1) in
ein isomeres Zwischenniveau (Spin 1), von wo er nach einer gewissen Zeit unter Aussendung eines
Gammaguants (y-) in den Grundzustand (Spin 1s) zerféllt. Typische Spins des Zwischenniveaus liegen
zwischen 3/2 und 11/2.

p(l) — — V2
— +1/2
Yl tl/Z
— -3/2
I 12 M

PUD) — 1
— 430
i

Ply)  —————— m,

Zeichnung 70: Zerfall einer fiktiven PAC-Sonde Uber eine y:-y.-Kaskade mit
1,=3/2 imisomeren Zwischenzustand. Die Dichteoperatoren p geben die
Verteilung der Sonden auf die m-Unterzusténde an (hier nur beispielsweise). Die
Jy-Quanten fuhren in Emissionsrichtung einen Drehimpuls (Li,M;), fur den
aufgrund der Erhaltung M;=m-my fir 31 und M=me-nm' fur » gilt.

2.1 Der ’Yl-ZerfaH:

Die magnetischen Hyperfeinwechselwirkungen bleiben zunéchst ausgeschaltet, weswegen keine
energetische Aufspaltung der m-Unterzusténde vorhanden ist.

Der Dichteoperator des Zwischenzustandes p(l.), welcher durch den y.-Zerfall bevolkert wird, lautet:
p(l1,)=H"(y,)p(1,)H(y,) wobei H, der Ubergangshamiltonian fir den y.-Zerfall ist. Der Dichteoperator
p(11), welcher die Verteilung der Kerne auf die my-Unterzustande des Ausgangszustandes |, beschreibt wird
as Einheitsoperator angenommen (statistische Verteilung).

Die Bevolkerung des Zwischenzustandes m, erhdlt man duch die Summation tber alle Anfangszustande my,

p(lz)mzmz'zz H:nzml(fl)Hmz'ml()jl): Z <371|M1>*(<M1|H >):nzm1<)71|M1' >(<M1I |H >)m2'm1=

m M, M,
*

= Z <371|M1>*H('vll)mzm1<z|M1'>H(Mll)mz'm1

mlMlMl.

p(Ly) und damit p(l,) ist diagonal, wenn die Quantisierungsachse z in Emissionsrichtung von y, gewahit
wird, dann gilt fur pmm @ M=ny, m=m', M;=M;". Hierbei ist Mi=m-m; die Magnetquantenzahl des
Gammaguants.

P(1o)mm= 2 [FAIMyFIH (M= 2, [(0IMy) Dy, (2 FFIH (M) =2 P (7] G (my— my)

umg My
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Fb}(yl):|flyﬁ”1|2/2|flyﬁ”1|2 ist die Ausstrahlcharakteristik [ScW97], aso die Intensitét der

Gammastrahlung der Multipolordnung (L;,M,) in Abhangigkeit vom Emissionswinkel von y; hinsichtlich
Z, (M, > sind die Eigenvektoren von L; und G(m— mz):|H(M1)mzml|2 it die
Ubergangswahrscheinlichkeit von my nach m.. Sie kann durch das Wigner-Eckart-Theorem weiter
vereinfacht werden [SCW97]:

| L |
G(ml—) mz):|H(Ml)m2m1|2:|<|2m2|H(Ml)“lml>|2:<—|'i[l']l Ml]_ rnZZ

2
) (LIH(M)[,)?
Das reduzierte Matrixelement (I ,||[H (M )|l ;) ist unabhangig von den Magnetquantenzahlen und daher fir

alle Ubergange zwischen 1, und I, gleich. H(M,) wird auch Multipoloperator genannt. Multipolstrahlung
niedrigster Ordnung ist die Dipolstrahlung mit Li=1, M= +1 in Emissionsrichtung.

2.2 Die Stérung des Zwischenzustandes durch Hyperfeinwechselwir]zung’

L&t man nun auf den Zwischenzustand ein axia symmetrisches Hyperfeinfeld B wirken, so richten sich die
Spins aus. Es kommt zum Zeeman-Effekt, der zum einen die energetische Aufspaltung AE derjenigen m-
Unterzustande, welche den Wechselwirkungs-hamiltonian H(B) diagonalisieren hervorruft und zum anderen
eine  Phasendrehung um A, ., (t)=exp(—imyw t) dieser  Zusténde mit sich  bringt.
w, =AE/h=i} B/h istdie Larmorfrequenz.

Ein direktes Ausmessen der energetischen Aufspaltung AE, z.B. Uber die emittierte Gammastrahlung vy ist
nicht moglich, da derart kleine Energien durch einen Detektor nicht auflGsbar sind. Daher versucht man, die
durch das Feld hervorgerufene Zeitabhangigkeit der Kernzusténde sichtbar zu machen. Hierzu soll zunachst
die Zeitabhangigkeit des Dichtoperators im Zwischenzustand |, betrachtet werden:

p(l, vt):A+(th)P(| 2)A(w|_t)

Wahlt man die Richtung von B und y; parallel, so sind sowohl der Zeitendwicklungsoperator A(t) as auch
p(l2) diagonal.

P (15, t)=exp(imw t)p, (1,)exp(—imyw t)=p,, (1)

Die Zeitabhangigkeit ist nicht mehr vorhanden. Daher darf B nicht parallel zu y liegen, um mef3bar zu sein.
Diese Tatsache erhoht allerdings den Rechenaufwand. Zur Illustration soll folgendes Beispiel dienen: Wird
ein Kernensemble im Zwischenzustand betrachtet, so ist seine Dichtematrix fir z||y; gegeben durch
pn(ly). Um die Basis y,, welche p(l.) diagonalisiet in die Basis B, welche den
Zeitentwicklungsoperator diagonalisiert, zu Uberfiihren, werden Drehoperatoren D verwendet:

pmzmz'(l 2 ,t)zexp(l mzth) D+pmzm2'<| 2) DeXp(—I meLt>:eXp(i mzth>plm2m2'eXp(_i m2- th)

Man erkennt, da nur die Nichtdiagonalelemente zeitabhangig sind. Die Dichtematrix des Uberganges I,
nach |; darf aus diesem Grund ebenfalls nicht diagonal sein, da sonst die Diagonaelemente von p(ls)
zeitunabhangig bleiben, an denen schliefdich gemessen werden soll. Wieder mussen Drehoperatoren
verwendet werden, welche die Situation noch starker komplizieren. Daher begibt man sich vom Hilbert- in
den Liouville Raum und definiert den Superoperator G: G(w, t)p=A"(w, t)p Alw, t).

Um weiterhin mit der diagonalen Form von A(t) und p(I;) rechnen zu kénnen, wird zwischen beide ein
Drehsuperoperator D geschaltet, der die beiden, den Dichteoperator und den Zeitentwicklungsoperator
diagonalisierenden Basen ineinander tberfihrt: p(1,,t)=G(t)D(y,— 2)5(l,) | {40}
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2.3 Die Winkelkorrelationsfunktion

Der Ubergang vom Niveau I, zum Niveau |; unter Aussendung von y erfolgt analog zur Emission von y;.
Die Winkelkorrelationsfunktion ist der emissionswinkel- und zeitabhéngige Erwartungswert fir die
Verteilung der zerfallenden Kerne auf die ms-Unterzusténde des Niveaus |3 unter Emission von y.. Sie wird

beschrieben durch die GréRe W (y,) . Aus Gleichung {36} auf Seite 81 fiir den Erwartungswert erhalt man:
W (¥, ¥z, )=l p" (15, )W (y,) =[G (-t) D" (y,— 2) p"(1,) D(y,— 7)W(f2)]|—{41}

Wiederum mufte W (y,) mittels Drehsuperoperator aus seinem Diagonal system in das Basi ssystem des By
Feldes (2) gedreht werden. Die Operatoren [;+(| ,) und W(yz) werden direkter Orientierungs- bzw.

Distributionsoperator genannt. Die allgemeine Form der Winkelkorrelationsfunktion 183 sich mit der
Nomenklatur des Liouvilleraums (Tabelle 8) schreiben als:

—

W (.7 )=S0l 0" (1, OW () |=(5 (1, DIV (7,) | {42}

Nach Einsetzen der Stérungs- und Drehsuperoperatoren aus Gleichung {41}, Seite 85 und bei Ubergang zur
Matrixschreibweise durch den Einbau von produktiven (1-zu-1)-Projektionsoperatoren der Form |Aq)(Aq|
und Verwendung von Gleichung {39}, Seite 82 ergibt sich aus {42}:

W (y1.¥2.t)=(p(1,)D(y,— B)IG(1)|D(y,— B)W(y)))=

= (AIA(AID] A q)A g [GT(~HIA"G"JA"G" [D, ;A" g™ )(A"g" W)

) B i
= Y iDLy B)G (—) Dy (¥, B)WO.=
AgANg
47T e + + ' Vi
> P Y3 (01,6:)Goe " ()Y (0,,,) W,

saV2a+1y2a° 1’

Man beachte, dal? fur diagonale Orientierungs- und Distributionskoeffizienten je g=m-m'=0 gilt.
Der Orientierungskoeffizient 5; und der Distributionskoeffizient W,' werden gewodhnlich zum
Anisotropiekoeffizienten A,,. zusammengefald. A und A' sind gerade Zahlen [Ste71, Seite 19-23].

Die allgemeine Formel fur die kombinierte Wechselwirkung lautet:

z A)\)\' +A
A,QAq \/2A+1\/2)\'+1 d

W(Yl’YZ 1t): (91’¢1)G;q)'\)\'(_t)Y)q\"(921(]52) {44}

(vgl. Gleichung {16}, Seite 17). Der Storoperator in {44} ergibt sich wiederum durch Einfuigen produktiver
(1-zu-1)-Projektionsoperatoren und lautet ausgeschrieben [Gab71]:

(AQIG(wot)a' g )=(Agle " "IA g )= (Agle” " Imm' ) (mm']A* ') =
, e, )t
GHE.=> (Agimm)¢" (mm' A" q')

mm'

- I A 1 EEI AT
GM. =5 VJ(2A+1)(2A" +1
AA qq\/( )( )%(_m q m.)e (_m q m.)

{45}
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2.4 Spezialféille:

1. Bei dulleren Magnetfeldern entspricht die zeitliche Stérung einer Prazession des Spinsum die
Magnetfeldachse um den Winkel wt. Sie wird als Drehsuperoperator ausgedriickt. Bei axialsymmetrischen
Feldernist:

(AQIG(w A" ' )=(AdID"(~ew A" §') =Dy 84 8, =€ "5 5,

Im folgenden wird betrachtet, wie sich der Winkel zwischen dem MHF und den Emissionsrichtungen von
v: und v, auf die Winkelkorrelationsfunktion auswirkt.

— B, und y,,y, in beliebigem Winkel:

W(t)zz p;\—OD;—q)\(ylﬂé)D;qA(_th) DA > pKOY;A(Ql 1¢1)elqutY3(92 1¢2)V\7)\

xa 0q( 2Hé) 2.4 22\+1

Die Dichtematrix im Zwischenzustand ist:  p;%(t)=p;%(0)€&'%""

— B, Ly,.y,.Indiesem Fall liegen ¥,.Y, in der selben Ebene wie wt. Die Drehoperatoren sind
zusammenzufassen:

W(t)=> p,"Dyl 5 Da(—t)D 5

0(B-y;
A qu(B-y,

W (t)=2" p;°P(cos(6 —w, t)) W}
A

0 ist der Winkel zwischen y: und v,
Aus dieser Gleichung heraus kann die zeitabhangige Dichtematrix im Zwischenzustand definiert werden:
Py (1)=p,"P"(cos(0—w, 1))
Fur die ersten beiden Komponenten ergibt sich beispielsweise:
30 T0
po (t)=p,
pgo(t):pgoé((%coszth—l):%[1+3cos(2th)]
Auf das Problem der Umpopulation im Zwischenzustand wird spéter noch ndher eingegangen werden.

- B;f Iy, .y, in diesem Fall sind die Drehmatritzen zur Transformation der K oordinatensysteme Diracsche
Deltafunktionen

= (7 N 3 + V] e (i Ow t)y 5
W(6,¢ ,t)=(p(y)ID(w t)|W(y,)= p)\ODOOA(_th)W)\:Z P)\Oe( ° tWAZCOI’IS.
ALQ ALq

Esliegt keine Zeitabhéngigkeit vor.
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Man beachte, dald auch der Erwartungswert des Spins auf diese Weise berechnet werden kann.

« Der Erwartungswert des zu By parallelen Spinanteils <S> ist dann zeitunabhangig.

(S,)=(p(S)D(y,~ B)ID(w, 1)IS,)=2" py Doy (¥,— B) €' 6,Sy Zp "(cos0) S,

Ag

- Der Erwartungswert des zu By rechtwinkligen Spinanteilsist periodisch zeitabhangig

(S)=(A(S)D, 5 ID(w )IDy_g
()= ZP oo 4_’_00'[—’5('3 Z *(cos(6— wt))S

Man spricht daher auch von einer Umpopulation der zu By rechtwinkligen Zustdnde im Zwischenniveau
(Zeichnung).

> > > >
Bhf‘ ‘ ’Yl BhfoYl

RIPEEY Y
S 0000
A S

+1/2

<« >
p(l,)=const p(l,)#const

Zeichnung 71: Veranschaulichung der zeitabhéngigen Zustéande. Bei senkrechter Phasendrehung zur

Richtung von y; findet eine Umpopulation statt, bei paralleler Phasendrehung dagegen nicht. Der
Energieerhaltungssatz wird nicht verletzt.

2. Bei dektrischer Quadrupolwechsawirkung besitzt der Stéroperator eine kompliziertere Form
[Gab71, Seite 405] as bei der Dipolwechselwirkung. Zur Vereinfachung werden die Projektionsoperatoren
[mm’)(mm'| in (1) eingebaut:

(AQ|G(th)|A'Q')Z(Aqle’iEtP\'Q')ZZ(Aqu’iL‘Imm')(mm A q) Z Sy o dnwgt

Die Winkelkorrel ationsfunktion ist dann:

o > 4 + +)\ —3inwyt )\' Vi
Wi(y1,y,t (6,, S, e "ty (g d, )W
(Yl Y2 )= A%\:q \/2A+1\/2)\ +l 1 q5 L naA' q( 2, P2 W,

Fir die elektrische Quadrupolwechselwirkung gilt ebenfalls, dal? keine Zeitabhangigkeit vorliegt, wenn die
Achse des EFG parallel zur Emissionsrichtung verlauft.



