Anhang B

Der Melnikovvektor der AL-Kette
fiir konstante Kopplung ry = a auf
samtlichen Kettengliedern

Fiir den Fall, da3 der Kopplungsparameter x im gesamten Doppelkettensystem kon-
stant ist, lassen sich die unendlichen Reihen in den Melnikovvektorkomponenten

analytisch berechnen. Die Ergebnisse werden gemifl den Berechnungen aus [19] zu-
=)

My(t,s) = —aC® Y~ Su(s) Su(t) Tu(t).

n=—oo

sammengefafit:

Entsprechend ergibt sich fiir die zweite Komponente, M, :

My = —aC® > 8,(s) Su(t) Tu(t).
Eine Berechnung der unendlichen Reihen ist in diesem Fall explizit moglich und
fithrt zu folgender analytischer Darstellung des Melnikovvektors mit Hilfe Jacobi
elliptischer Funktionen (siehe hierzu Anhang B.2) fiir den Spezialfall, daf sémtliche
Kettenglieder miteinander gekoppelt sind und der Kopplungsparameter an allen

Kettenplitzen identisch ist (kg =« Vn).
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Das Ergebnis fiir die Melnikovvektorkomponenten fiir den Fall ¢ # s:

M = —a N%Sthﬁ (csech(s —1) (coth(s — 1) (% + KE (am (2155))

2Kt 2K? 2Kt\ 2KE
—(t—s)— KE{am | — — dn2< )+ —1)),
== (o (557))) <o (557) <55
aufgrund der hohen Symmetrie der unendlichen Reihen folgt fiir M,

o g _ (O e (o (252))
M, auﬂsmhﬂ<csech(s t) (coth(s t)< 5 KE [ am 5

o (50)) 2o (25) -2 )

Bei der Berechnung der unendlichen Reihen ergab sich das Ergebnis unter der Vor-

aussetzung , dafy die Parameter s und ¢ ungleich sind.

Wihlt man identische Kurvenparameter (s = t), so ergibt sich folgendes Ergebnis:

0 16K3m 2Kt 2Kt 2Kt
M, =My, = —aC? =% = —aC? — — — |-
1 5 aC T (t,t,5) aC 7 cn( 3 ) dn( 3 ) sn< 5 >

Eine Untersuchung zeigt, dafl sdamtliche Nullstellen des Melnikovvektors auf der

Geraden s =t zu finden sind, d. h. die Doppelkette kann in diesem Fall nur stabile
Losungen besitzen, wenn direkt gegeniiberliegende Kettenplidtze angeregt werden.
Die Form der zeitlich stabilen Amplitudenverteilung wird auch hier mit Hilfe des

homoklinen Orbits der zugeordneten chaotischen Abbildung bestimmt.
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B.1 Fundamentale Losungsmatrizen

In diesem Abschnitt sollen die fundamentalen Losungsmatrizen der Variationspro-
bleme 2.12 am Beispiel des Melnikovvektors fiir die AL-Kette geméf [19] explizit
angegeben werden.

Geméaf Abschnitt 2.2.1 haben die ¢,-Vektoren folgende Form:

AN — (O
qn Sn-’rl n+1 )
= o )
Sn+1 S n+1
Ss1(t) Tria (1)
) 0
W= O s
0
0
+(2) Spt1(8) Thaq(s
4~ | Sl Tl
—Sn(8) To(s)

Die fundamentalen Losungsmatrizen enthalten die ¢,-Vektoren als Zeilen bzw. Spal-

ten:

Damit folgt

Qn—H = DnQn
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p. 0 —1 0
_ 0 p. 0 =1 q“,(f)
N 10 0 0 qff)
0O 1 0 0
Pa Sn(t) Ta(t) — Spr1(t) Tosa (2) 0
_ 0 PuSn(8) Tn(8) — Snt1(s) Tnsa(s)
Sn(t) T (1) 0 ’
0 Sn(8) Th(s)
Qn+1 - Qn Drtl
) 0O 1 0
B d, 0O 0 0 1
- ( 5(,?) > -1 0 p, O
0 —-1 0 p,
S, (1) Ty(t) 0 g
- C 0 Sn(8) Ta(s)
a Sp1(t) Trg1(t) — pa Sn(t) T (2) 0
0 Sny1(8) Tnt1(8) — pu Sn(s) Tn(s)

Aus diesen Ergebnissen folgt direkt die zu zeigende Bedingung 2.13:

Qn Qn = Qn+1 Qni1 = 0= constant.

B.2 Elliptische Integrale und Jacobi elliptische Funk-
tionen [21]

Jedes Integral der Form

[ e

wobei P(z) ein Polynom dritten oder vierten Grades ist, kann auf eine der drei

folgenden kanonischen Formen reduziert werden:

/ ¢<1—x2 —1%a?) / 11_—23; / N = 21— 2

Die Integrale werden elliptische Integrale der ersten, zweiten und dritten Art ge-
nannt. k ist das Modul des entsprechenden Integrals und &' = /1 — k2 wird als
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komplementéres Modul bezeichnet. n ist die Charakteristik des elliptischen Inte-
grals der dritten Art.
Mit der Substitution

T = sino¢

konnen die elliptischen Integrale auf die trigonometrischen Normalformen gebracht

werden:

d¢ — 5 do
/ 1 — k2sin%¢p / L~ Ko’ dd, / (1 +nsin?¢)y/1 — k2sin2¢

Folgende Notationen sind iiblich:
Elliptisches Integral der ersten Art:

sing

¢
do dx
F(o:k) = / N / o= —F)

Elliptisches Integral der zweiten Art:

@ sing
1 — k222
Boh) = [Vi-Bsmada= [ D,
(1—2a?)
0 0
Elliptisches Integral der dritten Art:
¢ sing
Diok)~ FOR —BGK) _ [ sitada / 2 da
V) = k2 B / 1 — K2sin2a / \/(1—562)(1 —k2x2).

Elliptische Integrale in den Grenzen von 0 bis § werden als vollsténdige elliptische

Integrale bezeichnet. Die Abhéngigkeit vom Modulus & wird dabei oft weggelassen.
Es gelten folgende Notationen:

K=Kk = F(g,k)zK’(k’),
E=Ek) = E(g,k):E’(k’),
K=Kk - F(gk) — K(K),
E=FE®% = E(gk) — B(K),
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Sei

o)
/ da
U= [ ——
V1 —Ek%2sin«
0

so lafit sich ¢ als Funktion von u beschreiben:
¢ = am(u).

¢ ist die Funktion Jacobiamplitude. Sie hat die Periode 4 K.
Weiterhin gibt es die Jacobi elliptischen Funktionen Sinusamplitude (sn),

Cosinusamplitude (cn) und Deltaamplitude (dn):

sn(u) = sing = sinam(u),

cen(u) = cos¢ = cosam(u)

_ 4
dn(u) = A¢p=+/1—k2%sin? :d—i.

Mit den Jacobi elliptischen Funktionen als Grenzen fiir die elliptischen Integrale
erhdlt man:

en(u dn(u)

_m/(u) dt - /) dt _/ dt
T Vaicea-ee ") Vicewres T Vooewe-

1
Fiir die Ableitungen der Jacobi elliptischen Funktionen gilt:

d d d 5
@sn(u) = cn(u) dn(u), @cn(u) = —sn(u) dn(u), @dn(u) = —k*sn(u) en(u).

K?)



