Kapitel 1

Das Modellsystem einer
nichtlinearen Doppelkette

Gegenstand dieses Kapitels sind Einfithrung und Erlduterung von Modellen einer
nichtlinearen Doppelkette, die mit Hilfe von Systemen nichtlinearer Bewegungsglei-
chungen berechnet werden.

Jede Kette besteht aus einer Vielzahl von Kettengliedern, die als Oszillatoren aufge-
fafit und beschrieben werden. Jeder dieser Oszillatoren wird, aufgrund seiner Kopp-
lung zu den Nachbaroszillatoren sowie um grofitmoglicher Allgemeinheit Rechnung
zu tragen, als nichtlinearer (Einstein-) Oszillator angesehen. Damit ist das Modell in
der Lage, verschiedene Ketten beliebiger Oszillatoren zu beschreiben. Die einzelnen
Osrzillatoren kénnen Atome, ganze Gruppen von Atomen oder Molekiilen darstel-
len, die, je nach Beschaffenheit ihrer inneren Energiezustdnde, als ein Oszillator
aufgefait werden oder eine Sequenz von Oszillatoren innerhalb eines Kettenstrangs
bilden.

Die Suche nach stabilen Losungen bzw. die Energietransterdynamik auf einer derarti-
gen Oszillatorkette war in den vergangenen Jahren Gegenstand zahlreicher Veroffent-
lichungen, z. B. [1 - 10]. Fragen, die sich hinsichtlich des Energietransfers ergeben,
wenn an den ersten Kettenstrang noch eine weitere Oszillatorkette angekoppelt wird,
sind Gegenstand dieser Arbeit.

Wie bereits in der Einleitung erwédhnt, soll unter anderem folgende Frage im Mit-
telpunkt stehen:

Was geschieht mit Anregungsenergie, die der Oszillatorkette an einer beliebigen
Stelle zugefiihrt wird, hinsichtlich der Transfermoglichkeit an einen anderen Ort der

Kette, insbesondere an einen anderen Ort auf der angekoppelten Nachbarkette?
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Die Beantwortung dieser zentralen Fragestellung fithrt auf zwei iibergeordnete The-

mengebiete:

e Unter welchen Umsténden ist es iiberhaupt méglich, daf sich Anregungsener-
gie auf einigen wenigen Kettenpliatzen sammelt und als rdumlich lokalisierte

Struktur zu anderen Orten auf dem Kettensystem gelangen kann?

e Wie mufl die Kopplung zwischen den beiden Kettenstriangen beschaffen sein,

damit ein Energietransfer von Kette zu Kette ermdoglicht wird?

Zu dem erstgenannten Themengebiet sind bereits von verschiedenen Arbeitsgrup-
pen Forschungsergebnisse erbracht worden, z. B. [10], [11], [12], die sich allerdings
zum grofiten Teil auf einzelne Kettenstringe beziehen. Es wird sich zeigen, dafi die
grundlegenden Mechanismen, die zu lokalisiertem Energietransfer fiithren, prinzipiell
auch auf hoherdimensionale Kettensysteme anwendbar sind. Dies wird in Kapitel 2
durchgefiihrt und diskutiert.

Das zweite Themengebiet wird in Kapitel 3 und 4 im Rahmen dieser Arbeit zum

ersten Mal ausfiihrlich behandelt.

1.1 Die Grundgleichungen

Als Ausgangspunkt der gesamten Betrachtungen ist die kubische nichtlineare Schré-
dingergleichung (NLS) anzusehen. Als Kontinuumsgleichung hat sie folgende Ge-
stalt:

Die zugehorige Hamiltonfunktion in Integraldarstellung lautet:

N

Die nichtlineare Schrodingergleichung ist in dieser Form eine eindimensionale partiel-

2
+ 7|w|4> dz. (1.2)

le Differentialgleichung zweiter Ordnung. Dabei steht v fiir eine orts- und zeitabhangi-
ge GroBe (Wellenfunktion bzw. Wahrscheinlichkeitsamplitude) und « wird als Nicht-

linearitatsparameter bezeichnet.
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Obwohl die NLS aufgrund der imaginédren Einheit ¢ vor der Zeitableitung formal
aquivalent zu einer Schrodingergleichung ist, entstand sie nicht im Rahmen der
Quantentheorie, sondern hat ihren Ursprung in der Elektrodynamik. Dort dient
sie zur Beschreibung der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in nichtlinearen
Medien [15].

Die NLS ist Beispiel einer integrablen, nichtlinearen partiellen Differentialgleichung,
die mit Hilfe der inversen Streutransformation gelost werden kann. Die Losungen
werden als bright soliton bzw. dark soliton bezeichnet, je nachdem ob ~ positiv
oder negativ ist. Demnach existieren eindeutige analytische Losungen der zeitlichen

Entwicklung einer beliebigen Anfangskonfiguration.

Die nichtlineare Schrédingergleichung soll im weiteren Verlauf dieser Arbeit auf
ein Gittersystem angewendet werden, welches aus einer Vielzahl von gekoppelten
Ostzillatoren besteht. Hierfiir ist eine Diskretisierung der Ortsvariablen erforderlich.
Es sei bereits an dieser Stelle bemerkt, dal verschiedene Diskretisierungen der NLS
existieren, wobei die Integrabilitit der Gleichung nicht immer automatisch auf ihre
diskretisierte Form iibertragen wird.

Die Diskretisierung der Ortsvariablen wird mit Hilfe der Methode der finiten Diffe-
renzen durchgefiihrt, um die auftretenden Ortsableitungen zu approximieren. Dafiir
wird ein diskretes Gitter definiert, dessen Gitterplidtze an den Orten xz = na (mit

n € Q) festgelegt sind.
Y(x =na) — Py; a = Gitterabstand der Oszillatoren.

Wenn der Gitterabstand a klein genug gewihlt werden kann, was in molekularen
Dimensionen sowie in Festkorpergittern, wegen der geringen Gitterabstiande immer

der Fall sein wird, kann die erste Ortsableitung in der Form

) |
(@)x=(n+;)a — 5 (¢n+1 - ¢n)

dargestellt werden.

Die zweite Ableitung bekommt somit die Gestalt:

e 1 [ /dy dip
<w>m:na —> a (@>z:(n+%)a_ <%>m:(nl)a

2

e~ 20+ ).



2 PP Kapitel 1

Mit Hilfe dieser Diskretisierungen der Differentialoperatoren 148t sich eine diskrete
Bewegungsgleichung fiir eine Kette mit n Platzen gekoppelter nichtlinearer Oszilla-
toren formulieren:

F S = Bt~V (ot i) = [l (1.3
Dabei sind die Vorfaktoren der Wahrscheinlichkeitsamplitude am Platz n (1,,) zu
E,, zusammengefafit. Diese Grofie wird als On — Site — Energie oder On — Site —
Potential (vgl. Abschnitt 1.1.5) interpretiert.
Die GroBle V' bestimmt die Kopplungsstiarke zwischen den einzelnen Oszillator-
plitzen und gibt damit die Ubergangswahrscheinlichkeit der Energie von einem Platz
zum néchsten an. V' wird in der Literatur [1] auch als Hopping- Parameter bezeich-
net und ist bei homogenen Ketten fiir alle n konstant, bei inhomogenen Ketten
gilt:

V=V(nmn+1), mit  V(n,n+1)=V(n+1,n).

In der Festkorperphysik bei sogenannten tight-binding-Systemen gibt die Grofle V/
die Stirke des Uberlappintegrals der Wellenfunktionen zweier benachbarter Ketten-
glieder an.
Der Parameter v steht fiir die Starke der auftretenden Nichtlinearitdt, die je nach
Beschaffenheit des zu beschreibenden physikalischen Systems, unterschiedliche Ur-
spriinge haben kann. Die Gleichung (1.3) wird als diskrete nichtlineare Schrodin-
gergleichung (DNLS) oder, aufgrund ihrer intrinsischen Eigenschaft Selbstlokalisa-
tionsphdnomene zu zeigen, als discrete sel f-trapping equation (DST-Gleichung)
bezeichnet.
Im Folgenden soll die Motivation dieser Gleichung an einem Beispiel aus der Festkorper-
physik genauer erldutert werden. Dazu betrachten wir den Transfer von Anregungs-
energie entlang einer eindimensionalen Kristallstruktur, die durch eine Energiefunk-

tion aus klassischen und quantenmechanischen Grofien

H = G a2+Cy a2+ e ln)(n|

—Cs Y (In+1){n] + [n)(n +1]) = C1 Y @ |n){nl

n

beschrieben ist. Die eindimensionale Kette besteht aus vibronisch und exzitonisch
angeregten Oszillatoren. Dabei steht ¢, fiir die lokale On-Site-Energie am Platz n.

Die Konstante Cy legt die GroSe des Uberlapps benachbarter Wellenfunktionen fest
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und z,, ist die Auslenkung des n-ten lokalen Oszillators. |n) stellt eine Basis des
Systems dar, in der die Kopplung zwischen Anregungsenergie und Phononenenergie
diagonalisiert ist und deren Elemente als Wannierfunktionen interpretiert werden
konnen. Sie hingen nur von den lokalen Oszillatorauslenkungen ab.

Die Bewegungsgleichung

d
— |®) = H |P
i) = H|®)

geht mit Entwicklung von |®) nach Wannierfunktionen |l)
(@) =Y D) D), Dol =1
l !

und Vernachlédssigung der kinetischen Energie, iiber in:

i) = S @, WH|)
= Yo U {¢a? +en ol

~Cuza |n)(n]
—~Cs (In+1){nl+ In)(n+ 1} 11)].

Aus einem stationdren Ansatz (®, o« exp(iFt)) und einer Minimumsbedingung
4E — () ergibt sich:

dxy, =

B=3[C1a2 + (e = Cuan) |90 = Cs (9,00 + B0011)]

dE

= 2017, — C4|®,[* =0
dx,,

Cy
— n = —| P>
x 201| |

Es folgt eine nichtlineare Bewegungsgleichung, die jetzt nicht mehr von den Oszil-

latorauslenkungen abhéngt:
i :C_EZ@-#@ + €, P, — C3 (Pryqg + @ )—O—Z@ °® (1.4)
n 401 - 7 n nxn 3 n+1 n—1 201 n n. .

Dabei reprasentiert der Term

2
&Z D[ 4D,
4C1 - /
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die vibronische Energie des Gesamtsystems.

Die Untersuchungen dieser Arbeit befassen sich in erster Linie mit der Frage der
Transferdynamik von z. B. exzitonischer Energie in einem Molekularkristall. Des-
halb ist es fiir die Betrachtung unerheblich, wieviel vibronische Energie vor Anregung
der Kette im System enthalten ist. Hier ist sinnvollerweise eine Skalierung geboten,
die zur Folge hat, dafi die Berechnungen auf dem energetischen Hintergrund der vi-
bronischen Energie stattfinden und der vibronische Term selbst so aus der Gleichung
eliminiert werden kann.

Das Ergebnis ist eine effektive nichtlineare Bewegungsgleichung, welche die Bewe-

gung eines Fxzitons bzw. eines Polarons iiber eine nichtlineare Kette beschreibt:

id, = E,0, =V (®piq + Pp_y) — 7|0 2D, (1.5)

Mit € — E, C5 — V und % — v werden neue Bezeichnungen fiir die On-Site-
Energie, die ketteninterne Kopplung und den Nichtlinearitatsparameter eingefiihrt.
Gleichung (1.5) wird als DNLS (discrete nonlinear Schrédinger equation) bezeichnet.
Die Ableitung dieser Gleichung mittels Uberlegungen aus der Festkorperphysik geht
urspriinglich auf Holstein [17] in den fiinfziger Jahren zuriick, wurde aber in den
achtziger Jahren von Eilbeck und Scott unter dem Aspekt der Selbstlokalisierungs-
effekte wieder aufgegriffen und als discrete self-trapping equation (DST-Gleichung)
etabliert.

Die Festkorperphysik bildet aber keineswegs die einzige Moglichkeit, die DNLS zu
motivieren.

Eine weitere Motivation stammt aus der nichtlinearen Optik. Hier ist die DNLS in
der Lage, die Wellenausbreitung in gekoppelten Wellenleitern zu beschreiben.

Der Nichtlinearitdtsparameter ist bei diesen Anwendungen der DNLS direkt mit der
optischen Kerr-Nichtlinearitidt des Systems verbunden. Siehe hierzu z. B. [7], [13],
[14].



Modelle nichtlinearer Doppelketten .................oiieeiiiee i, 11

1.1.1 Das DST-System als Donator-Akzeptor-System

ve o ve  ve ve o ye ye VA
-Kette @ @) ® ._®
K K KR K K
@_. ......... ® @ @ UKette
VP ve Ve e ve vy

Abbildung 1.1.1-1: Doppelstrangsystem mit Donator und Akzeptor.

In diesem Kapitel wird das System einer nichtlinearen Doppelkette vorgestellt. Durch
die Ausfithrungen in Abschnitt 1.1 ist deutlich geworden, wie ein Kettensystem
nichtlinearer Oszillatoren mit Hilfe der diskreten nichtlinearen Schrodingergleichung
beschrieben werden kann. Dabei wurden eindimensionale Kettenstriange betrachtet
und fiir jedes Kettenglied am Platz n eine DNLS zur Berechnung der Dynamik her-
geleitet.

In sdmtlichen weiteren Untersuchungen dieser Arbeit soll jedoch die Transferdyna-
mik von Anregungsenergie auf Briickensystemen zwischen Donator- und Akzeptorge-
bieten, welche jetzt aber aus zwei gekoppelten Kettenstrangen bestehen, aufgeklirt
werden. Die grundlegende Frage, die sich hieraus ergibt, lautet:

Ist es moglich, nach rdumlich lokaler Anregung eines Kettenstrangs, die Anregungs-
energie an eine bestimmte Stelle des Nachbarstrangs zu iibertragen?

Die energetische Anregung erfolgt auf einem Teilgebiet der ersten Kette, bestehend
aus einem Kettenplatz oder einigen wenigen Kettenplatzen. Dieses Teilgebiet spielt
die Rolle eines Donators, aus dem heraus die Anregungsenergie durch ketteninterne
nichtlineare Transferprozesse auf einen auf der zweiten Kette angesiedelten Akzep-
tor iibertragen werden kann.

Das Gesamtsystem beider Ketten wird durch eine Hamiltonfunktion beschrieben, die

aus der Summe der elektronischen Hamiltonfunktionen ihrer Einzelteile zusammen-
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gesetzt ist. Um an dieser Stelle das Problem so allgemein wie moéglich zu formulieren,
werden vorerst beliebige Donator- und Akzeptorfunktionen, welche an ausgezeich-
neten Kettenplitzen an die Kette ankoppeln, in der Hamiltonfunktion zugelassen.
Spéter werden diese Donator- und Akzeptorgebiete mit Teilbereichen der Kette iden-
tifiziert, um die Komplexitit der Problemstellung zu reduzieren.

Ferner ist die Energie eine Erhaltungsgréfie des Systems. Die entsprechende Hamil-
tonfunktion hat folgende Gestalt:

ngsamt - HDonator + HAkzeptor
+HKopplung Donator—Strangl + HKopplung Akzeptor—Strang2
+H1.Strang On—Site—Energie + Hl.Strang ketteninterne Kopplung
+H1.Strang nichtlinearer T'erm
+H2.Strzmg On—Site—Energie + H2.Strcmg ketteninterne Kopplung
+H2.Stra,ng nichtlinearer T'erm

+HKopplung 1.—2.Strang-

In Anlehnung an die Herleitung in Abschnitt 1.1 werden die Amplituden der Oszil-
latoren auf Strang 1 mit ¢ bezeichnet, die auf Strang 2 mit ¢. Die Hamiltonfunktion

lautet dann:

H = EPYpip+ E ¢hoa (1.6)

=Y VPWhtk + o) — Y V(b + dad)

k€ip k€iag

+ 37 (Blwiwn — Vi (et + vivhn) — 2lnl?)

keK

+ 37 (Bldion— Vi (0n6i + Gidnsr) — Llenl?)

keK
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—k > (Vidr + ud}) -
keL
Wird die Mitte der Kette als Kettenplatz k = 0 bezeichnet, so gelten folgende Defi-

nitionen fiir die Indexmengen:

K={-k, ...k} C Z
Menge aller Kettenplatznummern, ausgenommen Donator- und Akzeptorgebiete,

L ={k € K| k ist Kettenplatznummer einer Kopplung zwischen - und ¢-Kette}
C K C Z,

ip ={k € K| k ist Kettenplatznummer einer Kopplung zwischen 1-Kette und
Donator} ¢ K C Z,

iga ={k € K| k ist Kettenplatznummer einer Kopplung zwischen ¢-Kette und
Akzeptor} C K C Z,

A, D = Donator- bzw. Akzeptorgebiete.
(1.7)

L muf keine zusammenhéngende Menge in K sein, sondern kann durchaus in dis-
junkte Untermengen L; mit U; L; = L aufspalten. Dies entspricht einer Modellsi-
tuation mit verschiedenen disjunkten Kopplungsgebieten zwischen - und ¢-Kette
(siehe Abschnitt 1.1.4).

Werden Donator und Akzeptor an den Anfang bzw. an das Ende des jeweiligen
Kettenstrangs plaziert, so stehen die Summenindizes ¢p und i4 nur fiir eine Ketten-
platznummer. Andernfalls muf iiber die Gesamtzahl der Kopplungsplatze summiert
werden. Die Groflen E stehen fiir die On-Site-Energien an jedem Kettenplatz, V
sind die Kopplungsparameter entlang einer Kette, k ist der Kopplungsparameter
zur Nachbarkette und v der Parameter, der die GroBle der ketteninternen Nichtli-
nearitdat bestimmt.

Die Bewegungsgleichung dieses Systems, welche die zeitliche Entwicklung einer be-
liebigen Anfangsverteilung der Amplituden beschreibt, besteht aus einem System

gekoppelter Differentialgleichungen, das aus den kanonischen Gleichungen folgt. Mit
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0H iy OH

i(;.ﬁn:%, Wy, = b

und

n€ KULU/{ip,ia} U{D, A} =7

ergibt sich die Bewegungsgleichung am Kettenplatz n als Summe der Bewegungs-
gleichungen der einzelnen Kettenbereiche, wobei jeweils die Terme einen Beitrag
liefern, in deren Indexmenge der Index n gerade lduft. Dies soll anhand einiger Bei-

spiele verdeutlicht werden.

Beispiel 1
System der Bewegungsgleichungen der Kettenglieder ohne Kopplung zur Nachbar-

kette, zum Donator oder zum Akzeptor:

n €T\ {Lip,is, D, A} :

Z'an - Erqf¢n - V¢(¢n+1 + Qpn—l) - 7|¢n|2wn7 (18)

2¢n - Eg(ﬁn - V¢(¢n+1 + ¢n—1) - ’7|¢n|2¢n

Beispiel 2
System der Bewegungsgleichungen der Kettenglieder mit Kopplung zur Nachbarket-
te:

ne{L} C{K}:

W = Erqf}¢n - Vw(%ﬂ + Yn_1) — 7|¢n|2¢n — K, (1.9)

Z¢n = E7¢1)¢n - V¢(¢n+1 + ¢n—l) - 7‘¢n’2¢n - Hwn-

Beispiel 3
System der Bewegungsgleichungen der Kettenglieder mit Kopplung zum Donator

bzw. Akzeptor:
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nec{ipt C{K}: ity = E¥p — VPUp — V¥ (Wni1 + Un1) — ¥|n|*Un,

n€ {ia} C{K}: id, = B2, —VAa =V (dps1 + dnut) — V|bnl 0.
(1.10)

Beispiel 4
System der Bewegungsgleichungen des Donators und Akzeptors mit Kopplung zur
- bzw. ¢-Kette:

k€ip
(1.11)
ne{A}: ion = Elon— Y VA
k€ig

Das bisher dargestellte, sehr allgemein gehaltene Modellsystem einer nichtlinearen
Doppelkette hat eine so groie Anzahl an Freiheitsgraden und zeitabhéngigen Varia-
blen, dafl eine Losung der Gesamtheit der Bewegungsgleichungen aller Kettenglieder
einschlieBlich Donator und Akzeptor und damit eine Vorhersage der dynamischen
Entwicklung des Gesamtsystems, ein duflerst komplexes Problem darstellt. Im Rah-
men dieser Arbeit wird die Ubertragungsmoglichkeit von exzitonischer Energie in
Form von selbstlokalisierten solitonartigen Strukturen zwischen verschiedenen Ket-
tenstrangen untersucht. Dabei riickt die Fragestellung nach dem energetischen Zu-
sammenspiel zwischen Donator- und Akzeptorgebieten und den Kettenstrangen in
den Hintergrund. Die Transportmechanismen, die fiir das Sammeln und Bereitstel-
len der Energie vom Donatorgebiet in das Kettensystem verantwortlich sind, werden
hier nicht weiter betrachtet. Vielmehr wird eine Energie in Form einer bestimm-
ten Amplitudenverteilung der nichtlinearen Oszillatoren als gegeben angesehen. Die
Einspeisung dieser Energie in das Kettensystem erfolgt iiber die Donator-Ketten-
Schnittstelle und stellt eine Amplitudenverteilung dar, deren solitdre Energietrans-
ferprozesse zu einer Nachbarkette aufgeklart werden sollen. Die Schnittstelle selber
ist dabei nicht von Interesse, sondern die dynamische Entwicklung einer gegebenen

Amplitudenverteilung.
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Um dieser Reduzierung der Problemstellung Rechnung zu tragen, werden die Donator-
und Akzeptoranteile sowie ihre Ankopplungen aus den Hamiltonfunktionen elimi-
niert. Allein die Dynamik der Briicke zwischen den Kettenstringen tritt ab jetzt in
den Vordergrund der Untersuchungen. In allen folgenden Betrachtungen verringert
sich demnach die Indexmenge der Kettenplétze eines solchen reduzierten Donator-
Akzeptor-Systems auf:

ne KUL=J.

1.1.2 Das Ablowitz-Ladik-System

Eine weitere Diskretisierung der NLS (1.1) ist die Ablowitz-Ladik-Diskretisierung
(AL-Diskretisierung). Fiir den Fall einer einzelnen isolierten nichtlinearen Kette
stellt sie sogar eine integrable Diskretisierung dar. Im Gegensatz dazu handelt es
sich bei der in Abschnitt 1.1.1 dargestellten DST-Diskretisierung um eine nichtin-
tegrable Diskretisierung der NLS. Wird eine zweite AL-Kette angekoppelt, verliert
jedoch auch das so entstandene zweidimensionale Ablowitz-Ladik-System die Inte-
grabilitét [19)].

Die diskrete Hamiltonfunktion eines Systems zweier nichtlinearer, untereinander ge-
koppelter ALL-Ketten hat folgende Gestalt:

- +Z ( : In(1+ plv,]?) — VY (¢k¢2+1 +¢Z¢k+1)> (1.12)

keK

¢
+ Z <%l”(1 + pldnl?) =V (drdiss + ¢Z¢k+1)>

keK

—k Y (ron + Urd}) -

keL

Zur Ableitung der Bewegungsgleichungen des AL-Kettensystems werden aufgrund
der geforderten Energieerhaltung erweiterte Poissonklammern eingefiihrt (siehe hier-

zu [3)):
{03} = 01+ plon*)0nims {00 G5} = 11+ 1l dn]?)0rm,
{wna wm} - {Qﬁ;; 1/):;1} - Oa {¢na (bm} - {¢:;7 (b;kn} - O:



Modelle nichtlinearer Doppelketten .......... ... ... .. .. 17

{wnvqu} = {w:w¢m} = {¢m¢:n} = {77&:;’ ¢;kn} =0, n, me KUL=J.
v={Hv},  o={H}

Durch Finsetzen der Hamiltonfunktion erhélt man die Bewegungsgleichungen mit

Hilfe der erweiterten kanonischen Gleichungen [3]:

_0H _0H
Oy - O¢r

Das System gekoppelter Bewegungsgleichungen hat dann die Form:

iy, (L+plval®),  idn (1+ plonl?). (1.13)

iy = Eln — V(1 + pton)®) Wngr + Un 1)
—k(1 + plthn|*) b, neJ
(1.14)

idy = E2¢, — V(1 + plon®)(Snt1 + dni)
—k(1 + p|dn]?)n, ned.

Dabei iibernimmt p jetzt die Rolle des ketteninternen Nichtlinearititsparameters
und die vormals lineare Kopplung zwischen - und ¢-Kette wurde durch Einfiithren
der erweiterten Poissonklammern modifiziert. Alle anderen Gréfien haben die gleiche

Bedeutung wie in Gleichung (1.9).

1.1.3 Das GDNLS-System

Die GDNLS (generalisierte diskrete nichlineare Schrodingergleichung) enthélt die
DST- und die AL-Diskretisierung als Grenzfille. Die GDNLS ist im Rahmen von
Untersuchungen elektrischer Netzwerke, die aus gekoppelten L-C Gliedern mit nicht-
linearen Kapazititen bestehen, herleitbar [4]. Werden ebene elektromagnetische Wel-
len als Anfangsanregung des Netzwerks benutzt, so sind selbstinduzierte Modula-
tionen in Form von lokalisierten Pulsen zu beobachten. Die einhiillende Funktion
der Pulse hat dabei die Form eines Solitons. Die theoretischen und experimentellen
Untersuchungen auf einer einzelnen Kette stammen von Remoissenet et al [4], [15].
In der vorliegenden Arbeit wird diese konkrete Realisierung einer nichtlinearen Dop-
pelkette aufgegriffen und auf ein System aus zwei gekoppelten Kettenstrangen er-
weitert. Ein Beispiel fiir die Realisierung einer GDNLS-Doppelkette ergibt sich aus
einem Netzwerk geméfl Abbildung Al. Ein elektrisches Netzwerk, bestehend aus -

C Gliedern mit nichtlinearen Kondensatorkennlinien ist iiber Spulen mit variabler



< PP Kapitel 1

Induktivitit an eine zweite Kette dieser Art gekoppelt. Zur Herleitung der Bewe-

gungsgleichungen fiir die Spannungsabfille an den Kondensatoren siche Anhang A.

L L

. 1 1 ? M
5 (L

|
_: v | vn+1| |vn¢2
: " | |
H | Cu | cll |
I — | — | I ——
o — I — I —
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Abbildung Al: Realisierung einer GDNLS-Doppelkette mit L-C Gliedern als Einheitszellen.
Mit variabler Induktivitat Ly wird die Kopplungsstarke reguliert.
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Die Bewegungsgleichungen des GDNLS-Systems haben in allgemeiner Form die Ge-
stalt:

/% -

e
=

Y

W = Eln = VY4 pltonl’) (Wnss + o)
=V |Ynl* Y = K(1 + pltnl*)n, neJ,
(1.15)
ibn = En —VO(L+ ulénl*)(dns1 + dni)
~Ynl*bn — K(1 + pldnl*)¥n neJ.
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Fiir den Fall v = 0 geht das GDNLS-System in das AL-System {iber, fiir den Grenz-
fall © = 0 erhélt man das DST-System.
Die diskrete GDNLS-Hamiltonfunktion hat die Form:
1 Y * . gl
1= Y0 (B 2 i ) - (st + vine) - Lt}

keK

Ly {l <E,f ; 1) (1 + plonl?) = Vi (01011 + dinsn) — 1|¢k|2}
keK K H :
—NZ (Vror + roy,) - (1.16)
keL

Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen (1.15) miissen wieder die erweiterten ka-
nonischen Gleichungen (1.13) herangezogen werden. Auch hier tritt eine Modifizie-

rung der Kopplungen zur Nachbarkette auf.

1.1.4 Die Kopplung der Kettenoszillatoren

Die Kopplung zwischen den einzelnen Kettengliedern ist eine ganz entscheidende
Grofle fiir die Transferdynamik. Dabei mufl zwischen der Kopplung innerhalb ei-
nes Kettenstrangs V' und der Kopplung zur Nachbarkette x unterschieden werden.
Die Kopplungsparameter V und k, deren Betrag ein Maf§ fiir die entsprechende
Kopplungsstéirke darstellt, sind dabei als positive reelle Zahlen anzusehen. In der
Herleitung in Abschnitt 1.1 wurde bereits erlautert, dal diese Kopplungsparameter
physikalisch z. B. die GroSe des Uberlappintegrals benachbarter Wellenfunktionen
ausdriicken. Je geringer der Abstand zweier Kettenglieder, desto grofier ist dieser
“Uberlapp” und dementsprechend fester die Kopplung.

Geht man davon aus, dal das Gesamtsystem aus identischen Bausteinen (Oszillato-

ren) zusammengesetzt ist, so wird
V¥n)=V?9n)=V =const. ¥Yn€ K C Z

sein, und die lokalen, ketteninternen Kopplungen sind iiberall gleich grof.

Die Bewegungsgleichungen der verschiedenen Systeme (1.8,1.9, 1.10, 1.11, 1.14, 1.15)
sowie ihre Hamiltonfunktionen sind jedoch durchaus dazu in der Lage, auch orts-
oder zeitabhingige Kopplungsstirken zuzulassen. Dies ist niitzlich fiir die Modellie-
rung von Doppelstrangsystemen mit unterschiedlichen Einzelstrdngen und verschie-

denen Bausteinen innerhalb der einzelnen Kettenstringe. Die Kopplungsstirke V'
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wird dann jeweils den zwei Kettengliedern zugeordnet, die mit dieser Stérke verbun-

den sind. Dies fiihrt auf eine inhomogen gekoppelte Oszillatorkette:

Vin,n+1) = Vn%nﬂ £V | # const.Vn.

Die Kopplungsfunktion x(n) bestimmt die Kopplung zwischen - und ¢-Kette. Sie
reguliert die rdumliche Verteilung der Kopplungsenergie und die Stérke der Kopp-
lung zwischen den jeweiligen Kettenpldtzen. Der Fall einer rdumlich und zeitlich

konstanten Kopplung zwischen den Ketten
k(n) = kK = const

wurde fiir den Ablowitz-Ladik-Doppelstrang in [20] ausfiihrlich behandelt. Dort
wurde gezeigt, dafl die zunéchst integrable Ablowitz-Ladik-Kette ihre Integrabilitét
verliert, wenn ein zweiter Ablowitz-Ladik-Strang angekoppelt wird. Ferner wurden
Anregungsformen berechnet, die zu einer Energielokalisation fithren und einen loka-

lisierten Transport von Anregungsenergie ermoglichen.

Gegenstand dieser Arbeit ist die Analyse der Transferdynamik fiir Kopplungsfunk-
tionen mit Ortsabhéngigkeit:

Kk = Kk(n).

Als naheliegendes, erstes Beispiel ist die Kopplungsfunktion

kg V neLCZ

0 sonst

anzusehen. Diese Form der Kopplung liegt den Hamiltonfunktionen (1.6, 1.12, 1.16)
zugrunde. Sie beschreibt ein Kopplungsgebiet auf den Kettenpliatzen {ly,.., 1.}, k €
N. Auf allen diesen Pliatzen mit Kopplung zur Nachbarkette ist die Stiarke der Kopp-
lung gleich grof8 (kg). Abbildung (1.1.1-1) zeigt ein Kettensystem mit einer derarti-
gen Kopplungsfunktion.
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Eine weitere Moglichkeit eine Kopplungsfunktion x(n) zu definieren, besteht in der
Zusammensetzung mehrerer solcher Kopplungsgebiete, die allerdings rdumlich von-

einander getrennt sind. Die Werte von x kénnen sich dabei unterscheiden:

( Kk Y nE{ll,..,lkl}:LlCZ
Km VY née{my,..mg}="L,CZ k; € N.

Ky ¥ ne{p,..pt=L, CZ

L 0 sonst

In Abbildung (1.1.4-1) ist der Typ einer solchen Kopplungsfunktion fiir zwei Kopp-

lungsgebiete unterschiedlicher Ausdehnung dargestellt. Es gilt fiir die einzelnen Kopp-

lungsgebiete:
{l1,lkl}ﬂ{ml,,mkz}ﬂ{pl,,pkd}ﬂ ZQ
Ve Ve Ve Ve Ve Ve %6
¢-Kette @y o—0—0—0—0 ._@
R R Km Rm, Rm
@_. ......... o—0—0—0—0 @ V-Kette
VD VY VY Vv Vv v |7

Abbildung 1.1.4-1: Doppelkettensystem mit unterschiedlichen Kopplungsgebieten zum Nach-

barstrang.

Kopplungen von diesem Typ sind Gegenstand der Untersuchungen in Kapitel 3.
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Die mathematische Beschreibung von Kettensystemen mit derartigen diskreten Kopp-
lungstypen birgt die Schwierigkeit in sich, daf§ in den Hamiltonfunktionen dieser
Systeme Summen auftreten, die iiber verschiedene Indexmengen summiert werden
miissen. Mathematisch einfacher zu behandeln sind Hamiltonfunktionen, die Sum-
menausdriicke beinhalten, deren Summenindex in den gleichen Mengen ldauft. Um
dies zu erreichen, wird fiir die Kopplungsfunktion x(n) eine Funktion benutzt, die
fiir groBle und kleine n schnell gegen Null abfillt, dazwischen aber an einigen Ket-
tenplitzen n; einen deutlich von Null verschiedenen Wert hat. Beispiel einer solchen

Funktion stellt die Gaufiverteilung dar. Die Kopplungsfunktion lautet dann:

(n) = — exp(—w>. (1.17)

202

Zur Darstellung dieses Kettensystems sind die k,-Werte in Abbildung (1.1.4-2)

durch unterschiedliche Linienbreiten im Kopplungsgebiet veranschaulicht.

ve o ve  ye  ye ye e A
g-Kette @@ ® ._@
K(n
®_. ......... ® @ @ VKette
VD VY VY VY VY VY VY

Abbildung 1.1.4-2: GauBlverteilte Kopplungsstirke mit unterschiedlichen Kopplungspara-

metern k(n) innerhalb des Kopplungsgebietes.

Eine detaillierte Untersuchung der Energietransferdynamik auf Doppelstrangsyste-

men mit diesem kontinuierlichen Kopplungstyp ist Gegenstand von Kapitel 4.
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1.1.5 Die On-Site-Energie

In Abschnitt 1.1 wurde zum ersten Mal der Begriff “On-Site-Energie” benutzt, der
jetzt ndher erlautert werden soll.
Die Hamiltonfunktion (1.6) enthélt die Terme:

> BV, baw. Y El¢ié,, neKCICL.

n n

Dies sind die Energiebeitrage der elektronischen On-Site-Energien oder On-Site-
Potentiale am jeweiligen Kettenplatz n. In Abschnitt 1.1 wurde bereits erwihnt,
daB es durch eine geeignete Skalierungstransformation moglich ist, diese Terme aus
den Gleichungen zu eliminieren, wenn FE, fiir alle n gleich ist,

also EY = E® = E,, = const gilt.

Die Transformation lautet:
by — €Ty baw g, — TR g

Wird jedoch ein Doppelkettenstrang modelliert, der unterschiedliche Bestandteile
enthiilt und damit an den jeweiligen Kettenplatzen verschiedene On-Site-Potentiale
aufweist, so miissen als Anfangswerte entsprechende On-Site-Energieterme in dem
System verteilt werden. Diese Verteilung ist dann, je nachdem wie das Doppelstrang-
system zusammengesetzt ist, abhédngig vom Kettenplatz n.

Auch eine zufillige Verteilung von On-Site-Energien innerhalb eines bestimmten
Energieintervalls ist denkbar, da sie eine Situation modelliert, bei der die Ketten
aus beliebig vielen verschiedenen Bestandteilen aufgebaut sind und diese sich durch
Einfliissse der Umgebung in den unterschiedlichsten Anregungszustdnden befinden
(siche hierzu auch Abschnitt 3.5).



