
Anhang

A: Bestimm ung der minimalen Frontg eschwindig keit

Die Jacobi-Matrix(3.54) destransformiertenGleichungssystems(3.49–3.51)1 im instabilen

Fixpunkt
�
X2 lautet

∂ fi

∂X j
�
X2

�
0 b

�
c 0

� c � c � c

0 � 3b
�
c κ

�
c

� (6.4)

DascharakteristischePolynomderJacobi-Matrix(6.4) im Punkt
�
X2 (mit b � bo) ist

p � λ � c � � boκ
c
	 � 2bo

	 κ � λ 	 κ
c
� c λ2 � λ3

� αλ3 	 βλ2 	 γλ 	 δ � (6.5)

Die DiskriminantedieseskubischenPolynomsberechnetsichzu

∆ � 3αγ � β2 � � 3 � 2bo
	 κ � � � κ

c
� c � 2 
 0 � (6.6)

Daα und∆ negativ sind,verläuftfür einevorgegebeneGeschwindigkeitc dasPolynompc � λ �
von

	 ∞ (für λ � � ∞) zu � ∞ (für λ � 	 ∞) [136]. Dazwischenexistiert immerein lokales

Minimum undein lokalesMaximum.DasMinimum befindetsichbei

1S.56
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Anhang

λmin
� � c

3
1 � κ 	 � κ � 1� 2 	 3 � κ 	 2bo � � (6.7)

wobeidieneuenParameterκ undbo eingeführtwurdenmit

κ � κ
c2 (6.8)

bo
� bo

c2
� (6.9)

Die AbleitungdescharakteristischenPolynoms(6.5)nachderGeschwindigkeitc

∂p � λ � c �
∂c

� � bo κ
c2
� 1

	 κ
c2 λ2 (6.10)

ist immernegativ2. Daherist für zwei Geschwindigkeitenco undc1 mit c1 � co für alle λ der

Wert desPolynomsp � λ � co � größeralsderWert desPolynomsp � λ � c1� andergleichenStelle

λ:


λ : c1 � co � p � λ � co � � p � λ � c1 � (6.11)

Als Beispielist in Abbildung6.1 dasPolynom(6.5) für denWert κ � 0� 25 undverschie-

deneWertefür die Frontgeschwindigkeitc ��� 2� 0; 1� 5; 1� 0; 0� 7; 0� 35; 0� 2� alsFunktionvon

λ aufgetragen.Wie obendiskutiert,verlaufenalle Funktionenvon
	 ∞ (für λ � � ∞) zu � ∞

(für λ � 	 ∞) und nehmendabeiein lokalesMinimum und ein lokalesMaximum an. Man

erkenntauchdenZusammenhang(6.11), nachdemdasPolynoman der gleichenStelle für

einegrößereGeschwindigkeitc einenkleinerenWertannimmt.

Die SchnittpunktederFunktionenp � λ � c � mit derx-AchsesinddieEigenwertederJacobi-

Matrix (6.4).AusdemVerlaufvon
	 ∞ nach� ∞ ergibt sichnotwendigerweisemindestenseine

positive reelleWurzel3. Die restlichenzwei Wurzelnsindentwederreell undbeidenegativ4,

2Die Konzentrationbo, die Frontgeschwindigkeitc unddasVerhältnisderGeschwindigkeitskonstantenκ sind
positiv.

3p � λ � c � strebtgegen � ∞ für λ ��� ∞. Der Wert desPolynomsan der Stelleλ � 0 ist p � 0� c ��� boκ � c. Da
bo, κ undc positiv sind,mußdasPolynomnotwendigerweiseeinenSchnittpunktmit der positivenx-Achse
besitzen.

4Da derWert desPolynomsan derStelleλ � 0 positiv ist, mußfür positive WurzelndasMinimum desPoly-
nomsbei λmin auf der positiven λ-Achseliegen,alsoλmin � 0. Da andererseitsbo und κ positiv sind, gilt
� κ � 1 � 2 � 3κ � 6bo � κ � 1. Dies bedeutetabermit Gleichung(6.7), daßλmin immernegativ ist. Also

könnendieWurzelnnichtpositiv, sondernmüssenbeidenegativ sein.
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Abb. 6.1: DascharakteristischePolynom(6.5) derJacobi-Matrixbei
�
X2 für κ � 0� 25

undc ��� 2� 0; 1� 5; 1� 0; 0� 7; 0� 35; 0� 2� . Bei c � cmin (in diesemFall cmin
� 0� 35) tan-

giertdasMinimum dienegativex-Achse(λ-Achse). Fürc � cmin existiereninsgesamt
drei Schnittpunktemit der x-Achse,entsprechendexistierendrei reelleEigenwerte.
Für c 
 cmin existiert nur ein positiver Eigenwert,die restlichenbeidenEigenwerte
müssenkomplex sein.

odersiesind komplex mit negativemRealteil. Wie in Kap. 3.3.3diskutiert,müssenfür eine

sinnvolle physikalischeLösungalle Eigenwertereell sein. Um reelleEigenwertezu erhalten,

darf dasMinimum p � λmin � c � nicht positiv sein. Zusammenmit der Monotoniein Gleichung

(6.11)existiert dahereineminimaleFrontgeschwindigkeit,diedurchdieBedingung

p � λmin � cmin � � 0 (6.12)

berechnetwerdenkann.DieseBedingungentsprichtin Abbildung6.1demFall mit c � 0� 35,

bei demdasMinimum geradedie negative x-Achsetangiert.Für größereGeschwindigkeiten

existierenzwei Schnittpunktemit der negativen x-Achse. SetztmanGleichung(6.7) in die
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Bedingung(6.12)ein,sovereinfachtsichdie Bedingung(6.12)zu5

12Θ3 	 � 3 	 21κ̃ � 177κ̃2

4
� Θ2 	 � � 6κ̃4 	 171κ̃3

2
� 45κ̃2 	 6κ̃� Θ

� 81κ̃4

4
� 6κ̃2 � 1 � κ̃ � 3 � 0 (6.13)

mit

Θ � κ 	 2bo � (6.14)

Bezeichnetmanmit Θo � κ � eineLösungdesPolynoms(6.13),kanndieminimaleFrontge-

schwindigkeitcmin durchdieBeziehung

2bo
� Θo � κ� � κ (6.15)

berechnetwerden6. Ist dieAnfangs-Sauerstoffkonzentrationb0 undκ vorgegeben,vereinfacht

sich(6.13)mit

β � θ
κ
� 1

	 2bo

κ
� 1

	 2bo

κ
(6.16)

zu demin (3.60)dargestelltenPolynom7. DiesesPolynomhatdabeinur einepositive, reelle

Wurzel. GäbeesmehrereNullstellenκ, danngäbeesnotwendigerweiseauchmehreremini-

maleFrontgeschwindigkeitencmin. Da esabernur eineeinzigereelleFrontgeschwindigkeit

cmin gibt, kannesauchnur eineeinzigepositive reelleLösungκ von (3.60)geben.

5Die Wurzeltermewerdeneliminiert, indemmansie alle auf eineSeiteder Gleichungbringt und dannalles
quadriert.DanachlassensichnochPotenzenvon c eliminieren.

6DieseBedingungist notwendig,d. h. zu jederNullstelleΘo liefert (6.15)eineminimaleFrontgeschwindigkeit.
Daes,wie obengezeigt,nureinereelleminimaleFrontgeschwindigkeitgibt, hatdasPolynom(6.13)nureine
reelleLösung.

7EslassensichwiederPotenzenvon κ eliminieren.
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B: Kinetik der Reaktion 2 H2O + O 3 OH + H

Die Reaktionist allgemein

2H2O
	

O
k3� � M � (6.17)

wobei für M entweder3OH
	

H oderOH
�
H2O

�
OH einzusetzenist (Kap. 3.6.1,S. 70). Die

Reaktionwird auszwei Einzelreaktionenbestehendbetrachtet,etwavonderForm (3.2–3.3)8,

wobei (3.2) langsamim Vergleich zu (3.3) ist und daherdie Reaktionsgeschwindigkeitbe-

stimmt.Die zugehörigeDif ferentialgleichungfür dieSauerstoffkonzentrationist

�
Ȯ � � k3

�
H2O �O � (6.18)

Mit derAnfangsbedingung
�
H2O o � 2

�
O o ist zujedemZeitpunktdieWasserkonzentration�

H2O gleichdemDoppeltenderSauerstoffkonzentration
�
O . Dahervereinfachtsich(6.18)zu

�
Ȯ � � 2k3

�
O 2 � (6.19)

Die Lösungist

�
O !� t � �

�
O o

1
	

2k3
�
O ot

� (6.20)

C: RD-System für das alternative Reaktionssc hema

DasReaktions-Diffusions-Modellfür denalternativenReaktionsmechanismus(II*,III*b) 9 wird

analogzudemRD-Modell desReaktionsmechanismus(II,III) 10 behandelt.Mit

�
H  � 1 (6.21)

unddenAbkürzungen

8S.27
9S.72

10S.24
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b � �
O (6.22)

u � �
H2O (6.23)

w � �
OH (6.24)

m � �
OH
�
H2O

�
OH (6.25)

ergebensichfür die Kinetik die Gleichungen

∂b
∂t

� � k "3 ub (6.26)

∂u
∂t

� � k "3 ub
	

3k "2m � k "3# uw2 	 D∆u (6.27)

∂w
∂t

� 2k "3 ub � 2k "3# uw2 (6.28)

∂m
∂t

� k "3# uw2 � k "2 m � (6.29)

Die Reaktion(III*b) wurdein denGleichungen(6.22–6.25)alseineReaktiondritter Ord-

nungangesetzt.MikroskopischentsprichtdieserSchrittwahrscheinlichdemAusbildeneiner

BindungzwischeneinemOH undeinemH2O-Molekül. DieserMechanismuswird aberdurch

eineReaktionzweiterOrdnungbeschrieben,unddieentsprechendenkinetischenGleichungen

lauten

∂b
∂t

� � k "3 ub (6.30)

∂u
∂t

� � k "3 ub
	

3k "2m � k "3# uw
	

D∆u (6.31)

∂w
∂t

� 2k "3ub � 2k "3# uw (6.32)

∂m
∂t

� k "3# uw � k "2m � (6.33)

WegendesexperimentellenBefundeseinerKinetik zweiterOrdnungfür (III*) muß(III*b)

wesentlichschnellerals(III*a) sein,unddieOH-Konzentrationläßtsichadiabatischeliminie-

ren

∂w
∂t
� 0 � (6.34)

Die Gleichungssysteme(6.26–6.29)und(6.30–6.33)reduzierensichdamitaufdreiVariablen.
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DieseadiabatischeElimination führt für beideSystemenachder Transformationauf die di-

mensionsloseForm(Kap.3.3.1)aufdasGleichungssystem

∂b
∂t

� � ub (6.35)

∂u
∂t

� � 2ub
	

3κm
	 ∆u (6.36)

∂m
∂t

� ub � κm � (6.37)

Mit

m � v
�
3 (6.38)

sinddieGleichungen(6.35–6.37)identischmit denGleichungen(3.23–3.25)11. Dasheißt,für

die Kinetik spielt im alternativen Reaktionssystem(II*,III*b) die Mischphasem die gleiche

Rollewie dreiOH Moleküleim Reaktionssystem(II,III). Alle UntersuchungenderKinetik für

dasReaktionssystem(II,III) sinddaherauchfür die Kinetik desReaktionssystems(II*,III*b)

gültig.

11S.46
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