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5 Branch-and-Bound Verfahren

5.1 Grundstruktur des Branch-and-Bound Verfahrens

Das Branch-and-Bound Verfahren ist ein exaktes Verfahren fiir diskrete Optimierungsprob-
leme. Es wurde in den 60ziger Jahren vorgestellt [LaDo60; Daki65]. Durch vielféltige Unter-
suchungen konnte eine stetige Verbesserung erzielt werden. Heute basieren fast alle Optimie-
rungssysteme zur Losung von gemischt-ganzzahligen Modellen auf dem Branch-and-Bound

bzw. dem im Anschluss vorgestellten Branch-and-Cut Verfahren [Four05].

Im Rahmen des Verfahrens wird zum Beweis einer optimalen Losung, deren Existenz voraus-
gesetzt, der gesamte Losungsraum durchsucht. Ausgangspunkt fiir das Branch-and-Bound
Verfahren ist die LP-Relaxierung. Der zuldssige Bereich des Ausgangsproblems wird in zwei
disjunkte Teilmengen zerlegt. Damit erfolgt eine Verzweigung des Ausgangsmodells in Teil-

probleme (branching).

Wihrend des Branch-and-Bound Verfahrens konnen verschieden Arten von ganzzahligen
Variablen und verschiedenen Gruppen von Variablen beachtet werden (vgl. [BeFo78; Be-

Fo79; BeTo70; Frie07]). Dazu zéhlen:
» Allgemeine Integer Variablen.

» Special Ordered Sets: Eine Gruppe von Variablen, die alle 0-1 Variablen sind und in

der Summe 1 ergeben sollen.

» Special Ordered Sets vom Typ 1: Eine Gruppe von Variablen, bei denen hochstens ei-

ne Variable nicht Null sein darf.

» Special Ordered Sets vom Typ 2: Eine Gruppe von Variablen, bei denen hochstens

zwel, nebeneinander liegende Variablen nicht Null sein diirfen.

» Partial Integer Variablen: Variablen, die nur in einem bestimmten Bereich ganzzahlig

sein missen.

> Semi Continuous Variablen: Variablen, die einen Wert in dem Bereich {0} [1,u]an-

nehmen missen. Wobei 0 </ <wuund /,u eR.
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> Semi Integer Variablen: Variablen, die einen Wert in dem Bereich {0} [/, u]anneh-

men mussen. Wobei 1</ <uund Lu eZ .

Im Weiteren soll das Prinzip des Branch-and-Bound Verfahrens an dem einfachen Fall von

allgemeinen Integer Variablen verdeutlicht werden.

Betrachtet wird folgendes Modell:

min chxj

jeB

Ax<d (Po)
X; €L+ Vjel

Dieses Modell wird relaxiert gelost. Es wird eine Variable x; ausgewihlt, fir die Ganzzah-
ligkeit gefordert ist, welche aber bei der Losung der LP-Relaxierung einen fraktionellen Wert
x; annimmt. Auf der Grundlage des Ausgangsproblems (Py) werden zwei Teilprobleme ent-
wickelt, indem einmal die Variable nach unten beschrénkt wird x, > \_xj J+1 und das andere
Mal nach obenx; < \_xj J So entstehen die Probleme (P;) und (P,). Der Bereich in dem die
Variable x; einen Wert zwischen I_xjj und \_x;J+1 annimmt, wird ausgeschlossen. Alterna-

tiv zur Einfiihrung von zusitzlichen Restriktionen, die die Beschrankungen bewirken kann

auch die Obergrenze ub; bzw. Untergrenze /b, der Variablen x; angepasst werden. Die op-

timale ganzzahlige Losung muss sich in einem der beiden Teilprobleme befinden. Die Teil-
probleme werden relaxiert geldst. Jedes der beiden Teilprobleme wird anhand einer neu ge-
wihlten Variablen, der Branching-Variablen, ggf. wieder in zwei Teilprobleme zerlegt. Dieser

Prozess kann durch einen Baum (s. Abbildung 5.1) visualisiert werden.

Abbildung 5.1: Ein Enumerationsbaum
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Wihrend das Ausgangsproblem durch den Wurzelknoten des Baums reprisentiert wird, stellt
jeder weitere Knoten ein erzeugtes Teilproblem dar. Die Kanten zwischen den Knoten symbo-
lisieren die Beschrankungen der Branching-Variablen, durch die der zuldssige Bereich eines
jeden relaxierten Teilproblems verkleinert wird. Somit stellt jeder Knoten entlang eines Pfa-
des ein Teilproblem dar, das durch die Menge der Restriktionen entlang des Pfades bis zum
Wurzelknoten beschriankt wird. Je tiefer sich ein Knoten im Enumerationsbaum befindet, des-
to kleiner ist der zuldssige Bereich und damit die Menge mdoglicher Losungen des korrespon-

dierenden relaxierten Teilproblems [GaNe72].

Ein durch einen Knoten reprisentiertes Teilproblem, lasst sich allgemein folgendermaf3en

darstellen:

X.EZ+ VJEI

wobei Ax <d , die Originalrestriktionen 4Ax < d erweitert um die Beschrankungen
x; < LxJJ, JjeF,und x; > LX;J-F l,j e F, ist. F, und F; stellen die Mengen der Branching-

Variablen, die nach oben bzw. nach unten beschrankt wurden dar.

Wenn also F, = und F, = entspricht das obige Modell dem Originalmodell.

An jedem Knoten wird ein Teilproblem relaxiert gelost. Dieses Teilproblem stellt das um die
Beschriankungen erweiterte Originalproblem dar. Aufgrund der mit der Tiefe des Baumes

steigenden Komplexitét der Teilprobleme ist ein moglichst kleiner Baum wiinschenswert.

Wihrend der Abarbeitung der Teilprobleme ergeben sich fiir den Bereich, in dem die optima-
le ganzzahlige Losung liegen kann, neue Ober- und Untergrenzen. Da der Zielfunktionswert
der LP-Relaxierung am ersten Knoten mindestens so gut wie der der IP-Losung ist, stellt er
vorerst eine globale Untergrenze fiir den Zielfunktionswert des IP-Problems dar. In Kapitel 4
wurde dargestellt, wie wihrend des Supernode processings diese Untergrenze als Ausgangs-
position fiir das Branch-and-Bound Verfahren so weit wie moglich heraufgesetzt wird. Inner-
halb des Baumes wird die globale Untergrenze immer auf den Wert gesetzt, der minimal unter

den Zielfunktionswerten der LP-Relaxierungen der noch nicht abgearbeiteten Knoten ist.
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Eine globale Obergrenze ist nur dann gegeben, wenn eine giiltige IP-Losung bekannt ist. Am

Ausgangsknoten konnte diese durch Heuristiken gefunden worden sein. Alternativ kann durch

den Anwender eine auf Erfahrungen basierende IP-Losung angegeben werden. Steht zu Be-

ginn des Branch-and-Bound Verfahrens keine giiltige IP-L6sung zur Verfiigung, wird die

globale Obergrenze auf + oo gesetzt. Sobald eine giiltige ganzzahlige Losung gefunden wird,

wird die globale Obergrenze durch diese ersetzt. Damit stellt die globale Obergrenze immer

gleichzeitig die aktuell beste bekannte IP-Losung dar.

Ziel ist es, die globale Untergrenze und die globale Obergrenze so schnell wie moglich ge-

geneinander konvergieren zu lassen. Siehe auch Abbildung 4.4.

Inwiefern die globale Obergrenze die GroB3e des Baumes beeinflusst, wird bei Betrachtung der

verschiedenen Griinde, wegen derer ein Knoten als untersucht gilt, ersichtlich.

Tritt einer der folgenden drei Félle ein, gilt ein Teilproblem als vollstdndig untersucht und

muss nicht weiter verzweigt werden:

» Unzuldssigkeit:

Durch das Hinzufiigen der letzten Verzweigungsrestriktion ist das Teilproblem unzu-
lassig geworden. Wenn es keine zuldssige relaxierte Losung fiir das Teilproblem gibt,
gibt es auch keine zulédssige ganzzahlige Losung fiir das Teilproblem. Ein bereits als
unzuléssig erkanntes Teilproblem kann nachtraglich nicht zuldssig werden, da durch

das Branchen auf Variablen der mogliche Losungsraum zusitzlich verkleinert wird.

Ganzzahlige Losung:

Wird innerhalb des Baumes eine ganzzahlige Losung gefunden, gilt das Teilproblem
als untersucht. Das heif3t allerdings noch nicht, dass die ganzzahlige Losung gleichzei-
tig die optimale Losung darstellt. Die neu gefundene ganzzahlige Losung wird ledig-

lich mit der bisher besten zg.s; verglichen und ggf. ausgetauscht.

Uberschreitung der Obergrenze:

Ist das Ergebnis des relaxiert geldsten Teilproblems schlechter als die bisher beste
[P-Ldsung zpes, miissen alle folgenden Teilprobleme nicht mehr betrachtet werden, da
sich durch die zusétzlichen Einschrankungen der Zielfunktionswert nur noch ver-

schlechtern kann.

Die optimale ganzzahlige Losung ist erst dann gefunden, wenn wirklich alle Knoten abgear-

beitet wurden.
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Abbildung 5.2: Das Branch-and-Bound Verfahren

Wihrend der Bearbeitung der einzelnen Knoten, werden die noch nicht bearbeiteten Knoten

in einer Kandidatenliste verwaltet. Nach bestimmten Auswahlregeln werden die in der Kandi-

datenliste hinterlegten Teilprobleme nacheinander bearbeitet. Fiir jeden Knoten wird eine

Branching-Variable ausgewéhlt. Dadurch entstehen zwei neue Teilprobleme, die relaxiert

gelost werden. Wenn dann einer der drei oben beschriebenen Fille erfiillt ist, gilt das entspre-

chende Teilproblem als vollstindig untersucht und es wird nicht weiter verzweigt. Anderen-

falls wird das Teilproblem der Kandidatenliste hinzugefiigt. Erst wenn sich kein Teilproblem

mehr in der Kandidatenliste befindet, ist die Optimalitét einer ganzzahligen Losung bewiesen.
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Wurde bis zu diesem Zeitpunkt keine ganzzahlige Losung gefunden, ist bewiesen, dass keine

existiert. Abbildung 5.2 stellt eine Zusammenfassung des Verfahrens dar.

Bei der vorangegangenen Beschreibung des Branch-and-Bound Verfahrens bleiben zwei ent-

scheidende Fragen offen:
» Nach welchen Regeln wird die Branching-Entscheidung getroffen?
» Nach welchen Regeln wird ein Knoten aus der Kandidatenliste ausgewéhlt?

Diese beiden Entscheidungen beeinflussen maf3geblich das Losungsverhalten des Branch-and-
Bound Prozesses und sollen aus diesem Grund in den folgenden Abschnitten besprochen wer-

den.

5.2 Auswabhlregeln fir eine Branching-Variable

Aufgabe von Auswahlregeln ist die Ermittlung einer Branching-Variablen, iiber die ein Teil-
problem verzweigt wird. Im Idealfall geht aus der Losung der entsprechenden Teilprobleme
eine neu globale Ober- oder Untergrenze hervor. Wie bereits beschrieben, verringert sich
durch die gegenseitige Anndherung der Ober- und Untergrenze der Raum, in dem die optima-

le IP-Losung liegen kann.

Im Folgenden soll ein kurzer Uberblick iiber einige Auswahlregeln gegeben werden.

5.2.1 Verzweigen auf die fraktionellste Variable

Eine Variable, die in der relaxierten Losung den fraktionellsten Wert annimmt, wird ausge-

wihlt. Wenn x', der Wert ist, den die Variable j an dem Knoten 7 hat, und x = {xl]J +f ; , WO-

bei f ; >0, dann wird eine Variable ausgewéhlt, die den grofSten Wert fiir MF ’j hat, mit

MF?,:mm{f;,l—f;}.

Der Vorteil dieser Regel ist ihre Einfachheit. Leider gehen daraus keine guten Resultate her-
vor. In [AcKMO04] werden sogar Ergebnisse priasentiert, die zeigen, dass eine zufillige Wahl

der Branching-Variable vergleichbare Resultate erzielen kann.
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5.2.2 Strong Branching

Hintergrund des von [ABCC95] vorgestellten strong branchings ist, dass die integer Variab-
len mit einem fraktionellen Wert an einem Knoten darauthin getestet werden, welche von
thnen die groBte Verdanderung des Zielfunktionswertes hervorruft. Dazu wird auf die Variab-
len versuchsweise gebrancht, bevor eine Variable tatsdchlich als Verzweigungs-Variable aus-
gewihlt wird. Dieses Verfahren reduziert vor allem die Anzahl der Knoten. Leider kann je-
doch die Zeit, die an einem Knoten verbraucht wird, aufgrund der vielen zu 16senden
LP-Relaxierungen sehr lang sein. Um etwas Zeit zu sparen, kann die Menge der Variablen,
auf die versuchsweise gebrancht wird, eingeschrinkt werden oder es wird nicht die gesamte
LP-Relaxierung durchgefiihrt. Nur eine bestimmte Anzahl an dualen Simplex Iterationen wird
durchgefiihrt. Die Verdnderung des Zielfunktionswertes lasst sich in der Regel schon nach

wenigen [terationen einschitzen.

5.2.3 Pseudocost Branching

Die Verdnderung des Zielfunktionswertes, die mit dem Verzweigen einer bestimmten Variab-
len einhergeht, kann zumindest versuchsweise mittels der sogenannten Pseudocosts
[BGGH71] prognostiziert werden. Unter Pseudocosts wird die Verdnderung des Zielfunkti-
onswertes im Verhiltnis zur der Verdnderung des Wertes einer integer Variablen bezeichnet.
So konnen die Kosten prognostiziert werden, die entstehen, wenn eine Variable auf- oder ab-

gerundet wird.

Wenn x’ der Wert ist, den die Variable j an dem Knoten 7 hat und x} = [x’lJ + f j,, mit f l] >0,

dann ergeben sich die Pseudocosts fiir diese Variable aus

Zi+_Zi

i—

PC;==—Z=und PC;=

f; 1=

Dabei steht z” fiir den Zielfunktionswert des Nachfolgerknotens von i, wenn der Wertebereich
der Variable j nach oben beschrinkt wird und z'* dementsprechend, wenn der Wertebereich

der Variablen j nach unten beschrinkt wird.
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So ergibt sich als Verdanderung (wenn auf die Variable j gebrancht wird):

Di=PC f!und Ui = PC*(1- f})

J

Wie diese Pseudocosts initialisiert werden und ob sie immer wieder neu von Knoten zu Kno-

ten berechnet werden miissen, wird in [LiSa99] detailliert dargestellt.

Fiir die hier vorgestellten Vorgehensweisen zur Auswahl einer Branching-Variable existieren
sowohl verschiedene Abwandlungen als auch eine Reihe alternativer Vorgehensweisen. So
wird zum Beispiel in einem von [PaCh03] préasentierten Verfahren versucht, nicht die Aus-
wirkung des Verzweigens einer Variablen auf den Zielfunktionswert zu schitzen sondern die
Auswirkung auf die aktiven Nebenbedingungen. Weitere Verfahren werden in [HoVi95] be-

schrieben.

5.3 Regeln zur Knotenauswahl

In der Kandidatenliste werden alle bisher noch nicht bearbeiteten Knoten gespeichert. Die
Reihenfolge, in der die Knoten abgearbeitet werden, hat groBen Einfluss auf die Laufzeit und
auch auf den bendtigten Speicherplatz. Bei der Auswahl eines Knotens sind zwei verschiede-
ne Ziele abzuwégen. Zum einen ist es vorteilhaft, so schnell wie moglich eine giiltige integer
Losung zu finden, was dazu fiihrt, dass die globale Obergrenze herunter gesetzt werden kann.
Zum andern soll auch die globale Untergrenze heraufgesetzt werden, damit die Optimalitét
einer gefundenen Losung bewiesen werden kann. Es gibt verschiedene Knotenauswahlregeln,

die eine Reihenfolge festlegen.

Sie lassen sich unterteilen in:
» statische Regeln
» auf Schitzungen basierende Regeln
» zwei-Phasen Regeln

» Dbacktracking Regeln
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5.3.1 Statische Regeln

Die Depth-First- Regel und die Best-First-Regel sind statische Knotenauswahlregeln. Bei der
Depth-First-Regel, entwickelt sich der Enumerationsbaum in der Regel in die Tiefe. Dazu
wird immer der Knoten ausgewihlt, der gerade als letzter in die Kandidatenliste aufgenom-
men wurde (FIFO). Ein wesentlicher Vorteil dieser Knotenauswahlregel besteht darin, dass
nur relativ wenige Knoten in der Kandidatenliste gespeichert werden miissen. Dariiber hinaus
kann das Teilproblem an einem Knoten sehr schnell berechnet werden, da es oft das gleiche

Problem, wie das Vorgingerproblem, lediglich erweitert um eine Verzweigung, darstellt.

Der entscheidende Nachteil dieser Knotenauswahlstrategie ist, dass ggf. Aste des Enumerati-
onsbaumes, welche nicht die optimale Losung enthalten, bis in die Tiefe abgearbeitet werden.
Wiire eine bessere globale Obergrenze bekannt, hitten diese Aste ggf. vorzeitig geldscht wer-
den konnen. Offensichtlich kann es so dazu kommen, dass sehr viele Teilprobleme geldst

werden miissen, was wiederum in langen Laufzeiten resultieren kann.

Bei der Best-First-Regel wird das Ziel verfolgt, die globale Untergrenze zu erhdhen. Ein Kno-
ten mit der kleinsten unteren Grenze, d.h. ein Knoten, dessen LP- Relaxierung den kleinsten
Zielfunktionswert hat, wird als Erster aus der Kandidatenliste ausgewahlt. Bei Anwendung
dieser Regel entwickelt sich der Baum eher in die Breite. Das hat wiederum zur Folge, dass
die Probleme, die nacheinander geldst werden, wenig Ahnlichkeit hinsichtlich der Verzwei-
gungen miteinander haben. Dafiir wird die Gefahr reduziert, dass lange in einem Teilbaum,

welcher nicht die optimale Losung enthilt, gesucht wird.

5.3.2 Auf Schatzungen basierende Regeln

Weder bei der Best-first-Regel noch bei Deep-first-Regel werden die Knoten danach ausge-

wihlt, ob sie moglicherweise zu einer giiltigen ganzzahligen Losung fithren. Die

Best-Projection-Regel [FOHT74] hat genau das zum Ziel. Mit s’ =Z mln( f ; = f j) wird
jel

die Summe der Unzuldssigkeiten am Knoten 1 dargestellt. Das ist die Summe, die bendtigt

werden wiirde, wenn jede fraktionelle Integer Variable auf den néchsten ganzzahligen Wert

auf- oder abgerundet werden sollte. Das Bewertungskriterium fiir die Best-Projection-Regel

ergibt sich aus:
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0

0
) . z -z .
BP' = ZZP +(M]S’
S

Wobei z,, die relaxierte Losung fiir das Teilproblem des Knotens i ist.

Ein Knoten, mit dem besten (kleinsten) BP' wird ausgewihlt. Dabei ist zu beachten, dass ein

Wert fiir die globale Obergrenze z,  bekannt sein muss.

Best

Bei der Best-Projection-Regel wird allerdings nicht beachtet, wie der Einfluss der einzelnen
Variablen auf s’ ist und wie hoch die entsprechenden Kosten fiir das Auf- oder Abrunden der
Variablen sind. Mit Hilfe der Pseudokosten (s. Kapitel 5.2.3) kann diesem Aspekt Beachtung
geschenkt werden. Durch die Einfiihrung von Pseudokosten wird aus der
Best-Projection-Regel die Best-Estimation-Regel.

55" =2, + S minlpc £,.pC (1 1)

Jjel

Vorteil dieser Regel ist, dass kein Wert fiir die globale Obergrenze z, , bekannt sein muss.
Fiir diese Regel wird allerdings angenommen, dass sich eine giiltige Integerlosung ergibt,

wenn eine fraktionelle Integervariable auf den nichsten ganzzahligen Wert auf- oder abge-
rundet wird. Diese Annahme ist sicherlich nicht sehr realistisch. Eine realistischere Anpas-

sung der Regel mittels Wahrscheinlichkeiten wird in [LiSa99] beschrieben.

5.3.3 Zwei-Phasen-Regeln

Wie bereits einleitend erwéhnt, tritt bei der Auswahl eines Knotens ein Zielkonflikt auf. Er
besteht darin, dass zum einen eine gute ganzzahlige Losung gefunden werden soll und zum
anderen bewiesen werden soll, dass keine bessere Losung gefunden werden kann. Eine Kom-
bination der bereits vorgestellten Regeln ist somit naheliegend. So kann die Depth-First-Regel
angewandt werden, bis eine optimale Losung gefunden ist. Danach kann zu der
Best-First-Regel gewechselt werden, mittels der bewiesen werden soll, dass diese gefundene

Losung auch wirklich die beste ist.

Ein weiterer von [FOHT74] entwickelter Zwei-Phasen-Ansatz nutzt fiir die erste Phase die
Best-Estimation-Regeln, bis eine giiltige ganzzahlige Losung gefunden wird. In der zweiten

Phase soll ein Knoten gewahlt werden, der den kleinsten percentage error:
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PE! :IOOZIiW;BE'

z LP z Best

aufweist. Dieser soll die Fehlerhaftigkeit einer Schitzung ausdriicken.

5.3.4 Backtracking Methoden

Es wird ein E, festgelegt, welches einen Schétzwert fiir den optimalen Zielfunktionswert z,
darstellt. Dieser Wert gilt als Entscheidungskriterium. Ist z' < E,. soll die Depth-First-Regel

zur Anwendung kommen. Sobald z' > E,, wird eine andere Regel benutzt. Damit soll das

Abarbeiten von tiberfliissigen Knoten vermieden werden. Mit tiberfliissigen Knoten sind alle
Knoten gemeint, die z’ > z,,. Hauptkritikpunkt an der Depth-First-Regel war, dass ggf. sehr
viele iiberfliissige Knoten abgearbeitet werden. Dies kann durch eine Backtracking Methode
vermieden bzw. verringert werden. Es sollen somit nur die Vorteile der Depth-First-Regel
beziiglich des Speicherplatzes und der schnellen Losung der einzelnen Teilprobleme zum
Tragen kommen. Die Backtracking Methoden unterscheiden sich sowohl hinsichtlich der

Festlegung von E,wofiir eine der auf Schitzungen basierenden Methoden herangezogen

werden kann, als auch hinsichtlich der zweiten Regel, die zur Anwendung kommen soll.

Vergleiche der einzelnen Knotenauswahlregeln sind in [LiSa99] zu finden. Leider kann keine
Knotenauswahlregel allgemeingiiltig als die beste identifiziert werden. Eine Knotenauswahl-
regel, die fiir ein Problem besonders vorteilhaft ist, kann fiir ein anderes besonders unvorteil-
haft sein. Daher sollte ein Optimierer immer die Moglichkeit gewdhren, zwischen verschiede-
nen Knotenauswahlregeln zu wihlen. Insgesamt scheinen allerdings die Regeln, die mit Pseu-

docosts arbeiten, oft eine gute Wahl zu sein.
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