Kapitel 4

Weiterfiihrende Resultate

In diesem Abschnitt ziehen wir einige Folgerungen aus den in Kapitel 3 erzielten Er-
gebnissen. Auflerdem zeigen wir etwas detailierter, wie man die erzielten Resultate auf
den Fall heterokliner Losungen iibertragen kann. Desweiteren wollen wir die erarbeitete
Theorie in Abschnitt 4.2 dazu nutzen, Parallelen zu der Theorie von Schockwellen von
Erhaltungsgleichungen zu ziehen, die sich dynamisch realisieren lassen.

4.1 Verzweigungen nahe heterokliner L6sungen

Wir betrachten in diesem Kapitel eine heterokline Losung h(t) eines Zwei-Parameter Sy-
stems

l’(t) = f(:)st,,u,c),

die gegen zwei verschiedene Gleichgewichte h.,, konvergiert, d.h. es gilt lim; ... h(t) =
h+oo. Zusatzlich sind wir an dem Fall interessiert, in dem der Zustand h., wegen des Auf-
tretens zweier rein imagindrer Nullstellen der charakteristischen Funktion nicht hyperbo-
lisch ist. Generisch tritt in diesem Gleichgewicht dann beziiglich eines Parameters \ eine
Hopfverzweigung auf und es entstehen periodische Losungen kleiner Amplitude. Analog
zum vorigen Abschnitt 3.2 erwarten wir, dass eine Einparameter-Familie von Losungen
h?(t) existiert, die fiir ¢ — oo gegen einen periodischen Orbit konvergieren und damit
beginnen zu oszillieren. Und tatséchlich konnen wir folgendes zeigen: sind die nahe h,
auftretenden periodischen Losungen instabil (beziiglich der Dynamik auf der Zentrums-
mannigfaltigkeit), so existiert unter geeigneten Transversalitdtsbedingungen eine Familie
von Losungen h?(t), die fiir ¢ — oo exponentiell gegen einen periodischen Orbit und fiir
t — —oo gegen das Gleichgewicht h_., konvergieren.

Wir unterteilen dieses Kapitel in folgende Abschnitte: zunéchst formulieren und moti-
vieren wir die entsprechenden Annahmen, unter denen wir die Existenz der gesuchten
Losungen beweisen konnen. Danach gehen wir auf den Beweis und spezieller auf diejeni-
gen Beweisschritte ein, die im Vergleich zum vorigen Kapitel 3 modifiziert werden miissen.
Anschlieflend diskutieren wir noch kurz in Kapitel 4.1.3, welche Phanomene wir erwarten,
wenn die nahe h.,, durch Hopfverzweigung entstehende Familie periodischer Lésungen
beziiglich der Dynamik auf der Zentrumsmannigfaltigkeit stabil ist. Der Abschnitt 4.1.3
hat allerdings nur Diskussions-Charakter, da wir dort keine Beweise angeben. In Abschnitt
4.1.4 behandeln wir schliefSlich ein Modellbeispiel, in dem die studierte Verzweigung auf-
tritt.
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4.1.1 Formulierung des Hauptresultates

Wir betrachten nun eine allgemeine Forward-Backward-Delaygleichung

o(t) = flz, A, 0), (4.1)

in der f(-,\,¢) : C° := C%[—a,b],RY) — RY eine C*-Abbildung mit k > 2 ist, die
fiir festes € C° stetig differenzierbar von zwei reellen Parametern \,c abhingt und
A€ (—e+ Ao, Ao+ ¢) und ¢ € (=9, 9) gilt.
Im Gegensatz zum vorigen Kapitel nehmen wir nun die Existenz einer heteroklinen Losung
h(t) der Gleichung (4.1) fiir den Parameterwert (A, c) = (Ao, ¢p) an. Also gilt

tim h(t) = s, (4.2
fiir gewisse hio € RY, die notwendigerweise Gleichgewichte von (4.1) ist. Zusammenge-
fasst wollen wir also folgende Annahme machen:

Hypothese 9 (Existenz)
Fiir Parameterwerte (A, c) = (Ao, ¢o) existiere eine heterokline Lésung h(-) von (4.1), die
exponentiell schnell gegen die Gleichgewichte h.., konvergiere.

Wir wollen nun den Fall betrachten, in dem im Gleichgewicht h., beziiglich des Parame-
ters A eine Hopfverzweigung auftritt. Um sicherzustellen, dass nichttriviale periodische
Losungen fiir Parameterwerte A > )y auftreten, betrachten wir die Linearisierung L im
Gleichgewicht hy,, also L := D;f(heo, Ao, ¢o), mit der dazugehorigen charakteristischen
Funktion detA(-, Ao, ¢o). Den Restterm bezeichnen wir mit g(p, A, ¢) := f(@, A, ¢) — L,
wobei ¢ € C°([—a,b],RY). Um eine Hopfverzweigung nahe h,, zu beobachten, wollen
wir die Existenz zweier rein imaginédrer Nullstellen 47w der charakteristischen Funktion
detA(+, Ao, ¢o) annehmen. Die nichste Annahme stellt sicher, dass diese imagindren Null-
stellen +iw die imagindre Achse mit nichtverschwindender Geschwindigkeit von rechts
nach links kreuzen.

Hypothese 10 (Hopf bei h)
Sei det/A\(p) = ag + a1(p — iw) + O((u — 1w)?) die Taylorentwicklung nahe iw. Es ist
a; = a;(\, ¢) fiir i = 1,2 und ag(Ao, co) = 0, a1(Ag, co) # 0 und wir wollen

—Re [0, det A (iw, Ao, co) " (Orndet A (iw, Ao, ¢o))] < 0.

annehmen. Desweiteren gelte det/\(ik) # 0 fiir alle k € R mit k # +w, d.h. es existieren
keine weiteren rein imaginidren Figenwerte der Linearisierung in h..

Genau wie in Abschnitt 3.2 gehen wir zunéchst zu neuen Parametern iiber.

Parameterwechsel
Wir bemerken, dass man die einfachen Nullstellen 4-iw nahe (A, ¢) = (Ao, ¢p) in Abhéngig-
keit von (), c¢) parametrisieren kann, d.h. es existiert eine C'-Abbildung pu(),c¢) mit
(Ao, co) = iw und det A (u(A, ¢), A, ¢) = 0. Betrachten wir die Hilfsfunktion (A, c) :=
Re pu(A, ¢), so gilt

l()\o, C()) = Re(zw) = 0, Dll()\o, CO) 7’é 0

nach Hypothese ,Hopf bei hy“. Also existiert eine glatte Funktion A, = \.(c) beziiglich
¢ nahe ¢o mit Re(u(A(c),c)) = 0 fur alle zuléssigen ¢ ~ ¢y. Genau fiir diese u treten rein
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imagindre Nullstellen der charakteristischen Funktion auf. Man beachte, dass in jedem
vertikalen Streifen nur endlich viele Nullstellen liegen. Falls also (A, ¢) geniigend nahe an
(Mo, co) liegt, besitzen alle weiteren Nullstellen 7 mit Re(n) # 0 einen positiven Abstand
von der imaginédren Achse.

Wir definieren nun neue Parameter (), ¢) via

(A €)= (M(e) + X 0), (4.3)

wobei ¢ & ¢y und \ & A\ gilt. Dieser Parameterwechsel ist wohldefiniert, da die Ableitung
der Abbildung (A, ) = (A(0) 4, c) = (A, ¢) bei (X, ¢) = (0, ¢o) invertierbar ist. Wir setzen
also freu(, A, ) = f(@, (A(c) + A), ¢), unterdriicken aber von nun an die Bezeichnung
y,heu“ und arbeiten ab sofort mit der Gleichung

() = f(zi, A, 0). (4.4)

Man beachte, dass diese Gleichung beziiglich der neuen Parameter ), ¢ ebenfalls die Hy-
pothese ,, Hopf bei h.“ erfiillt.

Die Annahme ,,Hopf bei i, sichert uns nun die Existenz periodischer Lésungen der Glei-
chung (4.4) fiir gewisse Parameterwerte (A, c¢) nahe (0, ¢g): Dazu schreiben wir zunéchst
die Gleichung (4.4) in der dquivalenten Form

(£0) - (BN )y (300 230)

d(t,-) Op®(t,-) 0

mit (£(t), ®(t,-)) € X = {(n,¥(-)) € RY x H'([—a,b],RY) : n = ¥(0)} fiir jedes fe-
ste t. Direkte Anwendung des Satzes 2.6 beziiglich des Gleichgewichtes Hoo := (hoo, hoo)
sichert die Existenz einer zweidimensionalen Zentrumsmannigfaltigkeit M, die glatt von
den Parametern A und ¢ abbhéngt. Auf M eingeschrinkt haben wir eine gewdhnliche Dif-
ferentialgleichung und der Standard-Satz iiber Hopfverzweigungen beziiglich gewthnlicher

Differentialgleichungen (siehe etwa [6]) liefert die Existenz periodischer Losungen I'; .(+);
diese induzieren periodische Losungen 75 .(-) der Gleichung (4.4) via

I5 (t) = ( 7;5(’;(2.) ) )

Wir setzen I'; .(-) = 0, falls fiir diese Parameterwerte keine nichttriviale periodische
Losung existiert. Um sicherzustellen, dass die Verzweigung subkritisch ist, miissen wir eine
zusatzliche Annahme an hohere Ordnungsterme der Nichtlinearitdt f stellen. Dazu benoti-
gen wir das auf der Zentrumsmannigfaltigkeit reduzierte, lokal definierte Vektorfeld f,.q.
Zur Berechnung des Vektorfeldes fq translatieren wir das Gleichgewicht Hy, = (hoo, hoo)
in den Ursprung. Betrachte nun

frea( A ) : RZNU — R, (4.5)

wobei U eine geniigend kleine Umgebung der Null bezeichnet. f,q héingt glatt von den Pa-
rametern A und ¢ ab. Nun gilt spec (D1 frq(0, 0, ¢g)) = {Z+iw} und nach Normalformtheo-
rie fiir gewohnliche Differentialgleichungen kann man annehmen, dass das Taylorpolynom
bis zu endlicher Ordnung rotationsidquivariant ist, siehe [25]. Wahlt man also komplexe
Koordinaten z = x +iy,z = x — iy € C, so gilt

frea(z, X, c0) = (by(A, ¢o) +i[di (N, co)])z 4+ d(X, co)z]2|* + h.ot (4.6)

mit b1(0, ) =0, di(0, ¢p) = w. Wir machen nun folgende Annahme:
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Hypothese 11 (Subkritisch)
Betrachte die Taylorentwicklung des reduzierten Vektorfeldes f,.q in der Darstellung (4.6).
Wir nehmen an, dass Re(d(0,¢g)) > 0 gilt.

Die beiden vorigen Hypothesen garantiert uns die Existenz einer Familie periodischer
Losungen fiir Parameterwerte A > 0. Allerdings sind die nun entstehenden periodischen
Losungen instabil. Die Annahme O5Re(p(0, ¢p)) < 0 besagt ndmlich (man beachte, dass
Hypothese ,, Hopf bei h“ auch fiir die neuen Parameter A, ¢ gilt), dass das Gleichgewicht
he fiir die Parameterwerte A > 0 beziiglich der Dynamik auf der Zentrumsmannigfal-
tigkeit stabil ist. Also sind die fiir A > 0 auf der Zentrumsmannigfaltigkeit auftretenden

periodischen Losungen
Va.e(t) )
Is (t) = ;
= (7%

instabil.
SchlieBlich wollen wir annehmen, dass das Gleichgewicht h_, hyperbolisch ist:

Hypothese 12 (Hyperbolizitit bei h_..)
Wir nehmen an, dass die charakteristische Funktion der Linearisierung D1 f(h_., 0, cp)
im Gleichgewicht h_., keine rein imaginédren Nullstellen besitzt.

Wir betrachten nun die Linearisierung von (4.4) entlang des heteroklinen Orbits h(t):
'U(t) = le(ht> 5‘7 C)Uta (47)
wobei v; € C°([—a, b], RY) ist. Diese Gleichung induziert nun eine Abbildung

Ls.:H'(RRY) — L*R,R") (4.8)
L5, w()(t) = Jaw(t)— Dif(h, A, ¢)wy.

Zur Eindeutigkeit der Losungen von (4.8) machen wir folgende Annahme:

Hypothese 13 (Eindeutigkeit fiir Losungen der Linearisierung)
Jedes w € Kern(Ly ), mit w; = 0 fiir ein t € R, erfiille w = 0 auf ganz R.

Betrachte nun die nichtlineare Gleichung
i(t) = Dyf(hy, 0, co)x + g(t, x4, N, ©), (4.9)

wobei wir g(t, ¢, A, ¢) := f(¢, A, ¢)— Dy f(hs, 0, ¢o)p fiir ¢ € C%([—a, b], RY) gesetzt haben.
Wir erinnern, dass die Norm von H""(R, RY) wie folgt definiert ist: es ist ||w]| gragry) =
HwHL?m(R,RN) + H&thL?»v(R,RN) und

|mﬁmmmy:/’wﬂ%uWﬁ.

[e.e]

Hypothese 14 (Transversalitit)

Es existiere ein 1y < 0, so dass der Operator L], : H""(R,RY) — L*"(R,R") fiir alle
1 € (11, 0) Fredholmoperator vom Index Null ist. Weiterhin sei Kern(Lg ) eindimensional
und die Funktion t — 0.g(t, he,0, o) nicht im Abschluss des Bildes von Loc, = L3, :
H'(R,RY) — L*(R,RY).
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Die geometrische Deutung dieser Hypothese im Fall einer gewohnlichen Differentialglei-
chung ist wie folgt: Da h(t) in Vorwérts- und Riickwértszeit mit exponentieller Rate kon-
vergiert, liegt der Orbit von A(-) im Schnitt der stark-stabilen Mannigfaltigkeit W5 (h.)
des Gleichgewichtes h., und der instabilen Mannigfaltigkeit W%~ (h_,,) von h_. Die Hy-
pothese , Transversalitit* besagt nun, dass sich Wye " (hoo) C RY und W'y (h-os) C RY
entlang keiner weiteren Losung schneiden und die Summe der Tangentialrdume die Kodi-
mension eins besitzt. Erweitert man die Mannigfaltigkeiten allerdings um den Parameter
¢ (wie in der Einleitung beschrieben), so schneiden sich die erweiterten Mannifaltigkeiten
in RY x R transversal. Auf diese Fakten werden wir allerdings noch ein wenig genauer im
Beweis des Hauptresultates eingehen.

Die Annahme, dass der Operator £§C fiir negatives 7 < 0 ein Fredholmoperator vom
Index Null ist, sieht zunéchst willkiirlich aus. Allerdings gibt es einen entscheidenden
Unterschied zwischen Gewichten n < 0 und 7 > 0: man stelle sich etwa eine gewthnliche
Differentialgleichung im R* vor. Das Spektrum in den Gleichgewichten h_,, und h, sehe
dabei wie in den Abbildungen (a) und (b) von Bild 4.1 aus. Wir wollen uns vorstellen, dass
die beiden Zusténde h.,, die durch eine heterokline Lsung miteinander verbunden sind,
nahe beieinander sind. Man beachte, dass die Hopfeigenwerte aufgrund unserer Hypothese
,Hopf bei h,* die imagindre Achse fiir wachsendes A von rechts nach links kreuzen.
Deswegen erwarten wir, dass das Spektrum im Gleichgewicht h., wie in Abbildung (b)
skizziert aussieht. Die Wahl des Gewichtes 1 > 0 wiirde nun bewirken, dass das gesamte
Spektrum (wie in Bild (¢)) um 7 nach links verschoben wird (man beachte die Definition
der Norm || - [|g1.!). Ein kurzer Blick auf die Berechnung des Fredholmindizes i von L,
zeigt in diesem Fall, dass i = 2 gilt, also ¢ von null verschieden ist: Es gilt ndmlich ¢ = i_ —
iy und die Anzahl positiver Eigenwerte im Gleichgewicht h., ist null. Zusammengefasst
bewirkt also die Wahl des Gewichtes 1 < 0, dass die kritischen Eigenwerte in die Richung
,zuriickgeschoben“ werden, aus der sie kommen.

Abbildung 4.1: Beispiel im R*: (a) Spektrum im Gleichgewicht h_.; (b) Spektrum im
Gleichgewicht h ; (¢) Das um 1 < 0 nach links verschobene Spektrum von Abbildung

(b)

Wir bemerken, dass die Funktion t — h(t) wegen der Hypothese , Existenz fiir |[t| — oo
exponentiell schnell abklingt, weswegen t — 9.g(t,0, X, ¢) € L2(R, RY) ist.

Wir kénnen nun unser Hauptresultat dieses Kapitels formulieren, siehe auch Abbildung
4.2. Wir erinnern daran, dass BC?(R,RY) fiir ein ¢ < 0 den Raum aller stetigen Funk-
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tionen x bezeichnet, die beziiglich der Norm |z|y = sup,cg |2(t)|zve " beschriinkt sind.

Satz 4.1 (Verzweigung von einer heteroklinen Losung)

Seien die Hypothesen 9-14 erfiillt und f(-,\,¢) dreimal stetig differenzierbar. Dann exi-
stiert ein p > 0, eine differenzierbare Funktion A(-,-) : B,(0) x B,(co) — R, eine stetige
Funktion é(+) : B,(0) — R und eine Famile von Funktionen h?(-) : R — RY mit folgenden
FEigenschaften:

e Losungen: Alle Abbildungen h°(-) sind auf R definierte Losungen der Gleichung
(4.4) fiir (X, ¢) = (Mo, ¢(0)),¢(0)) und erfiillen h?(-) € H} (R, RY).

loc

e Stetige Abhingigkeit: Es ist ¢(0) = cp, A(0,co) = 0, ho,(t) = h(t) und es existiert
ein ¥y < 0, so dass o — h?(-) als Abbildung von B,(0) nach BC?(R,R") fiir ein
beliebiges ¥ € (U9, 0) stetig ist

e Konvergenz in Riickwirtszeit: Es gilt |h7(t) —h_o| < Me™ fiir t — —oo und
eina >0

e Konvergenz in Vorwértszeit: Es gilt [h7() — V5(5.4(0)).6(0) (t + 00)| < Me+l fiir
t — oo fiir ein 8y € R und ein k > 0.

e Nichttriviale Periodizitét: Die Losungen t — V5., 4(0)).¢(0) (t) besitzen zu fiihren-
der Ordnung in o die Amplitude Co fiir 0 > 0 und eine reelle Zahl C > 0. Insbe-
sondere sind diese Losungen keine Gleichgewichte fiir o > 0.

e Jeder Parameterwert tritt auf: Fur jedes A > 0 klein genug (das sind die A-
Werte, fiir die nichttriviale periodische Lésungen existieren) und c ~ ¢, existiert ein
o € B¢(0) mit (A, ¢) = (Ao, ¢),c).

Abbildung 4.2: In der Abbildung ist die Abbildung h? skizziert. Doppelte Pfeile reprisen-
tieren exponentielle Konvergenz.
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4.1.2 Beweis des Hauptresultates

Wir werden nun Satz 4.1 beweisen. Da der Beweis in vielen Schritten identisch zu dem
des Satzes 3.1 verlduft, werden wir nur auf die Punkte eingehen, in denen der Beweis
modifiziert werden muss.

Wie im letzten Kapitel arbeiten wir mit einer skalierten Gleichung und bezeichnen die
nichttriviale Periode der Funktionen I'y .(-) = I'5. ) .(-) mit T'(g, ), wobei

Vie,e)elt)
ISoet) = ( Meo), )

Vige,eell )

gilt und die Funktion y(-) = 75.,.(") eine periodische Lésung der Gleichnung (4.4)

fiir die Parmeterwerte (\,¢) = (A(g,¢),¢) ist. Die Abbildungen A(-,-) und T'(-,-) sind
glatte Abbildungen, die am Anfang des Abschnittes 3.6.1 definiert wurde (siehe (3.151)
und (3.152)). Den Parameter ¢ kann man sich hierbei als Amplitude der periodischen
Funktionen I'5 . ) . vorstellen.

Wie im vorigen Kapitel betrachten wir nun die skalierte Gleichung

#(t) = [*F(we,0), (4.10)

mit
F*(p(e),e,0) == T(e, ) f(p(e/T (e, 0)), e, €), )

fiir o € H'([(—a/T(0,cp)) — 1, (b/T(0,c)) + 1], RY). Die skalierte Gleichung besitzt nun
1-periodische Losungen % (-) = 42" (-) kleiner Amplitude nahe hy, und es gilt

VS,IZ(t) = 75\(670)7c(t ’ T(€7 C))

Wir arbeiten von nun an mit der abstrakten, skalierten Gleichung

( éiif>.) ) - ( fSk(aq;gﬁt',)f)g’C) ) (4.11)

fiir (£(), @(t,-)) € X = {(n,¢()) € RY x H([(—a/T(0,c0)) — 1, (b/T(0,co)) + 1], RY) -
©(0) = n}. Diese Gleichung besitzt dann fiir (g, ¢) = (0, ¢g) eine heterokline Losung H**(t),

die durch
h(t-T(0,cp)) )
Hsk t) = )
0= e300,
gegeben ist. Es bezeichne weiterhin Y denjenigen Hilbertraum, der durch Y = RY x

HY([(—a/T(0,c9)) — 1, (b/T(0, o)) + 1], RY) definiert ist.
Die folgenden, lokal invarianten Mannigfaltigkeiten der Gleichung (4.11) werden fiir uns
im weiteren Verlauf eine wichtige Rolle spielen.

e Die stark-stabile Mannigfaltigkeit 1W***(0) nahe H**(0)
(4.11) besitzt eine stark-stabile Mannigfaltigkeit W***(0) = W25(0) C Y. Die-
se enthdlt alle Anfangswerte von Losungen U(t) von (4.11) fir ¢ > 0, fir die
U(t) = V(t) + H**(t) gilt, |V (0)|y geniigend klein ist und |V (¢)]y < Me |V (0)];
gilt. Hierbei ist § > 0 eine positive Zahl.
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Konstruktion:

Die Konstruktion dieser Mannigfaltigkeit verlauft ganz analog zum vorigen Kapitel:
zunéchst leiten wir aus dem Ansatz U(t) = V (t) + H**(¢) eine Differentialgleichung
fiir die Funktion V'(¢) fir ¢ > 0 her, wobei U(t) eine Losung von (4.11) ist. Dies
fithrt auf eine Gleichung der Form

V(t) = Ax(®)V () + G (t,V (1), ¢, ¢). (4.12)
Hierbei ist A (t) : X — Y fiir (£, ®(+)) € X definiert durch

a5 ) = (D 0w
und

16 (), ) = (7O IO~ D) = 140 )

(4.13)
Nach Satz 3.14 existieren dann Operatoren ®%(¢,s) und ®5'(s,t) existieren, die
D4 (t, )Wy < M|W|y und |[®%(t, )Wy < Me Plt=sl|W|y fiir alle W € Y und
s >t>0bzw. t > s > 0 erfiillen. Die gesuchte Funktion V(¢) : R, — Y kann dann
als Fixpunkt der Integralgleichung

VI = S0+ [ B GV (0. 0

+ /t P (t, S)GF (t,V(t),e,c)ds

[e.e]

o 4 die mit

fiir ein V& € E2*(0) := Bild (®%°%(0, O))‘Y gewonnen werden, wobei G**
einer Cut-off-Funktion modifizierte Nichtlinearitat bezeichnet.

Die instabile Mannigfaltigkeit W*~(0) nahe H?®**(0)

(4.11) besitzt eine instabile Mannigfaltigkeit W*~(0) = W ~(0). Diese entilt alle
Anfangswerte von Losungen U(t) von (4.11) fiir ¢ < 0, fiir die U(¢) = V(t) + H**(¢)
mit [V (t)|y < Me "|V(0)|y gilt und |V(0)|y geniigend klein ist. Hierbei ist v > 0
eine positive Zahl. Die Konstruktion dieser Mannigfaltigkeit verlauft analog zur
Konstruktion der Mannigfaltigkeit W2%(0) beziiglich der unskalierten Gleichung
in Kapitel 3.4.1 und ist sogar einfacher, da das Gleichgewicht h_., hyperbolisch ist
und damit die Linearisierung A, () eine exponentielle Dichotomie auf R_ besitzt.

Die stark-stabile Mannigfaltigkeit W****(I"**(0)) der periodischen Orbits
Diese Mannigfaltigkeit enthélt alle Losungen U(t) von (4.11), die fiir ¢ — oo ex-
ponentiell schnell mit Rate § gegen den Orbit von Fgf“c(t) konvergieren, d.h. die
\U(t) =Tk (t)] < Me=P! erfiillen. Man beachte, dass nach Wahl der Parameter (¢, c)
gerade Fgffc(t) = (hoo, hoo) gilt, wobei hier Hy, := (hs, hoo) als Element von X auf-
zufassen ist. Die Konstruktion dieser Mannigfaltigkeit verlauft ganz analog zu der
von W®¢(T'(0)) beziiglich der unskalierten Gleichung in Abschnitt 3.4.1.

Notation

Wir bezeichnen im weiteren Verlauf die erweiterten Mannigfaltigkeiten mit einem ,,Dach*.
Zum Beispiel bezeichnet also st’l“ diejenige Mannigfaltigkeit in V x R, die durch
Westoe .— f(Uc) e Y xR : U € Weslee(Ts%(0)); ¢ — ¢o| < 0} fiir ein geniigend klei-
nes 0 > 0 definiert ist. Analog seien nun alle anderen Mannigfaltigkeiten definiert, die mit
einem ,,Dach® versehen sind.



223

Transversalitit

Wir nehmen nun ohne Einschrinkung an, der Punkt H sk(0) e Y liege auf der Mannig-
faltigkeit Wi (T's%.(0)). D.h. es gilt (H**(0), o) € W5™'. AuBerdem gilt (H**(0),co) €
W~ . Wir wollen nun zeigen, dass die beiden Mannigfaltigkeiten 3" und W "~ in dem

Punkt (H**, cy) transversal zueinander sind, d.h. es gilt
T(Hsk(o)’CO)WOSSJOC + T(HSIC(O),CO)W(;L7_ - Y X R (414)

Um dies zu zeigen, betrachten wir den Operator 7** : D(7**) c L*(R,Y) — L*(R,Y),
der durch
TV (t) =0,V (t) — ALV (1) (4.15)
" (0,0, o) (€70 ()
— Dy f*%(h$*,0,co) (e p(-
AU t , — 775 + 1 + Yy L0 )
()& ) ( Ao ()

definiert ist (der Definitionsbereich D(7,**) von 7,** ist kurz nach Gleichung (3.24) ange-
geben).

Nach Hypothese ,, Transversalitat® ist nun 7, fiir jedes € (1;,0) ein Fredholmoperator
vom Index Null (dies folgt analog zu Abschnitt ,,Die Hypothesen ,, EFE“ und , Transver-
salitdt” fir die skalierte Gleichung“ in Kapitel (3.6.1)).

Die folgende Bebachtung ist entscheidend: aufgrund der Wahl n < 0 verschiebt sich das
gesamte Spektrum der linearisierten Gleichung beziiglich des Gleichgewichtes h, also der

Gleichung
(e ) = (e, a1

mit (£(t), o(t,-)) € X, nach rechts. Das heifit, jeder Eigenwert A des Linearteils der Glei-

chung
€)Y _ ( —nE(0) + Dy ¥ (oo, 0, co)(€7 68, )
( o(t,-) ) B < Op(t, ) ) (4.17)

lisst sich in der Form A = A + |n| fiir ein A im Spektrum der linearen Abbildung in (4.16)
schreiben. Also sind die ,,Hopfeigenwerte“ +iw fiir n < 0 in der rechten komplexen Halb-
ebene enthalten. Damit haben sie keinen Einfluss auf die exponentielle Rate, beziiglich
der der Losungsoperator ®% , (¢, s) der linearen Gleichung

&6) \ _ [ —nt(t) + Dif(hit,0,c0)(em (t, -))
( ot -) ) N ( Apo(t,-) ) (4.18)

fiir t > s > 0 abklingt: Bezeichne dazu mit ¢ > 0 denjenigen Abstand, den ein Eigenwert
Ao = a+ib,a < 0 beziiglich (4.17) mit betragsméBig kleinstem Realteil von der imaginiren
Achse hat. Dann besitzt die lineare Gleichung (4.18) exponentielle Dichotomien auf R
mit zugehorigen Operatoren @7 , (¢, s) und @Y (s,t) fiir t > s > 0, so dass

@5 (t,5)V]y < MeSHalt=sliy|y DY (s, t)V]y < Me=Mlt=sly |y

fiir ein beliebiges ¢ > 0, ein M = M(e) und V € Y gilt. Man beachte, dass die Ra-
te, mit der der Operator @Y , abklingt genau n gew#hlt werden kann, da es gerade die
urspriinglichen , Hopfeigenwerte® sind, die beziiglich (4.17) den kleinsten Anstand von
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der imagindren Achse haben. Da diese Eigenwerte weiterhin nach Annahme einfach sind,
ergibt sich die Behauptung.
Direkte Anwendung des Lemmas 3.20 zeigt nun, dass die Kodimension des Unterraumes

E: . (0)+ E'_(0)

beziiglich Y genau 1 ist, wobei E; | (0) := Bild(®3 ,(0,0)) C Y und weiterhin £} _(0) :=
Bild(®* ,(0,0)) C Y gilt. Hierbei bezeichnet @} _(t, s) fiir t < s < 0 den Lésungsoperator
beziiglich einer exponentiellen Dichotomie der linearen Gleichung (4.18) auf R_, der die
Abschétzung |®%,n, —(t, 5)V| < Me P*=|V|y fiir V € Y und ein 3 > 0 erfiillt.

Fiir n = 0 ist also die Kodimension von Ej,(0) + Eg_(0) genau 1, wobei Ef(0) :=
Bild(®%.(0,0)) C Y und ®%(¢,5), 9% (s,t) fiir ¢ > s > 0 die Losungsoperatoren der
Gleichung (4.18) (fiir n = 0) beziiglich der Dichotomie auf R, bezeichnen. Analog ist
E“(0) := Bild(®“(0,0)) C Y und ®“(t,s),®>*(s,t) bezeichnen fiir t < s < 0 die
Losungsoperatoren der Gleichung (4.18) fiir n = 0 beziiglich einer Dichotomie auf R_.
Insbesondere gilt die Abschitzung

|25, (¢, 5)V |y < MeVl=sl|y/;,

fiir ein 4 > 0 und alle V' € Y. Wie wir schon frither bemerkt haben (siehe die Diskussion
nach Lemma 3.20), ist nun auch die Kodimension von

E3(0) + E*(0)

beziiglich Y genau 1, wobei E%(0) := Y N E3*(0), E*(0) := Y N E*(0) ist und beide
Vektorriume mit der Y-Norm versehen sind.

Um zu zeigen, dass sich die Mannigfaltigkeiten st’loc und VV;"_ als Mannigfaltigkeiten
im Hibertraum Y x R in (H**(0), ¢o) transversal schneiden, reicht es also wie im Beweis
des Lemmas 3.29 die Bedingung

0 0
<\1f2, / S0, €)0,G (€0, 0, co)de — / ‘I’T’Sk(O,f)@cQSk(S,0,0,60)d€> 40 (4.19)
Y

— o0 e}

zZu veAriﬁzierenA (wobei WY ein Vektor ist, der beziiglich des Y-Skalarproduktes senkrecht
auf £ (0) + £"(0) steht). Hierbei ist:

sk(1,sk sk (1,sk sk (1,sk
G (L, (&, 0),¢,¢) = ( ST+ ¢,e,¢) = Dif (th ,0,c0)p — f7F(h", 0, co) ) '

und (£,6(+)) € Y. Wie in Lemma 3.29 zeigt man nun, dass dieser Ausdruck von null
verschieden ist, wenn Hypothese , Transversalitéit® erfiillt ist. Dies zeigt, dass sich die er-
weiterten Mannigfaltigkeiten We*'°° Wi~ der skalierten Gleichung transversal schneiden.
Nach dem impliziten Funktionensatz existiert also ein Schnittpunkt (U(e), ¢(e)) € Westen
W fiir e &~ 0. Fiir ¢ > 0 gibt dieser Schnittpunkt Anlass zu einer Losung U¢(-) von
(4.11), die in Vorwértszeit gegen den periodischen Orbit T’ jf“c(e)(-) und in Riickwértszeit
exponentiell schnell gegen das Gleichgewicht H_ ., konvergiert.
Schreiben wir

Us(t) = (u(t,e),u(t + -, ¢))

und definieren h®(t) = u(t/T(e,c), ), so haben wir unsere gesuchten Losungen gefunden.
Damit ist der Satz 4.1 bewiesen. O
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4.1.3 Bemerkungen
Stabile periodische Losungen

Sind die durch die Hopfverzweigung entstehenden periodischen Losungen stabil beziiglich
der Dynamik auf der Zentrumsmannigfaltigkeit M, so ist das auf M reduzierte Vektorfeld
fiir den kritischen Parameterwert (Ao, ¢y) ebenfalls stabil. Generisch néhert sich dann die
heterokline Losung h(t) dem Gleichgewicht hy, entlang der Zentrumsrichtung. Wir kénnen
nun die gesuchte Familie von Losungen mit der Hilfe des Schnittpunktes der (erweiter-
ten) stark instabilen Mannigfaltigkeit beziiglich des Gleichgewichtes H_o = (h_oo, h_oo)
und der zentrumsstabilen Mannigfaltigkeit von H., = (heo, hoo) konstruieren, die sich
entlang der heteroklinen Losung fiir den Parameterwert (0, ¢y) transversal schneiden. Ein
Argument dhnlich dem von Kapitel 3 (man siche insbesondere Lemma 3.23) liefert dann
die gesuchte Familie von Losungen. Also konnen unsere Methoden auch in diesem Fall
angewendet werden.

Hopfverzweigung bei h_.,

Wir erwarten keine Unterschiede, wenn die Hopfverzweigung bei dem anderen Gleichge-
wicht H_ o, = (h_s, h_o) auftritt. Sind die entstehenden periodischen Losungen etwa
stabil beziiglich der Dynamik auf der Zentrumsmannigfaltigkeit, so ist das Gleichgewicht
H_, zum Verzweigungszeitpunkt (also fiir den kritischen Parameterwert (Ao, cg)) eben-
falls stabil. Der heterokline Orbit H(¢) nidhert sich also dem Gleichgewicht H_., entlang
einer stark instabilen Richtung. Wir kénnen dann analog zu dem Beweis des vorigen Kapi-
tels zeigen, dass Losungen H7(t) der abstrakten Gleichung existieren, die in Vorwértszeit
mit exponentieller Rate gegen das Gleichgewicht H,, und in Riickwartszeit gegen einen
nahe H_,, entstehenden periodischen Orbit konvergieren. Tatséchlich kann man diesen
Fall durch die Zeittransformation ¢t — —t auf denjenigen Fall zuriickfithren, wo eine sub-
kritische Hopfverzweigung in dem Gleichgewicht H,., auftritt. Analog kann man den Fall
einer superkritischen Hopfverzweigung nahe H_., auf den Abschnitt ,,Stabile periodische
Losungen besprochenen Fall zuriickfiihren.

4.1.4 Ein Beispiel

Wir studieren in diesem Abschnitt eine leicht modifizierte Version des Modellbeispiels
(3.7), fiir das wir alle Hypothesen des Theorems 4.1 verifizieren kénnen und betrachten
dazu die folgende Gleichung

i(t) y(t)
yt) | = f(x(t), e) +yx(x(t))z(t) : (4.20)
2(t) a(L(z) — 2(t)) + g(z(t), A\, ¢) + k(x(t))2(t)

Diese Gleichung definiert eine Forward-Backward-Delay Gleichung auf [—27, 27].
Ist z =0 und A = 0, so reduziert sich (4.20) auf

(t) y(®) )
. = , 4.21
(o )= (oo 2
falls ¢(0,0,¢) = 0. Dieses ist ein zweidimensionales Hamiltonsystem und wir wollen fir
¢ = 1 die Existenz eines heteroklinen Orbits annehmen, der die Gleichgewichte (z,y) =
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(—2m,0) und (0,0) miteinander verbindet. Wir kénnen etwa den Fall betrachten, dass
f(z,c) =sin(z +7) + (c— 1)z (4.22)

ist.

Wir zeigen nun, dass @ € R und Funktionen ¢(0, A, ), k(6), x(0) existieren, so dass die
Voraussetzungen von Theorem 4.1 erfiillt sind. Insbesondere existieren dann Loésungen
h?(t), die in Vorwértszeit exponentiell gegen einen periodischen Orbit und in Riickwérts-
zeit gegen ein Gleichgewicht konvergieren.

Da viele Schritte ganz analog zu Beispiel 3.7 verlaufen, gehen wir nur auf die Punkte ein,
bei denen man anders argumentieren muss. Viele unserer folgenden Argumente zur Veri-
fikation der notwendigen Hypothesen beruhen darauf, dass die entlang der heteroklinen
Losung (hy(t), ha(t)) linearisierte Gleichung

( yéii ) - ( f'<h1<yt§f)1>x<t> ) |

ein Fredholmoperator vom Index Null induziert. In diesem Sinne kann man die gewhnli-
che Differentialgleichung zweiter Ordnung beziiglich x,y in (4.21) nicht durch eine eindi-
mensionale ersetzen, da die entsprechende Linearisierung entlang des heteroklinen Orbits
keinen Fredholmoperator vom Index Null induziert.

Wir machen nun zunéchst die gleichen Annahmen an die in (4.20) auftretenden Groflen,
wie in Abschnitt 3.7:

e L hat die Form Ly = 5-p(—2m) 4 +0(—08) + 3p(27), wobei o5 + £ + 3 = 1. Also ist
L(1)=1

e k£(0)=0,¢(0,0,¢) =0, x(0) #0

Existenz eines heteroklinen Orbits

Nach Annahme an f(-, ¢) besitzt das System (4.20) mit z = 0 und ¢ = 1 einen heteroklinen
Orbit (hy(t), ha(t)), der die Gleichgewichte (—27,0) und (0, 0) miteinander verbindet. Wie
in dem Fall f(#) = sin(f + 7) nehmen wir an, dass hy(t) > 0 fiir alle ¢ ist.

Da die Gleichgewichte (—2m,0) und (0,0) hyperbolisch sind, konvergiert (hy(t),ha(t))
exponentiell gegen Null. Also besitzt Gleichung (4.20) einen heteroklinen Orbit H (t), mit
H(t) = (hy(t), ha(t),0) und Hypothese , Existenz* ist erfiillt.

Hopfverzweigung

Stellt man die gleichen Bedingungen an die Funktionen £(-), g(-,, ¢) und wahlt ¢ in der
Form

gz, A, ¢) =g(z,A) + (e — 1)z
wie in den Abschnitten ,,Hopfverzweigung“ und , Die Taylorentwicklung des reduzierten
Vektorfeldes* von Kapitel 3.7, dann tritt bei Gleichung (4.20) fiir ¢ nahe 1 eine subkritische
Hopfverzweigung auf. Die Berechnungen verlaufen ganz analog. Speziell machen wir also
folgende Annahmen:

e Annahme i): Die Funktion g erfiillt:
. 2
019(0,0) = —3 (L(cos(sye)) = 1),

wobei sy wie im Abschnitt 3.7 kurz nach Gleichung (3.193) definiert ist.
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o Annahme ii): Es gelte £”(0) + 91G(0,0) = 0.
e Annahme iii): Sei 0,g(0,\) # 0 fur A = 0 und das Vorzeichen so gewihlt, dass

—(—s% — 01£(0,1)) %L((O)COS(SNO)) — 1] 0,9(0,0) > 0.

e Annahme iv): Sei das Vorzeichen von 93g(0,0) + £”'(0) so gewiihlt, dass

(033(0,0) + K"(0)(~h — AW f(0, 1) G L{()cos(sve)) 1) < 0.

Eindeutigkeit von Losungen der Linearisierung

Die Linearisierung von (4.20) entlang des heteroklinen Orbits (hy(t), ha(t),0) fiir die Pa-
rameterwerte ¢ = 1 und A = 0 liest sich

ult) v(t)
o(t) | = f'(ha(8), Du(t) + 7 x(ha(£))w(t) : (4.23)
w(t) a(L(wy) — w(t)) + 019(0, 0)w(t) + k(ha(t))w(t)

Sei nun (u(t),v(t), w(t)) eine beschrinkte Losung dieser Gleichung, so dass (u,, v,, w,) = 0
fir ein 7 € R. Wir miissen nun zeigen, dass (u(-),v(-),w(:)) = 0 ist. Wegen Satz 3.16 ist
dann zunéchst w(-) = 0. Damit reduziert sich (4.23) auf die ersten beiden Gleichungen, die
ein System gewohnlicher Differentialgleichungen widerspiegelt. Also gilt (u(-),v(:), w(-)) =
0 und damit ist Hypothese 13 gezeigt.

Eindimensionaler Kern des Operators £

Wir zeigen in diesem Abschnitt zunéchst, dass der Kern der linearen Abbildung L :
H'(R,R?) — L*(R,R?) eindimensional ist. Hierbei ist

(L(u(-),v(), w(-)(E) = Bu(u(t), v(t), w(t)) = L(E) (s, vi, wr) (4.24)

und der Term L(t)(uy, vy, w;) ist durch die rechte Seite von (4.23) definiert.

Wie in Kapitel 3.7 kann man nun zeigen, dass es hochstens drei linear unabhéngige Funk-
tionen w' : R — R fiir 4 = 1,2,3 geben kann, die im Kern der w-Gleichung von (4.23)
liegen und damit die Gleichung

w(t) = ((L(w) —w(t)) + 019(0,0)w(t) + k(ha () w(t)) =: A(t)w;. (4.25)

erfiillen.
Man beachte nun, dass ein Kernelement von £ durch die Funktion (k) (t), h)(t),0) gegeben
ist. Hierbei konvergieren die Abbildungen A/ (t),hy(t) sogar fiir |[t| — oo exponentiell
gegen Null. Ein nichttrivialer Kern-Vektor der adjungierten Gleichung £* : D(L*) C
[2(R,R%) — L(R,R?) ist

t = (=hy(t), hi(1),0).
Bezeichne nun mit © : D(©) C L*(R,R?) — L*(R,R?) diejenige lineare Abbildung, die

durch
O(u, v)(t) = (Gu(t), Ov(t)) — (v(t), f'(ha(t), Du(t))



228

definiert ist. Wir zeigen nun, dass eine Funktion x(-) € R existiert, so dass fiir eine
beliebige Losung w(-) von (4.25) die L2-Funktion (0, x(h1(-))w(+)) nicht im Bild von ©
liegt. Dies ist gleichbedeutend mit

/Hg[x(hl(s))w(s)]hll(s)ds £ 0,

da wir spéter zeigen, dass es bis auf skalare Vielfache nur ein nicht triviales Kernelement
des adjungierten Operators ©* gibt. Zunéchst einmal zeigt nun unser voriges Argument,
dass es hochstens drei linear unabhéngige Losungen der Gleichung (4.25) gibt. Wir be-
zeichnen diese mit w', w? w3. Die Funktion A} (t) = hs(t) ist positiv fiir alle Zeiten ¢ und
konvergiert exponentiell gegen Null fiir |t| — co. Nun existiert ein M > 0, so dass kein
w'(t) einen Vorzeichenwechsel auf dem Intervall (M, co) hat und wir nehmen 0.B.d.A. an,
dass alle Funktionen positiv sind. Wir machen nun folgende Annahme an die Funktion

X ()
e Annahme v): Setze hi(M) =: e. Dann ist ¢ € (—27,0) und wir wollen annehmen,

dass die Funktion x(s) auf dem Intervall (—27, —27+¢) identisch verschwindet. Auf
dem Intervall (—1 + ¢, 0) sei x(s) von null verschieden.

Man beachte, dass diese Annahme im wesentlichen besagt, dass die x,y-Gleichung in
(4.20) nahe dem Gleichgewicht (—2m,0,0) nicht an die 2-Gleichung gekoppelt ist. Da
sich die periodischen Orbits allerdings fiir kleine Parameterwerte A nahe dem anderen
Gleichgewicht (0,0, 0) befinden, stellt dies keinen Widerspruch zur Existenz der gesuchten
Losungen dar, die das Gleichgewicht (—2m,0,0) mit den periodischen Orbits verbinden.
Es ist also x(h1(t)) = 0 fiir alle t € (—oo, M). Mit dieser Wahl gilt dann trivialerweise

/R[X(hl(s))wi(s)]h'l(s)ds > 0,

fiir alle ¢ = 1,2, 3. Also haben wir gezeigt, dass der Kern von £ eindimensional ist, falls
dieses fiir den Kern der linearen Abbildung © zutrifft. Man beachte, dass Losungen im
Kern von O eine lineare, nichtautonome Differentialgleichung auf R 16sen. Benutzt man
nun wie im Abschnitt 3.7 den Satz 3.22 von Palmer, so kann man zeigen, dass © ein
Fredholmoperator vom Index Null ist mit einem eindimensionalen Kern ist.

Der adjungierte Operator L*

Elemente im Kern des adjungierten Operators L£* erfiillen folgende Differentialgleichung

ugtg f’(hl(tg,)l)u(t)
- o(t = v(t
w(t) a(L(w;) — w(t)) + 0150, 0)w(t) + k(hy (t))w(t) + v x(ha(t))w(t)

Hierbei ist L(¢(0)) = (1/20)¢(2m) + 1/5¢(0) + 3/4¢(—27) = L($(—0)). Also ist weiterhin
L(1) = 1. Wir wollen zeigen, dass der Kern von £* endlichdimensional ist. Sei dazu w(-)
eine Losung der Gleichung

—uw(t) = a(L(w) —w(t)) + 019(0,0)w(t) + k(hi (t))w(t) + v x(ha(t))w(t).  (4.26)

Betrachte nun eine beliebige L*-Funktion w(-), die eine Losung der Gleichung (4.26) ist.
Wir kénnen dann wieder den Satz 3.21 anwenden, um zu zeigen, dass es nur drei solcher
linear unabhéngigen Funktionen w(-) geben kann, die (4.26) 16sen.
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AuBlerdem haben wir gezeigt, dass der Operator © einen Fredholm Index null besitzt und
der Kern eindimensional ist. Also wissen wir a priori, dass auch der Kern des adjungierten
Operators O* eindimensional ist. Kernelemente (u(-),v(-)) erfiillen die Gleichung

() _ [ f(ha(t), Du(?)
o(t) v(t) '
Also haben wir gezeigt, dass der Kern des Operators £* endlichdimensional ist.

Transversalitit

Wir kénnen nun zeigen, dass Hypothese , Transversalitéit® erfiillt ist. Dazu miissen wir

u.a. zeigen, dass
0

R | ¢ Bild(£) (4.27)
0

gilt. Diesen Vektor erhilt man, indem man die rechte Seite (4.20) an der Stelle (h], h}, 0)
nach c ableitet. Es reicht wiederum zu zeigen, dass

0 —hs()
< () | me) >7A0 (4.28)
0 0

gilt, da wir nur diese Tatsache im Beweis benutzt haben. Hierbei bezeichnet (-,-) das
L*(R,R3) Skalarprodukt. Es ist aber trivialerweise

[ msms)ds 20
R
und damit die Behauptung bewiesen.

Der Operator L,

SchlieBlich wollen wir zeigen, dass der Operator £ : H"(R,R3) — L*"(R,R?), definiert
durch
LU = LU

fiir alle n € (n,,0) und einem geeignetes 7, < 0 ein Fredholmoperator vom Index Null
ist. Aquivalent dazu zeigen wir, dass der Operator £, : H*(R, R?) — L?(R,R%), definiert
durch

(L U)() = 0Ut) +nU(t) — L) (e"U(t + ) (4.29)

ein Fredholmoperator vom Index Null ist. Man beachte, dass (4.29) in jedem Fall ein
Fredholmoperator fiir geniigend kleine || < |n.| ist und nur der Index nicht klar ist.

Die Vorgehensweise verlauft in diesem Fall nicht analog zu dem entsprechenden Abschnitt
in Kapitel 3.7 und wir gehen wie folgt vor: Zunéchst einmal zeigen wir, dass der Kern
des Operators £, eindimensional ist. AnschlieBend beweisen wir, dass der Fredholmindex
Null ist.

Sei nun U = (u,v,w) ein Kernelement der Gleichung £,U = 0. Die dritte Komponente
dieser Gleichung hat dann die Form

0= —0ww(t) — nw(t) + a(L(ewi(-)) — w(t)) + (3'(0,0) + k(hi(t)))w(t). (4.30)
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Wir wihlen nun |7,| so klein, dass (4.29) fiir alle n € (n,,0) stets ein Fredholmoperator
ist. Man kann nun wieder den Satz von Mallet-Paret 3.21 anwenden und wie im Fall n = 0
argumentieren, um zu zeigen, dass der Kern von (4.29) eindimensional ist.

Dazu betrachtet man den Operator ©,, : H'(R,R?) — L*(R,R?), der durch
(O (u, 0))(t) = (Qpu(t), D (t)) + (u(t),nu(t)) — (v(t), f'(ha(t), Lult))

gegeben ist. Man beachte, dass ©g = © ist und ein Eigenvektor zum Eigenwert Null
explizit durch (e™h)(t), e™h}(t)) gegeben ist. Analog zu den obigen Argumenten beziiglich
© sieht man, dass der Kern von ©, fiir kleine 7 eindimensional ist. Auerdem ist ©,, als
kleine beschrinkte Storung von © ein Fredholmoperator vom Index Null. Die restliche
Argumentation ist wie im Fall n = 0.

Es bleibt zu zeigen, dass der Index ¢ von L, Null ist fir alle n € (n,,0). Fiir dieses
Argument benutzen wir einen weiteren Satz von Mallet-Paret [32]. Wir definieren dazu
die ,net number“ und betrachten dazu ein System der Form

X(t) = L)X, (4.31)
mit L(t) : C°([—a, b],C") — C™ fiir alle t. Gelte weiterhin

L(t)p := Z Ai(t)(r:) (4.32)

fiir jedes feste t mit n x n-Matrizen A;(t), die einen Limes fiir [t| — oo besitzen. Hierbei
ist —a=ry <...<ry=>b. Sei nun L” eine Einparameterfamilie linearer Abbildungen,
die fiir festes p € [0,1] von der Form (4.32) mit t-unabhéngigen Matrizen A;(t) sind.
Sei weiterhin p — L? € L(C°([—a,b],C"),C") stetig mit hyperbolischen Abbildungen
L' = L(400), L° := L(—o0) (d.h. es existieren in der Gleichung (4.31) keine Losungen
der Form e**X fiir einen Vektor X, wenn L(t) durch L(co) baw L(—oc0) ersetzt wird).
Existieren dann nur endlich viele 0 < p; < 1, fiir die L? nicht hyperbolisch ist, so
kann man die net number wie folgt definieren. Betrachte irgendein p; und bezeichne mit
(,uj7k)kKj diejenigen Eigenwerte des Systems (4.31) mit L# anstatt L(¢), die sich auf der
imaginédren Achse befinden. Wir listen diese Eigenwerte mehrfach, in Abhéngigkeit ihrer
algebraischen Vielfachheit auf. Sei M; die Summe ihrer Vielfachheiten. Fiir p nahe p;,
mit +(p — p;) > 0 besitzt die Gleichung dann genau M; (mit ihrer Vielfachheit gezihlte)
Eigenwerte nahe der imaginidren Achse. Und zwar MjLi mit Re< 0 und MjR * mit Re> 0,
wobei M]-Li + M]R * = M;. Die net number bei den Eigenwerten p = p; ist dann durch

M JB M ]R’ gegeben. Schliellich definieren wir die net number cross(L?) der Familie L?

durch .
cross(Lf) = z:(Mfz+ - M]R*).
j=1

Wir kénnen nun folgenden Satz zitieren (siehe Theorem C, Seite 4 in [32]).

Satz 4.2 (Berechnung des Fredholmindizes)

Betrachte das System (4.31) und sei L” eine Einparameter Familie, die stetig von p € [0, 1]
abhédngt, die nur endlich viele Werte p; besitzt, an denen L7 nicht hyperbolisch ist und
L' = L(c0), L° = L(—00) hyperbolisch sind. Dann ist A : H'(R,RY) — L2(R,RY) mit

(AX)(t) := 8,X (1) — L(t)X,,



231

ein Fredholmoperator vom Index
i = —cross(LP).

In unserem Fall lisst sich die Determinante von L(t)¢(-) := L(t)(e"¢(-)) — n¢(0) in
(4.29) fur festes t durch

det A (€) = (1= ¢)*(=f'(l(), 1)) [a(L(e"*") = 1) + (819(0, 0) — 1+ k(I (1)) — (]

berechnen. Wir zeigen nun, dass fiir geeignete Abbildung k(-) keine rein imagindren Null-
stellen ¢ = is der Abbildung det A’ (¢) fiir festes t € R existieren. Sei dazu k € {k(hi(t)) :
t € R}und f € [f'(hi(—00),1), f'(hi(c0), 1)]. Im betrachteten Fall mit f(z,1) = sin(z+)
ist dann f = f(h1(—00)) = f(h1(00)) = 0. Also ist det A (¢) fiir ein ( = is und ein t € R
genau dann Null, wenn der zweite Faktor

[a(L(e("”s)') — 1)+ (81§(0,0) — n + &) — is (4.33)

verschwindet. Wir wollen nun zeigen, dass ein 7y < 0 existiert, so dass (4.33) fiir alle
n € (1,0) und s € R von null verschieden ist. Der Satz 4.2 besagt dann, dass der
Fredholmindex, der in (4.29) definierten Abbildung £,, Null ist.

Wir betrachten nun den Fall kleiner &, die entweder positiv oder negativ sind. Betrachte
die Gleichung

A n, k) == a(L(e™D) = 1) + (21(0,0) =+ k) — ¢ = 0. (4.34)

Dann gilt A(isy,0,0) = 0 und 8;A(isy, 0,0) # 1, da die Nullstellen +isy einfach sind.
Also existiert nach dem impliziten Funktionensatz eine Abbildung ((n, k) mit

~ ~ ~

A(C(n, k), n, k) = 0.
Ableiten dieser Gleichung liefert

8,7€(0.0)(. F) = — (02 (isx.0.0)) " [(@L(()™*) — 1y + ] (4.35)

Kénnten wir zeigen, dass dieser Ausdruck fiir einen der beiden Fille < 0 und k > 0 oder
n < 0und k£ < 0 ein konstantes Vorzeichen hat, so hiitten wir gezeigt, dass die Abbildung
(4.34) fiir den Fall |n|+|k| < ¢ keine rein imagindren Nullstellen ¢ = is besitzt, falls § > 0
klein genug ist.

Es stellt sich aber heraus, dass 0,(Re ¢)(0,0) = 0 ist. Bereits die zweite Ableitung
92(Re €)(0,0) ist ein kompliziter Ausdruck in sin(sy6) und cos(sy0) fiir 6 € {—27,0, 27}
und es ist nicht leicht zu entscheiden, ob dieser Term ungleich Null ist oder nicht, da die
Nullstelle sy nicht explizit bekannt ist. B

Wir gehen daher anders vor. Man beachte, dass fiir festes ¢ und k£ die Abbildung

n — A(C,n, ];:) (4.36)

analytisch ist. Deswegen ist auch die Abbildung n — ((7, /~f) analytisch. Weiterhin wissen
wir, dass fiir n klein genug keine rein imaginére Nullstelle ¢ = is, nahe isy von ¢ —
A(C,m, k) existiert. Also ist der Realteil der komplexen Zahl ((n, k) fiir kleine || > 0
von null verschieden. Da diese Abbildung aber (reell) analytisch beziiglich n ist, muss es
ein minimales oo > [ > 2, 1 € N geben, so dass & (Re ¢)(0,0) # 0 ist (der Index 1
bezeichnet hierbei die I-te Ableitung).

Wir machen nun folgende Annahme an k(-).



232

. -1
e Falls 0} (Re ¢)(0,0) > 0 und Re(— <A(z’sN, 0, O)) ) < 0, so wollen wir annehmen,
dass —0/2 < k(f) < 0 ist fiir alle § € (—27,0).

. -1
e Falls 9} (Re ¢)(0,0) > 0 und Re(— (A(isN, 0, O)) ) > 0, so wollen wir annehmen,
dass 6/2 > k(0) > 0 ist fiir alle 0 € (=27, 0) ist.

R 1
e Falls 0} (Re ¢)(0,0) < 0 und Re(— (A isn,0,0) ) ) < 0, so wollen wir annehmen,

d/2 > k(#) > 0 ist fiir alle § € (—2m,0)

. 1
e Falls 9} (Re ¢)(0,0) < 0 und Re(— <A ZSN, 0,0) ) ) > 0, so wollen wir annehmen,
—§/2 < k(0) < 0 ist fiir alle 0 € (—2m,0

Unter dieser Annahme besitzt also det A! ({) fiir kein ¢ € R rein imaginére Nullstellen
und wir haben damit gezeigt, dass der Fredholmindex von (£,U(+))(t) = 0, U(t)+nU(t) —
L(t)(et"U(t 4+ -)) Null ist, falls n € (—0/2,0). Gilt also die obere Annahmen und die
Voraussetzungen i) — v), so haben wir alle Hypothesen des Satzes 4.1 verifiziert.



