3.7 Ein Beispiel

Wir studieren in diesem Abschnitt ein Modellbeispiel, fiir das wir alle Hypothesen der
Theoreme 3.1 und 3.2 verifizieren kénnen. Die Modellgleichung besitzt die folgende Ge-
stalt:

(t) y(t)

y(t) | = fa(t), ¢) +ya(t — x)z(t) : (3.189)
Z(t) 5(L(z) = 2(1)) + g(2(t), A, ©) + k((t))2(t)

Hierbei sind z(+), y(-), 2(:), k(+), f(-, ¢), g(+, A, ¢) reellwertige Funktionen, x, v, ¢, ¢, € R Kon-
stanten, L : C°([-2m,27],R) — R eine beschrinkte lineare Abbildung und A & 0 ein
reeller Parameter. Also definiert (3.189) eine Forward-Backward-Delay Gleichung auf
[—27, 27|, falls || < 27 und sonst auf [—27, x| oder [x, 27].

Im Grunde genommen besteht die Gleichung (3.189) aus einer zweidimensionalen, gewhn-
lichen Differentialgleichung beziiglich z, y durch den Term vz (t—x)z(t) an die z-Gleichung
gekoppelt. Die z-Gleichung ist eine Forward-Backward-Delay Gleichung, bei der in Abhéingig-

keit des Parameters A eine superkritische Hopfverzweigung auftritt. Ist z = 0, so reduziert
sich die Dynamik von (3.189) fiir A = 0 auf

< 58 ) - ( f(g((f)) ¢) ) ) (3.190)
falls g(0,0,c) = 0 ist.

Dies ist ein zweidimensionales Hamiltonsystem und wir wollen fiir ¢ = 1 die Existenz
eines homoklinen Orbits h(-) annehmen, so dass das Gleichgewicht (x,y) = (0,0) in der
a— und w—Limesmenge von h(-) liegt. Wir konnen etwa den expliziten Fall

flx,e) =z — 2>+ (c— 1)z (3.191)

betrachten, siche Abbildung 3.12.

In unserer Beispielgleichung sind also die Hopfverzweigung und der homokline Orbit ,se-
pariert”, also ist der homokline Orbit ganz in einem endlichdimensionalen Unterraum
enthalten, in dem das Gleichgewicht hyperbolisch ist. Deswegen konvergiert der homokli-
ne Orbit in Vorwérts- und Riickwértszeit mit exponentieller Rate gegen null. Fiir ¢ # 0
besitzt die gewthnliche (3.190) weiterhin eine homokline Losung. Diese induziert aber
nach unserer spiteren Annahme ii) an die Abbildung g in der z-Gleichung keine Losung
der vollen Gleichung (3.189), da die (z,y)-Ebene fiir A # 0 nicht mehr invariant ist.

Wir zeigen nun, dass ein xy € R und Funktionen L, g(0, A, ¢), k(0), p(0) existieren, so dass
alle Voraussetzungen der Theoreme 3.1, 3.2 erfiillt sind; insbesondere existieren dann
Losungen h?(-), die in Vorwérts- und Riickwértszeit gegen einen periodischen Orbit kon-
vergieren. Wir wollen bemerken, dass die konstruierten Losungen h° unserer Modellglei-
chung (3.189) keine Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung (3.190) sind, da die
Hopfverzweigung in der 2-Gleichung auftritt.

Wir machen zunéchst folgende Annahmen an die in (3.189) auftretenden Gréfen:

e L hat die Form Ly = 550(—27) + 1¢(0) + 2(27), wobei 55 + 1 4+ 3 = 1. Also ist
L(1)=1
e k£(0):=0und ¢(0,0,1) = 0.

Allerdings werden wir im Folgenden weitere Annahmen an die in der Modellgleichung
auftretenden Groflen stellen. Es werden nun sukzessive alle Voraussetzungen der Sétze
3.1, 3.2 iberpriift.

=-
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Abbildung 3.12: Die Abbildung zeigt die Dynamik der Gleichung (3.189) in der invarianten
x,y-Ebene fiir den kritischen Parameterwert (A, ¢) = (0,0) und f wie in Gleichung (3.191).

Existenz einer homoklinen Lésung

Nach Annahme an f(-) besitzt das System (3.189) mit ¢ = 1 eine homokline Losung
(hi(t), ha(t),0), die in Vorwérts- und Riickwértszeit gegen das Gleichgewicht null kon-
vergiert. Wie in dem Fall f(x,1) = x — 2 nehmen wir an, dass hi(t) > 0 fiir alle ¢
1st.

Da das Gleichgewicht fiir das z,y-System (mit z = 0) hyperbolisch ist, konvergiert
(h1(t), ha(t),0) exponentiell gegen Null. Also besitzt (3.189) eine homokline Losung H (t),
mit H(t) = (hi(t), ho(t),0) und Hypothese , Existenz“ ist erfiillt.

Hopfverzweigung

Wir linearisieren nun das System (3.189) in dem Gleichgewicht (x,y,z) = (0,0,0). Die
charakteristische Funktion I'(x), deren Nullstellen Eigenwerte der Linearisierung entspre-
chen, nimmt in diesem Fall folgende Gestalt an:

2
L(p, A e) = (0> = 91f(0,¢)) - (g(L(e“') — 1)+ 019(0, A, ¢) — ). (3.192)
Wir machen nun zunachst den Ansatz
g(!lf, )‘7 C) = f](!)ﬁ', )\) + (C - 1)1'

fiir eine noch zu bestimmende Funktion §(-,\) und = € R. Dann beobachten wir, dass
AP c)}cz1 = 0 gilt und wir kénnen aufgrund von Bemerkung b) am Ende des Ab-
schnitts 3.2 alle Hypothesen beziiglich der Parameter A, ¢ {iberpriifen.

Von nun an betrachten wir T'(1,0,1) =: T'(u). Wir sehen nun, dass rein imaginére Ei-
genwerte genau dann auftreten, wenn der zweite Faktor (2(L(e*) — 1) + ¢'(0,0) — p) fiir
ein pu € iR verschwindet. Man beachte, dass dieser Term gerade der charakteristischen
Funktion der z-Gleichung von (3.189) fiir z = 0 entspricht.

Fiir p =is und s € R erhalten wir aus (3.192) folgende Gleichungen:

Im(is) = 2L(sin(se)) — s

Re(is) = 3(L(cos(se)) — 1) + 2,g(0,0). (3.193)

Wi
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Es existiert eine Nullstelle sy # 0 des Imaginérteils, da %L(é’) > 1 ist. Wir beobachten,
dass die Taylorentwicklung des Imaginéarteils als Funktion von s in sy = 0 mit
. 2 2

Im(is) =0+ (gL(O) —1)s+ O(s%)
beginnt und es existiert nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine Nullstelle sy € (0, %)
Man beachte, dass es fiir s > % keine Nullstelle des Imaginérteils mehr geben kann, da
dann s > 2 > 2L(sin(se)).
Wir machen nun folgende Annahme.

e Annahme i) Die Funktion g erfiillt 915(0,0) := —2(L(cos(sye)) — 1).

Mit dieser Annahme besitzt dann auch der Realteil die Nullstelle sy.
Wir zeigen nun, dass es keine weiteren, rein imaginéren Nullstellen geben kann. Sei etwa
s, eine reelle Zahl, die (3.193) erfiillt. Dann gilt

2 1 2 1

3 cos(8,27) {2—0 + ﬂ + 3 cos(O)g = 0,9(0,0)
2 . 3 1
3 sin(s,2m) {Z - 2—0} = S

Quadrieren und anschlieBende Addition beider Gleichungen liefert eine quadratische Glei-
chung in s,, die genau zwei reelle Nullstellen besitzt: ndmlich s, = +sy. Also existieren
keine weiteren Nullstellen.

Eine analoge Rechnung zeigt nun, dass die Nullstelle © = isy der charakteristischen
Funktion T'(x) einfach sein muss. D.h. es gilt &f(u) # 0 fir p = +isy. Nehmen wir
hingegen an, es gébe ein § € R, dass die beiden Gleichungen

gL(OCOS(§O)) -1 =0 (3.194)

gL(osin(&)) =0

16st. Dann gilt (2/3) - L(sin(se)e) = 27sin(s - 27)(16/20) und quadieren fiithrt auf den
Ausdruck (4/9)4m2sin?(2 - 7)(16/20)%. AuBerdem ergibt quadrieren des Termes (2/3) -
L(cos(se)e) den Ausdruck (4/9)4n2sin*(2-7)(14/20)2. Quadriert man also beide in (3.194)
auftretenden Gleichung und summiert sie anschliefend, so erhélt man

4 16\ 16\ [14\° 4
=47’ (=) - |[=]) - [= -2m)? - 4n?=
9" (20) [(20) <20) ]COS(S m) AT

und diese Gleichung ist dquivalent zu
4 4\2
2 2
1w (39 = (30)°]

Die linke Seite dieser Gleichung ist negativ, die rechte positiv. Dieser Widerspruch zeigt,
dass 0,I'(p) # 0 fiir g = isy ist.

= cos(s - 2m)%.
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Um zu zeigen, dass der kritische Eigenwert p(\), mit 14(0) = isy mit nicht verschwindener
Geschwindigkeit beziiglich des Parameters A die imagindre Achse kreuzt, bestimmen wir
O Reu(N) fir A = 0. Es gilt nun

OnN) = DL (u(0), A) 7" [ 3T (), V)| (3.195)

nahe X\ = 0. Auflerdem ist \I'(u, A\, 1) = 9,g(0, \). Wir machen also die folgende Annah-
me.

o Annahme ii): Es gelte 0,g(0,\) #0 fiir A =0.

Dann ist zunéchst die komplexe Zahl 0,/(0) von null verschieden. Der Realteil ist nun
durch

O\Rep(0) = —C(—s% — f(0,1)) %L((O)COS(SNO)) — 1| 0,g(0,0) (3.196)

gegeben, wobei C' > 0 eine positive Konstante ist und der Term 2L((e)cos(sye)) — 1
wegen von null verschieden ist.

Somit haben wir alle Voraussetzungen fiir eine Hopfverzweigung gezeigt. Um zu verifizie-
ren, ob diese Verzweigung sub- oder superkritisch ist, miissen wir die Taylorapproximation
des nahe null auf der Zentrumsmannigfaltigkeit reduzierten Systems (3.189) bestimmen.

Die Taylorentwicklung des reduzierten Vektorfeldes

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass unter geeigneten Voraussetzungen an die
Funktionen g(-,\) und k(-) die Hopfverzweigung superkritisch ist. Wir bezeichnen von
nun an dei Ableitung nach der ersten Komponente einer Funktion mit einem ,, * “. Die
abstrakte Form der Gleichung (3.189) fiir ¢ = 1 lautet

)
(t) SL(U(L, ) — 2(t) +4'(0,0)z
o) | Dpd(t, ) ’ (3.197)
F(t, ) aﬂr(t>')
W(t, ) (2, ")
y(t)
x(t) +

Hierbei ist (x(t),y(t), z(t), (t,-), (¢, ), Y(t,-)) fir jedes feste ¢ in X mit

X ={(z,9,2,®(),0(),¥(-) € R® x HY([-27,27],R®) : & = &(0),§ = I'(0), 2 = ¥(0)},

wobei wir hier |x| < 27 annehmen (ansonsten wiirden wir das Intervall [—27, x| im Fall
X > 27w bzw. [x, 27| im Fall x < 27 betrachten). Der erste Klammerterm der rechten
Seite von (3.197) definiert eine beschrinkte lineare Abbildung A : X — Y, wobei wir
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Y = R3 x L*([-2m, 27], R3) gesetzt haben. Der zweite Klammerterm in (3.197) kann als
differenzierbare Abbildung G : X — Y aufgefasst werden und es gilt G(0,0,0,0,0,0) =
DG(0,0,0,0,0,0) = 0.

Nach unseren Annahmen, besitzt die lineare Abbildung A zwei einfache, rein imaginére
Eigenwerte +isy. Also existiert nach dem Satz 2.6 eine zweidimensionale Zentrumsman-
nigfaltigkeit, die als Graph G einer geniigend oft differenzierbaren Funktion iiber dem
Zentrumseigenraum dargestellt werden kann. Bezeichnen wir die dazugehorige Projekti-
on auf den Zentrumseigenraum FE,. mit P., so ist P. : Y — Y eine beschriankte lineare
Abbildung und es gilt

Ul U1 0 0

Ug U2 0 0

us 1 1 us us 1 us 1
P. = — ) =3 2

0 i ﬁ(A w7 | ol o |Ta 0

0 0 0 0

O O eisN- 6—i5N~

wobel a; := D, det A (isy), ay := D,det A (isy) und det A (p) die charakteristische
Funktion der Abbildung A bezeichnet.
Das reduzierte Vektorfeld nimmt die Gestalt

Xo(t) = AXo(t) + PG(X(1) + G(X (1)) =1 AX(t) + Go(Xo(1)) = F(X(t)) (3.198)

an, wobei X.(t) € E, = P.Y fiir jedes feste t. Zur Vereinfachung machen wir nun folgende
Annahme

e Annahme iii): Es gelte £”(0) + §”(0,0) = 0.

Man beachte, dass unter dieser Voraussetzung die zweiten Ordnungsterme von (3.198) in
der Taylorentwicklung nahe des Gleichgewichtes U, = 0 verschwinden: Berechnung des

Terms P.D*G(X)|,_,, liefert némlich

0
(0, Dugvy + 2yugvs
(g”(O, O) + ]f”(O))UgUg
0
0
0

fir U = (Ul,UQ,Ug, \Dl('),qu('), \Dg()), V = ('1}1,1)2,1)3,(bl('),q)g(-),q)g('))) und U,V € X.
Also gilt

D*G(X)|_, U, V] =

0

0

3"(0,0) + k"(0))usv 1

) o) = 0D O |
0

eisN-

L ((g"(0,0) + K"(0))usvs)

a

OO = OO

Q)
L
&

2
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Also verschwinden sémtliche zweiten Ordnungsterm der Taylorentwicklung von (3.198)
in X, = U,, falls £”(0) + ¢”(0,0) = 0 ist. Um die Koeffizienten der Taylorentwicklung
beziiglich der dritten Ordnung zu bestimmen, berechnen wir den Term P.D3G(U,)[U, V, W].
Dieser Term hat dann die Form

0
0
3 ~ ((g"(0,0) + £"(0))uzvsws) 1
P.D G(X)\X:U* (U, V] = ” 0
0

eisN-

a

0
0
n ((g"(0,0) + £"(0))usvsws) 1
0
0

wobei U = (Ul, Uz, U3, \Ill(')7 \IIQ(')7 \113())7 V = (U17 V2, U3, (I)l(')7 @2(~>’ (1)3()) und W =
(w1, we, w3, I'1(+),2(+), [3(+)) € X. Damit dieser Term nichttrivial ist, wollen wir folgendes
annehmen:

e Annamhe iv): Es ist g (0,0) + k" (0) # 0.

Wir beobachten nun, dass der Term P.D3G(U,) der einzige ist, der bei der Berechnung
der dritten Ableitung des Terms P.G(X. + G(X.)) in X. = U, nicht verschwindet. Vor
allen anderen Termen steht der Ausdruck P.D*G(U,) oder P.DG(U,); beide sind Null.
Wir konnen nun die Taylorentwicklung von (3.198) in X. = U, einschliefllich dritter
Ordnungsterme berechnen. Dazu verschieben wir zunéchst das Gleichgewicht U, in den
Ursprung, indem wir die Gleichung X,(t) = F(X,(t) + U,) betrachten. Bezeichne nun mit
z € C bzw. z die Koordinate des Basisvektors (0,0, 1,0,0,¢e*¥") bzw. (0,0,1,0,0, e~*~").
Wir erhalten dann

z = iSNZ + 01112’3 + 0211|Z|2Z + 0221|Z|22 + 022223 + 0(24, 2’222, 24, 232’) (3199)

Es existiert nun nach Normalformtheorie gewohnlicher Differentialgleichungen eine ana-
lytische Variablentransformation nahe z = 0, die fast alle Terme dritter Ordnung der
Gleichung (3.199) eliminiert (siehe [25], Kapitel 3.5). Allein der Term cg91|2|?z ist resisi-
tent und ldsst sich nicht wegtransformieren. Berechnung dieses Terms fithrt auf

g/l/(o’ 0) + k/l/(o)

a1

eC

coo1 = K

fiir eine reelle, positive Konstante K > 0, siehe Gleichung 3.18 und 3.19 von Kapitel 3.5
in [25]. Berechnung der komplexen Zahl a; liefert a; = (3L(ee™~*) — 1)(—s3 — f(0,1)).
Also ist der Realteil des Koeffizienten cys; durch

Re(caa1) = K(913"(0,0) + k" (0))(—s% — f'(0, 1))(§L(oei5N') —1)#0

gegeben, wobei K > 0 eine positive Zahl ist.

Damit die Hopfverzweigung superkritisch ist, miissen wir sicherstellen, dass: 1) 9, Reu(\) <
0 ist und 2) Re(cg1) = Re(e01(N)) < 0 fiir A = 0 gilt. Wir machen also folgende zusitzli-
che Annahme an g(-, ) und £”'(-):
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o Annahme v): Sei 05g(0, ) # 0 fiir A = 0 und das Vorzeichen so gewéahlt, dass

—(—s% — f'(0,1)) %L((o)cos(sNo)) — 1| 0,g(0,0) > 0.

e Annahme vi): Sei das Vorzeichen von §”(0,0) 4+ £”(0) so gewéahlt, dass
2
(5"(0,0) + K”(0))(=sx — f'(0, 1) (FL((#)cos(sne)) = 1) < 0.

Sind diese beiden Annahmen erfiillt, so tritt im Gleichgewicht Null beziiglich A eine su-
perkritische Hopfverzweigung auf.

Eindeutigkeit von Losungen der Linearisierung

Die Linearisierung von (3.189) entlang des heteroklinen Orbits (hy(t), ho(t),0) nimmt fiir
die Parameterwerte ¢ = 1 und A = 0 folgende Form an:

alt) u(t)
ot) | = fr(ha(t), Du(t) + - (ha(t = x))w(t) : (3.200)
w(t) $(L(we) —w(t)) +819(0 0)w(t) + k(hi(t))w(t)

Wir iiberpriifen nun die Giiltigkeit der , Eindeutigen-Fortsetzungs-Eigenschaft“ (EFE). Sei
dazu (u(t),v(t), w(t)) eine beschrinkte Losung dieser Gleichung, so dass (u,,v,, w;) =
0 fiir ein 7 € R. Wir miissen nun zeigen, dass (u(-),v(-),w(:)) = 0 ist. Wegen Satz
3.16 ist dann zunéchst w(-) = 0. Damit reduziert sich (3.200) auf die ersten beiden
Gleichungen, die ein System gewohnlicher Differentialgleichungen widerspiegelt. Also gilt
(u(-),v(-),w(-)) = 0 und damit ist Hypothese ,EFE* gezeigt.

Eindimensionaler Kern des Operators £

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass der Kern der linearen Abbildung £ : H*(R,R?) —
L?*(R,R3) eindimensional ist. Hierbei ist

(L(u(-),v(-), w(-))(E) = Op(u(t), v(t), w(t)) — L(E) (ur, vr, wy) (3.201)

und der Term L()(u¢, vg, wy) ist durch die rechte Seite der Gleichung (3.200) definiert. Wir
zeigen im folgenden, dass der Kern unter gewissen Voraussetzungen an die Konstante y
eindimensional ist. Dazu betrachten wir zunéchst den Kern der w-Gleichung

w(t) = (%(L(wt) —w(t)) + 619(0,0)w(t) + k(ha(t))w(t)) =: A(t)w:. (3.202)
Unser Anliegen ist es zu zeigen, dass es hochstens 3 linear unabhingige L2-Funktionen
gibt, die Losungen dieser Gleichung auf R definieren. Wir nutzen dabei stark die Tatsache
aus, dass der Forward- bzw. Backward Delay der linearen Gleichung (3.202) symmetrisch
zur Null ist. Als wichtiges Hilfsmittel fiir skalare Gleichungen dieser Art ist der Satz 7.3
von Mallet-Paret und Lunel in [31]. Bezeichne dazu mit W, >°(—¢,¢) die Menge aller
Funktionen w(-) € Wt (=, (), fiir die w(¢) = w(—¢) = 0 gilt. Dann gilt:



206

Satz 3.21 (Mallet-Paret und Lunel)
Betrachte die skalare Gleichung

W(t) = alt)w(t — 27) + b()w(t) + c(thw(t + 2r)

wobei a, b, c : R — R beschrdankt und messbar sind. Gelte auflerdem

oder
a(t) <0, c(t) <0

fiir fast alle t € R. Dann gilt Kern(B¢) = {0} fiir jedes ¢ > 0, wobei B¢ : Wh*(—(, () —
L>*(—(, () durch

(BSw(-))(t) = dw(t) — (a(t)w(t — 21) + b(t)w(t) + c(t)w(t + 21))

In unserem Fall gilt a(t) = L und c(t) =

20

gegeben ist und wir w(-) auBerhalb von (—(, () durch null fortsetzen.
%. Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir nun

folgendes zeigen:

i) Der Kern des Operators B¢ mit (BSw(-))(t) := d,w(t) — A(t)w;, ist hochstens dreidi-
mensional.

ii) Sei w(-) eine nichttriviale Losung von (3.202) auf R. Dann existiert hochstens ein
Intervall J C R mit |J| = 47 auf dem w(-) Nullstellen besitzt. Besitzt w(-) mehr
als eine Nullstelle, so ist w(-) zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen
identisch Null.

Um dies einzusehen, seien etwa w!, w? w?, w* € L*(R,R) vier Lésungen von (3.202) aus.

Wiihle nun ein ¢ > 0 beliebig. Dann existieren Linearkombinationen v! von w!, w? und

v? von w3 w*, so dass v?(¢) = v*(¢) = 0. Sind nun v' und v? linear unabhéngig, so
gibe es eine nichttriviale Linearkombination z von v',v? so dass z(—¢) = 2(¢) = 0 gilt.
2 definiert nun in natiirlicher Weise ein Kernelement von B¢. Ist ( gro genug, so dass
etwa [—2m,27] C (—(, (), so haben wir gezeigt, dass z(t) = 0 fiir alle t € [—27,27] und
deswegen ist z identisch Null auf R aufgrund von Hypothese , EFE“. Also sind v, v? linear
abhingig.

Nehme nun an, es gibe eine nichttriviale Losung w(-) der Gleichung (3.202), die minde-
stens zwei Nullstellen s; < sy besitzt. Weiterhin gelte sy — s; > 47m. Bezeichne dann mit
s, den Mittelpunkt des Intervalls [sy, so] und betrachte die Abbildung v(t) := w(t — s.).

Diese 16st dann die Gleichung
0(t) = w(t — ss) = At — s )w_s, = A(t — s.)vy

und v(+) besitzt die Nullstellen £(|sy — s1]/2). Also gilt v(t) = 0 fiir t € (—(|s2 —
s1]/2), (|s2—s1|/2)) nach Satz 3.21. Da nach Voraussetzung (—2m, 27) C (—(|s2—s1//2), (|s2—
s1]/2)), folgt wieder v(-) = 0 nach Hypothese ,EFE“. Man beachte, dass wir fiir die-
ses Argument benétigen, dass die Differenz zweier Nullstellen groler oder gleich der In-
tervalllinge des urspriinglichen Intervalls (bei uns [—2m, 27]) sein muss: im allgemeinen
kénnen durchaus Losungen einer skalaren, linearen Forward-Backward-Delay Gleichung
existieren, die auf einem Intervall der Lange 27 (also der halben Intervalllinge) verschwin-
den, aber nicht identisch Null sind.
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Man beachte nun, dass ein Kernelement von £ durch die Funktion (R (t), hi(t),0) gegeben
ist. Hierbei konvergieren die Abbildungen A/ (t),h5(t) sogar fir |[t| — oo exponentiell
gegen Null. Ein nichttrivialer Kern-Vektor der adjungierten Gleichung £* : D(L*) C
[2(R,R%) — L(R,R?) ist

t s (—hL (1), B (%), 0). (3.203)
Bezeichne nun mit © : D(0) C L*(R,R?) — L*(R,R?) diejenige lineare Abbildung, die
durch

O(u,v)(t) = (Dpu(t), O (t)) — (v(t), f'(ha(t), Du(t)).

definiert ist. Wir zeigen nun, dass eine Konstante y € R existiert, so dass die L?>-Funktion
(0, h1(- — x)w(+)) ¢ Bild® fiir eine beliebige Losung w(-) von (3.202) ist. Dies ist gleich-
bedeutend mit

/R [ha(s — x)w(s)JH,(s)ds #0, (3.204)

da wir spéter zeigen, dass es bis auf skalare Vielfache nur ein Kernelement des adjungierten
Operators ©* gibt. Zunéchst einmal zeigt nun unser voriges Argument, dass es hochstens
drei linear unabhéngige Losungen der Gleichung (3.202) gibt. Wir bezeichnen diese mit
w', w? w?. Die Funktion R} (t) = ho(t) ist ungleich Null fiir alle Zeiten ¢ > ¢, und einem
geeigneten t, und konvergiert exponentiell gegen Null fiir |t| — oo. Nun existiert ein
M > 0, so dass kein w'(t) einen Vorzeichenwechsel auf dem Intervall (M, oo) hat und
wir nehmen 0.B.d.A. an, dass alle Funktionen positiv sind. Wir machen nun folgende
Annahme an x.

o Annahme vii): Wihle x so, dass (3.204) fiir die Funktionen w = w’, i = 1,2, 3 erfiillt
ist.

Also haben wir gezeigt, dass der Kern von £ eindimensional ist, falls dieses fiir den Kern
der linearen Abbildung © zutrifft. Man beachte, dass Losungen im Kern von © eine lineare,
nichtautonome Differentialgleichung auf R l6sen. Das folgende, wohlbekannte Theorem
von Palmer [35] sagt uns, dass O ein Fredholmoperator vom Index Null ist.

Satz 3.22 (Palmer)
Betrachte den Operator J : H'(R,RY) — L*(R,RY), definiert durch

(JU)(t) := 0 U(t) — A(t)U(t),

wobei A(t) fiir jedes feste t eine reelle N x N-Matrix bezeichnet. Gelte weiterhin A(t) —
Ay fiirt — £oo. Sind dann die Matrizen A4 hyperbolisch, so ist J ein Fredholmoperator
vom Index

R —
und iy gibt die Dimension des instabilen Eigenraumes der Matrizen A1 an. AuBerdem
besitzt das lineare Problem

oU((t) = A(t)U(t)
exponentielle Dichotomien auf R, und R_.

Man beachte, dass alle Aussagen dieses Theorems bis auf die Gleichung zur Bestimmung
des Fredholmindizes bereits als Spezialfall des Theorems 3.4 folgen, da eine gewohnliche
Differentialgleichung eine triviale Forward-Backward-Delay Gleichung ist.

In unserem Fall ist 7 := © und es gilt i_ =i, = 1, also ist der Fredholmindex von © Null.
Weiterhin existiert eine nichttriviale, exponentiell abklingende Losung im Kern von ©.
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Bezeichne nun mit E*(¢) den stabilen Unterraum von R? fiir ¢ > 0, der alle Anfangswerte
beschrankter Losungen in Vorwértszeit enthilt und mit £*(s) den instabilen Unterraum
von R? fiir s < 0, der alle Anfangswerte beschrinkter Losungen in Riickwértszeit enthilt.
Wir beobachten, dass die Dimensionen beider Unterrdume stets 1 ist. Auflerdem liegt
(h}(0), h%(0)) im Schnitt von E*(0) und E*(0). Jedes weitere Element Uy (+) im Kern von
© klingt exponentiell ab und erfiillt ebenfalls Uy (0) € E#(0) N E*(0). Da dieser Schnitt
eindimensional ist, ist Uy eine skalares Vielfaches von (R}, h}). Also haben wir gezeigt,
dass der Kern eindimensional ist. Deswegen gilt schlieBlich Kern(£) = 1.

Transversalitiat

Wir koénnen nun zeigen, dass Hypothese ,, Transversalitiat® erfiillt ist. Dazu miissen wir
u.a. zeigen, dass
0
Ri(-) | ¢ Bild(L) (3.205)
0

gilt. Man beachte, dass man diesen Vektor erhélt, indem man die rechte Seite (3.189) an
der Stelle (A}, hj, 0) nach ¢ ableitet. Nach Lemma 3.20 und dessen Beweis miissen wir nur

zeigen, dass

0 —hy(:)

< hit) |5 mC) > #0 (3.206)
0 0

gilt und hierbei bezeichnet (-,-) das L*(R,R?) Skalarprodukt. Wir beobachten nun, dass
Jg P (s)h)(s)ds # 0 gilt und deswegen (3.206) erfiillt ist.

Der Operator L,

SchlieBlich wollen wir zeigen, dass der Operator £7 : HY(R,R3) — L?"(R,R?), definiert
durch
LU = LU

einen eindimensionalen Kern hat und fiir alle € (0,m,) und ein geeignetes 7, > 0 ein
Fredholmoperator vom Index Null ist. Aquivalent dazu zeigen wir dies fiir den Operator
L, : H(R,R?) — L*(R,R?), der durch

(LU () = 0Ut) +nU(t) — L) (e"U(t + ) (3.207)

definiert ist. Man beachte, dass (3.207) ein Fredholmoperator fiir geniigend kleine n < 7,
ist. Sei nun U = (u, v, w) ein Kernelement der Gleichung £, U = 0. Die dritte Komponente
dieser Gleichung liest sich dann

0 = —dw(t) + nw(t) + %(L(en'wt(-)) —w(t)) + (7(0,0) + k(ha(t)))w(t).  (3.208)

Wir wéhlen nun 7, > 0 so klein, dass (3.207) stets ein Fredholmoperator fiir alle n € (0, 7,)
ist. Man kann nun wieder den Satz von Mallet-Paret 3.21 anwenden und wie im Fall n = 0
argumentieren, um zu zeigen, dass der Kern von (3.207) eindimensional ist.

Es bleibt zu kléren, ob der Index ¢ von L, fiir alle n € (0,n,) null ist. Dies ist in unserem
Fall klar: wir wissen bereits, dass (3.207) asymptotisch hyperbolisch ist (mit identischen
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Linearteilen fiir £ = oo oder t = —00), da hy(t) — 0 fiir t — £o00. Diese lineare Abbildung
bezeichnen wir mit L, also

Loot(-) := =n(0) — L(t)(e"V¢(-))
fiir ein ¢(-) € C°([—a,b],R). Nun ist der Operator
(L(c0)U(:))(t) := U () — LocUe(")

als Abbildung von H'(R,R) nach L?(R,R) invertierbar, also insbesondere ein Fredholm-
operator vom Index Null. Eine Standardhomotopie zwischen £(oo) und £,,, die jeweils die
asymptotischen Linearteile Lo, festhilt, zeigt also, dass dann auch £,, den Fredholmindex
Null besitzt. Man beachte, dass die Summe A + B eines Fredholmoperators A vom Index
¢ und einer kleinen beschréankten Storung B immer noch einen Fredholmoperator vom
Index i liefert; siehe etwa [23].
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