3.6 Losungen, die in Vorwirts- und Riickwértszeit
gegen eine periodische Losung konvergieren

Wir suchen nun Losungen der abstrakten Gleichung
U(t) = F(U(t), \ c), (3.150)

die fiir Parameterwerte (X, ¢) # (0, ¢o) in Vorwiirts- und Riickwiirtszeit gegen die periodi-
schen Losungen I'; . konvergieren. Analog zum vorigen Kapitel liegt es nahe, die gesuchten
Losungen mit Hilfe eines Schnittpunktes zweier geeigneter Mannigfaltigkeiten 1W< (0)
und W°¢(T’(0)) zu konstruieren. Punkte in der (noch nicht konstruierten) Mannigfaltig-
keit Wlee(T'(0)) = W;iOC(F;\,C(O)) sollten dabei Anlass zu einer Losung U(-) der Gestalt

U(t) =T5.(0) + V(1)

geben, wobei V(+) eine Funktion ist, die fiir ¢ — —oo exponentiell gegen null konvergiert.
Versucht man allerdings, diese Mannigfaltigkeit analog zu der stark-instabilen Bléatterung
Wulee(A) am Anfang des Kapitels 3.5.2 zu konstruieren, so stéft man auf folgendes Pro-
blem: Fiir die stetige Abhingigkeit der Mannigfaltigkeit W%l°¢(A) = W;\‘ ’CIOC(AXC) von dem
Paramter ¢ war es wichtig, dass die Abbildung ¢ — A3 (-) mit Werten in dem Raum der
beschréankten, stetigen Funktionen auf R_ stetig ist. Dies ist fiir den Fall einer c-abhéngi-
gen Familie periodischer Losungen nie der Fall, wenn sich mit dem Parameter ¢ auch die
Periode &ndert.

Die Strategie ist also die folgende: Anstatt mit der urspriinglichen Familie periodischer
Losungen zu arbeiten, skalieren wir diese auf die feste Periode 7" = 1. Skalierte Losun-
gen der urspriinglichen Gleichung #(t) = f(x;, A, ¢) losen allerdings eine andere, skalierte
Gleichung #(t) = f**(z;, A\, ¢), in der nun die Parameterabhiingigkeit ebenfalls im Argu-
ment der Abbildung z(-) auftaucht. Die Idee ist es dann, mit der skalierten Gleichung zu
arbeiten und die gesuchten Losungen fiir diese Gleichung zu konstruieren.

Allerdings miissen wir dazu folgende Fragen kléren:

a) Wie iibertragen sich die in Abschnitt 3.2 formulierten Hypothesen , Eindeutige-
Fortsetzungs-Figenschaft und ,, Transversalitdt® auf die skalierte Gleichung?

b) Wie gehen wir mit der Tatsache um, dass die Parameterabhéngigkeit in der skalier-
ten Gleichung ebenfalls im ,,Delay* auftaucht?

Wir beginnen im néchsten Abschnitt mit der Definition der skalierten Gleichung. Dannach
kilmmern wir uns um die Beantwortung der Frage a). In Abschnitt 3.6.2 konstruieren wir
dann die fiir den Beweis benotigten invarianten Mannigfaltigkeiten. Da diese parameter-
abhéngig sind, miissen wir uns bei der Konstruktion dieser Mannigfaltigkeiten mit der
Frage beschéftigen, welche Auswirkungen die nun auftretende Parameterabhéngigkeit im
Delay des Vektorfeldes fiir die Existenz der Mannigfaltigkeiten haben.

3.6.1 Die skalierte Gleichung

Fiir die Definition der skalierten Gleichung benotigen wir eine genauere Kenntnis der
Periode der Losungen I'5 (-), mit der wir uns im néchsten Abschnitt beschéftigen werden.
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Abhingigkeit der Periode von den Parametern

Wir gehen nun zu einem anderen ,Parameter® ¢ {iber (wobei man sich |e| als Amplitu-
de der periodischen Losungen vorstellen kann), so dass die Amplitude der periodischen
Losungen und die Periodenfunktion 7" = T'(g, ¢) differenzierbar von € und ¢ abhéngen.
Nach Theorem 1.1, Seite 505 in [28] existiert nun eine stetig differenzierbare Abbildung

T(-,-) : Be(0) x Be(co) — R, (e, ¢) > T(e, ), (3.151)

die T(0, ¢p) = 27w /w erfiillt und B¢(0) eine Kugel mit Mittelpunkt 0 und Radius ¢ fiir ein
¢ > 0 bezeichnet. Genauer hingt die Abbildung T'(e, ¢) sogar nur von €% ab, d.h. es ist
0-T(e, )| o = 0. AuBlerdem existiert eine differenzierbare Abbildung

e=

A, ) Be(0) x Be(co) — R, (6,¢) = As, €) (3.152)

mit A(0,¢) = 0, 055\(5,00)‘ o = 0 und Xe,¢) > 0 fiir e > 0. Wir halten fest, dass es

genau diese Funktion ist, die in der Formulierung von Satz 3.1 auftritt und die ebenfalls

mit A(-, ) bezeichnet wurde. o
Weiterhin gibt es nahe null genau fiir A = A(g,¢) > 0 eine (nichttriviale) periodische
Funktion I'y (1) = I'5. (") der abstrakten Gleichung (3.150) fiir die Parameterwerte

(A, ¢) = (A(e, ), ¢), wobei wir erinnern, dass
_ 75\(8 c) c(t) )
I'; t) = “
)\(E,c),c( ) ( fYS\(a,c),c(t + )
gilt. Diese Abbildung besitzt die Entwicklung
F;(€7C)7C(t) = cApe™ + O + |c — ¢le),

und hier € > 0 ist (vergleiche mit (3.81)). Auflerdem hat die Funktion I'y, , .(-) die
Periode T'(g, c).

Definition der skalierten Gleichung

Wir definieren nun die skalierte Familie ijc() periodischer Losungen durch

Tk (1) ;:< A (1) >::< Voot - T(E,€) )

Vet +) T T(E: )T+ )

Bevor wir die resultierende Mixed-Type Gleichung fiir v**(t) = ~%(t) diskutieren, sam-
meln wir einige Eigenschaften dieser Funktion.

Lemma 3.28
Jedes T'3%(-) besitzt die Periode 1 und die Abbildung ¢ — T';.(-) € BC°(R, X) ist stetig
differenzierbar.

Beweis
Zunicht einmal ist sowohl die Abbildung ¢ — 75 .(-) als Abbildung von (—d + ¢, ¢o + 9)
nach BC°([~1,1],RY) als auch die Abbildung t + 75 .(t) stetig differenzierbar. Daraus

folgern wir, dass ebenfalls die Abbildung ¢ — [t = YT (e, ¢),c))| als Abbildung



175

von (—§ + cg, ¢g +d) nach BC°([—1, 1], RY) stetig differenzierbar ist. Diese Abbildung ist
aber periodisch, d.h. die Abbildung

(=0 +co,co+0) — BC°(R,RY)
¢ = [t TAE ), 0)]
ist ebenfalls stetig differenzierbar. Da nach Annahme 7;\70(-) glatt genug ist (also minde-

stens zweimal stetig differenzierbar), ist (v5.(t),75,.(t +-)) € X fiir alle t € R und die
Abbildung

(=6 +co,co+08) — BC(R, X)
c [t =I5 (- T(S\(a, c), C))]

ist stetig differenzierbar. O
Die Funktion ¢ — % (t) := 7. o(T'(e, ¢) - t) 16st nun die skalierte Gleichung

() = [*(a,6,0), (3.153)
mit 2, € H'([(—a/T(0,co)) — 1, (b/T(0,cp)) + 1], RY) und

FH(@(0),e,¢) = Tle,c) - f(9(8/T (e, ¢)) Ale, ), ¢) (3.154)

gilt. Ist dann (e, ¢) geniigend klein, so ist f*¥ wohldefiniert, das heisst es gilt /T (¢, c) €
[(—a/T(0,¢)) — 1, (b/T(0,cp)) + 1] fur 0 € [—a,b).

Zur Veranschaulichung betrachten wir die Beispielfunktion f(-) : H'([-1,1],R) — R,
definiert durch

ﬂ%adzﬂ-ﬂ+ﬂD+/¥K@a@%®M~

fiir eine Funktion K (-, &,¢) : [~1,1] — R. In diesem Fall nimmt f** folgende Form an:

F*(p,e.¢) =Te,c) (90(—1/T(67C)) +¢(1/T(e,¢)) + /_1 K(9,6,C)<P(9/T(6=C))d9)

Die Funktion ¢(-) muss also auf dem Intervall [—1/T(e,¢),1/T (¢, c)] bekannt sein. Fiir
kleine (g,¢) =~ (0, ¢c) gilt aber [-1/T'(e,c),1/T(e,c)] C [-1/T(0,¢co) — 1,1/T(0, co) + 1]
und damit ist f**(-, €, ¢) fiir (g, c) & (0, co) wohldefiniert.

Auflerdem bemerken wir, dass die Abbildung c — f**(p, ¢, c) differenzierbar ist, wenn die
Funktion ¢ glatt genug ist (also mindestens in H? liegt). Wir iiberpriifen nun im néchsten
Abschnitt, wie sich die Hypothesen , Eindeutige-Fortsetzungs-Eigenschaft® (EFE) und
, Transversalitdt® auf die skalierte Gleichung iibertragen.

Die Hypothesen ,,EFE“ und ,, Transversalitiat® fiir die skalierte Gleichung

Zunécht einmal bemerken wir, dass die skalierte Gleichung (3.153) die homokline Losung
heE(t) == h(t - T(0,c)) fiir die Parameterwerte (g, ¢) = (0,cy) besitzt. Die zu (3.9) dqui-
valente lineare Abbildung £5* nimmt dann die Form

(LEw()(t) = Ow(t) — Dy f*(hi* e, c)w (3.155)
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an. Ist nun w € H'(R,R") ein Kernelement von L§, | so definiert z(¢) := w(t/T(0, ¢o))
eine Losung der Gleichung

Oiz(t) = Dyif(h™*(t/T(0,co) + ¢/T(0,co)), A ¢) [w(t/T(0, o) + ¢/T(0, co))]
= Di1f(h,0,c0)2

- /_ p(ht(e),e,o,co)ap(@)dﬁ—i-ZAk(ht(Tk)aoacO)@(rk)v

a k=1

siehe (3.66), wobei wir diemal genauer Ay (h;(ry), 0, ¢) anstatt Ax(t,0, c) und p(h(0), 6,0, c)

anstatt p(t, 0,0, c) geschrieben haben. Fiir letzte Gleichung ist aber nach Annahme Hypo-

these 4 erfiillt und diese gilt deswegen auch fiir den skalierten Operator £5¥, - H'(R,RY) —
L*(R,RY).

Wir betrachten nun die adjungierte Gleichung Lf . v = 0, also

b m
dy(t) = — / P (hi—9(6), 6,0, co)v(t — 0)d0 — >~ A (hu—y, (i), 0, co)v(t —ry). (3.156)
- k=1

a

Sei nun v(t) eine Losung dieser Gleichung auf ganz R und setze z(t) := v(t - T(0, ¢p)).
Dann gilt:

Oz(t) = — /b p*(h(t-T(0,cp)),0,0,co)v(t-T(0,co) — 0)db
— 2’”: Az (h(t-T(0,¢c0)),0,co)v(t-T(0,co) — 7%) (3.157)
k=1
also
b
Oz(t) = — /_ p*(h**(t),0,0, co)z(t — (0/T(0,c)))db (3.158)

— > AR(h(2),0,c0)2(t — (r/T(0, co)))

k=1

und dies ist die adjungierte skalierte Gleichung. Man beachte nédmlich, dass man die
letzte Gleichung auch erhélt, wenn man den adjungierten Operator von £5F, in (3.155)
fir € = 0 berechnet. Wir haben also gezeigt, dass die (bis auf ein skalares Vielfaches)
eindeutige beschriankte Losung p(-) der adjungierten Gleichung (3.156), die in Vorwértszeit
exponentiell fillt, via p*(t) := p(t - T(0,cp)) eine Losung der skalierten adjungierten
Gleichung (3.157) definiert, die die gleichen asymptotischen Eigenschaften wie p(+) besitzt.
Um die Dimension des Kerns der Abbildung £7, : H*(R,RY) — L*(R,RY) mit L7, z :=
Egkcoz zu bestimmen (man beachte, dass diese Abbildung ein Fredholmoperator vom Index
Null ist, weswegen wir die Kodimension des Bildes nicht mehr zu bestimmen brauchen,
sobald wir die Dimension des Kerns kennen), betrachtet man wie am Anfang des Ab-
schnitts 3.5 den ,translatierten“ Operator D;”ms (siehe auch Gleichung (3.121)), der in
unserem Fall die Gestalt

(Lremm)(t) = w(t) + i (t) — Dy f*(h*,0,co) (e n(-)) (3.159)
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annimmt. Eine kurze Rechnung zeigt, dass der Kern dieses Operators die gleiche Dimen-
sion wie Kern(L", ) besitzt und auch die Kodimensionen der Bilder der Operatoren L7,
und L7 {ibereinstimmen. Eine zu (3.156), (3.157), (3.157) analoge Rechnung zeigt nun,
dass die Dimension des Kerns von £77*"* und Lg ., aus Hypothese “Transversalitit® iiber-
einstimmt, also eindimensional ist. Zusammengefasst gilt also:

Die Hypothese , Transversalitdt® fir die skalierte Gleichung

Ist die Hypothese ,, Transversalitiat® fiir die unskalierte Gleichung (3.4) erfiillt, so existiert
ein n; > 0, so dass der Operator L7, : H'(R,RY) — L2>"(R,RY) fiir alle n € (0,7,) ein
Fredholmoperator vom Index Null mit eindimensionalen Kern ist.

Wir haben also alle in der Hypothese ,, Transversalitéit® geforderten Bedingungen bis auf
das Nichtverschwinden des Melnikovintegrals (3.13) fiir die skalierte Gleichung verifiziert.
Dies werden wir in Lemma 3.29 tun.

3.6.2 Invariante Mannigfaltigkeiten fiir die skalierte Gleichung

Wir betrachten von nun an die skalierte Gleichung

i) = [z, e, 0), (3.160)
definiert in (3.154). Die abstrakte Gleichung nimmt dann die Gestalt
U(t) = F*U(t), e, c) (3.161)

an, wobei (§,¢) € X = {(§,¢) € RY x HY([(—a/T(0,co)) — 1, ((b/T(0,co)) + 1], RY) -
¢(0) = &}

FH((E,0),e,0) i ( s )

und fSk(-,elc) : X — Y nach Annahme eine dreimal stetig differenzierbare Funktion
ist (da f(-,\,c) : HY([—a,b],RY) — RY dreimal stetig differenzierbar ist). Die Glei-
chung (3.161) besitzt fiir die Parameterwerte (¢,¢) = (0,¢y) eine homokline Losung
H*(t) = H(T(0,co) - t) und eine Familie I's*, periodischer Losungen, die sich nahe dem
Gleichgewicht Null von (3.161) befinden.

Notation

Alle in diesem Abschnitt konstruierten Mannigfaltigkeiten beziehen sich nun auf die ska-
lierte abstrakte Gleichung (3.161). Wir verzeichten daher in der Notation aller Mannigfal-
tigkeiten auf einen Index, der auf die skalierte Gleichung verweist. Auflerdem unterdriicken
wir die Parameterabhéngigkeit der Mannigfaltigkeit, wenn diese fiir die Argumentation
nicht unbedingt notwendig ist.

Wir zeigen nun die Existenz einer zentrumsstabilen Mannigfaltigkeit We(0) C Y, die
zweimal stetig differenzierbar von den Parametern ¢ und ¢ abhéngt. Hierbei haben wir

V=R x H3([(—a/T(0,¢0)) — 1, (b/T(0, o)) + 1], RY)
gesetzt. Fiir die Formulierung des néchsten Theorems benotigen wir die lineare Gleichung

V(t) = A% )V (1) (3.162)
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mit

ol §)- (V)

fir (§,¢(-)) € X und A(t) : X — Y. Dann existiert wegen Satz 3.14 eine Dichotomie
auf Ry mit Losungsoperatoren ®%(t,s) : Y — Y und ®%(s,t) : ¥ — Y, die folgende
Abschétzung erfiillen:

10(t, 5)V]y < M I\V]y |94 (s,t)V]y < Me Pll|V]y (3.163)

fir >0,V €Y undt > s > 0. Auflerdem kann o > 0 beliebig klein gewahlt werden,
wobei M = M(o) — oo fiir ¢ — 0 eintreten kann (da h**(-) in Vorwiirtszeit nicht
exponentiell gegen Null konvergiert). Von nun an setzen wir £5*(0) := Bild (©%(0, 0)‘Y)

und E%(0) := E(0) NY; dann ist £$(0) ein beziiglich der Y-Norm abgeschlossener
Unterraum. AuBerdem setzen wir £Y(0) := Bild (% (0, 0)‘)/) und EY(0) := E¢(0)NY.
Auch dieser ist beziiglich der Y-Norm abgeschlossen.

Satz 3.19
Die abstrakte Gleichung (3.161) besitzt nahe H**(0) eine lokal invariante C*-Mannigfaltigkeit

Wt (0) = Wet(0) C Y, die folgende Eigenschaften besitzt:

o Die Mannigfaltigkeit ist bei H**(0) € Wt (0) tangential an £*(0). Weiterhin gilt
West(0) = Graph(V. () + H**(0) fiir eine Funktion W, (-) : E(0) — E*(0) und
(e, \) — s .U) e Y ist fiir ein festes U € Y zweimal stetig differenzierbar.

o WeH(0) enthilt alle Punkte U, ~ H**(0), fiir die eine Losung U**(t) von (3.161)
auf R, mit Anfangswert US*, die fiir alle Zeiten t > 0 uniform nahe H**(t) bleibt

(beziiglich der Y -Topologie).

AuBerdem existiert ein ¢ > 0, so dass fiir alle (e4,c.) # (0,¢) mit e, > 0 und alle
Uk mit |U* — H**(0)|;; < ¢ eine auf Ry definierte Losung U**(t) von (3.161) fiir die
Parameterwerte (g,¢) = (e.,c.) und U*(0) = U** existiert, so dass U*(t) fiir t — oo
entweder gegen das Gleichgewicht Null oder gegen den Orbit der periodischen Funktion
5% . () Losung konvergiert.

Beweis
Der Beweis unterteilt sich in mehrere Schritte. Wir beginnen mit der folgenden Regula-
ritét der Operatoren ®(¢,t) und P (¢t,1).

Regularitit der Losungsoperatoren A
Wir beginnen mit der folgenden Beobachtung: Ist V € Y, dann gilt auch

dU(t, )V €Y, UtV €Y

fiir alle t > 0 und beide Operatoren sind als Abbildungen von Y nach Y beschrinkt.
Um diese Behauptung zu beweisen zeigen wir, dass ®%(¢t,t)V € ), @4 (¢,t)V € Y, falls
V ey :=RN x H([-(a/T(0,c0)) — 1,(b/T(0,¢c)) + 1], RY) ist. Man kann sich dann
sukzessive bis Y hocharbeiten.
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Da die Operatoren ®%°, ®% keine exponentielle Dichotomie auf R definieren, arbeiten wir
mit den Losungsoperatoren ®F, @, wobei

BF (1, 5) 1= e SBL(1, 5), B (t,5) = 5B (L, 5)

fiir ein u > 0 klein genug und ¢ > s > 0 in der ersten und s > ¢t > 0 in der zweiten
Identitét gilt (siche Abschnitt 3.3.4 und Gleichung (3.70) fiir die Definition von e,). Diese
definieren dann eine exponentielle Dichotomie der asymptotisch hyperbolischen Gleichung

OV (t) = Ay () V (1) (3.164)

fiir (£, ¢(-)) € X = {(& (")) € RY x H([(=a/T(0, co)) =1, (b/T(0, c)) + 1], RY) : (0) =
¢}. Wir zeigen also nur

auf R, mit

OH(t, )V e, Or(t, )V e ).

Um dies einzusehen, erinnern wir uns daran, wie wir etwa die Losung U(t) := ®F (¢, s)V
der Gleichung (3.165) mit U(s) = ®7 (s, s)V in Lemma 3.10 konstruiert haben. Nach dem
Beweis und der Notation von Lemma 3.10 gilt:

U(t) = U(t) + V(t) + o(t)

und wir erinnern im Folgenden daran, wie die Funktionen U , V', ¢ definiert sind. In diesem
Ausdruck ist ¢(-) : R — Y immer eine glatte Funktion, die ein Kernelement der Gleichung

¢(t) = Ahyp(t)¢(t)

ist. Deswegen besitzt ¢(t) € Y die Gestalt ¢(t) = («(t), a(t + -)) mit einer C*° Funktion
a() : R — RY. Also ist insbesondere ¢(s) € X N Y. Wir betrachten nun V(-). Bezeichne

dazu mit n ( Sj.) ) B ( —p€ + D fSka(e}z;Ej)O,Co)[e“W(-)] ) |

also Ao 1= limy_oo Anyp(t), die asymptotische, hyperbolische Linearisierung. Bezeichne
weiterhin mit I, : ¥ — Y die Projektion auf den verallgemeinerten, abgeschlossenen
Unterraum von A, auf dem dieser Operator nur positives Spektrum besitzt. Dann ist
td — 11, eine Projektion auf den verallgemeinerten Unterraum, auf dem 4., nur negatives
Spektrum besitzt. Eine solche Projektion I, existiert und ist nach [28], Theorem 1.7
durch . . .
-1
v = 2V i (A= Ax) d\V

—1300

gegeben, wobei das Integral im Cesaro Sinne zu verstehen ist, d.h. es ist

100 N l
/ (A= A)'Vd) = lim / % / (ik — A) "'Vl idk.
0 —1

. —
oo N—oo

Weiterhin sei A, := AOO‘Bild(m) und A_ = AOO‘Bﬂd(id—lLr)' Die Funktion V(+) ist dann
durch

(3.166)

ALY >0
V(t) ZZ{__€4@—®@d__H_ﬁ/ t<0
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gegeben. Ist V' € )Y, so gilt nach Lemma 3.4 ebenfalls II,V € Y und die Funktion
V() :(0,00) = Y ist differenzierbar mit V(s) =1,V € ).

Nach Konstruktion ist nun U(-) eine Losung der Gleichung 7Tp,,U = BV mit Tp,, :
D(Thyy) C LA(R,Y) — L*(R,Y) und der Definitionsbereich nach Gleichung (3.24) de-
finiert ist. Hierbei ist (Zp,,W)(t) := ;W (t) — Apyp(H)W (¢) und B : L*(R,Y) — L*(R,Y)
wie in Lemma 3.10 durch

90("'
( Dy f*5(hi*, 0, co)le" o(t, )] —

swene = 5( )@

Dy f**(hes, 0, co)ler o (t, )] )

0

gegeben, wobei W(t) (E(t), o(t,+)) € LA(R,Y) gilt. Aus dieser Darstellung sehen wir,
dass U(t) = (u'(t),u?(t,0)) mit u>(t,0) = u(t + 0) fiir eine glatte Funktion u : R — RY
gilt. Insbesondere gilt also U(s) = (u'(t),u(t + -)) € Y. Zusammenfassend haben wir
gezeigt, dass

dH(s,5)V =U(s) =U(s)+ ¢(s) + V(s) € Y

gilt und damit ist die Behauptung bewiesen. Auflerdem beobachten wir, dass die Zuord-
nung V +— U(s) = U(s) + V(s) + ¢(s) als Abbildung mit Werten in ) beschrinkt ist:
Die Abbildung V + V/(s) ist beschréinkt wegen Lemma 3.4; die Abbildung V +— U(s)
lasst sich schreiben als V' +— V() — BV(:) — T, 1BV() (’];Ly;BV( N(s) = U(s),
wobei die Abbildung V' + BV(-) als Abbildung von ) nach L?(R,))) beschrinkt ist.
AuBlerdem ist ’];Ly; eine beschrinkte Abbildung von Bild(75,,) N L*(R,Y) (versehen mit

der L?(R, Y)-Norm) nach L?(R,Y). Schliefllich ist die Abbildung Z(-) ~ (’];Ly;Z( ))(s) als

Abbildung von Bild(75,,) N L*(R,Y) nach Y wohldefiniert und beschréinkt, denn es gilt
mit (a(t), ar(-)) = (T, Z(-))(t):

la(s)] < la(+)]e < Cl(a(s), as(-))|mry) < M|Z()|12rp)
||a;HLz([(—a/T(O,co))—1,(b/T(0,co))+1},]RN) < K|a(')|H1(R,RN)
< Cl(a(s), as())m@y)y < M|Z(-)|r2®p)

Genauso sieht man ein, dass die Abbildung V' — V (-) — ¢(-) — ¢(s) als Abbildung von
Y in sich beschrankt ist. Hierbei ist ¢(-) die Projektion von V'(-) auf den (endlichdimenso-
nalen!) Kern von 75, entlang dem Orthogonalkomplement von Kern7y,,. Auf dem Kern
kann man deswegen eine geeignete Norm wéhlen. Damit ist Beschréanktheit gezeigt.

Analog kann man nun zeigen, dass ®J(¢,1) [Y] C Y und & (¢,4)[Y] € Y gilt, woraus

ebenfalls ®¢(,)[Y] C Y und &% (¢,¢)[Y] C Y folgt. Die Beschriinktheit kann man analog
zu dem eben bewiesenen zeigen.

Die Fixpunktgleichung

Erneut machen wir den Ansatz U*(t) = H**(t) + V (t) und suchen V (-) als Fixpunkt der
Integralgleichung

t
V(t) = (IJ‘jf(t,O)‘/()cs+/ QL (L, 5)Gmod(s, V(s),e,c)ds (3.167)
0

t
+ / QY (t,5)Gmoa(s, V(s), €, c)ds,

[e.9]
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wobel

Vg® € BS(0) = ES(0)NY = Bild(®%(0,0) ;). (3.168)

In dieser Gleichung ist V/(-) € BC?(R,,Y) fiir ein noch zu wihlendes v > 0 und Gimod
bezeichnet die mit einer cut-off-Funktion modifizierte Funktion G(-,-,¢,¢) : R xY — Y,
mit

G(t, (£, ¢),e.c) == ( fSk(hfk +p,€,¢) = leSk((;lfk, 0,co)p — fSk(hfkv 0,co) ) . (3.169)

vergleiche mit (3.89). Wir setzen
Gmoa(t, (€ 0), €, ¢) == Xs({(& ). (& #))y) - G(E, (&, 9), €, ) (3.170)

und wihlen nun 0 < 0 < v < [ (siehe Gleichung (3.163) fiir die Definition von 3, o). Die
Fixpunktgleichung (3.167) ist dann wohldefiniert, d.h. fiir V(-) € BC7 := BC'(R,,Y)
definiert auch die rechte Seite von (3.167) ein Element in BC”: Es folgt zunéchst aus der
Regularitit der Projektionen ®°(¢,¢) und @' (¢,¢) fiir alle t > 0, dass der Raum Y in
sich abgebildet wird. Da der Losungsoperator ®¢(t, s)V,, fiir ein V., € Bild(® (s, s)) N Y
ein Shiftoperator auf Losungen einer Forward-Backward-Delay Gleichung ist (d.h. es gilt
P (t, 5)Ves = (0(t), 6(t+ -)) fir t > s und ¢(-) 16st eine lineare Forward-Backward-Delay
Gleichung auf dem Intervall (s, c0)), gilt fiir ein V € Y ebenfalls:

DL (t,5)V = dF(t,5) (05 (s,5)V) €Y

und diese Abbildung ist beschriankt (sieche auch die komplett analoge Argumentation
kurz vor und nach Gleichung (3.92) im Beweis der Existenz von W¢¥(0)). Analog kann
man zeigen, dass O (t,s)V € Y fir V€ Y und s > t > 0. Man beachte nun, dass
Gmod(s,V(s),e,¢) € ]RN x {0} C Y fiir ein beliebiges V(-) € BC? gilt und deswegen
definieren die Abbildungen s — ®%(t,s)G(s,V(s),e,¢) und s — ®4(t,5)G(s,V(s),¢,¢)
stetige Funktionen von R, nach Y. Analog wie im Beweis von Satz 3.17 kann man nun
zeigen, dass auch

t t
t—>/ DL (t,5)G(s,V (s), ¢, c)ds, t—>/ QY (t,5)G(s,V(s),e,c)ds
0

[e.e]

stetige Funktionen von R, nach Y sind, die jeweils Elemente in BC” definieren. Exempla-
risch betrachten wir den Integralterm t — f(f P (t,5)G(s,V(s), €, c)ds und zeigen, dass
die | - |[pev-Norm beschriankt ist. Unter Beachtung der Tatsache, dass die Nichtlinearitét
Gmod (8, -, €, ¢) als Abbildung mit Werten in Y eine globale Lipschitzfunktion mit beliebig
kleiner Lipschitzkonstante ist, gilt dann:

. t
/ oo (t=s) |Gmod(s,V(s),e,¢)|yds < / 6U(t—s)5O|V(s)|Yd$
0

0

t
< / e?=95,Ce*ds

0
= §Ce”" [e(”_")s/(v — O’)Tg = O(e™).

Wéhlt man die Lipschitzkonstante von Gn.q klein genug, so existiert fiir jedes feste
V§® € Ees und € = 0, ¢ & ¢ ein eindeutiger Fixpunkt V.(-) € BC? von (3.167). Nach
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Vanderbauwhede [54], Theorem 2, ist nun die Abbildung

U(e,c): By — Bild(®%(0,0)|,)
U(,e,c): Vi = @4(0,0)V4(0)

cine C? Abbildung , wobei der Raum Bild(®%(0,0)|,) C Y ein beziiglich Y abgeschlos-
sener Unterraum ist. Wir definieren nun unsere gesuchte Mannigfaltigkeit durch

WE(0) := Graph(¥ (-, e, ¢)) + H**(0) (3.171)

und kiimmern uns nun im néchsten Abschnitt um die Parameterabhéngigkeit dieser Man-
nigfaltigkeit.

Parameterabhingigkeit
Die Stetigkeit der erweiterten Mannigfaltigkeit

Um die C2-Abéngigkeit der Mannigfaltigkeit Wes+(0) von den Parametern e und ¢ zu
zeigen, erweitere man das System

V(t) = A*OV () + Gt V(t),e,c) (3.172)

um die zusétzlichen Gleichungen € = 0 und ¢ = 0. Dies induziert eine lineare Abildung
fiir das erweiterte System, dass nun die Gestalt

V(t) ARV (8) + D5 .G(t,0,0, ) (e, ¢) + Grest(t, V(t), £, €)
ét) | = 0 (3.173)
é(t) 0

annimmt und G,.q + D;\7CQ = @ gilt. Der neue, t-abhéngige Linearteil des erweiterten
Systems A“*(t) : X x R? — Y x R? nimlich

1% A*(HV + D5 .G(t,0,0,¢c0)(e, ¢)
AeTUJ(t) 8 :: O
c 0

besitzt zwei zusétzliche, einfache Eigenwerte 0 fiir jedes feste t. Damit gilt dies auch
fiir die asymptotischen linearen Abbildungen beziiglich ¢ — +o00. Deswegen besitzt die
Gleichung W (t) = A“*(t)W (t) eine (Zentrums-) Dichotomie auf R, , mit zugehérigen
Losungsoperatoren ®%°(¢,s) : ¥ x R? — Y x R? und ®(s,t) : ¥ x R? — Y x R? fiir
t>s2>0.

Schreiben wir V € Y in der Form V = (&, ¢(-)), so ist die Abbildung Ges : R X ¥ X
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(=6,8) X (=8 + co, co + 0) — Y x R? explizit durch

FEREE+0() €, ¢) = Dif*(hi*,0,c0)(-) — f*(hi*, 0, co)

0
grest(tv (£7¢(')>7870) = 0
0
l)2f%k(h§k’0’co)€ +—l)3f3k(h;k,0,00)0
0
B 0 (3.174)
0
Dy f*5(hi*, 0, ¢o) DR (t +)(1/T(2, )| oy * €
- 0
0
0
Dy f*(h3*,0, o) DR (¢ +)0-(1/T(2,0))| .oy 0er) " €
- 0
0
0

gegeben und eine C2-Abbildung: Nach Definition von G, ist nidmlich nur die RY-
Komponente von Y von Null verschieden. Deswegen ist G,.s; zunédchst einmal wohlde-
finiert. Desweiteren konnen wir fiir festes (&, ¢(-)) die RY-Komponente der Funktion
Grest(t, (£, (), €,¢)) zweimal nach c¢ differenzieren, da die Abbildung ¢(-) in H? liegt
(also ist insbesondere ¢”(-) immer noch stetig ist). Man beachte, dass wir aufgrund der
Definition von f**(¢(-),¢,c) tatsichlich auch die Abbildung (b() differenzieren miissen,
wenn wir nach ¢ ableiten. Also kénnen wir G,. in dem Raum Y x R? zweimal nach
¢ ableiten. Ebenso konnen wir fiir festes ¢ die Abbildung ¢ — Gesi(t, (€, 0(+)),¢,¢))
zweimal ableiten. Damit ist zunéchst einmal gezeigt, dass die Abbildung G,es(t, -, -, ) :
Y % (=6,8) x (=6 + ¢y, co + 6) — Y x R2 eine C%-Abbildung ist.

Wir betrachten nun die zu (3.172) assoziierte Fixpunktgleichung:

rest

W(t) = S, 0)Ws + / t A (t, 5)Gmd (s, W (s))ds (3.175)

+ /t (f’fr(t, )Gt (s, W (s))ds,

e e}

fir W(-) € BCJ

erw

= BCV(Ry,Y x R?) und Wg* € Bild(%(0,0)|,., ,,) und einer mo-
difizierten Nichtlinearitit G°¢ (beziiglich der - und c-Richtung haben wir vorher noch

nicht abgeschnitten). Und wieder gilt aufgrund der Regularitét der Projektionen éf(t, t)
und @Y (¢,t) die Identitét

DU(t, 5)Gml (s, W) €Y x R%, ®%(s,t)G™(t, W) € Y x R?
fiir jedes W € Y x R? und ¢ > s > 0. Aus diesem Grund definiert die rechte Seite
von (3.175) eine wohldefinierte Kontraktion Kep (-, Ws*) auf BCJ.,. Diese induziert eine
Abbildung V..., : W§* — @' (0,0)W,(0), wobei W,(-) den eindeutigen Fixpunkt der Inte-
gralgleichung in Abhéngigkeit des Parameters W§* bezeichnet. W.,,, definiert damit eine
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(Lipschitzstetige) Mannigfaltigkeit W3

erw"*

Differenzierbarkeit der erweiterten Mannigfaltigkeit W3

Wir kilmmern uns nun um die Differenzierbarkeit. Analog zu Vanderbauwhede [54] miissen
wir dazu zeigen, dass die rechte Seite von (3.175) als Abbildung von BC?. (R,,Y x R?)
nach BCS,,,(Ry,Y x R?) fiir ein festes W¢* und ein beliebiges ¢ > v > 0 differenzierbar
ist. Wir beschrinken uns dabei auf die Integranden und zeigen exemplarisch, dass die

Abbildung
Y xR?2 = Y xR2
W = &)f(tv S)Qrest(ta W)
stetig differenzierbar ist, wobei ¢t > s > 0 fest ist (man beachte, dass wir hier ebenfalls

die nichtmodifizierte Abbildung G,.s; betrachten. Fiir die spétere Abbildung von BC?

erw
nach BCS,,, muss man dann natiirlich die modifizierte Funktion betrachten). Die Stelle,

an der wir differenzieren wollen, sei W = (V9 gq,cp) = ((£°,¢°(+)), €0, co). Speziell die
Richtungsableitungen nach ¢ und e scheinen nun besonders heikel zu sein und wir be-
trachten zunéchst die Ableitung nach ¢ (fiir € argumentiert man dann analog). Betrachte
zundchst den Fall N = 1, d.h. der einzige in (3.174) auftauchende, von null verschiedene
Eintrag von Gy« (t, (€% ¢°(+)), €0, ¢) ist eine c-abhiingige reelle Zahl r = r(c), mit

r(e) = R+ ¢°(),e0,¢) = Dif™(BF,0,¢0)¢°(-)
(%0, co) — Dof*(R*,0,co)e0 — Dsf*(R*,0,co)c

— Dy fF(h3*,0, c0) DR (t + )0.(1/T(0,¢0)) - ¢

— Dy (%0, co) Dh*(t + )0.(1/T(0,¢0)) - €

Also gilt

Grest(t, (€°,0°(-))s €0, ¢) = 7(c) -

o O O

und deswegen

DL (t, 8)Grest (8, W) = r(c) - | (¢t 9) (3.176)

o O O

Da nun wegen des ersten Abschnittes dieses Beweises die Abbildung éﬁf(t, s) Punkte in
Y x R? wieder in sich abbildet, als Abbildung von ¥ nach ¥ beschrinkt ist und der Skalar
r(c) zweimal stetig differenzierbar von ¢ abhéngt, existiert die Richtungsableitung von
(3.176) nach ¢ bzw. nach (0,0,0,1) in dem Raum Y x R2, d.h. die Ableitung in Richtung
¢ definiert immer noch ein Element in ¥ x R2. Analog sieht man, dass auch die Ableitung
beziiglich ¢ existiert und die Richtungsableitung nach (V; (0,0)) € Y x {0} ist ohnehin
unproblematisch, da die Abbildung G(t,-, A, ¢) : Y — Y nach Annahme differenzierbar
ist.

Im Fall N > 1 gilt das gleiche, denn wir haben ja bereits gezeigt, dass die Abbildung
W = Grest(t, W) als Abbildung von Y x R? in sich eine C2-Abbildung ist. Ausserdem ist
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auch der Operator (f‘jf(t, s) : Y x R2 — Y x R? eine beschriinkte lineare Abbildung und
deswegen differenzierbar: also ist auch die Abbildung W +— @‘ijmst(t, W) als Abbildung
von Y x R? in sich eine C2-Abbildung.
Da die Abbildung ¢ — [t — G™%(t, W, ¢, )] als Abbildung mit Werten in BCO(R,,Y)
einmal stetig differenzierbar ist (da h(t) und A/(t) fiir ¢t — —oo gegen Null konvergiert),
ist auch die Abbildung

BC?., — BCS

ETW ETW

V() = Gui V()

stetig differenzierbar. Nach Vanderbauwhede [54] (und speziell dem Beweis von Theorem
2) ist nun die rechte Seite von (3.172) eine C%-Abbildung von BC?,, nach BCS,, . Dort

wird dann auch gezeigt, dass die Abbildung Wg* + &% (0,0)W,(0) eine C2-Abbildung ist.
Also ist die erweiterte Mannigfaltigkeit W<, eine C*-Mannigfaltigkeit und wir kénnen
Wes+(0) durch

WCS

N (Y x {e} x {e}) = (W2 (0), ¢, 0).
definieren, anstatt die Definition (3.171) zu benutzen.

Die restlichen Aussagen des Satzes folgen nun analog zu dem Beweis von Satz 3.17. [

Wie betrachten nun die Linearisierung von (3.161) in der Null fiir die Parameter (e, c) =
(0, co): Dies ergibt eine autonome lineare Gleichung V(t) = A%*(t)V(t) und wir kénnen
die Existenz beziiglich Y abgeschlossener Unterrdume E., E,, E, mit zugehorigen Pro-
jektionen II,, I, IT, zeigen, auf denen Halbgruppen T#*(t) : ES* — E.,T*(t) : E, —
E,,T*(—t): B, — E, fir t € R bzw. t > 0 bzw. t > 0 und K, o > 0 existieren, so dass

T OVoly < KVoly T 0Voly < Ke ™ [Voly  |TH(=t)Valy < Ke M[Vily.
(3.177)
fiir ein Konstante K > 0 und einem o > 0 gilt (siehe die analoge Diskussion kurz vor

und nach Gleichung (3.116) fiir die Existenz der Unterrdume FEj, E,, E. und Operatoren
TSH(), TR (t), TEH ().

Notation

Wir unterdriicken aber von nun an den Index ,sk* und schreiben kurz Ty(t), T.(t), T, (t).
Ist ein Vektorraum mit einem ,,Dach“ versehen, so ist er mit der Y-Norm versehen: also
gilt z.B. E,:= E,NY, E, := E,NY. AuBerdem schreiben wir von nun an oft I'F := Fgf“c(O).

Wir koénnen nun den folgenden Satz zeigen.

Satz 3.20 (Die instabile Faser des Punktes I'**(0))
Fiir jedes (e,c) mit |e|] > 0 klein genug besitzt Gleichung (3.161) eine instabile Faser

Wu(Tsk(0)) C Y, die folgende Eigenschaften besitzt:

o W(I'**(0)) hat die Gestalt W* (I's%(0)) = Graph(¥..) 4+ I's%(0). Hierbei ist die
Abbildung V. (-) : E, "U — (E.+ E,) eine C*>-Funktion, wobei U eine kleine
Umgebung der Null darstellt und die Abbildung (¢, c) — V. (V) € Y ist fiir festes
V' zweimal stetig differenzierbar.

o WH(I'**(0)) ist bei Ik (0) und (e, ¢) = (0,¢o) tangential an Esk = EhNY
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e Es existiert ein p > 0, so dass folgendes gilt: Sei U_ € Wu(I'**(0)). Dann existiert
eine stetige Funktion U(t) : (—o00,0] — Y mit U(0) = U_ und es gilt
U(t) =T ()] < Me (3.178)
fiirt — —oo. Ausserdem gilt U(t) = (£(t), &) mit einer H3>-Abbildung & : (—o0, b] —
RY, die eine Lésung der Gleichung i(t) = f**(x,, ¢, c) ist.

Beweis

Der Beweis folgt analog zu dem von Satz 3.18: Erneut machen wir den Ansatz U(t) =
V(t) + Ik (t) fiir Losungen U(t) der abstrakten Gleichung (3.161). In diesem Fall 16st
V(t) die Gleichung:

V(t) = A OV (t) + G*(t, V(t), e, c). (3.179)
Hierbei ist A. .(t) : X — Y fiir (£, ®(-)) € X definiert durch

Acc(t) < q)f.) ) - ( Dy (32 g@ +( )) )@ (") )

und G**(t,-,e,¢): Y — Y ist C? mit

Goh (2, (€, 0), ,¢) = (fSk(%c( )+90,5,c)—D1f3k(750( )8, 000 — FOEk(t 4 ) e

Wir schreiben nun die Gleichung (3.179) in einer etwas anderen Form, indem wir den
Linearteil A, .(t) in der Gestalt A, .(t) = Ao, + Bec(t) schreiben, also gilt

B (t) 5 _ fSk(’yac( ),E,C)(I)(') _leSk(OaO>CO)q>(')
=« a() 0 '
So definiert ist ebenfalls B, .(t) fiir jedes feste ¢ eine beschrénkte lineare Abbildung von
Y nach Y, so dass ¢ — B (t)V fiir ein festes V' € Y zweimal stetig differenzierbar ist (da

die Losungen 7. .(-) sowohl zweimal stetig differenzierbar beziiglich ¢ als auch beziiglich
ihres Argumentes sind). Wir betrachten nun die abstrakte Gleichung

V(t) = Ao V(1) + (Be o)V (1) + GF(t,V(2),2,¢)) . (3.180)

Man beachte hierbei, dass A ., autonom ist und Losungsoperatoren T(t), T, (t) und 7,(¢)
besitzt (siehe die Bemerkung vor diesem Theorem). Diese Operatoren erfiillen

IT.(OILVoly < M|Voly ITa(0)ILVoly < Me™'|Voly |Tu(—t) L Voly < Me " |[Voly

fir t € R in der ersten, und ¢t > 0 in den beiden anderen Gleichungen (die Projektionen
I1,, I1,, I1. regularisieren wieder; siche Lemma 3.4). Definiere noch T,(t) : E. + E; —
E. + Eg durch T,4(t) := To(t)I1. + T ()11, fiir t > 0 und I, := I + II.. AuBerdem gilt
|Tos()1es V] < M|V fiir allet > 0und V € Y.

Wir suchen also V'(+) auf R_ als Fixpunkt der Integralgleichung

V(t) = T.(t)Vy —i—/o T, (t — )11, [B&C(S)V( )+ GEF (s, V(s),e,c)] ds (3.181)

+/_ (T.s(t — s)Ies) [BE,C(S)V( )+ Gmod(s,V(s),e,c)} ds,

9.
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wobei V(-) € BC™? := BC~*(R_,Y) ist, V* € E, := E,NY und dieser Raum mit der
Y-Norm versehen ist. Weiterhin ist in diesem Ausdruck:
Groa(t: Vig ) = x5 ((V.V)y) G (¢, Ve, 0),

d.h. G** ist mit einer Cut-off-Funktion ys(-) modifiziert, wobei ys kompakten Triger in
dem Intervall [—¢, ] hat.

Die rechte Seite von (3.181) definiert nun eine wohldefinierte Abbildung K von BC~* in
sich, falls wir 0 < p < ¢ und das ¢ der cut-off-Funktion klein genug wihlen. Man beachte
nun, dass die Operatornorm |B: (t)|}y y- uniform klein beziiglich ¢ ist und fiir e — 0
und ¢ — ¢g gegen Null konvergiert. Daher brauchen wir diesen Term nicht zusétzlich mit
einer cut-off-Funktion zu modifizieren. Ist also ¢ ~ 0, d = 0 und ¢ = ¢y, so definiert
K(-, Vi, ¢,e) eine uniforme Kontraktion auf BC~*, die zweimal stetig differenzierbar ist
(die Nichtlinearitéit G**(s, -, \, ¢) ist eine C?-Abbildung). Nun hiingt K fiir festes c, € zwei-
mal stetig differenzierbar von V' ab und deswegen héngt auch der eindeutige Fixpunkt
Vi(-) € BC~* zweimal stetig differenzierbar von V™ ab.

Als néchstes beobachten wir, dass IC stetig von ¢ und ¢ abhingt: Um etwa die Stetigkeit
beziiglich ¢ zu zeigen, benutzen wir die Tatsache, dass die Abbildung ¢ — fyf\kc() als

Abbildung mit Werten in BCO(R,,Y") stetig ist. Also gilt fiir feste V € Y, e € (=0, )
| Beern(s)V = Bee(s)V]y < 0[Vy

fiir ein gegebenes 0 > 0, falls h = h(e, ¢) klein genug ist (und h hiingt insbesondere nicht
von s ab!). Deshalb gilt fiir ein festes V() € BC~* die folgende Abschitzung:

t

e”'t‘\ /_ (Tes(t — $)1Les) Beepn(s)V (s)ds — / (Tes(t — s)ILes) Bz c(s)V (s)ds|s

— 00

= 6_pt‘ /_ (Tcs(t - S>Hcs> (Be,c+h(8)v(s> B B€7C(S>V(S)) d8|?

t t
<ot / MCEV(s)|yds < Ke ™3 / |V 5eods

— 00

< Ke 5" /plL o [V|pc—e < K - 0|V|pc—s

und die rechte Seite wird nach geniigend kleiner Wahl von h > 0 beliebig klein. Fiir die
anderen Integralterme gilt eine dhnliche Abschétzung. Damit ist Stetigkeit der Abbildung
c— K(V,c,e) gezeigt.

Man beachte, dass die eben gerade vorgefithrte Rechnung falsch ist, wenn die Abbildung
¢+ B..(s)V nicht stetig als Abbildung mit Werten in BC*(R,,Y) ist, was z.B. der Fall
ist, wenn wir mit den unskalierten Losungen . .(-) arbeiten wiirden!

Der springende Punkt ist nun die Beobachtung, dass K sogar zweimal stetig differenzier-
bar von den Parametern ¢ und £ abhéngt: Nach Konstruktion besitzen alle periodischen
Funktionen %% () die gleiche Periode und deswegen ist etwa die Abbildung ¢ — ~2%(-) fiir
ein festes € ~ 0 als Abbildung mit Werten in BC?(R_, RY) zweimal stetig differenzierbar.
Zunichst einmal ist nun fiir festes V € Y und t,e die Abbildung

(—5+CQ,60+5) — Y
¢ — B..(t)V
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differenzierbar: Um dies einzusehen, schreiben wir diese Abbildung etwas expliziter in der
Form

§ N\ _ [ DiftF(yi(t+),e,0)¢(-) = Dif*(0,0,co) (")
¢ B (1) ( o ) _ ( { ) (3.182)

Man sieht nun, dass nur die RY-Komponente des Punktes B..(t)V € Y von null ver-
schieden ist. Diese ist zweimal stetig differenzierbar begl. ¢, also ist (3.182) zweimal dif-
ferenzierbar beziiglich ¢ in dem Raum Y. Die anderen Richtungsableitungen existieren
ebenfalls und sind stetig, weswegen die Frechet-Ableitung existiert.

Zusammen mit der Tatsache, dass ¢ — yjkc() iir ein festes ¢ ~ 0 als Abbildung mit Werten
in BC°(R_, RY) zweimal stetig differenzierbar ist, folgt, dass auch die Abbildung

c— B..()V

fiir ein festes V € YV zweimal stetig differenzierbar ist, wenn man sie als Abbildung
mit Werten in BC°(R,,Y) auffasst. AuBerdem ist fiir ein festes V() € BC~* auch die
Funktion

(=0 +co, 0 +¢g) — BCP(R_,Y)
c — IL,B..()V()

zweimal stetig differenzierbar und wegen der Kettenregel auch die Funktion
(—5—|—Co,5—|—00) — BC™* R Y)
c — / u(® — s)IL,B: .(s)V(s)ds

Analog zeigt man nun, dass auch die Abbildung ¢ — [T, (e — s)I1,G*(s,V (s), €, c)ds als
Abbildung nach BC'~? zweimal stetig differenzierbar ist. Also sind alle in (3.181) auftau-
chenden Integralterme als Elemente in BC'™? zweimal stetig differenzierbar beziiglich ¢
und ¢ (die Argumentation hinsichtlich ¢ ist die gleiche). Nach dem Banachschen Fixpunkt-
satz mit Parametern (siehe [19]) ist auch der Fixpunkt V. (-) differenzierbar beziiglich ¢, e
und deswegen auch die Abbildung ¢ — Il V,(0,¢) =: U(V, ¢, ¢) und ¢ — I1Vi(0, c).
Schliellich setzen wir

W2.(DZ(0)) := Graph(P(-, e, c)) + T (0).

Notation und weitere Mannigfaltigkeiten

e Seien ¢, @ die Losungsoperatoren einer (Zentrums-) Dichotomie der Gleichung
(3.162) auf R, die den Abschétzungen

18 )V iy < M= NV]y (s VI < Me V]

fiir gewisse a, 6 > 0, ¢ > s > 0 und einem beliebigen V € Y geniigen, wobei
a > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann. Wir setzen nun E°(0) := E$*(0) NY :=

Bild(®%(0,0)],) NY, EL(0) := E%(0) NY := Bild(®%(0,0)|,.) N Y und beide sind
mit der Y-Norm versehen.
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o Seien @3, ¢ die Losungsoperatoren einer (Zentrums-) Dichotomie der Gleichung
(3.162) auf R, die den Abschitzungen

|05 (s, 0V |y < Me IVl J0L(t, )V [ly < Me |V ly

fiir gewisse ag, B2 > 0, ¢ > s > 0 und einem beliebigen V € Y geniigen, wobei
a > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann. Wir setzen nun £%(0) := E5(0)NY :=
Bild(®}°(0,0)|,.) NY, E4(0) := E%(0)NY = Bild(®%(0,0) \Y )NY und beide sind
mit der Y-Norm versehen.

e Seien &, d" die Losungsoperatoren einer (Zentrums-) Dichotomie der Gleichung
(3.162) auf R_ mit den Abschétzungen

80 )V ly < MeFVy @2 (s, )V]ly < Me 5|V,

fiir gewisse ag, 3 > 0, ¢ < s < 0 und einem beliebigen V' € Y, wobei a3 > ( beliebig
klein gewahlt werden kann. Wir setze nun £°(0) := ESS(O)HY = Bild(%°(0,0) }Y
Y, B*(0) = E*(0)NY := Bild(®%(0,0)|,,) N'Y und beide sind mit der ¥-Norm

versehen.

e Die lokale stark-stabile Mannigfaltigkeit: Wir bezeichnen mit W*$°¢(0) =
Westoe(0) € Y die stark stabile Mannigfaltigkeit der Gleichung (3.161) nahe dem
Glelchgewmht Null. Diese ist in der Null fiir die Parameterwerte (g,c) = (0, )
tangential an E, und besteht aus allen Punkten 0 ~ U, € Y, zu denen eine Losung
U(t) fir ¢ > 0 von (3.161) mit U(0) = U, existiert und |U(t)]y < Me " fiir
t > 0 und einem beziiglich U, uniformen ¥ > 0 gilt. Die Konstruktion dieser
Mannigfaltigkeit folgt analog zu der im letzten Abschnitt von Kapitel 3.4.1.

e Die lokale zentrumsstabile Mannigfaltigkeit: Wir bezeichnen mit We*l°¢(0) =
Westee(0) C Y die lokale zentrumsstabile Mannigfaltigkeit der Gleichung (3.161)
nahe dem Gleichgewicht Null. Diese ist in der Null fiir die Parameterwerte (g, ¢) =
(0, o) tangential an E. + E,. Die Konstruktion dieser Mannigfaltigkeit folgt analog
zu der von We°¢(()) aus Kapitel 3.4.1 fiir die unskalierte Gleichung.

e Die stark-stabile Mannigfaltigkeit nahe H**(0): Gelte H**(t) — 0 exponentiell
schnell fiir ¢ — oco. Dann bezeichnen wir mit W*%(0) die stark-stabile Mannigfaltig-
keit der Null nahe H**(0). Diese ist in H**(0) fiir die Parameterwerte (g, c) = (0, co)
tangential an ES( 0) und besteht aus allen Punkten U, € Y mit U, ~ H*(0),
zu denen eine Losung U(t) fiir ¢ > 0 von (3.161) mit U(0) = U, existiert und
\U(t) — H*(t)|y < Me™2" fiir t > 0 und einem beziiglich U, uniformen oy > 0 gilt.
Die Konstruktion dieser Mannigfaltigkeit folgt analog zum Beweis von Lemma 3.27.

3.6.3 Transversalitit der skalierten Mannigfaltigkeiten

Wir suchen nun Lésungen von (3.161), also
U(t) = F*U(t), e, c), (3.183)

die fiir Parameterwerte (5 c) # (0, ¢p) in Vorwérts- und Riickwértszeit gegen den Orbit der
periodischen Funktion I'¢% konvergieren. Fiir (¢, ¢) = (0, ¢p) besitzt (3.183) die homokline
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Losung H**(t). Diese liegt sowohl in W% (0) als auch in W*(I'**(0)) fiir (¢,c) = (0, cp),
wenn wir gegebenfalls die homokline Losung H**(t) := H**(t+ty) und t, < 0 klein genug
betrachten.

Die gesuchten Losungen, sollten also ebenfalls in W+ (0) N W*(I'**(0)) liegen, wobei a
priori nicht klar ist, ob es iiberhaupt einen Schnittpunkt dieser Mannigfaltigkeiten fiir
Parameterwerte (e, c) # (0, ¢) gibt.

Um sicherzustellen, dass W5 (0) und W, (T's%(0)) einen Schnittpunkt fiir (e, ¢) # (0, ¢o)
und insbesondere € > 0 haben, liegt es nahe, wie im vorigen Kapitel ein Transversalitéits-
argument anzuwenden. Wir betrachten dazu die erweiterten Mannigfaltigkeiten:

W = {(U,) €Y xR:le—co| <8, UeW:(IE(0)}
WECS = {(U,c) € Y xR: lc—col <9, Ue Wfstr(O)}

Diese sind C2-Mannigfaltigkeiten in Y x R. Wir zeigen nun, dass sich diese beiden Man-

nigfaltigkeiten in (H(0), ¢o) fiir € = 0 transversal schneiden, siehe Abbildung 3.11,

Abbildung 3.11: Die Abbildung zeigt den Schnitt der beiden Mannigfaltigkeiten WOCS und
W entlang der Losung (H**(+), ¢y) im erweiterten Phasenraum Y x R.

Lemma 3.29
Es gilt
T(HSk(O)7CO)W6L + T(Hsk(0)7CO)WOCS =Y x R.

Beweis
Zunéchst einmal konnen wir ganz analog zum Beweis des Lemmas 3.21 zeigen, dass

A

Tt Wi = (E57(0) x {0)) + span{ () (0), 0)) + span{ (V%" (0), 1)},
Tl We™ = (E%(0) x {0}) + span{ (") (0). 0)} + span{ (Vi (0). 1)}

gilt. Weiterhin besitzt der abgeschlossene Vektorraum Ef(()) + E*(0) C Y die Kodi-
mension 1: Dies folgt aus Lemma 3.20, angewendet auf die skalierten Operatoren unter
Verwendung der Hypothese ,, Transversalitéit®, die wegen des Abschnitts ” Die Hypothesen
,EFE“ und ,Transversalitat“ fiir die skalierte Gleichung® in Kapitel 3.6.1 giiltig ist (bis
auf das Nichtverschwinden des Melnikovintegrals (3.13)). Man beachte jedoch, dass wir
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das Nichtverschwinden des Melnikovterms nicht fiir die Bestimmung der Kodimension des
Unterraumes E$°(0) + £*(0) C Y in Lemma 3.20 benétigen.

Die Vektoren \A/OC,Z;F(O), Vo?éo_ (0) représentieren Vektoren der Tangentialraume in c-Richtung
und konnen etwa durch Ableiten der Integralgleichungen (3.167) nach ¢ fiir Vii® = 0 bzw.
der Gleichung (3.181) im Punkt V* = II,H**(0) fiir ¢ = ¢y und ¢ = 0 bestimmt wer-
den. Fiir die Berechnung des Terms \A/OC,Z’:(O) miissen wir die im Integranden auftretende
Ableitung

(G (s, V(s,c),O,c))}

c=co

fiir ein festes s > 0 berechnen, wobei V (-, ¢) den Fixpunkt der Integralgleichung (3.167) fiir
(g,¢) = (0,c¢) fiir die V*-Komponente ,,0“ bezeichnet und als ,, Abweichung® der Losung
vom periodischen Orbit betrachtet werden kann. Schreiben wir V (s, ¢) = (v°, v(-,¢)) € Y
(und unterdriicken die s-Abhéngigkeit), so gilt zundchst einmal V (s, ¢) = (v, v(+, ¢p)) =
0 (da fiir diesen Parameterwert H*®*(t) selbst die Losung ist). Wir machen nun auf die
verschiedenen Stellen in der Funktion G aufmerksam, an denen wir nach ¢ differenzieren
miissen und bezeichnen diese Stellen mit ¢, co, c3. Vorsichtshalber bezeichnen wir diese
Nichtlinearitit mit G; dann gilt (vergleiche mit (3.169)):

G(t, (v, v(-, 1)), 0, ¢a, c3) =
— T(O, C3) ( f(h(t . T(O, Co) + (9 . T(O, C())/Téo, Cg))) —+ U(Q/T(O, 02)’ Cl)> 0’ 03) )

~T(0, c3) ( Dy f(h(t-T(0,¢) + (0 -T(0, CO)/OT(O, ©))),0,¢0) [0(0/T(0,c2), c1)] )

fht'TO,Co + G'TO,CO TO,CQ ,O,CO
10 (S TOD+ O TOTOLD.00) )

Wie man nun an dieser Darstellung sieht, gilt zunéichst 9., G (¢, (v, v(-, ¢1)), 0, co, co)| =

~ c1=co
0.,G(t, (v, v(-, ¢p)), 0, o, o) ‘CFCO = 0,dav(+, ) = 0 und sich die Terme, deren Ableitung

von Null verschieden sind, in der Differenz aufheben. Deswegen gilt:

acg(tv V(t, C)? O’ C> }c: = a03 (g(87 (Ucoa U(~, CO))v 07 Co, C3))}

(€] €3=Co

- Oef(h(t-T(0,co) +6),0,¢)| _,.
= T(O,C()) . ( 0 )

_ dg(h(t-T(0,c0) +6),0,0)| _,.
= T(0,¢) - ( 0 ) ,

wobei g kurz vor Hypothese “Transversalitiat® des Kapitels 3.2 definiert wurde. Also gilt:

Vo (0) = / % (0,£) - T(0, co) - ( 0eg(h(¢ -T(o,oco) +9),0, o) )dg (3.184)

und analog

V= (0) = / 5 (0,€) - T(0, ¢o) ( %eg (S - 710, 20) +6), 0, 0) )dg. (3.185)

— 00

Bezeichne nun wieder mit W0 € Y einen Vektor, der beziiglich des Y-Skalarproduktes
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senkrecht auf der Summe E<*(0) + E*(0) steht. Dann miissen wir nur noch zeigen, dass

T(0, co) - <\112,/0 (0, £) ( deg(h(§ - T(O,Oco) +0),0,¢0) ) d€>y

—00

~T(0, co) - <\IJS, /0 % (0,€) ( Ocg(h(& - T(O’OC(]) +6),0,c) ) d§>y #0

[e.e]

gilt. Dies ist aber dquivalent zu

T(0, co) - /Oo <\if(§)\112, ( Deg(h(& - T(O’OCO) +0),0,c0) )>ng £0, (3.186)

— 00

wobel wir

S [ en 0 : >0
‘I’(t)_{qff(o,t)* 0>t

gesetzt haben. Und wie wir schon im Beweis des Lemmas 3.21 bemerkt haben, ist die
erste Komponente 7(¢) der Funktion \if(t)\lfg eine beschrinkte Losung der adjungierten
(skalierten) Gleichung (3.158), die in Vorwiértszeit exponentiell abklingt. Wir haben im
Abschnitt ,Die Hypothesen ,EFE“ und , Transversalitéit® fiir die skalierte Gleichung* ge-
zeigt, dass nun n(§) = p(& - T(0,cp)) gilt, und p(-) die eindeutig beschriankte Losung der
adjungierten (unskalierten) Gleichung (3.156) ist, die in Vorwiértszeit exponentiell fallt.
Nach Substitution &, := & - T(0, ¢o) ist nun der Ausdruck (3.186) wegen der Hypothese
, Transversalitdt® von null verschieden. U

Der Beweis des folgenden Korollars ist nun vollstindig analog zu dem von Korollar 3.3
und ist im wesentlichen nur eine Anwendung des impliziten Funktionensatzes.

Korollar 3.4
West und W besitzen fiir e > 0 einen Schnittpunkt (U¢, ¢(¢)). Dieser hédngt stetig von
€ ab.

3.6.4 Algebraische Konvergenz der homoklinen L6sung

Wir haben mit dem letzten Korollar gezeigt, dass W+ und W fiir ¢ > 0 einen
Schnittpunkt (U¢,c(g)) besitzen. Die assoziierte Losung U¢(-) von (3.183) fiir ¢ = c(¢)
mit U*(0) = U* konvergiert dann exponentiell gegen den Orbit von ¥ = T'2% (-) fiir
t — —oo und I'**(.) ist nach Definition der Parameter eine nichttriviale, periodische
Losung. AuBerdem ist U® in W;SC’(JEF)(O) enthalten. Also konvergiert U¢(t) nach Satz 3.19
flir t — oo entweder gegen das Gleichgewicht oder gegen den Orbit der periodischen

Funktion I'**. Wir zeigen letztere Alternative:

Lemma 3.30

Konvergiere H (t) in Vorwértszeit nicht exponentiell gegen Null, d.h. es gilt sup,-o | H (t)|ye® =
oo fiir jedes feste 6 > 0. Dann konvergiert auch H*(t) in Vorwiirtszeit nicht exponentiell
gegen null und es gilt

fiir t — oo und einer asymptotischen Phase 0, = 0,(¢).
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Beweis

Die fiir diesen Beweis benotigten Mannigfaltigkeiten sind in Abschnitt 3.6.2 eingefiihrt
worden (man beachte auch den Abschnitt , Notation und weitere Mannigfaltigkeiten*
nach dem Beweis von Satz 3.20).

Es gilt nun U°(0) = H**(0) € W' (0). Da auBerdem H(t) € Wgs*(0) fir ¢ > ¢, und
einem t; > 0 grofl genug ist, gilt auch U®(t,) € Waci(ls)c (0) und die Differenz |H®*(t,) —
U=(t.)|y ist fur ein geeignetes ¢, > t; und kleines ¢ > 0 beliebig klein wéhlbar. Man
beachte namlich, dass U¢(0) € W;SC’(J;)(O) und auf beliebig groBen kompakten Intervallen
[0,t, + 1] ist die Differenz der Funktionswerte H®*(t) — U¢(t) uniform klein, falls nur ¢
klein genug ist.

AuBerdem gilt H**(t,) ¢ Wgsl*(0) € W53*°(0), da H**() nach Annahme nur algebra-
isch (bzw. nicht exponentlell) gegen null konvergiert. Wegen der Stetigkeit von W;?loc(O)
beziiglich der Parameter existiert dann ein p > 0 klein genug und eine Umgebung B,(H**(t.)),
so dass U ¢ Wg5loe(0) fiir alle U € B,(H**(t,)) und (e,¢) = (0,¢0). Also ist wegen
der Stetigkeit beziiglich ¢ auch U(t.) ¢ W7, loc( 0), wenn man ¢ so klein wihlt, dass
U¢(t.) € B,(H®*(t.)). Damit konvergiert U® (¢ ) in Vorwértszeit gegen den Orbit der Funk-
tion F:ffc( 6)(-), der fiir € > 0 nichttrivial ist und beziiglich der Dynamik auf der Zentrums-
mannigfaltigkeit stabil ist. O

Wir schreiben nun die zum Schnittpunkt (U¢, ¢(e)) assoziierte Losung U¢(t) von (3.183)

fiir t € R in der Form (4.
i u(t,e
Us(t) = ( u(t+-,¢e) )

Dann ist u(-, ) eine Losung der Gleichung (3.160) auf R. Diese konvergiert exponentiell
schnell gegen den Orbit der periodischen Losung fyjﬁ(e)(-) fiir t — —oo und ebenfalls gegen

den Orbit von ** (o) () fiir ¢ — oo mit kleiner exponentieller Rate. Wir setzen nun

und bemerken, dass h° eine Losung der Gleichung #(t) = f(z, Mg, ¢), ¢) ist. Also haben
wir die gesuchte Familie von Losungen gefunden.

3.6.5 Exponentielle Konvergenz der homoklinen Lésung

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass der Punkt U® nicht in der stark-stabilen
Mannigfaltigkeit W25+(0) fiir ¢ # 0 liegt. Zusammen mit der Tatsache, dass die dazu-
gehorige Losung U (t) fiir t — oo entweder gegen das Gleichgewicht Null oder einen Orbit
einer periodischen Funktion konvergiert (nach Satz 3.19), hitten wir damit ebenfalls den
Beweis abgeschlossen. Allerdings gilt nun U° = H**(0) € W**(0) und wir miissen zei-
gen, dass die stark-stabile Mannigfaltigkeit W2%%(0) und die instabile Mannigfaltigkeit
Welee(Te%(0)) keinen Schnittpunkt fiir (e,¢) # (0, ¢o) besitzen. Die Argumentation in
diesem Abschnitt ist im wesentlichen die gleiche wie im Abschnitt ,,Die erweiterten Man-
nigfaltigkeiten und Transversalitét, aus Kapitel 3.5.2.

Wir benotigen folgendes Lemma.

Lemma 3.31
Es gilt |c(e) — o] < K|e?
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Beweis

Zunéchst einmal bemerken wir, dass ¢(¢) von der Ordnung O(¢) ist: dies folgt aus dem
impliziten Funktionensatz und der Tatsache, dass die den Schnittpunkt (U®,c(e)) cha-
rakterisierende Gleichung zweimal stetig differenzierbar beziiglich € ist. Der Beweis des
Lemmas folgt nun analog zu dem von Lemma 3.26. Wir machen allerdings auf eine kleine
Feinheit aufmerksam. Zum Beweis des Lemmas 3.31 benétigen wir die Entwicklung der
zentrumsstabilen Mannigfaltigkeit 1% (0) nahe H**(0), siche Satz 3.19. Die zentrums-
stabile Mannigfaltigkeit wurde mit Hilfe der Integralgleichung

t
V(t) = (IJ‘jf(t,O)‘/(]cs+/ QL (L, 5)Gmod(s, V(s),e,c)ds
0

t
+ / QY (t,5)Gmoa(s, V(s), €, c)ds,

[e.9]

konstruiert. Wir bezeichnen die rechte Seite dieser Gleichung fiir t = 0 mit (V' (), V§*, ¢, €).
Also definiert K(V(+), Vi, c,e) + H**(0) einen Punkt auf We(0) und es ist V(:) =
V(.,e,¢) € BC"(R.,Y). Speziell sind wir nun an der Entwicklung des Punktes U¢ €
We*(0) nach ¢ interessiert. Also bestimmen wir 0.xC(V(+),0, CO’E)L:o fir Vg® = 0 (und
deswegen V' (-,0,co) = 0). Nun ist € — K(V(-), V§*, ¢, ) differenzierbar und es gilt

8€IC(O,0,CO,5)} =0.

e=0

Man beachte dabei, dass man ebenfalls den Term V() nach ¢ differenzieren muss. Dazu
bedenke man die Definition von G in (3.169), in der z.B. der Term f*(hi* + ¢, ¢,¢)
auftaucht. Ausgeschrieben (mit V() = (£(¢), p(t + -)) nimmt dieser Term die Gestalt

fSk(hfk + Pty €, C) = T(5> C)f(hfk(e/T(Ev C)) + th(e/T(Ev C))a 5‘(57 C)> C)

an. Wegen (3.151) und (3.152) ist die Ableitung dieser Funktion nach e null; die gleiche
Argumentation gilt fiir alle anderen in G auftauchenden Terme. Also existieren in der
Entwicklung von W£5%(0) nahe H**(0) keine e-Terme, sondern nur ¢ oder O(1)-Terme.

Das gleiche gilt deswegen auch fiir die erweiterte Mannigfaltigkeit WECS und analoges gilt
fiir W. Aus dieser Tatsache und dem Beweis von Lemma 3.26 folgt nun der Beweis. [

Wir wollen nun die Distanz von Punkten auf W? ‘Z(j)(O) und Wa’fc(e)(ij‘“C(E)(O)) abschétzen.
Sei dazu U* € W*,(I'**(0)). Dann gilt

U = Age + V3 + O(e + (|e — co| + |V§]) + [VS?), (3.187)

fir Ay # 0 und V* € Bild(I1,), was man aus der Integralgleichung (3.181) schliefien kann
(siche die Argumentation kurz vor Gleichung (3.177) fiir eine Definition von II,,).

Wir schiitzen nun den Abstand der instabilen Faser W*(I'**(0)) = (o) (Fgf“c(e)(O)) des
Punktes I's%(0) und der instabilen Mannigfaltigkeit der Null W*(0) = W.(0) nahe

H(0) ab. W* ist an der Stelle 0 € W, _,(0) tangential an B, fiir (g,¢) = (0, ¢y) und fiir
jeden Punkt U_ € W ,(0) mit U_ ~ 0 existiert eine Losung U(t) fiir t < 0 der skalierten
Gleichung, die fiir ¢ — —oo exponentiell gegen null konvergiert.

Wir betrachten nun die Differenz zweier Punkte in W*(I'**(0)) und W*(0) mit gleicher
Tangentialkomponente Vi*. Dazu benutzen wir die Entwicklung (3.187), dann gilt
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elAn| — Ke(IVy'| + |e(e) — col) > e|An| — Ke(r +¢) (3.188)

wobei 7 > 0 den Abstand von H*®*(0) zum Gleichgewicht 0 bezeichnet und wir nicht
die |Vi'[*-Terme betrachten miissen, die sich auf ¢ = 0 beziehen und wegen W' (0) =
Wi (LgE(0)) in der Differenz aufheben. Wihlen wir r klein genug (indem wir notfalls
Hek(t 4 t) anstatt H®*(t) fiir ein ty < 0 klein genug betrachten), so ist die rechte Seite
von (3.188) grofer als pe, fiir ein p > 0.

Auf der anderen Seite ist der Abstand zweier Punkte in W;‘Z(Jg)(O) und in W, (0) von
der Ordnung 2. Warum? Dazu betrachten wir den Punkt U?, projizieren U — H**(0)
mit Hilfe der Projektion ®%(0,0) : ¥ — Y auf den Unterraum Ei(O) (man beachte,
dass ®%(0,0) Punkte in Y wieder nach Y abbildet) und bezeichnen die so konstruierte
Komponente mit V. Aulerdem projizieren wir U® mit Hilfe der Projektion II,, : ¥ — Y
(siehe (3.177) fiir die Definition dieser Projektion) auf den Unterraum F, und bezeichnen
die so konstruierte Komponente mit V*. Wir wihlen nun eine Projektion auf ein Komple-
ment des in Y abgeschlossenen Unterraumes E7 (0) + £, C Y beziiglich des umgebenden
Raumes E$°(0) + E, C Y, der das Y-Skalarprodukt besitzt (siehe die Aufflistung nach
dem Beweis von Satz 3.20 fiir die Definition von E?(0), £$*(0)); wir bezeichnen diese
(nicht eindeutig festgelegte) Projektion mit P¢ (dessen Kern E3(0) + E, CY ist).

Nun betrachten wir den Punkt V& € Ei(()) Diesen Tangentialvektor setzen wir in die
Entwicklung der Mannigfaltigkeit W;‘z(i)(()) ein; den so erhaltenen Punkt nennen wir H?.
Wir erhalten dann:

H: = H™0)+ Vi +O(|ViP + |e(e) — co| +€7)

Analog erhalten wir fiir den Punkt H* € W*

A ()(0), der die Tangentialkomponente V; €
E,, besitzt:

H!=U; + (9(|UZ|2 + |e(e) — co| + 7).

Differenz dieser beiden Punkte und anschlieende Projektion auf den Zentrumsanteil via
P, liefert:

7= P[H" — H"] = PVE -V +O(VEP + |ele) — co| +€2)
O([Vi P + le(e) — col +€)

Fiir ¢ > 0 hat der so erhaltene Vektor Z also die Gestalt Z = £2-O(e*+|(c(e) —co) |+ |VE|+
|VE]), da die Tangentialkomponente VE — V¥ nach der Projektion auf den Zentrumsanteil
stets verschwindet (diese besitzt eventuell noch ein e-Faktor) und alle anderen Termen
in der Entwicklung mit ¢ beginnen (man beachte dazu auch den Beweis von Lemma
3.31 fiir die Entwicklung von |c(e) — ¢g)|). Wir bemerken, dass sich alle Terme in der
Entwicklung ohne den Vorfaktor € sowieso auf € = 0 beziehen; fiir diesen Parameterwert
schneiden sich aber die Mannigfaltigkeiten W***(0) und W*(0), so dass die Differenz
null ist. Zusammengefasst zeigt diese Argumentation, dass die Zentrumskomponente vom
Abstand des Schnittpunktes zwischen diesen beiden Mannigfaltigkeiten von der Ordnung
2 ist.

Also kénnen sich

WSS’—F (0) Wz-:qfc(e) (F:ffc(e)(()))

,c(e)
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nicht nahe H(0) schneiden. Denn setzen wir die Tangentialkomponente V¢ € E, so-
wohl in die Entwicklung der Mannigfaltigkeit W;fc( 6)(O) als auch in die Entwicklung der

Mannigfaltigkeit ngc(e)(ijfc(e)(O)) ein, so erfiillt die Differenz der so erhaltenen Punkte
die Abschatzung (3.188). Auch nach Projektion auf ein Komplement des Unterraumes
E:(0)+ E, C Y beziiglich des umgebenden Raumes E$*(0) 4+ E5* mit Hilfe der Projekti-
on P., kann man die Differenz durch einen Term a - £, mit a > 0, nach unten abschiitzen,
da der Vektor Ay nicht in E7(0) + E, liegt. Diese Behauptung ist nach dem folgenden
Lemma klar. Dieses besagt, dass sich Punkte des Eigenraumes E7(0) C Y dem Vek-
torraum F; C Y ,anndhern®“. Fiir den Beweis des Lemmas erinnern wir daran, dass

s (t,s) fiir t > s > 0 ein Losungsoperator beziiglich einer Dichotomie der Gleichung

V(t) = AsE()V (t) auf R, ist, wobei

ASK(t) = < lesk(hsk(tg—;o +),0,co)e )

gilt. Trotzdem unterdriicken wir im weiteren die ¢o-Abhéngigkeit des Operators ®7.

Lemma 3.32
Sei W, € E%(0) := Bild(®%(0,0)|,,). Dann gilt [W, — IL,W.|y = |®%(0,0)W, — ILW,]y <
M (to)|W.|y, wobei M(ty) — 0 fiir tg — —oo gilt.

Beweis
Wie immer beweisen wir nur die Behauptungen fiir den translatierten Operator Afﬁ (1),
mit
A1) ( £ ) _ < —pE + D1 fR(RF(E +to +-), 0, co)[e" ()] ) .
a ¥(-) Dot (+)

Dieser ist hyperbolisch fiir ein 1 > 0 klein genug und besitzt eine exponentielle Dichotomie
auf Ry, mit zugehorigen Losungsoperatoren @5 und ®'%. Wir schreiben nun Afﬁ(t) =
As + B(t) mit

()=

Die Operatoren der exponentiellen Dichotomie (auf R) der Gleichung U = AU nennen
wir eA=! fiir t > 0 und eA=* fiir t < 0, wobei |eA>'U|y < Me PH|U|y fiir ¢ > 0 und
leA%tU]y < Me Uy fiir t < 0 gilt und 0 < 8 < ¢ wihlbar ist.

Mittels Integration kann man nun zeigen (siehe auch [47]), dass der Operator éi(t, s)
folgende Integralgleichung fiir t > s > 0 erfiillt:

A= = éi(t,s)W*%—eAgo@i(O,s)W*+/ "D B(7)®% (1, 5)W.dr
0
t S

_ /eAio(t—T)B(T)éi(T,s)W*deL/0 AT B(r) @Y (7, 5)W.dr.

Unter der Beachtung von W, € E{ und ¢t = s = 0 ergibt sich

I,W, = ®5(0,0)W, + / e B(1) 0% (1, 0)W.dr.
0
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Die Behauptung ist also bewiesen, falls wir zeigen, dass der Integralterm fiir ty — —oo0
gegen Null konvergiert (uniform fiir |[W.|y < 1 etwa). Vergessen wir kurz einmal B(7), so
beobachten wir, dass der Integrand exponentiell abklingt und der dominierende Term die
Form Me™¢" fiir ein ¢ > 0 besitzt. Wir bemerken nun, dass auch die Operatornorm von
| B(T)|(v,y) exponentiell abklingt, falls 7 — oco. Lediglich auf einem beschrénkten Inter-
vall [- K, K] ist die Operatornorm von der Ordnung 1 (nédmlich dort, wo der Homokline
nicht nahe der Gleichgewichte ist). Dieses Intervall kann man mit Hilfe von t) — —oo
nach rechts verschieben, so dass es durch das Abklingverhalten des restlichen Integranden
dominiert wird. Damit ist alles gezeigt. U

Wir zeigen nun, wie man den Beweis abschliefit. Dazu betrachte wir den Vektor Vo :=
%%(0,0)Ag, der von ty < 0 abhiingt. Wir wollen nun annehmen, dass Ay keine ,Zen-
trumskomponente“ besitzt, also die Darstellung Ay = V/ + V' fiir ein V0 € E** hat
und einen Widerspruch herleiten. Zunichst einmal ist nun die Y-Norm des Vektors V%
uniform beschrankt beziiglich tg — —oo. Dies folgt aus den Beweisschritten ,,Schritt I¢
und ,,Schritt 11 kurz nach Gleichung (3.56). Das obige Lemma besagt dann, dass sich
der Punkt V! beziiglich der Y-Norm fiir ¢, — —oo dem Punkt II¥*V nihert. Fiir die
feste Projektion Il. : Y — Y mit Kern E* + E* C Y (siehe Definition (3.177)) und Bild
Esk C Y gilt nun [I.Ay # 0 (siehe Darstellung (3.81) und die explizite Darstellung von
Ap in den Zeilen davor). Andererseits zeigt aber unsere Annahme, dass Ay = Vo + V! fiir
to — —oo einem Punkt des Vektorraumes E* + E* beliebig nahe kommt und deswegen
die II.-Komponente verschwinden muss. Dies ist ein Widerspruch.

Damit ist gezeigt, dass U(t) in Vorwirtszeit ¢ — oo gegen den Orbit der periodischen

Losung ij“c(a)(~) konvergiert. Sei nun

Us(t) = (u(t,e),u(t+ -, ¢)).

Dann ist u(-, ) eine Losung der Gleichung (3.160) auf R. Diese konvergiert exponentiell
schnell gegen den Orbit der periodischen Losung fyji(e)(-) fiir t — —oo und gegen den

Orbit von fy;kc(e)(-) fiir ¢ — oo mit kleiner exponentieller Rate. Setzen wir noch

so haben wir die gesuchte Familie von Losungen gefunden.
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