3.5 Losungen, die ein Gleichgewicht mit einem peri-
odischen Orbit verbinden

Wir zeigen in diesem Kapitel, dass Losungen U*(t) der Gleichung
U(t) = F(U(t,\ ) (3.119)

existieren, die fiir A > 0 in Vorwirtszeit gegen eine periodische Losung und in Riickwiirts-
zeit exponentiell gegen das Gleichgewicht null konvergieren. Genauer wollen wir Losungen
der Gleichung (3.119) suchen, die fiir Parameterwerte (\, ¢) # (0, ¢o) in Vorwiirtszeit gegen
die periodischen Losungen FX,C(') konvergieren und fiir t — —oo gegen das Gleichgewicht.
Aber wie konstruieren wir solche Losungen? Dazu machen wir folgende Beobachtung:
Fiir (A, ¢) = (0,¢p) besitzt (3.119) die homokline Losung H(t). Diese liegt sowohl in der
zentrumsstabilen Mannigfaltigkeit WOC"Z’(:F (0) als auch in der instabilen Mannigfaltigkeit
Wiy (0) der Null (man beachte, dass H(t) fiir ¢ — —oo exponentiell schnell gegen null
konvergiert). Insbesondere besitzen also die Mannigfaltigkeiten W *(0) und W™~ (0)
einen Schnittpunkt und es liegt deswegen nahe, die gesuchten Losungen mit der Hilfe
eines Storungsargumentes durch einen Schnittpunkt der Mannigfaltigkeiten W *(0) und
W®=(0) fiir Parameterwerte (X, ¢) # (0, ¢) zu konstruieren. Allerdings ist a priori nicht
klar, ob es iiberhaupt einen Schnittpunkt dieser Mannigfaltigkeiten fiir Parameterwerte
(A, ¢) # (0, ¢o) gibt.

Nehmen wir kurz mal an, es giibe einen Schnittpunkt U” fiir einen Parameterwert (X, ¢) #
(0,¢) (mit A > 0) geniigend nahe an (0, ). Dieser Schnittpunkt gibt dann Anlass zu
einer Losung U™ (t) von (3.119) fiir ¢t > 0, die UT(0) = U* erfiillt. Ist U* geniigend nahe
an H(0), so konvergiert U™ (t) gegen null oder gegen I'5 (¢) fiir £ — oco. AuBerdem ist
U* € W7(0), also existiert eine Losung U~ (¢) von (3.119), die in Riickwiirtszeit ¢ <0
mit expohentieller Rate gegen null konvergiert. Wir miissen also nur ausschlieflen, dass
U™ (t) in Vorwértszeit t > 0 gegen null konvergiert (was ohnehin nicht der generische
Fall ist). Genau an dieser Stelle miissen wir allerdings eine wichtige Fallunterscheidung
machen: Konvergiert H (t) in Vorwértszeit mit exponentieller Rate gegen null oder niahert
sich H(t) der Gleichgewichtslosung in Vorwértszeit entlang der Zentrumsrichtung.

Wir gehen nun folgendermafien vor. In dem néchsten Abschnitt kldren wir zunéchst,

wie sich unsere in Kapitel 3.2 formulierte Hypothese , Transversalitat“ auf die abstrakte
Gleichung (3.119) iibertragt.

Die Hypothese ,, Transversalitit®“ fiir die abstrakte Gleichung

Wir bemerken zunéchst einmal, dass die Hypothese ,, Transversalitit“ Annahmen an den
Operator L, : HY"(R,RY) — L*"(R,RY), wobei

(L8, (:))(t) = Ow(t) — D1f(hy, 0, co)wy (3.120)

0,co0

gilt. Wir bemerken, dass der Operator £{, = L° kein Fredholmoperator ist, da die

asymptotischen Linearteile fiir £ — 4-co nicht hyperbolisch sind. Nach Hypothese , Trans-
versalitét“ existiert aber ein 79 > 0, so dass £ ., : H L — L7 ein Fredholmoperator vom
Index Null fiir alle n € (0,1) ist und einen eindimensionalen Kern besitzt.

Wir zeigen nun, dass in dem vorliegenden Fall tatsdchlich immer ein 7y existiert, so dass

L = L§,. + HY — L*" fir n € (0,1) ein Fredholmoperator vom Index Null ist.
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Betrachte dazu L£"w = v fiir ein w(-) € H(R,RY) und ein v(-) € L*(R,RY). Dann
ist w(t) == e"™w(t) in H'(R,RY) und eine Lésung von L£,w = ¢ mit 9(t) := e v (t) €
L*(R,RY). Hierbei ist £, : H'(R,RY) — L*(R,R") durch

(L) (t) == w(t) +nio(t) — Dif(he, 0, co)(e"wi(-)) (3.121)

gegeben. Aus dieser Uberlegung kann man schlieBen, dass dim Kern(£,) = dim Kern(£")
ist. Eine analoge Aussage gilt fiir Kern((£7)*) und Kern(Lj). Da der Operator £, aber
stets ein Fredholmoperator vom Index Null ist (die asymptotischen Linearteile sind iden-
tisch und hyperbolisch), folgt die Behauptung.

Es wird sich als niitzlich herausstellen, mit dem Operator 7,, := 7y ., anstatt dem Opera-
tor Lg . fiir n € [0,79) zu arbeiten. Dabei bezeichnet 7, : L*(R,Y) — L*(R,Y’) den dicht
definierten Operator

(TV)() = (To.comV)(t) := OV (t) = Ag o, ()V (1)

wobei

1 (0 6()) = ( Duf(he e o) =0t )

ist und wir in Zukunft L5 .(t) := Dy f (ks X, ¢) schreiben. AuBerdem ist V(-) € D(Tg.ep.) =
D(T) und dieser Definitionsbereich ist kurz nach (3.24) definiert. Nach Satz 3.6 gilt nun,
dass 7, ein Fredholmoperator vom Index Null mit eindimensionalem Kern ist. Also hat 7,
tatséchlich immer den gleichen Fredholmindex wie £" und einen eindimensionalen Kern
tiir alle n € (0,n).

Notation
Im folgenden schreiben wir A"(t) = Aj, (t) und 7, = 7o, und unterdriicken damit

43

die Parameter 5\10. Auflerdem beziehen sich die mit einem ,” “ versehenen Vektorrdume
wie z.B. E$°(0),E*(0) etc. auf das Y-Setting; d.h. wir setzen £$°(0) := E*(0)NY ,E* =
E*(0)NY etc. Diese definieren dann abgeschlossene Unterrdume bzgl. Y.

Fehlende Transversalitit der zentrumsstabilen und instabilen Mannigfaltigkeit
der Null

Wir sind nun an der Frage interessiert, welche Kodimension der Unterraum E$*(0)+E*(0)
in Y besitzt. Man beachte dabei, dass der Unterraum E$°(0) = E$°(0) N'Y gerade der
Tangentialraum der zentrumsstabilen Mannigfaltigkeit W5 (0) an der Stelle H(0) ist

und der Unterraum E*“(0) = E“(0) N'Y mit dem Tangentialraum der instabilen Man-
nigfaltigkeit 1y, (0) an der Stelle H(0) iibereinstimmt. Ist die Kodimension des Unter-
raumes E$*(0) + E*(0) null, so sind die die Mannigfaltigkeiten W *(0) und W*~(0)
transversal zueinander und der Schnittpunkt persistiert beziiglich kleiner Variationen von
(A, ¢) = (0, ¢p). Allerdings zeigen wir in Lemma 3.20, dass die Kodimension eins ist. Bevor
wir beweisen, dass der Unterraum E<$°(0) + E*(0) in Y abgeschlossen ist, benétigen wir
einige Vorbereitungen.

Nach Satz 3.4 besitzt nun die Gleichung V(t) = A,(t)V(t) exponentielle Dichotomien
auf Ry und R_. Wir bezeichnen nun mit P}, (t), Py, (t) fiir 0 < ¢ die Projektionen der
exponentiellen Dichotomien auf R,. Dann existieren Losungsoperatoren &7 (& Q) fiir
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§ > (¢ 2> 0bzw. &y (&) fiir n > § > 0. Weiterhin seien ®; (&, () fiir ¢ < § < 0 und
oy (¢, ) fiir ¢ <& <0 die Losungsoperatoren der exponentiellen Dichotomie auf R_ mit
zugehorige Projektionen Ps/_u (t) fiir t <O0.

Wir zeigen nun zunéchst die nichttriviale Tatsache, dass der Unterraum E$*(0) + E*(0)
in Y abgeschlossen ist.

Lemma 3.19
Der Vektorraum E$*(0) + E*(0) C Y ist abgeschlossen.

Beweis

Es reicht zu zeigen, dass der Unterraum Ef , (0) + £, (0) C Y in Y abgeschlossen ist.
Man beachte niamlich, dass E¢*(0) + E*(0) = e)[E:*, (0) + E¥_(0)] (siehe (3.70) fiir die
Definition von e))). AuBerdem ist die linke Seite E$°(0) + E“(0) genau dann abgeschlossen,
wenn Ep® (0)+ E} _(0) abgeschlossen ist, was man sofort an der Definition der Abbildung
e, ablesen kann.

Als néchstes eliminieren wir den gemeinsamen Schnitt S dieser beiden Unterrdume. Man
beachte, dass S endlichdimensional ist, da jedes Element aus S ein Kernelement des
Fredholmoperators 7,, definiert und der Kern endlichdimensional ist. Definiere nun (etwa
durch Orthogonalprojektion) ein abgeschlossenes Komplement Eff beziiglich S in £$°(0).
Dann gilt weiterhin Eis + £*(0) = B¢ + E*(0). Wir zeigen nun, dass Eis + E“(0)
abgeschlossen ist.

Sei dazu U™ = V" + W™, mit V" € Eff, W™ e E*(0), so dass U" — U in Y gilt. Wir
konnen (gegebenenfalls durch Approximation) annehmen, dass V", W" € X sind und
damit V" W™ U™ folgende Form haben

ve(an) v=(ay)  v=(dy):

Da V" € E$(0) und W™ € E"(0) existieren insbesondere Funktionen €7(t) und 7™ (t) fiir
t > —a bzw. t < b, die £8(-) = "(-) baw. 42(-) = U*(-) erfilllen und die lineare Gleichung

&(t) = D1 f(ht, 0, co)we (3.122)
auf R, bzw. R_ 16sen. Es kénnen nun folgende Fille eintreten:
i) beide Folgen ®"(-) und ¥"(-) sind in der L*([—a, b], C")-Norm beschrinkt
ii) eine Folge ist unbeschrénkt

Wir betrachten den ersten Fall. Dazu beachte man, dass der lineare Operator P, : Eis —
R x L?([0,b],R), definiert durch

kompakt ist, wobei £(+) € L*([—a, o0), C")NH' (R, C") die eindeutige Losung von (3.122)
zum Anfangswert ®(-) bezeichnet. Dies folgt ganz analog zum Beweis des dquivalenten

Setings im Fall einer autonomen, linearen Gleichung, siehe Satz 3.10. Analog gilt, dass
der Operator P_ : E* — R x L?([—a, 0], R), definiert durch

(1 9()) = . 100)] o) (3.124)
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kompakt ist, wobei n(-) € L?([—o00,b), C")NH'(R_, C") die eindeutige Losung von (3.122)
zum Anfangswert W(-) bezeichnet. Da die Folgen ®"(-), ¥"(:) nach Annahme beschrankt
sind, konvergiert o.E. der L?-Anteil P, (V") in L*([0,0],C") und wegen W" = U™ — V"
auch der L?-Anteil von W™ eingeschrinkt auf (0,b). Mit der analogen Argumentation
konvergiert o.E. U"(-) auf (—a,0) und deswegen konvergiert auch ®"(-) auf (—a,0). Ins-
besondere konvergieren also die Folgen ®"(-) und ¥"(-) bereits in L?((—a,b), C"). Diese
Folgen besitzen dann Grenzwerte in Ef bzw. E*(0), da diese Unterrdume abgeschlossen
sind. Damit ist der erste Fall gezeigt.

Der zweite Fall verlduft (genau wie der erste Fall) ganz analog zur Argumentation des
Beweises von Satz 3.11, weswegen wir diesen Schritt auslassen. Man beachte, dass wir
bei diesem Schritt (analog zum Beweis des Satzes 3.11) ausnutzen, dass der Schnitt der
beiden Unterrdume £*(0) und Eis trivial ist. O

Mit der Hilfe des folgenden Lemmas sind wir in der Lage, die Kodimension des Unterrau-
mes £$°(0) + £*(0) in Y zu bestimmen.

Lemma 3.20

Sei der Kern von 7, : L*(R,Y) — L*(R,Y) eindimensional und 7T, ein Fredholmoperator.
Dann gilt: Ist der Fredholmindex von 7, Null, so ist E; . (0)+ E} _(0) ein abgeschlossener
Unterraum von Y, der die Kodimension 1 besitzt.

Beweis

Wir betrachten nun die Abbildung ¢ : Y X Y — Y, definiert durch
v (D, 0) — @;  (0,0)T — @ (0,0)W.

Eine kurze Berechnung des adjungierten Operators ¢* : Y — Y x Y ergibt die explizite
Darstellung
R — ((<I>f7,+(0,0))*z, —(®r_(0,0))"2).

e
Sei nun ¥ € Kern(:*), dann gilt:

U? e Bild(id — ®; , (0,0)") <<= ¥’ e Bild((id — @}, (0,0))*)
— ¥’ eBild(®; (0,0)%)

und

v? e Bild(id — @) _(0,0)") <= ¥’ e Bild((id — @} _(0,0))")
— U’ eBid(®;_(0,0)%).

Wir haben also W7 € Bild(®; _(0,0)*)NBild(®y, (0,0)*) und genauer ¥° = &> _(0,0)*¥° =
®y, (0,0)" Y gezeigt.
Die adjungierten Operatoren

oG, (b (3.125)
sind hierbei fiir t > ¢ > 0 bzw. t < ¢ < 0 definiert. ¥° definiert nun via

(@2, (0,)) W0 >0
W(t):{ (@ (0,6) W0 : 0>t
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eine (auch fiir t = 0) wohldefinierte Losung der adjungierten Gleichung W () = —A(t)*W (¢),
also der Gleichung 7,”W(-) = 0 (wobei A(¢)" hierbei den adjungierten Operator von
A(t) fiir festes t beziiglich des Y-Skalarproduktes bezeichnet): Differenziert man etwa
@y (0,t0)V fiir ein V' € X mnach der Anfangszeit ¢, (was nach Lemma 3.8 gerechtfertigt
ist), so zeigt eine kurze Rechnung, dass

—0®"_(0,t0)V = D", (0, £0)A(to)V

gilt (fir die Rechnung siehe Scheel et al [44], Lemma 5.1). Betrachten wir nun das Ska-
larprodukt beziiglich Y und dem Vektor ¥° € Y, so folgt aus der letzten Gleichung

— (0P (0,t0)V, W) = (Dyr , (0,10).Alto)V, ¥°) . (3.126)

Wir nehmen nun zunéchst einmal an, dass ¥° € D((®y, (0,t0).A(to))*) C Y ist, wobei
D((®; ,(0,%0)Al(to))*) den Definitionsbereich des dicht definierten adjungierten Operators
bezeichnet. Dann gilt fiir ein A > 0

<<1> (0,t0 + h)V — &y, (0,40)V, ¥°) =
<v (0,80 + h)) W0 — (D) (0,10)) T°)  — (V,(Dyr , (0, t0) A(t0))"T°),,

fiir b — 0 und alle V € X. Also existiert (P}, (0,t0))*¥° und nach Standard-Theorie
fiir Semigruppen [37] folgt nun, dass diese Ableitung auch fiir alle ¢t > ¢, existiert: Also ist
U0 e D((Pp (0,1).A(t))*) fiir alle t > to. Da der Operator ®}: , (0,9) : ¥ — Y beschréinkt
ist, folgt unter Benutzung der Gleichung (3.126) die Identitét

—(V,0,(®p 1 (0,10))" W) = (A(to)V, (P, (0,10))"¥%), .

Also ist (3, (0,t0))*¥? € D(A*(ty)) nach Definition des Definitionsbereiches eines ad-
jungierten Operators und wir erhalten schliefllich die Gleichung

— (V,04(®y 1 (0,10))" W%, = (V, A*(to) (P} (0, 20))*W°),,

fiir alle V' € X und haben deswegen 0,(®}: , (0,10))*W° = A*(to) (P} , (0,0)) W0 gezeigt,
was fiir ein beliebiges ty > 0 gilt. Da wir im Beweis auch gesehen haben, dass zwangslaufig
U0 € D((®y (0,1)A(t))) fiir alle t > t ist, zeigt die gleiche Uberlegung auch, dass
9y (@p (0,1))° W0 = A*(t)(Pyr , (0,1))*WO gilt. Setzen wir to = 0 (man beachte, dass wir h >
0 betrachtet haben, so dass alle Terme weiterhin wohldefiniert sind), so haben wir gezeigt,
dass t — (®p (0,1))*¥° die adjungierte Gleichnung Z(t) = —A*(t)Z(t) auf R, 16st und
analoges gilt fiir ¢ — (&7 (0,1))*W auf R_. Dies zeigt, dass t — W(t) eine Losung der
adjungierten Gleichung auf R ist, falls ¥ € D((®% , (0,0).A(0))*) N D((P; _(0,0).A(0))*).
Ist U0 ¢ D((®p (0,0).A(0)))ND((P5 _(0,0).A(0))*) (der Schnitt kénnte auch trivial sein),
so approximiere W? zunichst durch eine Folge 2" € D((®}: , (0,0).4(0))*). Wir verfahren
nun analog zu der vorherigen Argumentation, um eine Losung der adjungierten Gleichung
auf R, zu erhalten. Mit Hilfe der expliziten Darstellung dre adjungierten Gleichung in
Lemma 3.3 kann man nun die erste und zweite Komponente der adjungierten Gleichung
integrieren. In den integrierten Gleichungen tritt nun der Anfangswert beziiglich der ap-
proximierenden Folge z" auf. Man kann nun den Grenzwert n — oo betrachten und
beobachten, dass die Losung ¢ — & +(O,t)\Ifo tatsichlich glatt ist. Approximiert man
hingegen W° durch eine Folge y™ in D((®; (0,0).A(0))*), so kann man analog sehen,
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dass die Abbildung t — ®; (0,1)¥° glatt ist. Also ist W (t) (kurz nach (3.125) definiert)
beziiglich t eine differenzierbare Funktion und ein Kernelement von 7*. Auflerdem fallt
W (t) exponentiell fiir t — +o0; deswegen ist W (-) in L*(R,Y’) und im Definitionsbereich
von 7%

Weiterhin kann es bis auf ein skalares Vielfaches nur eine beschrénkte Losung der adjun-
gierten Gleichung geben, da nach Voraussetzung der Kern des adjungierten Operators 7 *
eindimensional ist. Wir haben also gezeigt, dass das Bild der Abbildung ¢ Kodimension
L in Y hat. Das Bild dieser Funktion ist aber gerade Ej , (0) + E;'_(0), also ist die Be-
hauptung gezeigt. 0

Bemerkungen

e Man beachte, dass der vorherige Beweis nicht davon abhéngt, ob der Operator 7,, von
der Linearisierung entlang einer homoklinen Lésung stammt oder nicht. Tatséchlich
haben wir neben der Dimension des Kernes und der Kenntnis des Fredholmindizes
nur die Tatsache benutzt, dass der Fredholmoperator 7, Lésungsoperatoren @ .
und ®; _ induziert.

e In dem Beweis des Lemmas 3.20 haben wir insbesondere gezeigt, dass die Abbildung
v By (0) x EY _(0) — Y ein Fredholmoperator ist, da das Bild £} _(0) + E; , (0)
abgeschlossen ist und der Fredholmindex von ¢ mit dem der Abbildung 7, iiberein-
stimmt (dies gilt auch, wenn der Kern von 7, nicht eindimensional ist und/oder der
Index von 7, nicht Null ist): Wie man nédmlich sofort an der Definition der Abbil-
dung ¢ abliest, erfiillen Elemente U € Kern(:) gerade U € E; (0) N E}_(0) und
induzieren damit ein Kernelement W(-) des Operators 7, via W (t) = ®;  (t,0)U
fiir alle t > 0 und W (t) = &y _(¢,0)U fiir alle t < 0.

Korollar 3.1
Der in Y abgeschlossene Unterraum ES°(0) + E*(0) besitzt die Kodimension eins.

Beweis

Wir haben in Lemma 3.20 bewiesen, dass die Kodimension von E;  (0) + E, _(0) genau
1 ist. Diese Unterrdume beziehen sich dabei auf den Fredholmoperator 7,, fiir ein kleines
n > 0. Beachtet man, wie wir die Dichotomien fiir den Operator T := 7y, 0 = Ty=0
konstruiert haben (der kein Fredholmoperator ist), so sieht man, dass ebenfalls die Kodi-
mension von E$°(0)+E*(0) eins ist. Es gilt namlich E¢°(0)+E*(0) = e)[E;  (0)+E}_(0)]
(siehe (3.70) fiir die Definition von e). O

Setzen wir noch F¢ := E¢(0)NY und E* := E“(0) NY, die jeweils abgeschlossene
Unterrdume beziiglich Y definieren, so sehen wir, dass auch die Kodimension des Un-
terraumes £ (0) + E*(0) beziiglich Y eins ist: die Unterrdume EZ/*(0) liegen nimlich
beziiglich der Y-Norm dicht in ES**(0).

Zusammenfassend haben wir in diesem Kapitel gezeigt, dass sich die zentrumsstabile
Mannigfaltigkeit W (0) und die instabile Mannigfaltigkeit 1*~(0) nicht transversal
schneiden. Genauer ist die Kodimension der Summe £$*(0) + E*(0) eins. Wir betrachten

daher im néchsten Kapitel die um den Parmamter ¢ erweiterten Mannigfaltigkeiten in
dem Raum Y x R.
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3.5.1 Algebraisch abklingende homokline Lésungen

In diesem Abschnitt betrachten wir nun den generisch auftretenden Fall, dass sich die
homokline Losung H () fiir t — oo entlang der schwéchsten Richtung dem Gleichgewicht
nithert und damit fiir groe Zeiten ¢ nicht auf der stark-stabilen Mannigfaltigkeit 1W*°¢(0)
liegt.

Um sicherzustellen, dass W (0) und W*~(0) fiir gewisse Parameter (A, c) # (0, co) und
A # 0 einen Schnittpunkt besitzen, betrachten wir die erweiterten Mannigfaltigkeiten

Wt = {(U) i |e—eo <8, UeWH(0)}

Wi = U0t e—co <6, UeW (0)}

zu betrachten. Diese sind Cz—Mannigfaltigkeiten in Y x R. Wir zeigen nun, dass sich diese
beiden Mannigfaltigkeiten in (H(0), ¢o) fiir A = 0 transversal schneiden; d.h. wir zeigen

T(51(0),c0) Wcs Tt TaeyeWo =Y xR (3.127)

Man beachte, dass der Schnitt der Tangentialrdume den von 0,H (0) aufgespannten Un-
terraum span{0d;H (0)} enthalt. Wir kénnen nun folgendes Lemma beweisen, das uns die
gewiinschte Transversalitét liefert (siehe Abbildung 3.5).

N
W,

<

A - et

Abbildung 3.5: Die Abbildung zeigt den Schnitt der beiden Mannigfaltigkeiten W™ und
W~ entlang der Losung (H(-), ¢p) im erweiterten Phasenraum Y x R.

Lemma 3.21
Es gilt

Tr10),eo) W™ + Tiroy,co)Wg' ™ =Y x R
fiir A\ = 0.

Beweis .
Fiir die Parameterwerte (A, c) = (0,co) gilt I's .(¢) = 0. AuBlerdem gilt fiir die Tangenti-

alriume von W™ und W;"~

T Ws™" = (E£(0) x {0}) + span{(#'(0),0)} + Span{(%cf}f(o) D},
T, Wo'™ = (E2(0) x {0}) + span{(H'(0),0)} +span{(Vye, (0), 1)}
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Wie wir eben gezeigt haben, ist £%(0) + E*(0) ein abgeschlossener Unterraum von Y
der Kodimension 1. Die Vektoren %fi;f(O) und ‘Zféo_ (0) représentieren dabei Vektoren
der Tangentialrdume in ,,c-Richtung” und kénnen durch Ableiten der Integralgleichungen
(3.100) und (3.114) nach ¢ an der Stelle Vi* = ®°(0,0)H(0) bzw. Vi* = ®“(0,0)H(0)
bestimmt werden. Es ergibt sich

0
Ve (0) = / 9% (0,€)0,G(€,0,0, co)de, (3.128)

[e.9]

N 0
T (0) = / (0, £)0.G(€, 0,0, co)de.

—0o0

Bezeichne nun mit W° einen Vektor in Y, der das Orthogonalkomplement des Unterrau-
mes F£$°(0) + E"(0) beziiglich des umgebenden Raumes Y aufspannt. Um den Beweis
abzuschlieflen, reicht es offenbar zu zeigen, dass

(0, Vi) # (0, Vi (0)) (3.129)

gilt. Ist diese Ungleichung némlich erfiillt, so besitzt der Vektor ‘70%; (0) — %C,Zf (0) einen
Anteil, der nicht in £%(0) + E*(0) (also auch nicht in £(0) + E*(0) C E%(0) + E*(0))
liegt und damit wére die Behauptung des Lemmas bewiesen.

Die letzte Ungleichung ist dquivalent zu

0 0
<‘;[]07/ (I)(f(O,g)@cg(f,0,0,co)dg _/ q)i(07£)acg(£7070700)d£> # 0
Y

— o0 [e.e]

bzw. zu -
/ <\if(§)\lf°, 8.G(€,0,0, c0)>Y de # 0, (3.130)

wobei wir
= o @0, t>0
() _{ (0,0 : 0>t

gesetzt haben. Man beachte, dass die H*([—a, b], RV )-Komponente des Vektors 9.G (¢, 0, 0, ¢o)
identisch Null ist fiir alle &.

Aufgrund von ¥° € (E¥(0) + E“(0))* gilt ®4(0,0)*¥° = °(0,0)*¥° nach dem Beweis
von Lemma 3.20; also induziert W(t)¥° eine Losung der Gleichung V'(t) = —A*(t)V (¢)
auf ganz R. Nach dem Beweis von Lemma 3.3 und der Bemerkung kurz danach gilt nun

U ()00 = (p(t), E(t,-)), wobei p(-) eine Losung der Gleichung (3.14) ist, also

m

dp(t) = — /b p*(t—0,0,0,co)p(t —0)do — Z Ap(t — 1y, 0,¢0)p(t — 11) (3.131)

—a k=1

auf R erfiillt. Man beachte, dass diese Gleichung zu L . p(-) = 0 dquivalent wire, wenn
p(+) eine L:-Funktion wire. Die genaue Gestalt der zweiten Komponente E(-,-) von
W(t)WO ist fiir die weitere Argumentation unerheblich.

Erneut wegen W(t)¥° = & (0,4)*0° fir t > 0 und V()P = &=(0,)* WO fiir t < 0
und [|94(0,¢)|ly < Me P bzw. ||®(0,¢)|ly < M fiir gewisse Konstanten M,3 > 0
(man beachte, dass wir hierbei benutzen, dass die homokline Lésung h(t) fiir ¢t — —oo
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exponentiell abklingt und deswegen der Operator ®°(0, ¢) nach Satz 3.15 tatséchlich uni-
form beschrankt ist), klingt auch die Abbildung p(-) fiir ¢ — oo exponentiell ab und ist
fir t — —oo beschrinkt. p(-) ist deswegen als Losung der Gleichung (3.131) mit die-
sem asymptotischen Verhalten fiir |t| — oo bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig: Jede
Losung p(+) von (3.131) liefert namlich via ¢(t) := e p(t) ein wohldefiniertes Kernelement
des Operators £} (also insbesondere eine L*-Funktion), wobei £, der in (3.121) definierte
Operator ist und £ den zu £, : H'(R,RY) — L*(R,R") adjungierten Operator bezeich-
net. Also induziert ¢(-) nach Lemma 3.3 ein Kernelement von 7, dass nach Hypothese
5 und Abschnitt 3.5 bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig ist.

Nun hat wegen der Bemerkung nach (3.88) der Term 0.G(+,0,0, ¢) die Form

8.G(t,0,0,co) = ( deg(t, f(l)t,O,cO) ) |

wobei 0.g wie in Hypothese ,, Transversalitéit“ des Kapitels 3.2 ist. Nach Hypothese ,, Trans-
versalitit® gilt also gerade (3.130), da W (¢)¥° = (p(t), E(t,-)) ist. O

Korollar 3.2 3 o
W§5’+ und W~ besitzen fiir A\ > 0 einen Schnittpunkt (U*,¢()\)). Dieser héingt stetig
von \ ab.

Beweis

Der Beweis folgt aus dem impliziten Funktionensatz. Bezeichne dazu mit \Iff‘(, D, i=1,2
die folgenden differenzierbaren Abbildungen: fiir festes A sei U2(-,-) : (E(0) x (=6 +
Co, o +0)) NU — E%(0) und (-, -) : (E*(0) x (=8 + co, co +6)) NU — Bild(2¢(0,0)],,),

wobel

<Graph[@%} )+ (H(0),¢0) =
(Graph[W3], ) + (H(0), co) = W~

gilt und & C Y x R eine geniigend kleine Umgebung der Null ist (man siehe (3.101)
und die Argumentation kurz vor und nach (3.114)). Dann kann man die Abbildungen

v differenzierbar beziiglich A wihlen und es gilt ¥9(0,cp) = ¥3(0,cp) = 0. Bezeichne
weiterhin mit P; : Y — Y, ¢ = 1, 2, diejenigen Projektionen, die durch P, (U) := ®°(0,0)U
und Py(U) := ®“(0,0)U fiir U € Y definiert sind. Wir betrachten nun fiir eine kleine
Umgebung U des Punktes (0,0,¢p) € Y x ¥ x R die Abbildung T : ((E%(0) x E*(0) x
R) NU) x (=&, 00) — Y x R, mit

D(V,V, e, N) = [(H(o) LV NV, c)} . [(H(O) LV WV e), c)] .

Dann gilt I'((0, 0, ¢), 0) = 0 und die Linearisierung Dy, ,I' von I beziiglich der Variablen
(V,V,¢) in dem Punkt ((V,V,¢), A) = ((0,0, c),0) ist wegen (3.127) surjektiv.

Wir bezeichnen nun den Kern von Dy 4I'((0,0, ¢), 0) mit K. Dieser ist eindimensional
und in E$*(0) x E*(0) x R abgeschlossen. Aufierdem existiert ein abgeschlossenes Kom-
plement C von K in Ef(O) x E"(0) x R, da wir uns in einem Hilbertraum befinden. Wir
kénnen also T als Abbildung von ((CNU) x (KNU)) x (=8, ) nach ¥ x R auffassen. Die
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Linearisierung D;I'((0, 0, ¢p)¢, (0,0, ¢o)x, 0)) ist damit stetig invertierbar. Hier bezeichnet
der Index ,,C*“ bzw. ,K* den auf das Komplement C bzw. den Kern K projizierten Anteil
von (0,0, cp). Nach dem impliziten Funktionensatz existiert nun eine eindeutige Losung
(V,V,¢) = (VILD), V(M\D), e(M\1)) der Gleichung T' = 0, wobei | € R die Koordinate
des eindimensionalen Kerns der Abbildung Dy 4I' bezeichnet. Man beachte némlich,
dass sich die Tangentialrdume in (3.127) nur entlang des Orbits der homoklinen Losung
schneiden. Da jeder Punkt (V,c¢) + (H(0),¢y) € W§S’+ baw. (V,¢) + (H(0),¢) € VAV;_
Anlass zu einer Losung gibt, die fiir kleine Zeiten in der entsprechenden Mannigfaltigkeit
enthalten ist, parametrisiert [ lediglich den Orbit dieser Losung (der fiir A=0 gerade der
homoklinen Losung H (-) entspricht). Wir wihlen nun ein zuléssiges I, # 0, so dass die lo-
kal definierte Losung (V/(\, L), V(X 1), ¢(, 1,)) definiert ist und definieren den gesuchten
Schnittpunkt durch:

(U, e(N) = (V()\, L)+ H(O) + WMV (L), e(h 1), (X, z*))

Asymptotisches Verhalten und Patching

Wir haben im letzten Kapitel gezeigt, dass auch W;S’J’ und W; * fiir A > 0 einen Schnitt-

punkt (U*, ¢(})) besitzen. Es bleiben also die Fragen zu kléren, wie es mit dem asympto-
tischen Verhalten dieser Losung steht?

Lemma 3.22 i i i i
Der Punkt U* induziert eine auf R definierte Funktion U*(-) und es gilt U*(t) = (h*(t), h}')

mit einer auf R definierten Ldsung h;\(t) der urspriinglichen Mixed-Type Gleichung (3.1).

Beweis

Da U* € W;sc;;) (0) gilt, existiert eine stetige Funktion UM!(-) auf (0, 00) mit Werten in
Y von der Form UM(t) = (hill (1), hf"l), wobei h™1(t) eine auf R, definierte Losung der
Gleichung (3.77) ist. Wegen U* € Wy ’Cz;\)(()) existiert ebenfalls eine auf (—oo, 0) definierte
Funktion, die wir mit U™2(-) bezeichnen und die von der Form UM2(t) = (b 2(t), hf’z)
ist, wobei h*?(t) eine auf R_ definierte Losung der Gleichung (3.77) ist. AuBerdem ist die
Funktion ¢ — UM!(t) stetig als Abbildung von [0,00) nach ¥ und ebenso ist die Abbil-
dung t — UM?(t) stetig als Abbildung von (—o0c,0] nach Y. Beide Abbildungen stimmen
an der Stelle t = 0 iiberein und induzieren eine stetige Losung h*(t) von (3.77) auf R,
wobei hA(t) := hM(t) fiir t > 0 und A (¢) := AM2(t) fiir ¢ < 0. O

Die Lésung U*(+) von (3.119) fiir ¢ = ¢()\) konvergiert nach Konstruktion fiir ¢ — —oc

exponentiell gegen null. AuBerdem ist U*(¢) fiir t > 0 in WCC(SA;’/\(O) enthalten. Also kon-
vergiert U ;\(t) flir t — oo entweder gegen das Gleichgewicht oder gegen den Orbit der
periodischen Funktion I's ,5)(-) und diese Abbildung ist nach Definition der Parameter
eine nichttriviale, periodische Losung fiir A > 0.

Lemma 3.23

Konvergiere H (t) in Vorwiirtszeit subexponentiell gegen Null, d.h. es gilt | H (t)|y e’ — oo
fir alle 6 > 0 und t — oo. Dann gilt U*t) — U5 et + 0.) fir t — oo und einer

asymptotischen Phase 0, = 0.()\).
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Beweis i
Da Up(0) = H(0) € Wg5"(0) und W (0) C Woc‘i’loc nahe 0 gilt, ist auch U*(0) € W;s éi(;
Auflerdem gilt H(0) ¢ Wg ioloc( ) C Wocscéoc, da H(-) nach Annahme nur algebraisch gegen

Null konvergiert. Wegen der Stetigkeit von WSS ZOC(O) beziiglich der Parameter existiert
ein p > 0 klein genug und eine Umgebung B ,(H(0)), so dass U ¢ W;ZZOC(O) fir al-
le U € B,(H(0)) und (A,c) ~ (0,¢). Also ist wegen der Stetigkeit beziiglich A auch
U>0) ¢ W2 S’l‘fc(O) und damit konvergiert U*(t) in Vorwiirtszeit gegen den Orbit der pe-

riodischen Funktlon I's ( ), die fiir A > 0 nichttrivial ist und beziiglich der Dynamik
auf der Zentrumsmanmgfaltlgkelt stabil ist. O

Um die Abhéngigkeit der Familie h;\(-) von dem Parameter A zu untersuchen, stellen wir
zunéichst einmal fest, dass der durch die Transversalitét gegebene Schnittpunkt U 2(0)
stetig von A fiir A ~ 0 abhingt. Da U*(0) € VVfS’Jr~ (0), héngt die dadurch induzierte

Losung U 1) € BO'(Ry, ) fiir ein festes v > 0 stetlg von A ab. Ebenso hingt wegen

A u,— 22
UMN0) € wy ) (O) die dadurch induzierte Losung UM2(-) € BC~*(R_,Y)) fiir ein £ > 0

stetig von \ ab. Also ist die Abbildung X — UM-) € BCY(R,Y) stetig und deswegen auch
die Funktion h*.

3.5.2 Exponentiell abklingende homokline Lésungen

Als néchstes wollen wir den Fall betrachten, dass H(t) in Riickwérts- und Vorwértszeit
exponentiell gegen Null konvergiert und wir zeigen die Existenz von Lésungen U*(t) der
Gleichung (3.119), die fiir t — —oo gegen das Gleichgewicht Null und fiir ¢ — oo gegen
die periodische Losung T'5 (?) fiir ¢ = ¢(\) konvergieren.

Die natiirliche Vorgehensweise wire die folgende: Wir konstruieren die gesuchten Losungen
mit der Hilfe des Schnittpunktes der erweiterten Mannigfaltigkeiten W§5’+ und W; ",
wobei

Wt = (U0t le—col <6, U eWH(0))
Wy = {Ue)ile—co <6, UeWr (0)}

gilt. Allerdings stoflen wir auf diese Weise auf folgendes Problem: In dem jetzt betrachteten
Fall liegt némlich H (t) fiir grofie ¢ auf der stark-stabilen Mannigfaltigkeit 57, lOC(O). Also
miissen wir argumentieren, dass die durch den Schnittpunkt der beiden Mannigfaltigkeiten
i fs’+ und VAV;L "~ induzierte Losung fiir A > 0 nicht in der stark-stabilen Mannigfaltigkeit
liegt und damit in Vorwértszeit gegen null konvergiert. Fiir diese Argumentation ziehen
wir es vor, mit einer instabilen ,Faser® eines Punktes auf der Zentrumsmannigfaltigkeit
zu arbeiten, die wir im néchsten Abschnitt genauer definieren.

Konstruktion einer instabilen Faser eines Punktes auf der Zentrumsmannig-
faltigkeit

Unter einer ,instabilen Faser® W*!°“(A) eines Punktes A auf der Zentrumsmannigfaltig-
keit, verstehen wir die Menge aller Punkte U € Y mit U ~ A, zu denen eine Losung U (t)
fiir + < 0 existiert, |U(t) — A(t)| < Me P fiir t — —o0o, B > 0 gilt und A(¢) die zu A
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assozierte Losung auf der Zentrumsmannigfaltigkeit bezeichnet. Wir werden die instabile
Faser als lokal definierte C?-Mannigfaltigkeit in dem Raum Y konstruieren. Aber zunichst
einmal charakterisieren wir die Punkte A, fiir die wir W®%°¢(A) konstruieren wollen.

Wir wéhlen dazu eine Familie von Punkten Aj . € Mj . auf der parameterabhéngigen

Zentrumsmannigfaltigkeit M = Mj5 , fiir (X, ¢) & (0, ¢p), so dass A5 . glatt beziiglich c ist
und die Abbildung A — A, fiir A > 0 die Entwicklung

Asz, = di(Q)A + da(c)X* + O(N?) (3.132)

fiir ein dy(co) # 0 besitzt; also gilt A/\c = (9(\/;) Weiterhin setzen wir A5, = 0 fiir
A < 0 und wihlen die Punkte Az, fiir A > 0 im Inneren desjenigen Gebietes, das durch
den periodischen Orbit I's .(¢) berandet wird. Da die periodischen Orbits beziiglich der
Zentrumsdynamik stabil smd, existiert also zu dem Punkt Aj , fiir A > 0 eine auf R_
definierte Losung AM( ), die fir t — —oo gegen null konvergiert. Die instabile Faser

wy (Az o) beziiglich eines Punktes A5 , mit A > 0 ist nun in Abbildung 3.6 veranschaulicht.

Abbildung 3.6: Ein schematisches Bild der Mannigfaltigkeit W“’lOC(Ag\ .)- Jede Losung mit

Anfangswert in W“ lOC(A/\ ) konvergiert in Riickwiértszeit mit exponentieller Rate gegen

die Zentrumsmanmgfaltlgkelt M und néhert sich fiir t — —oo dem Gleichgewicht entlang
der Losung Az ().

Notation

Wir unterdriicken von nun an oft die Parameterabhéngigkeit und schreiben W*°¢(A) an-
statt W37"(A5,)-

Zur Formulierung des nachfolgenden Satzes sei daran erinnert, dass die Vektorrdume
E. E,,E, C Y, Projektionen Il I, I, : Y — Y und Halbgruppen 7T.(¢t) : E. — E,
Ts(t) : Es — E,, T,(—t) : E, — E, am Anfang des Beweises der Konstruktion von
Westoe(0) in Abschnitt ,, Die lokale stark-stabile Mannigfaltigkeit TW**%¢(0)* definiert wur-
den.
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Satz 3.18 (Die instabile Faser)
Fiir jedes (A, c¢) mit |\| > 0 klein genug, besitzt Gleichung (3.119) eine instabile Faser

Wwloe(A) € Y, die folgende Eigenschaften besitzt:
e Es gilt W;\"’clOC(A;\c) = Graph(¥5 ) + Az .(0) fiir eine C*-Abbildung W5 (-) = E, N
}:/ NU — (E.+ Es)N Y, wobei die Vektorrdume E,NY bzw. (E.+ Es)N Y mit der

Y -Norm versehen sind und U eine kleine Umgebung der Null bezeichnet.

o Wuloc(A) ist bei 0 € Wii(Ag,,) tangential an E* := E, NY

0,co0

o TWwloc(A) besteht genau aus allen Anfangswerten von Losungen U(t) der abstrakten
Gleichung (3.119), die fiir t < 0 in einer kleinen Umgebung der Null bleiben und

U() = Az, (0] < M (3.133)

fiir t — —oo mit einem o > 0 erfiillen. 0 kann dabei grof3 genug gewéhlt werden, so
dass die Ungleichung (3.133) mit U(t) = 0 nicht erfiillt ist.

e AuBerdem ist W;’CZOC(AXC) stetig in A und C" beziiglich ¢ (also ist die Abbildung
U5 (V) fiir festes V' stetig differenzierbar beziiglich ¢ und stetig in A).

Weiterhin ist die Abbildung A — Dyu W5 (Vi
stetig.

)}Vu_v € L(E,,Y) fir ein festes V, € E,
0 —Vu

Beweis
Zunéchst einmal gilt

Az (1) = ( ﬁjj(;(fr)') )

fiir eine Losung 95 () € C'(R, RY) der Gleichung i(t) = f(x, A, ¢). Wir fiihren zunéichst
wieder eine Parametrisierung fiir Losungen U(t) von (3.119) ein und schreiben U(t) =
A5 .(t) + V(t). Fiir V(t) erhalten wir dann die folgende Gleichung

V(t) = A5 (OV(E) + G,V (), A ). (3.134)

Hierbei ist Ajz (1) : X — Y fiir (§, ®(+)) € X durch

a5 ) = (PO 3.c)2() )

ist eine C2-Abbildung mit

G(t, (€,0), \ ¢) i= ( FOs(t+) + 0, N ) — D1f(19;\,60(t + 000 — fW5.(E+ 1), A c) ) |

definiert und G(t,-,\,¢) : Y —

Entscheidend ist nun die Beobachtung, dass die Abbildung ¢ — G(-,V, A, ¢) als Abbildung
von (—8 + ¢o, ¢o + 0) nach BC*(R_,Y) stetig ist. Fiir festes A > 0 konvergieren némlich
alle Funktionen 19;\76(t) fiir t — —oo mit A-abhéngiger, exponentieller Rate gegen null und

besitzen die Amplitude O(\/i) (letzteres bedeutet, dass Supremum der Funktion 5 (t)
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auf R_ von der Ordnung \[5\ ist). Auf die gleiche Art und Weise kann man Differenzier-
barkeit der Abbildung ¢ — G(-,V, A, ¢) fir festes A > 0 zeigen. Man beachte dabei, dass
die Familie Az (t) fiir A = 0 identisch Null ist.

Wir modifizieren G wieder mit einer Cut-off-Funktion y.(:) und betrachten also

God(t, VA, €)= x((V, V)3) G(t, V, )\ ¢).

Wir schreiben nun die Gleichung (3.134) in einer etwas anderen Form, indem wir den
Linearteil A5 .(t) in der Gestalt A5 () = Ao, + Bj .(t) schreiben. Dann gilt

B (1) § _( Dif(05.(t+), X, ¢)®(-) — D1 £(0,0, o) ®(-)
e P(-) 0 '

B; .(t) ist damit fiir jedes feste ¢ eine beschrénkte lineare Abbildung von Y nach Y und
¢ — B (t)V ist als Abbildung mit Werten in Y fiir ein festes V € Y stetig differenzierbar

(da die Losungen o5 .(-) glatt beziiglich ihres Argumentes und differenzierbar beziiglich ¢
sind). Wir betrachten nun die abstrakte Gleichung

V(t) = Aoy (OV (E) + (Bxc(t)V(t) LG V), A c)) . (3.135)

Man beachte hierbei, dass A ., autonom ist und Losungsoperatoren T(t), T, (t) und 7,(¢)
besitzt. Diese Operatoren erfiillen

|T0(t)Hch|)7 < M|Vb|ff |T8(t)HsV0|}7 < M6_6t|V0|}7 |Tu(_t)Hqu|Y < Me_at|vb|)7

fiir t € R in der ersten und ¢ > 0 in den beiden anderen Gleichungen (die Projektionen
I, I, I1. regularisieren; sieche Lemma 3.4). Definiere noch T,4(t) : E. 4+ E; — E. + FEj
durch Tis(t) := To(t) L. + T ()11 fiir ¢ > 0 und Il := I+ 1I1.. Dann gilt |T.(¢)L.V]y <
M|V fiirallet > 0und V € Y.

Wir suchen nun V(+) als Fixpunkt der Integralgleichung

V(t) =T.()Vy + / t Tt — )11, [B;,C(S)V(S) + Ghoa(s, V(s), A, c)} ds  (3.136)

t
+ / (Tea(t = 9)T1e0) [ B3 o5V (5) + Cononls, V(5). A, )] s,
wobei V(-) € BC~* := BC—(R_,Y) ist, V¥ € E, := E,NY gilt und der Raum E, mit
der Y-Norm versehen ist.

Wir haben im Beweis von Lemma 3.15 gesehen, dass ein Fixpunkt V(-) € BC—(R_,Y)
eine differenzierbare Losung induziert, wenn man V'(-) als Abbildung mit Werten in Y
auffasst).

Die rechte Seite von (3.136) definiert nun eine wohldefinierte Abbildung K von BC~” in
sich, falls wir 0 < p < ¢ und das € der cut-off-Funktion klein genug wéhlen. Wir erinneren
daran, dass Funktionen V (-) € BC~ die Abschitzung |V|pc-» = sup,, e’V (t)|y < 0o
erfiillen; sie klingen also exponentiell mit Rate grofer oder gleich p ab. Wir betrachten
dazu den Term ffoo Tu(t — $)Gmoa(s, V(s), A, ¢)ds; sei dazu V(-) € BC~P. Dann haben
wir die folgende Abschitzung:

t t
|/ Tcs(t—S)V(S)dSh} S M/ epS|V|BcfpdS

t
<M [ edslViseo < M) Vie

S M|V|Bcfp€pt
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und wegen der Wahl 0 < p < o kann man ebenfalls die anderen in (3.136) auftauchenden
Terme abschétzen. Also definiert die rechte Seite von (3.136) eine wohldefinierte Abbbil-
dung von BC ™" in sich und es gilt

K :E, x BC™" x (=6,0) x (=6 + ¢, + ¢o) — BC™".

Man beachte nun, dass die Operatornorm |B; .(?)|1,y y) uniform klein beziiglich ¢ ist und

fir A\ — 0 und ¢ — ¢y gegen null konvergiert. Daher brauchen wir diesen Term nicht
zusitzlich mit einer cut-off-Funktion zu modifizieren. Ist also A & 0, € & 0 und ¢ = ¢y, so
definiert K eine Kontraktion von BC™" in sich, die von den Parametern V*, A, c abhéngt.
Dabei hingt K fiir festes c, A zweimal stetig differenzierbar von V' ab. Desweiteren ist
Gmod(t, V, X, ¢) = O(|V]?) uniform in A, ¢ und damit ist die Nichtlinearitit G,,.q eine
C?-Abbildung von BC~¢ in sich. Wihlt man nun die globale Lipschitzkonstante von
Gmoa Klein genug (also das € der Cut-off-Funktion klein genug), so definiert IC(V', -, A, ¢)
eine zweimal stetig differenzierbare, beziiglich A, ¢ uniforme Kontraktion und besitzt nach
dem Banachschen Fixpunktsatz mit Parametern einen Fixpunkt V,(-), der zweimal stetig
differenzierbar von V', stetig differenzierbar von ¢ und stetig von A abhéngt. Man kann
deswegen eine Abbildung W : E, x (=6, 0) x (—=0+cq, co+0) — Es+E, mit U : (Vi X, ¢) —
(id — 11,)V,(0) definieren, wobei wir id — II, als Abbildung von ¥ nach Y auffassen. Die
gesuchte Mannigfaltigkeit W; ’CIOC(A;\’C) ist dann durch

WS (A5,) = GraphW(-, A, ¢) + A (0) (3.137)

gegeben. i o

Um zu zeigen, dass die Abbildung A — Dy W3 (Vi) € L(Ey,Y) fir ein festes V,, €
, i

E, stetig ist, leiten wir die Fixpunktgleichung (3.136) angewendet auf ein Element Z, € E,
nach Vj* ab. Dies ist erlaubt, da der Fixpunkt zweimal stetig differenzierbar von V*
abhangt. Die Ableitung des Fixpunktes nach Vj* erfiillt die entstehende Fixpunktgleichung

t
DyaV(t, Vi) Z = Tu(t)L,DyuV (0, Vi) Z0 + / To(t — )T, [By o (5) DV (£, Vi) Z]
0
Tt — )0, [DVGmod(s, V(s), A, ¢) Dy V (£, VU)ZU} ds

+ /t (Tes(t — s)11,s) [BXC(S)DVOuV(t, Vu)Zu} (3.138)

— 00

b (Toa(t — )LL) [DVGmOd(s, V(s), A, o) Dya V (1, Vu)Zu] ds.

Die rechte Seite dieser Gleichung definiert nun wiederum eine uniforme Kontraktion
K(-, Zy, 5\,0) beziiglich A, ¢ auf BC~*, die stetig von A abhingt. Daher hiingt auch der
Fixpunkt Dyu.V (-, V,)Z, stetig von A ab. Tatséchlich gilt sogar [ Dy V (0, V) Zully <
| Dy V (-, Vi) ZullBo-» < M|Z, |y mit einem beziiglich Z,, A, ¢ uniformen M und die Ope-
ratornorm von Dy.V(0,V,,) € L(E,,Y) hiingt stetig von \ ab; damit ist die Behauptung
gezeigt. [

Lemma 3.24 i . .
Sei U € W' () mit U* := As ,+ V' + (Vi A, ¢) fiir ein festes ¢ und Vi* € E,. Dann

gilt U> — U° = O(V/X).
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Beweis

Betrachten wir die Fixpunktgleichung (3.136), so stellen wir folgendes fest: Sei V* € E,
fest gewdhlt und U* = A5 (0) + (Vg* + ¥(V{, A, ¢)). Dann gilt U* — U° = A5, +
(T(VE N e) — B(VE,0,¢) = (’)(\E), da die Gleichung (3.136) diese Eigenschaft erfiillt,
d.h. es gilt K(V(-), V& e) — KV (), V0, c) = O(\/i) Deswegen erfiillt auch der Fix-
punkt V,(-, \) diese Eigenschaft und wegen U* = A5 A Ve(Vg, 0, A, ¢) gilt die Behauptung.
[

Die erweiterten Mannigfaltigkeiten und Transversalitit

Wir kénnen nun die erweiterten Mannigfaltigkeiten W; "~ und W;S’J’ betrachten, die wie
folgt definiert sind:
Wfs’+ = {(U,e):|lc—c| <9, Ue W§SC+(0)}

Wo™ = {(Uyo) i fe—co| <6, Uce W;ZOC(AV)}'

Man beachte, dass beide Mannigfaltigkeiten stetig beziiglich ) sind. Wir wihlen nun die
homokline Losung H (t) in einer Weise, dass o.E. (H(0), co) € Wy Cl(f “(Ao,,) gilt (ansonsten
betrachten wir die homokline Losung H(t) = H(t + t,) fiir ein t, < 0). Analog zu dem
vorigen Kapitel kann man nun zeigen, dass sich beide Mannigfaltigkeiten in (H(0), ¢o)
transversal schneiden, sieche Abbildung 3.11.

_—
W,

<

P -

Trcs,+
Wy

C =y

Abbildung 3.7: Die Abbildung zeigt den Schnitt der beiden Mannigfaltigkeiten W™ und
Wy~ entlang der Losung (H(+), co) im erweiterten Phasenraum Y x R.

Lemma 3.25
Es gilt
T(H(O),CO)WOCS’JF + Tir),c) W'~ = Y xR
fiir A = 0.
Beweis

Fiir die Parameterwerte (A, c) = (0,¢) gilt A5 (t) = Aoc(t) = 0. AuBerdem gilt fiir die
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Tangentialrdume von W™ und Wy"~

T Ws™" = (ES(0) x {0}) +span{(H'(0), co)} + span{(V5e; (0), 1)},
TaeWo'™ = (E(0) x {0}) +span{(H'(0), co)} + span{(Vye, (0), 1)}

Speziell die zweite dieser Aussagen ist nicht ganz trivial. Bezeichne dazu mit W', (0) C
Y die instabile Mannigfaltigkeit nahe des Punktes H(0) beziiglich der Parameterwerte
(A\,¢) = (0,¢), die in Abschnitt 3.4.1 eingefithrt wurde. Wir argumentieren nun, dass
W = {(U) : |e—co| <6,U € W5 (0)} nahe (H(0),co) mit Wy~ iibereinstimmt.
Sei dazu etwa (U,,c) € Wy"~. Dann existiert eine Losung U(-) von (3.119) auf R_, die
fiir t — —oo exponentiell gegen das Gleichgewicht Ag.(t) = 0 konvergiert. Da U(t) fur
t < 0 eine klassische Losung von (3.119) ist, erfiillt V(-) mit U(-) = H(-) + V() die
Fixpunktgleichung (3.114). Also ist (U(0),¢) = (U, ¢) € W™

Sei andererseits (Y., c) € W*. Dann gilt Y, = H(0) + V(0) fiir eine exponentiell abklin-
gende Funktion V(-) € BC™7, die die Fixpunktgleichung (3.114) erfiillt. Also konvergiert
Y (-) exponentiell gegen 0 = Ag.(-) (da H(0) in Riickwértszeit ebenfalls exponentiell ge-
gen Null konvergiert). Nach Definition von W' ’éOC(F;\vc(O)) ist also Y'(0) € W (Ag,(0)).
Deswegen ist (Y'(0),c¢) € Wéf .. Der Rest des Lemmas folgt nun ganz analog zum Lemma
3.21. U
Korollar 3.3 i

W;S’Jr und W;\“"Jr besitzen fiir X\ > 0 einen Schnittpunkt (U*,¢(\)). Dieser héingt stetig
von A ab.

Beweis
Fiir die Definitionen der im Beweis auftretenden Projektionen P, := ®*1(0,0) ‘{/ Y —

Y und IT, : Y — Y sei auf Gleichung (3.115) und den Abschnitt kurz nach Gleichung
(3.90) verwiesen. Zum Beweis des Korollars betrachten wir die Gleichung

H:E*0)x B, x (—=6+4co,co+0)x(=6,6) =Y xR

He (Vi Ve ) = (A + (0 + (G ,0), o) (3.139)
= ((HO) + Ve + v (5", X, 0),0))

wobei (H(0) + Graph(¥%(-, X, ¢)),¢) = (WT(0),¢) und (A5, + Graph(¥(-, X, ¢)),¢) =
(W;’CZOC(AXC),C) gilt. Nun gilt H(0,11,H(0),0,¢0) = 0 und wegen des vorigen Lemmas
konnen wir den impliziten Funktionensatz anwenden. Da die Abbildung H hingegen nicht
differenzierbar beziiglich 5\~ ist, miissen wir etwas vorsichtiger argumentieren. Wir be-
zeichnen dazu mit C C E°(0) x E, x R ein abgeschlossenes Komplement zu K :=

Kern (Dyygs vy ) H (0, TLH(0), co,0)), setzen L := (Deves v H(0, 1L H (0), ¢, 0)] )~
Y x R — C und definieren

Hhilf : OCxKxR—C (3140)
Hypap © (W, LN = W — LH(Poo(W 4 1), TL(W + 1), ¢, \).

Dann gilt
Hhilf((07 HuH(0)7 CO)Cv (07 HuH(0)7 CO)K7 O) = (07 HuH(0)7 C)C



164

wobei der Index ,,C“ bzw. ,K“ den auf C' bzw. K projizierten Anteil von (0, I1,H(0), co)
bezeichnet. Es gilt auch Dyes v, )Hh,lf((O I1,H(0), co)e, (0,11,H(0), co)i,0) = 0. Wegen
der Tatsache, dass die Abbildung \ — Dy 5 (V5" € L(E,,Y) fiir ein festes

V, € E, stetig ist (siche Satz 3.18), gilt nun auch, dass
A Des v o) H(V®, Vo' A, €)

M-,

als Abbildung mit Werten in L(C, Y x R) stetig ist und deswegen ist die Operator-
norm ||LD(vcs Vit e WCHVE Vi N o)l < 0 < 1 fiir ein 0 < 0 < 1, falls (Vg®, Vi, A, ¢) ~
(0,11,H(0),0, co) Man kann deswegen auf Hp;r in (3.140) den Banachschen Fixpunkt-
satz mit Parametern anwenden (siehe etwa [19], Seite 13), um die Existenz eines Fix-
punktes zu gewahrleisten, der stetig von A ~ 0 abhéngt. Wir nennen diesen Fixpunkt

W =W\l = <VE)CS(5\,Z),VE)“(5\,Z),C(S\, l)) mit [ € K und definieren fiir ein beliebiges,
fest gewihltes [, # 0:

(U2, e(3)) == (H(o) FVEOL) + U(VER L), e(A L), ), e, z*))
]

Man beachte, dass jeder Punkt (U*, ¢())) € W;f’_ Anlass zu einer Losung von (3.119)
gibt, die fiir ¢t — —oo gegen das Gleichgewicht Null konvergiert (mit S\—abhéingiger expo-
nentieller Rate).

Darlequng der Strategie fiir den Abschluss des Beweises von Satz 3.2 i

Um den Beweis des Theorems 3.2 abzuschlieflen, zeigen wir, dass die Funktion U*(-) nicht
in der stark-stabilen Mannigfaltigkeit W;SC(J;)(O) enthalten ist und deswegen in Vorwérts-
zeit gegen den periodischen Orbit von Fic(;) konvergieren muss. Man beachte, dass alle
Losungen der lokalen zentrumsstabilen Mannigfaltigkeit, die in Vorwértszeit gegen das
Gleichgewicht konvergieren, tatsédchlich mit exponentieller Rate gegen null konvergieren
miissen, da das Gleichgewicht auf der Zentrumsmannigfaltigkeit instabil ist. Der Beweis
des Satzes 3.2 wird direkt gefiihrt; zur Erklarung der Beweisidee ist es allerdings einfacher,
ein indirektes Argument anzufiihren. Das folgende Szenario ist in Abbildung 3.8 veran-
schaulicht. Wir nehmen nun an, dass U* in der stark stabilen Manigfaltigkeit W*%(0)

liegt und zeigen, dass der Abstand von W% (0) = W;SC(J;)(O) zu W)l\occ(;)(O) von der Ord-

nung A ist. Mit »Abstand® meinen wir hier die Norm der Differenz des Punktes U A zu
einem geeigneten Punkt Z* € we é(oj) (0), den wir etwas spéter genauer definieren werden.

AuBerdem liegt der Punkt U* in der instabilen Faser wy ’CI(OXC)(AXC(X)) und wir zeigen, dass

der Abstand von U* zu Z* nun von der Ordnung C' \/T fiir ein C' # 0 ist. Dieser Wider-
spruch zeigt dann, dass sich die stark-stabile Mannigfaltigkeit 1/*>%(0) und die instabile

Faser W®o¢(A) fiir Parameterwerte (X, c¢) ~ (0, ¢o) mit A > 0 nicht schneiden kénnen.
Wir beginnen mit einem technischen Lemma.

Lemma 3.26 .
Es gilt |¢(X) — co| < K|

Beweis
Wir betrachten die erweiterte zentrumsinstabile Mannigfaltigkeit

W™= {(U¢) s Je — o < 6,U € Wi},
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Wes(

Wt loc 4’\\ &:i
U)\

< Wu,loc(A)

Abbildung 3.8: Die Abbildung zeigt die Mannigfaltigkeiten W*!¢(0), W™/*¢(A) und
Wes+(0) fiir einen Parameterwert (X, ¢) &~ (0,¢g), A > 0 in dem Szenario des Abschnittes
,Darlegung der Strategie fiir den Abschluss des Beweises von Satz 3.2

siehe Abschnitt 3.4.1 fiir die Definition von WC“’_ Beide Mannigfaltigkeiten qu’_, Wfs’Jr
sind glatt beziiglich \. Seien nun (U, ¢) € Wcs + (U™ c) € W/f“_ beliebige Punkte nahe
(H(0), o). Dann gilt
(U, ¢) = (H(0), o) + (VE°,0) + (¢ = c0) (Viz, (0), 1)
O(
(U, ¢) = (H(0), co) + (V,0) + (¢ = c0) (Vi, (0), 1) +
O((c = co)* + [V + [A])

_'_
(c—co)* + VP + X))

mit Ve € E(0), Ve € E®(0). Wir projizieren nun die Differenz (U, ¢) — (U, ¢)
auf den von (¥°,0) erzeugten?, eindimensionalen Unterraum entlang eines beliebig fest
gewahlten Komplements und erhalten

((B9,0), (UL, ¢) = (U, 0))y = (¢ = co)M + O|e — co* + [V + [V + [A]).

Setzen wir nun den Punkt (U*,¢())) in diese Gleichung ein, so verschwindet die linke
Seite. AuBerdem ist der Abstand von (U*, ¢(\)) zu (H(0), ¢o) von der Ordnung \/i, d.h.
es gilt (U, 0(5\)) —(H(0),¢9) = (’)(\[5\): Man beachte némlich, dass aufgrund des Lemmas
3.24 die (U*, ¢()\)) definierende Funktion H (siehe (3.139)) diese Eigenschaft besitzt (d.h.
es gilt H(Vy", Vi, c, A) — H(VE, Vit e, 0) = O(\/i)) Deswegen gilt dies auch fiir die
Abbildung (U*, ¢(N)).

Damit ergibt sich

(c(A) = co) = O(|A])
und daraus die Behauptung. U
Wir benétigen nun die Existenz einer stark-stabilen Mannnigfaltigkeit W5+ (0) C W+ (0)

nahe des Punktes H(0). Diese soll alle Losungen enthalten, die in Vorwértszeit ¢t — oo ex-
ponentiell schnell gegen das Gleichgewicht konvergieren und deren Anfangswerte geniigend

2siehe den Beweis von Lemma 3.21 fiir die Definition von ¥°
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nahe H(0) sind. Man beachte, dass die Existenz dieser Mannigfaltigkeit im Fall algebrai-
scher Konvergenz der homoklinen Losung H () fiir ¢ — oo nur lokal in der Ndhe der Null
gezeigt werden konnte.

Lemma 3.27
Gelte H(t) — 0 exponentiell schnell fiir t — oo. Dann existiert eine stark-stabile C*-

Mannigfaltigkeit W**(0) = Wss +(0) C Y nahe H(0), die folgende Eigenschaften besitzt:

o W*+(0) ist lokal invariant und enthélt alle Punkte U, € Y, die nahe genug an
H(0) liegen und zu denen eine Losung U(t) von (3.119) existiert, die U(0) = U,
und |H(t) — U(t)|ly < Me™** fiir t — oo und einem ¢ > 0 erfiillt

e Ist andererseits U, € W*$1(0), so existiert eine auf R, definierte Losung U(-), die
mit exponentieller Rate ¢ gegen null konvergiert.

e Die Mannigfaltigkeit Wss +(O) héiingt zweimal stetig differenzierbar von den Parame-
tern A und ¢ ab. Dies bedeutet dass Wss’+(0) lokal durch den Graph einer Funktion

(-, \ ¢) in Y dargestellt werden kann und die Abbildung (X, c) — W(U, X, ¢) mit
Werten in Y und fiir ein festes U € Y zweimal stetig differenzierbar ist.

Beweis
Wir behaupten, dass ein (beziiglich Y) abgeschlossener Unterraum Efr C Eff(O) und ein
Losungsoperator ®% (¢, 7) fiir t > 7 > 0 existiert, so dass £ = Bild(®?. (0, 0)‘?) und

@5 (. T)Valy < Me VL]

fiir alle V, € Y gilt. Um dies einzusehen, erinnern wir uns, wie wir die Dichotomien fiir
die linearisierte Gleichung

V(t) = Age, (H)V (1) (3.141)

konstruiert haben. Wir haben Lésungen V(¢) mittels der Transformation X (t) := e’V (t)
fiir ein u > 0 zu Losungen eines asymptotisch hyperbolischen System transferiert. Das
Spektrum des asymptotischen Linearteils von (3.141) wurde mit dieser Transformation
nach ,links® translatiert. Ganz analog erhélt man nun Losungsoperatoren ®¢(¢,7) und
P35 (t,7) beziiglich (3.141) fiir 0 <t < 7 bzw. 0 < 7 < t, wenn man die Transformation
Y(t) := e, V(t) betrachtet, also das Spektrum in die andere Richtung translatiert. Diese
Losungsoperatoren erfiillen nun

| (L, T)Vily < M|Vily |2, (¢, 7)Vi]y < Me TNV, |y

einem § > 0, V. € Y beziiglich der Y-Norm. Wegen (3.93) gilt nun auch eine analoge
Aussage beziiglich der Y-Norm mit einer méglicherweise grofieren, aber uniformen Kon-
stanten M > 0. Setzen wir nun E% := ®3(0,0)[Y], so ist sicherlich £% C E(0) und
abgeschlossen beziiglich der Y-Norm.

Wir konstruieren die gesuchte Mannigfaltigkeit stch(O) mit Hilfe von Fixpunkten der
Integralgleichung 7

t

t
V(t)=®i(t,0)V§+/ D (t, 5)Gmod(t, V(t),X,c)ds+/ DL, 8)Gmoa(t, V (1), X, ) ds,
0 o)
(3.142)
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fir Vi € B3 und V() € BC~5(R,,Y) fiir ein geeignetes ¢ > 0. Gynoq bezeichnet die mit
einer cut-off-Funktion modifizierte Nichtlinearitdt G, die in (3.89) definiert wurde. Die

Konstruktion der gesuchten Mannigfaltigkeit verlauft nun analog zur Konstruktion der
Mannigfaltigkeit W *(0). O

Abschluss des Beweises von Satz 3.2

Wir wollen nun die Distanz von Punkten auf W;SC(JF)( 0) und W/l\oc(z (A3 o(3)(0)) abschétzen.
Sei dazu U}, € W/I\OCC“(A/\C(O)) Dann gilt

Uy = As5.0) + V5" + U(Vi, X, 0) (3.143)
= dy(co)VA+VE + T(VE A 0) + O(A + e — cal),

fir di(co) # 0 und V§* € Bild(Il,). Wir schitzen zundchst den Abstand der beiden
Mannigfaltigkeiten W~“ loc (A <((0)) und W~“ ’lof (0) nahe H(0) ab. Hierbei bezeichnet

W l¢(0) die lokale, 1nstablle Mannlgfaltlgkelt der Null (siehe (3.118)), die in der Form

u,loc
WX,C(X)( ) = Graph(¥, (-, X, ¢()\))) geschrieben werden kann.

Der Abstand von W}" l(O; (A5.0(3(0)) und W;jg)(()) nahe H(0)

Bezeichne nun mit V¢ := 1L, U A den auf den Eigenraum E, projizierten Anteil des Schnitt-
punktes U*. Dann gilt sicherlich H(0) = U° e Wi loc 0)(Noc0)(0)) = WSLCI(%C)( ). Setzen wir
Vi in die Taylorentwicklung der instabilen Manmgfaltlgkelt Wuloe(0) fiir die Parameter

(A, ¢) = (X, c¢(N)) ein, so erhalten wir einen Punkt Z* € W®!¢(0). Wir interessieren uns
nun fiir den Abstand von Z* und U , siche Abbildung 3.9.
U sei nun wie in Gleichung (3.143) charakterlslert. Wir behaupten nun, dass dann

WV A 0) — WV 0,0) = O(A + 1V 3 (3.144)
gilt, wobei r der Abstand des Punktes H(0) vom Ursprung bezeichnet (auflerdem gilt

natiirlich Vi + W(V34, 0, ¢0) = V& + U, (V34, 0, o) = UY). Um (3.144) zu zeigen, gehen wir
zuriick zur Definition von W zwei Zeilen vor (3.137). Dann gilt (man bedenke By .(7) = 0):

WV A0 — (W(V,0,¢) =TI, / T.s(—5) [Bs..(5)V5(s)] ds (3.145)

—00

I, / ’ T.o(—s) [Gmod(s,V;\(s),S\,c)—Gmod(s,Vo(s),O,C)] ds.

Sei A1, Ay € (—6,0), dann bezeichnen wir mit Vi, V;\uz) € BC~" den Fixpunkt der Inte-
gralgleichung (3.136) beziiglich A = A; und Vi€ E,. Da Vi = Vo'ly < L\/i, gilt nun

auch [V5(-) = Vo()lc-» = [V5(-, V5) — Vo(-, V§') I Bo—» < M+/X. Dies erfolgt erneut aus
Lemma 3.24 und der Differenzierbarkeit des Fixpunktes der Gleichung (3.136) nach der
E,-Komponente, denn es gilt:

Vi V) = Vol Vi) lBo—» < [VA(CS VR — Vol Vi) e+
+ |‘/0('7v5\u>_‘/0('7‘/0u)‘307’"
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Wir betrachten nun die Differenz Goq(s, Vi(s), A, ¢) — Gmoa(s, Vo(s),0,¢) (und unter-
driicken die Bezeichnung ,mod“ in der folgenden Rechnung). Dann gilt mit V5(s) =

(EX(s), 82):
G(s, Vi(s), A, c) — G(s,Vo(s),0,c) =

( FWsu(s+ )+ 00N ¢) = F(O5,.(s + ), Ave) = Dy f(05.(s + ), A, ) )
0

. < f( g>0ac)_f(07070)_D1f(0?O>C)¢2 )
0 .

Benutzen wir in dieser Gleichung die mit Hilfe der Taylorentwicklung erhaltenen, folgen-
den drei Identitéten:

055+ + 050 0) = f(85,0,0) = Dif(e0) [95,(s+ 1)+ ) — 6] + O(V);
_f(ﬁXc(S + ')7 5‘7 C) = _le(ov 0, C) [195\’0(8 + )} + 0(5\)7
~Dif (W5 + ) A0 [02] + Dif(0.0,0) [6f] = —Duif(0,0,)61 + Dif(0,0,¢)¢8 + O(N)

so erhalten wir

G(s, Vi(s), A, c) —G(s,Vo(s),0,¢) =

<WJ@@@—mﬂ2@@%@—@]ﬂmﬂ@&@—mﬂ@mmth+ﬂ)
0

und dieser Term ist zunéchst fiir festes s von der Ordnung O(r\/i), wobei r > 0 den
Abstand des Anfangswertes H(0) von der Null bezeichnet. Allerdings ist dieser Ausdruck
wegen der vorher gezeigten Abhéngigkeit der Abbildung V5 (-, Vj*) von A auch beziiglich

BC~* (also aufgefasst als Abbildung beziiglich s < 0) ein O(r \/i) Dies zeigt schlieBlich,
dass der Integralterm f Tes(—s) [Gmod(s, Vi(5), A, €) = Gumoa(s, Vo(s), 0, c)] ds € Y von

der Ordnung O r\[ ist.

Ebenso ist der erste in (3.145) auftauchende Integralterm von der Ordnung O(r \/K) und
damit ist (3.144) gezeigt. Da die in (3.144) auftretende Funktion differenzierbar beziiglich
c ist und ¢(A) — ¢g = O(A) gilt (siehe das Lemma 3.26), gilt nun auch:

(VX e(N) — (V2 0, ¢0)) = O(h+ 1V A). (3.146)
Schliefllich haben wir damit gezeigt, dass
e (T (V3 = V) + W A e(0) = (B(V,0,60)) = OA+ 7V (3.147)
erfiillt ist, wobei Vi 4+ W(V;, 0, ¢o) natiirlich der Schnittpunkt U* fiir A = 0 ist.
Wir betrachten nun die Mannigfaltigkeit W; Clz’;)(()) und speziell ein U € W" foc (0), dann

gilt: )
U=V"+0OM\+|c—co| + V")
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fiir ein V* € Bild(I1,), da diese Mannigfaltigkeit glatt beziiglich ¢ und ) ist (d.h. fiir festes
V¥ mindestens zweimal stetig differenzierbar). Fiir den speziellen Fall V* = Vi gilt nun
nach Subtraktion des Punktes Vj* + ¥, (Vg 0, ¢co) = U°

Vi W (Vg 0, c0) + OA+ e —col +|VE2) = Vi = W, (Vi 0, o) = Vi =V + O(X), (3.148)
wobei W(V3, A ) = T(VE0,c0) + O+ |e — co| + V%) gilt. Man beachte, dass c(A) —

co = O(A) gilt und W(V,0,c0) = Vo (V44 0, ¢p) gilt. Nach Anwendung der Projektion II.
(die in Gleichung (3.115) definiert wurde) ist nun die rechte Seite der letzten Gleichung
von der Ordnung O(A), da der Term V' — Vi € Bild(Il,) im Kern dieser Projektion

liegt. Zusammengefasst ergibt nun die Differenz von V' — Vi + O\) und U* — U° =

As )+ V3 + UV, X, ¢(\)) — U° nach anschlieBender Anwendung der Projektion II, die
Abschétzung:

MM + Vi + (A () = U) = (VR = Vg + 00l
> Vdi(eo)ly — MV + (V2 X, e(X) = U°)y (3.149)
— LV = Vi + Oy
> VAldy(co)| — KVAF+ X) — MA

wegen der oberen Gleichung (3.147) fiir ein d; # 0, da die Losung A5 .(t) auf der Zen-
trumsmannigfaltigkeit lebt und damit einen nichtverschwindenden Zentrumsanteil besitzt.

Wiéhlen wir r klein genug, so ist die rechte Seite von (3.149) grofler als ﬁ\ﬁ, fiir ein p > 0.

Wu,loc(o) Wu,loc(A)

Vi + 0, (VS 0, ¢) = AN v

Abbildung 3.9: Die Abbildung zeigt die lokal null definierte instabile Mannigfaltigkeit
Wwlee(0) und die instabile Faser W°¢(A) des Punktes A = A5 5 fiir die Parameterwerte

(A ¢) = (A e(N).

Der Abstand von W***(0) und in W*%¢(0) nahe H(0)

Auf der anderen Seite ist der Abstand zweier Punkte in W;SC(J;)(O) und in W:\“‘ Z(O;)(O) von

der Ordnung ), da beide zweimal stetig differenzierbar in A sind: Dazu betrachten wir
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den Punkt U*, projizieren U* — H(0) bzw. U* auf den Unterraum E5(0) bzw. E, und

bezeichnen die so konstruierten Komponenten mit U; A bzw. U;. A Wir setzen nun U bzw.

U, A in die Entwicklung von Wf S+ bzw. W; l(oi) ein, subtrahieren die so konstruierten

Punkte H s’\ und H;\ Vonelnander und projizieren die Differenz H S’\ Hﬁ‘ mittels einer
Projektion P, auf ein fest gewiihltes Komplement zu dem Unterraum Ei(O) + E,, beziiglich
des umgebenden Raumes Ef(O) + E, (also ist nur der Kern der Projektion P, eindeutig
bestimmt). Den so definierten Vektor bezeichnen wir mit Z. Dieses Szenario haben wir in
Abbildung 3.10 veranschaulicht. Dann gilt:

Z =PH)— HY = PU—UN+O(UM?+|c(N) = co| + A)
= (’)(\USA\2 + |c(5\) — co| + 5\).

Fiir A > 0 hat der so erhaltene Vektor Z also die Gestalt Z = X - O(X + |(c¢(\) — ¢o)| +
UM + |U), da der Vektor U} — U, nach Projektion auf den Zentrumsanteil stets ver-
schwindet und alle anderen Termen in der Entwicklung mit A beginnen (man beachte
Lemma 3.26 fiir die Entwicklung von [c()\) — ¢o)|). Man beachte, dass sich alle Terme in

der Entwicklung ohne A sowieso auf A = 0 beziehen. Fiir diesen Parameterwert schneiden

sich aber die Mannigfaltigkeiten WSS e (O) und W; lz’i (0), so dass die Differenz Null ist.

Zusammengefasst zeigt diese Argumentatlon dass die Zentrumskomponente vom Abstand
des Schnittpunktes zwischen diesen beiden Mannigfaltigkeiten von der Ordnung A ist.
Also kénnen sich

55,4 u,loc o
W5 om0 Wi Bie (0))
nicht nahe H(0) schneiden.
Wss +
R qﬁ
Wu,loc(o)

Abbildung 3.10: Die Abbildung zeigt die lokal null definierte instabile Mannigfaltigkeit
Wlee(0) und die stark-stabile Mannigfaltigkeit W*(0) fiir die Paramterwerte (X, c) =

(A, (V)

Damit ist gezeigt, dass U ;\(t) in Vorwértszeit ¢ — oo gegen den Orbit der periodischen
Losung I's 5)(+) konvergiert. Sei nun UAt) = (b M), h (t + -)), dann erfiillt die Familie
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hX(-) alle behaupteten Eigenschaften des Satzes 3.2 und wir haben unsere gewiinschte
Familie von Losungen gefunden.
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