3.3 Dichotomien nichtautonomer (Gleichungen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Existenz von Zentrumsdichotomien fiir die ent-
lang der homoklinen Losung h(t) linearisierte Gleichung (3.8) beschéftigen. Grob gesagt,
liefern Zentrumsdichotomien die Existenz zweier Unterrdume, auf denen man die lineari-
sierte Gleichung in Vor- bzw. Riickwértszeit 16sen kann. Der Unterschied zu exponentiellen
Dichotomien besteht darin, dass die entsprechenden Losungen in Vor- und Riickwértszeit
nicht exponentiell abklingen, sondern sogar anwachen diirfen.

Fiir die Konstruktion von exponentiellen Dichotomien halten wir uns an die Arbeit von
Scheel et al [43]. Leider ist die dort betrachtete Klasse linearer Forward-Backward-Delay
Gleichungen nicht grof3 genug. Insbesondere umfasst sie keine Gleichungen der Form
z(t) = f_ba p(s)zsds mit einer stetigen Funktion p(s). Wir werden deswegen zunéchst
autonome, lineare Mixed-Type Gleichungen studieren und exponentielle Dichotomien fiir
diese Klasse von Gleichungen konstruieren. Es wird sich als wichtig herausstellen, mit
Funktionenrdumen lebesque-integrierbarer anstatt mit Funktionenrdumen stetiger Funk-
tionen zu arbeiten.

3.3.1 Das Set-up und Definitionen

Da wir in den folgenden Kapiteln Ergebnisse der Arbeit von Scheel et al [43] auf eine
grossere Klasse von Operatoren verallgemeinern wollen, wiederholen wir das ganze Setting.
Wir betrachten dazu die folgende Gleichung;:

i(t) = L(t)z,, (3.15)

wobei L(t) : H'([—a,b],C") — CV fiir N € N und festes ¢t € R eine lineare Abbildung
ist.

Annahmen an L(t)
Wir nehmen an, dass L(t) die Form

b m

Lo = [ pt0)p(0)d0+ Y- Au(t)(re), (3.16)
- k=1

mit einer stetigen Funktion p(-,-) : R x [—a,b] — CN¥*¥ hat. AuBerdem seien die Funk-

tionen Ag(-) : R — CN*¥ beschriinkt und stetig. Wir nehmen an, dass A;(-) und A,,(-)

nicht identisch verschwinden und dass —a =1 < ... < 71, = b gilt. Weiterhin existiere

ein jo mit r;, = 0.

Die letzte Bedingung ist offensichtlich keine zusétzliche Annahme und lediglich eine Kon-
vention, da man stets Ap(-) = 0 setzen kann. Man beachte dass wir in diesem Kapitel
Abbildungen Ag(+) zulassen, die auch fiir k # jy zeitabhéngig sind.

Wir benutzen in diesem Kapitel folgende Definition einer Losung z(-) der Gleichung (3.15)
mit Anfangswert ¢(-) € L?([—a, b], C").

Definition 11 (Lésungen mit Anfangswert in L?)

Wir sagen, x(-) : [—a,b+ ty] — CV ist eine Lésung von (3.15) auf [0,t] mit An-
fangswert o € L?([—a,b], CN), falls g = ¢, x(-) € L*([—a,b+to),CN) N HL ([0, to], CN)
und (3.30) fiir fast alle t € [0, to] gilt.
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Wir betrachten den dicht definierten Operator £ : H'(R,CY) ¢ L*(R,CY) — L?*(R,CY)
mit

(Lv)(t) = O (t) — L(t)vy. (3.17)
AuBerdem kénnen wir den adjungierten Operator £* : D(L*) C L?*(R,CN) — L?(R,CV),

(L*v)(t) = —0w — L(t)v; betrachten. Explizit hat £* die Form

b m

(L*)(t) = =0 — / p*(t—0,0)v(t —0)do — Z Ap(t — rp)v(t —ry), (3.18)

—a k=1

wie sich schnell verifizieren 148t. Aufilerdem gilt fiir alle w(-),v(-) € H*(R,CY)

/_ T L)t - w(t)dt = / T o) - (L) (b, (3.19)

o —00
wobei ,,-“ das kanonische Skalarprodukt in CV bezeichnet.

Definition 12

Wir nennen (3.15) asymptotisch konstant, falls die Limiten py(-) := lim;— 1 p(t,-),
p+(:) € C%[—a,b],CN*NY) und Ay := lim; 4o, Ag(t) existieren. Gleichung (3.15) heifit
asymptotisch hyperbolisch, falls die charakteristischen Gleichungen

b

det Ay (N) := det((N)id — (/ p(0)edl + iAfeM’“)) =0 (3.20)

keine Losungen auf der imagindren Achse haben, also falls det Ay (is) # 0 fiir alle s € R
gilt.

Betrachtet man den Operator £*, so ist auch dieser asymptotisch konstant, falls £ asym-
ptotisch konstant ist. Analog kann man also die charakteristischen Gleichungen beziiglich
L* mittels

pr(0)e™df + ) "(Af)7e ™)) (3.21)

det A (X) := det((\)id — (/

definieren. Man kann nun auf elementarer Ebene verifizieren, dass
det AT (A\) = (=1)Vdet Ax (=) (3.22)

gilt. Also ist £* genau dann asymptotisch hyperbolisch, wenn £ asymptotisch hyperbolisch
ist. Der folgende, wichtige Satz wurde von Mallet-Paret in [32] bewiesen:

Satz 3.3
Falls L asymptotisch hyperbolisch ist, so ist L ein Fredholmoperator.

Es sollte hingegen bemerkt werden, dass die Resultate in [32] fiir L(¢) mit p(-,-) = 0
aufgeschrieben sind. Alle Resultate, die zum Beweis des Satzes (3.3) benotigt werden sind
allerdings so allgemein, dass sie sich wortwortlich auf unsere Klasse linearer Operatoren
L verallgemeinern lassen. Wir machen nun folgende Annahme, die fiir den Rest dieses
Kapitels gelten soll.
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Hypothese 6 (Eindeutige-Fortsetzungs-Eigenschaft (EFE))
Sei x(-) im Kern von L oder dem Kern des adjungierten Operator £* mit x, = 0 fiir ein
7 € R. Dann ist x(-) identisch Null.

Eine andere Art und Weise, wie man Gleichung (3.15) schreiben kann, ist die folgende:
oV (t) = At)V(¢). (3.23)

Hierbei ist der lineare Operator A(t) : X C Y — Y durch

3 ) ( L(t)e )
Alt =
®) ( ® Opp
fiir (6,p) € X mit X == {(€.¢) € Y | ¢ € H((=a,0),CY) und p(0) = €}, ¥ =
CN x L?*([—a,b],C") definiert.
Wir wollen nun definieren, was wir unter einer exponentiellen Dichotomie der Gleichung
(3.23) verstehen.

Definition 13 (Dichotomien auf R; und R_)

Die Gleichung (3.23) besitzt genau dann eine Dichotomie auf dem Intervall J, wobei
J =R, oder J = R_, wenn Konstanten K > 0 und ki, ke > 0 und eine Famile stark
stetiger Projektionen P(t) : Y — Y, t € J, existieren, so dass folgendes gilt. Fiir U € Y
und ty € J gilt

e Es existiert eine stetige Funktion V*(-) : [tg,00) N J — Y, so dass V*(ty) = P(to)U
gilt. AuBlerdem ist V*(t) € Bild(P(t)) und |V3(t)|y < Ke ™ t=|U|y fiir allet > t,
mit t, ty € J.

e Es existiert eine stetige Funktion V¥(-) : (—oo,tp] N J — Y, so dass V*%(ty) =
(id—P(ty))U gilt. AuBerdem ist V¥(t) € Kern(P(t)) und |V*(t)|y < Ke ®lt=tl|U],
fiir alle ty > t mit t,ty € J.

Ist P(ty)U € X, so definiert V*(t) eine starke Losung von (3.23) im Sinne von Definition
9. Ebenso ist fiir (id — P(ty))U € X die Funktion V*(t) eine starke Losung von (3.23).
Sei hingegen U € Y N Bild(P(ty)) mit U = (u', ¢()). Dann ist fiir t > t, die Abbildung
V#(t) von der Form V*(t) = (£(t), &), wobei V*(0) = U gilt und &(+) eine starke Losung
von (3.15) zum Anfangswert {, = ¢ ist. Analoges gilt fiir V*(-).

Gilt hingegen k1 > 0 und ko < 0 oder k1 < 0 und ko > 0, so nennen wir diese Dichotomie
eine Zentrumsdichotomie oder auch kurz Dichotomie. In diesem Fall klingen also die
Funktionen V*(-) und V*(-) nicht notwendigerweise ab und kénnen sogar anwachsen.

Bemerkung

Die entscheidenden Punkte in dieser Definition sind mitunter die Fxistenz von Losungen
V(-) zu Anfangswerten U in BildP(t) oder KernP(t) fiir ein ¢t € J. Ist U = (u*, ¢(-))
nicht in X enthalten, so besagt die obige Definition, dass die erste Komponente £(+) von
V(t) = (&(t),&) eine Losung der urspriinglichen Gleichung (3.15) zum Anfangswert ¢(-)
ist. Man kann fragen, warum wir dann nicht gleich Dichotomien fiir die Gleichung (3.15)
definieren, ohne den ,,Umweg" iiber die abstrakte Gleichung (3.23) zu gehen. Tatséchlich
wurde diese Variante in der Originalarbeit [43] gewdhlt und wir geben diese Definition kurz
nach dieser Bemerkung. Allerdings bietet die abstrakte Formulierung (3.23) den richtigen
funktionalanalytischen Rahmen fiir spdtere Anwendungen und erlaubt uns u.a. geeignete
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Variation-der-Konstanten Formeln zu erhalten (siche Kapitel etwa 3.4.1). Wenn wir von
einer Dichotomie sprechen beziehen wir uns also stets auf die Definition 13.

Bevor wir das Hauptresultat formulieren, wollen wir noch die Definition einer Dichotomie
in den Worten der urspriinglichen Gleichung (3.15) festhalten:

Alternative Definition einer Dichotomie

Sei J = (¢, d) entweder R RT oder R™. Gleichung (3.15) besitzt dann eine exponentielle
Dichotomie auf J, falls positive Konstanten K ,x; und ko existieren und eine Famile stark
stetiger Projektionen P(t) : L*([—a,b],CY) — L*([—a,b],C"). Fiir ¢ € L*([—a,b],C")
und ¢t € J gilt

e Es existiert eine eindeutige Losung = von (3.15) auf [t, d) mit x; = P(t)p. AuBerdem
ist v, € Bild(P(7)) und ||2,||2 < Ke ™=||¢]| 2 fiir alle 7 > ¢ mit 7 € J.

e Es existiert eine eindeutige Losung x von (3.15) auf (¢, t] mit x; = (id — P(t))p.
AuBerdem ist z, € Kern(P(7)) und |z,||2 < Ke " 2tl||p|| 2 fiir alle t > 7 mit
TEJ.

Wir formulieren nun das Hauptresultat dieses Abschnitts.

Satz 3.4
Gelte Hypothese (6). Falls dann L ein Fredholmoperator ist, so besitzt (3.23) exponentielle
Dichotomien auf R, und R_.

Man kann dieses Resultat noch weiter verschéarfen. Dies ist wichtig, wenn man die expo-
nentiellen Raten, beziiglich derer Losungen bei der Definition von Dichotomien abfallen,
scharf wéhlen will. Man muss dazu folgende Annahme machen

Hypothese 7 (Asymptotisch hyperbolisch + exponentielle Konvergenz)

Sei L fiir t — oo asymptotisch hyperbolisch, etwa L(t) — L, fiir t — oo beziiglich der
Operatornorm. Wir nehmen an, diese Konvergenz sei exponentiell mit Rate v > 0, also
|L(t) — Ly| < Me™ " fiir t — oo.

Bezeichne mit det/A,(-) die charakteristische Funktion beziiglich L,. Sei 3 > 0 eine
positive Zahl, so dass folgendes gilt: Es existiert ein A, € C mit Re\, = —f und A (\,) =
0 und alle weiteren Nullstellen A\ von Ay (\) mit ReA < 0 erfiillen ReA < —[(. Seien
weiterhin alle Nullstellen A mit Realteil —f3 einfach.

Unter Annahme dieser Hypothese konnen wir folgendes, stérkere Resultat beweisen.

Satz 3.5

Gelten Hypothese 6, 7 und sei L ein Fredholm Operator. Dann existieren exponentielle
Dichotomien auf R,. Desweiteren kann man bei der Definition der Dichotomien k; = [3
wéhlen. FEine analoge Aussage gilt, falls £ asymptotisch fiir t — —oo ist.

Der Satz 3.15 beruht unter anderem auf der Tatsache, dass durch Dichotomien induzierte
Halbgruppen autonomer linearer Gleichungen ausschlieSlich Punktspektrum besitzen. Dies
ist eine allgemeine Eigenschaft autonomer, linearer Mixed-Type Gleichungen und wird im
Beweis eine entscheidene Rolle spielen.

Wir verfahren in den néchsten Kapiteln wie folgt. Zunéchst fithren wir den Operator
T ein, mit dessen Hilfe wir diesen Satz beweisen werden. Bevor wir uns dann dem Be-
weis des Satzes widmen, konstruieren wir exponentielle Dichotomien fiir autonome lineare
Gleichungen und erhalten dann die gesuchten Dichotomien durch ein Storungsargument.
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Wir wollen abschlieBend noch die folgende Konvention festhalten.

Notation

Elemente des Funktionenraumes L?*(R,Y’) schreiben wir im weiteren stets in der Form
(&(+), é(,-)), obwohl die Darstellung (£(-), [¢(+)](+)) wahrscheinlich préziser ist. Allerdings
wiirden die Formeln dann an vielen Stellen uniibersichtlich werden.

Der Operator 7

Fiir die Definition des Operators 7 benotigen wir das folgende, technische Lemma aus
Scheel et al [43].

Lemma 3.1

Sei I = [—a,b] und (t,0) € R x I. Dann gilt L*(R, L*(I,C")) = L?>(R x I, C"). AuBlerdem
existiert eine Konstante C' > 0 mit folgenden Eigenschaften. Sei ®(-,-) € L*(RxI,CN), so
dass die schwache Ableitung (0; — 9p)®(-,-) € L*(R x I, C") existiert. Dann gilt ®(-, k) €
L*(R,CN) fiir jedes feste k € I und ®(0,-) € L*(I,R). Aulerdem gilt

190, )l z2rony + 19C B)ll z2weny < CNOC )l z@xreny + Cll(0: — 9p) (-, )l 2mxr.om)

Beweis

Fiir einen ausfiihrlichen Beweis siehe auch Scheel et al [43]. Wegen Fubini’s Theorem gilt
zuniichst L*(R, L?(I,CY)) = L*(R x I,CY). Wir betrachten die Variablentransformation
(t,0) = (t+6,0) und setzen ®(t,0) := ®(i—0,6). Also ist B(¢, ) genau dann ein Element
von L2(R x I,C") mit (8, — 95)®(-,-) € L3R x I,CN), wenn ®(f,0) € L(R, H(I,C"))
ist. Insbesondere ist also ®(-, k) € L*(R,C") fiir jedes feste k € I. Also ist auch ®(t, k) =
O(t 4 k, k) € L*(R,C") und ®(0,k) = ®(k, k) existiert fiir fast alle k. Die behaupteten
Abschitzungen sind nun mit Hilfe der neuen Koordinaten (£, #) klar. O

Definiere nun den dicht definierten, abgeschlossenen Operator 7 : L*(R,Y) — L*(R,Y)
mit

T V() e aV() — AV (3.24)

oder explizit

( (t) ) . ( 0E(1) — [, p(t,0)®(t,-)d8 — Y1, A(t)D(E, 1) )
d(t,-) 0 ®(t, ) — 0,P(t,-)

auf D(7) und

D(T) ={(&,®(-,-) € L*(R,Y) : (8, — 9p)®(-,-) € L*(R x I,CN),
£ e HY(R,CN), ®(t,0) = £(t) Vt}.

Wegen des vorigen Lemmas ist dann 7 wohldefiniert und abgeschlossen. Das folgende
Lemma zeigt den Zusammenhang zwischen dem Kern des Operators £ und des Operators

7.

Lemma 3.2

Falls eine Funktion £ € H'(R,CV) die Identitit £& = 0 erfiillt, dann ist V (t) := (£(t), &)
zunédchst in D(T) und es gilt TV = 0. Ist andererseits V = (£, ®(-,-)) € D(7) und
TV =0, dann ist £(-) € H'(R,C") und es gilt L& = 0. Es gilt also Kern(L) = Kern(T).
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Beweis

Exakt der gleiche Beweis wie in [43], Lemma 2.2, beweist dieses Lemma. Der Vollsténdig-
keit gehen wir auf die wesentlichen Beweis-Schritte ein und verweisen fiir eine detailrei-
chere Version auf [43].

Sei also £(+) € HY(R,CY) mit £&(-) = 0. Dann ist £(-) automatisch eine C*°-Funktion,
da £(-) € C¥([-1,1],C") fiir alle k und [. Setze also V(t) := (£(t),&), dann ist V eine
klassische Lésung von (3.23). Wegen v(+) € HY(R,CV) ist V(-) € L3*(R, X ). AuBlerdem ist
v(-) € HY(R,C") im Definitionsbereich der Shiftgruppe auf L*(R,C") und deswegen ist
V() € HY(R,Y), also gilt V(-) € D(T), wegen H'(R,Y) N L*(R, X) C D(T).

Um die andere Richtung zu zeigen, sei V(-) = (£(-), ®(-,-)) € D(7) mit 7V = 0. Also ist
v(t) := £(t) = ®(t,0) ein wohldefiniertes Element in H'(R, CY). Wir zeigen noch, dass
a‘[t_a7t+b](-) = ®(t,-), also ®(t,0) = ®(t+6,0) gilt. Mit Hilfe der Variablentransformation
(£,0) = (t40,6) und ®(%,0) := ®(i—0, §), kann man nun verifizieren, dass ®(Z,0) = d(Z,0)
zunéchst fiir fast alle £ € R und deswegen auch fiir alle ¢ gilt. Damit ist die Behauptung
bewiesen. 0J

Der adjungierte Operator 7*

Da wir zeigen wollen, dass der Operator 7 genau dann ein Fredholmoperator ist, wenn £
ein Fredholmoperator ist, studieren wir in diesem Abschnitt den adjungierten Operator
von 7. Dies ist notwendig, um die Kodimension des Bildes von 7 in L*(R,Y’) bestimmen
zu konnen.

Wir bezeichnen mit (-,-) das Skalarprodukt

<< qf((.;).) ) ; ( \pn(()) )> = /_Z /_I;é(t,ﬁ) . \If(t,e)dedt+/_: E(t) - m(t)dt

auf L*(R,Y).

Notation

Sei j € {1,...,m—1}. Ist ¥(-,-) € L*(R X [r;,7;4+1],C") mit schwacher Ableitung (9; —
o)W () € LA(R x (rj,7j41),CY), dann sind ¥(-,r;) und ¥(-,r;4;) in L*(R,CV) nach
Lemma 3.1. Wir schreiben im néchsten Beweis (-, 7,+) := U(-,r;) und V(-,741—) =
U(-,7j41). AuBerdem setzen wir W(-,r1—) = U(-,r,,+) = 0.

Lemma 3.3
Der adjungierte Operator T* : D(T*) C L*(R,Y) — L*(R,Y) ist durch

£(t) —0E(t) — A3 (E() + W (2, 0—) — U(t, 04)
( W(t,) ) - < —8,U(t,-) 4 0,W(t, ) — p*(t, )E(t) ) : (3.25)

gegeben, wobei p*(t,0) die zu p(t,0) adjungierte Matrix fiir festes t und 6 bezeichnet. Es
ist

D(T*) = {(b,¥) € L*(R,Y); (0; — 9p)¥ € L*(R x (rj,7511),CN)Vj: 1 <j<m
be H'(R,CY), W(t,rj—) — W(t, rj+) = A5(t)b(t)VE; j # jo}

AuBerdem gilt T*(b,¥) = 0 genau dann, wenn L*b(-) = 0 gilt und die Kerne beider
Operatoren haben die gleiche Dimension.



Beweis
Nach Definition des adjungierten Operators ist

D(T*) = {(b,¥) € L*(R,Y)| 3(b,,¥,) € L*R,Y) : (T (a,®), (b, ¥)) =
{(a, @), (bs, V,))V(a,®) € D(T)}.

In diesem Fall ist 7*(b, V) := (b,, ¥,). Wir betrachten also folgende Gleichung;:

/_@O /_b (0,D(%,0) — ByD(t,0)) - (¢, 0)dodt + / " (@ualt) — A, (Da(t)b(t)t

—00

/ (Z Ar(t)R(t, 7 ) b(t)dt — /_ Z < /_ Zp(t,e)cb(t,e)de) b(t)dt

ko
/ /_a (t,0) - U.(t,0)dodt + /_C: a(t) - by (t)dt.

Setzen wir in dieser Gleichung a = 0, also auch ®(-,0) = 0, so erhalten wir

/OO /b (O:D(1,6) — Bp®(t,6)) - W(t,0)dbdt

/ (Z Al®) ”k)bﬁf)dt / (/b p(t,0)®(t, e)de) b(t)dt
k#jo
/ /_ ) (t,0) - U, (t,0)dodt.
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(3.26)

(3.27)

Wir beschrinken uns nun auf Testfunktionen ®(-,-) fir die ®(¢,r;) = 0 fiir alle j =
1,...,m gilt. Man sieht nun in der obigen Gleichung, dass V,(¢,0) = (0p — 0¢)V(t,60) —
p*(t,0)b(t) in L*(R x (rj,rj41), CY) fiir alle j mit 1 < j < m ist. Man beachte, dass dies
die Funktion ¥, bereits eindeutig in L?([—a, b], CV) definiert. Weiterhin erhalten wir (falls

®(t,0) =0)
/°° /_b (OrD(t,0) — Dp®(t,0)) - W(t, 0)dOdt
/ /_ (t,0) - (W (t,0) + p"(t, 0)b(t))dOdt +
/ D (try) - (U(E =) — Wt i)t

©° k#jo

Wir fest stellen also fest, dass (3.26) genau dann fiir alle ®(¢,0) = 0 gilt, falls
(=) = W, r+) = A5()b()

in L2(R, CY) fiir j # jo. Gleichung (3.26) reduziert sich damit auf

oo

/_ T B 0) (Ut 0—) — Ut 04)) di — / (Bra(t) — Ay (t)a(t)) b(t)dt

[e.e] — o0

- / T at) - ba(t)dt

[e.e]

(3.28)
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fir alle a(:) € HYR,C"), da ®(-,0) = a(-) ist fiir alle (a,®) € D(7T). Also ist nach
Definition b(-) € H*(R,C") und

b(-) = —0ib(+) — A% b(-) + U (-, 0—) — U(-, 04).

Wir zeigen nun, dass der Kern von 7* endlichdimensional ist. Wir nutzen dabei die
Tatsache aus, dass nach Annahme die Funktionen A;(-) und A,,(-) nirgends identisch
verschwinden.
Sei also (b, V) € Kern(7*). Aus der Definition von 7* ergibt sich dann aus der zweiten
Zeile

0 = —0W(t,) + 0,U(t,) — (1, )b(1),

dass ¥(-, -) folgende Form hat:

(t,0) = T;(t+0) — /op*(t +0—n,nb(t+6—n)dn (3.29)

J

fiir 6 € (r;,7;41), eine H'-Funktion W,(-,-) und j = 1,...m — 1. AuBerdem gilt wegen der
Definition von D(7*), dass
U(t,m+) = Aj(t)b(t)

und ebenso V(t,r,—) = A (t)b(t). Keine der beiden Gleichungen verschwindet nach
Annahme identisch. Ebenso gilt W(t,r;—) = W(t,r;+) + Aj(t)b(t) fiir j ¢ {0,1,m}. Fiir
j = m — 1 ergibt sich etwa aus (3.29)

\If(t, Tm_) = \I}m—l(t + Tm) - / p*(t + T'm — 1], n)b(t + Tm — n)dﬁ

Tm—1

auf dem Intervall (r,,—1, 7). Zusammen mit V(¢,r,,—) = A} (t)b(t) erhalten wir

\ill(t +rm) = A5 (H)b(t) + /Tm Pt 4+ rm —n,n)b(t + 1 — n)dn

Tm—1

also
U(t,0) = (A5, (t+60—ry,)bt+0—ry) —|—me (t+60—n,n)b(t+ 0 —n)dn)
—f *(t 40 —n,n)bt + 0 —n)dn.

Der Ubersicht halber behandeln wir nur den Spezialfall r; = —a < 1 = 0 < 3 = b, also
= 3. Dann gilt [re, 3] = [0,b] und wir haben nach der eben gerade erhaltenen Formel

U(t,04) = AL (t — r)b(t — 1)+ [y p*(t — 1, m)b(t — n)dn.
Analog gilt auf [—a, 0] die Identitét
U(t,0-) = —(Af(t+ a)b(t +a) + [, p*(t —n,m)b(t — n)dn).

Wegen
—0ib(t) — A5 (£)b(t) + ¥(t,0—) — ¥(¢,0+) =0

gilt
—0ub(t) — A5, (0b(t) = (Af(t + )b(t + a) + [7, p*(t = 1,m)b(t — n)dn)
(At = OB~ )+ [ 9 (£~ )bt — m)d) = O
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und das ist die Gleichung £*b(-) = 0. Fiir zwei (b, ¥1), (b, Uy) € Kern(7™*) mit identischer
erster Komponente, gilt ebenfalls (0, V) := (0,¥; — ¥,) € Kern(7*). Dann gilt auch
(0y — 0)¥ =0, also ¥(t,n) = ¢(t +n) fiir eine Funktion ¢(-). Deswegen ist ¥(-,-) = 0.

Die andere Richtung verlduft analog zu Lemma 3.2. 0

Bemerkung

Man beachte, dass (7*V(-)) = o,V (t) + A*(t)V(t) gilt, wobei A*(t) der zu A(t) ad-
jungierte Opertaor fiir festes ¢ beziiglich des Y-Skalarproduktes ist. Ein Kernelement
W (-) von T* 16st also die Gleichung —0,V (t) = A*(t)V (¢) auf R und hat die Gestalt
W (t) = (b(t), ¥(t,-)), wobei b(-) ein Kernelement des adjungierten Operators £* ist.

Wir kénnen nun folgendes Resultat zeigen:

Satz 3.6
Ist L ein Fredholmoperator mit Index i, so ist auch 7 ein Fredholmoperator mit Index 1.

Beweis

Wir haben in den vorigen Lemmata gezeigt, dass Kern(7) = Kern(£) und Kern(7*) =
Kern(L*). Es bleibt zu zeigen, dass das Bild von 7 abgeschlossen ist. Sei dazu 7 (o, ") —
(8,¥) in L*(R,Y) fiir eine Folge (", ®"). Also gilt (9, — 9p)®"(-,-) — ¥(-,-) beziiglich
L*(R x I,CN), wobei I := [—a, b].

Mittels der Variablentransformation (£,0) = (t+6, 6) und (-, -)(,0) := &"(-,-)(t—0, ),

kann man nun verifizieren, dass

0
O"(t,0) =a"(t+0)+ / (O — Op)®™(t + 60 —m,m)dn
0

gilt. Zusammen mit der ersten Komponente

b m
")~ [ p(t.O)"(0)d8 — > AP (t.) = F'()

a

ergibt sich nun

Ay ( /bpte "(t + 60)do — ZA() "(t 4 rp)
+ / p(t / — 0g)@"(t + 60 — n,m)dndb
FY A [ @ nna =5,

k=1
In kompakter Form geschrieben, liest sich diese Gleichung
L(a”) =G(B", (0 — 99)2"),

wobei G durch die iibrig gebliebenen Terme definiert ist. Da die rechte Seite in L*(R, CV)
konvergiert (beziiglich ¢) und £ abgeschlossen ist, existiert ein a,, € H'(R,C") mit
Loas = G(6, V). Weiterhin gilt mit

0
Do (t,0) = ot +6) + / (Or — Op) Poo(t + 0 —m,m)dn,
0
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dass (oo, Poo) € D(T) und 7 (e, Poo) = (B, V). Also ist das Bild abgeschlossen. Aufler-
dem haben wir

kodim Bild(£) = dim Kern(£*) = dim Kern(7™*) = kodim Bild(7).
Damit ist alles gezeigt. ([

3.3.2 Exponentielle Dichotomien fiir autonome Mixed-Type Glei-
chungen im L2-Setting

Wir betrachten in diesem Abschnitt die autonome lineare Gleichung
x(t) = Lay (3.30)
fiir eine beschrinkte lineare Abbildung L : H'([—a, b], CY) — C der Form

b m
Lo= [ pO)O)d8+ Y () (331)

—a k=1

Hierbei sei p : [—a, b] — CV*Y eine stetige Funktion und ry € [—a,b] mit r; < ... < 1,.
Bezeichne nun mit detA()) die charakteristische Funktion beziiglich L, wobei

AN) =\ — L(e)
ist. Wir machen nun folgende Annahme, die fiir den ganzen Abschnitt gilt

Hypothese 8 (Hyperbolizitiit)
Es ist det/\(is) # 0 fiir alle s € R.

Das erste Hauptresultat dieses Abschnitts lautet:

Satz 3.7

Unter der Annahme der Hypothese 8 existieren abgeschlossene Unterrdume P, () mit
P,Q C L*([—a,b],C") und P+Q = L*([—a,b],C"), PNQ = {0}. Weiterhin existiert fiir
jedes ¢ € P eine eindeutige Losung x von (3.30) auf Ry mit

jz(t)] < Me™ || 2

ro = @ und einem « > 0. Auflerdem existiert fiir jedes ¢ € () eine eindeutige Lésung y
von (3.30) auf R_ mit
ly(®)] < Me™ ||l 2

Yo = ¢ und ein 3 > 0.

Dieser Satz kann gleichzeitig als Definition fiir exponentielle Dichotomien autonomer li-
nearer Gleichungen angesehen werden, da er uns erlaubt, die lineare Gleichung (3.30) auf
entsprechenden (abgeschlossenen!) Unterrdumen sowohl in Vor- als auch in Riickwértszeit
zu losen.

Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich stark stetige Semigruppen Tp(t) fiir 0 < ¢t und Ty(¢)
fiir t < 0 beziiglich (3.30) definieren. Man setze namlich Tp(t)p := x; fiit ¢ > 0 mittels der
eindeutigen Losung z(-), deren Existenz durch den Satz gesichert wird. Diese Halbgrup-
pe ist dann exponentiell abklingend. Analog kann man T (t) definieren. Die Tatsache,
dass diese Halbgruppen stark stetig sind, folgt nun aus der Approximationseigenschaft
einer L?-Funktion durch stetige Funktionen (beziiglich der L?-Norm) und dem Satz der
majorisierten Konvergenz.

Wir benutzen zum Beweis folgendes Resultat von Mallet-Paret
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Satz 3.8
Gelte Hypothese 8. Betrachte den linearen Operator £ : H'P(R,CY) — EP(R,CY), mit
1 < p < o0, definiert durch

(Lw(-))(t) = w(t) — L(w,).

Dann ist £ ein Isomorphismus. Insbesondere ist die Nulllosung die einzige beschréinkte
Lésung von L fiir p = oc.

Wir zeigen zunéchst folgenden Satz:

Satz 3.9
Sei p(-) € P und x(-) eine dazugehérige Losung, die in Vorwértszeit beschrankt ist und
(3.30) Iost. Dann gilt

|z (t)] < Me™[|p]] L2

mit uniformen Konstanten o und M. Insbesondere ist die Lésung x mit xq = ¢ eindeutig.
Analoges gilt fiir Q.

Beweis

Wir zeigen nur die Behauptungen beziiglich P. Die Behauptungen beziiglich () kénnen
dann analog gezeigt werden. Unser Beweis hélt sich an den sehr schénen Beweis von
Mallet-Paret und Lunel [31], die dort exponentielle Dichotomien der linearen Gleichung
(3.30) auf C°([—a, b], CV) konstruiert hat.

Sei also ¢ € P und z(+) eine Losung zu (3.30) auf R, mit zy = ¢. Wir zeigen dann, dass

o |2(t)] < K|pllzz fir allet >4

o [2(t)] < 1/2 sup(so0)lz(s)] fiir alle t > 7 >0

fir uniforme Konstanten M und K gilt, wobei 7 > 0 und 0 < 6 < b/2 ist. Man
beachte, dass das Supremum im zweiten Schritt wohldefiniert ist, da nach Definition
z(-) € H. (Ry,CY) und z(-) deswegen stetig ist.
Sind diese beiden Schritte gezeigt, so haben wir die Existenz eines a > 0 bewiesen, so
dass fiir ¢t > 0

|z(t)] < Me™ ||| 2

gilt: Sei etwa ¢t gro genug mit ¢ = n7 +¢; ,n € Nund 0 < ¢; < 7. Dann gilt fiir die
Losung x(-):

[z = |z(nT + 1)
< (1/2)" sup (500 2(ts + 5)]
< (1/2)"- K| 2,
wobei wir benutzt haben, dass fiir ein festes ¢, > 0 die Funktion ¢ — x(t, + t) ebenfalls
eine Losung auf R, ist.

Wir zeigen zunichst den zweiten Schritt und setzen § := b/2. Wir argumentieren per
Widerspruchsbeweis; dann existiert eine Folge ¢, € P mit

lonllzs < C
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fiir alle n € N, eine Folge 7,, — oo und eine Folge beschriankter Losungen x™(t) mit

SUP 5,00y 2" (5)| = 1

und
2" (T)| = 1/2 sup(s o) [2" (5)| = 1/2.

Ist ndmlich Z"(+) irgendeine beschrénkte Folge von Losungen auf R, , so kann man mittels
a"(t) = 3"(t)/ Sup(s,c)|T"(s)| eine Folge definieren, die die oberen Bedingungen erfiillt.
Setze nun

2M(t) = 2" (t+ 1)

fir alle —7,, + 6 < t. Aulerdem gilt
12" (t)] = sup(s,e)|r"(s)] =1 fir — 7, +9 <t (3.32)

und alle n. Wihle nun r > 0 beliebig und ng grof§ genug, so dass 2"(t) auf ganz [—r, ]
definiert ist fiir n > ng. Wir zeigen nun, dass auch auch [|2(-)||p2(r.,cny < C fiir alle n
und einem C' = C(r) gilt, das aber uniform in n ist.

Da z"(-) eine Losung ist fiir alle n > ny, gilt

b m

() = / p(0)="(t + 0)d0 + 3 Ay=n(t + 1), (3.33)
- k=1

Quadriere nun beide Seiten und integriere iiber [—r,r]. Die linke Seite ist dann genau

12()]]32 (_rr,cny- Fiir die rechte Seite ergibt sich folgende Rechnung;

/ N / p(0)2"(5 + 0)d0+ S Ae(s +r))ds < O supgsae |2 (5)])?)

—r J-a k=1

+ C(le" 172 + (sup(s o) lz™(s)1)? - l"[172))
< C.

Fiir die erste Ungleichung haben wir einfach alle Terme ausmultipliziert und dann einzeln
abgeschiitzt. Man beachte, dass C' = C' (r) abhéngig von der Groe des Intervalls ist, iiber
das integriert wird. Diese Rechnung zeigt, dass ||2(')||%11([—r,r],<cN) < K fiir alle n > no, da
die sup-Norm der z"(-) auf dem Intervall [—r, r] uniform beschrénkt ist und damit auch
die L?-Norm beziiglich dieses Intervalls. Da H*([—r,r],CY) — C%([—r,r],C") fiir ein
B > 0, wobei C%? die Menge aller holderstetigen Funktionen mit Exponent 3 bezeichnet,
konvergiert nach Arzela-Ascoli eine Teilfolge der 2"(+) fiir n > ng gleichméfig gegen eine
stetige Funktion z(+). Dies definiert z(-) auf ganz R, da man r beliebig grofl wéhlen kann.
Da weiterhin die 2" (-) Losungen sind, erfiillen sie die Integralgleichung

2"(t) / / "(s+0) dﬁ—i—ZAkz (s + ri)ds (3.34)

fiir t > —r und n > ng. Durch Ubergang zum Limes n — oo sieht man, dass auch z(-)
eine Losung von (3.30) auf ganz R definiert, die wegen (3.32) beschrinkt ist. Auflerdem
ist wegen (3.32) z(-) nicht identisch Null. Das ist ein Widerspruch zu Hypothese 6 und
Satz 3.8.
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Nun zum ersten Schritt. Gilt diese Aussage nicht, so existieren beschriankte Losungen
7"(+) auf Ry mit 77 =: o™ € L*([—a,b],C"), die (3.30) erfiillen. AuBerdem existiert eine
Folge K, — oo und ¢ < k,, mit

sup 2% (s)| = |2(kn)| = Kul[@nl]

fiir alle n. Wir konnen wegen des zweiten Schrittes annehmen, dass x,, < C fiir alle n ist,
da die Funktionswerte von Losungen betragsméfliig abnehmen. Betrachte

a"(t) = 2" (t) /|2 (k)|

fiir alle t € R,. Dann sind die z"(-) wieder Losungen von (3.30), die durch 1 beschrénkt
sind. Analog wie im zweiten Schritt kann man nun zeigen, dass fiir ein beliebiges r > 0
gilt, dass ||2™(-)|| g1 (5,,7,cvy) < M fiir ein beziiglich n uniformes M. Also konvergiert eine
Teilfolge der x™(-) auf [J, r] gleichméssig gegen eine stetige Funktion z(-), die auf diesem
Intervall eine Losung von (3.30) ist. Diese Prozedur definiert z(-) sogar auf ganz [9, o).
Um z(-) auch geeignet auf [—a, b] zu definieren, beobachten wir, dass fir —a <t <b+4¢

() — 2"(8) = // "(s+6) d9+ZAk:c (s + 7r4)ds

—s+9
= // s+9d9ds+// 2" (s + 0)dbds
—s+6

+Z/5 Apa™(s +r1,)ds
k=1

gilt. Man beachte, dass fiir alle t € [—a, 0] gerade 2™ (t) = ¢™(t) ilt. Also gilt in der letzten
Summe: 2" (s+1g) = @"(s+ry), falls s+7r4, € [—a,0]. Wegen 1 = K, - ||¢"™]| 12 und k,, — oo
folgern wir

™|z — 0

fiir n — o0. Betrachten wir also den Limes n — oo in der obigen Gleichung, so sehen wir,
dass z(-) definiert auf [—a, 00), mit z(t) = 0 fiir alle ¢ € [—a, ], eine Losung von (3.30)
definiert. Man setze nun x(t) := 0 fiir ¢ < —b. Dies definiert dann trivialerweise eine
beschriankte Losung auf ganz R. Da die k, aber in einem beschrinkten Intervall liegen
und nach Definition z™(k,) = 1 gilt fir alle n, ist auch z(k) = 1 mit £ := lim,,_ o kK,.
Also ist z(-) nicht identisch Null und somit haben wir wiederum einen Widerspruch zu
Hypothese 6 und Satz 3.8 U

Wir definieren nun den (zunichst moglicherweise trivialen) Unterraum P C L?([—a, b], CY)
als die Menge aller ¢, fiir die eine beschriankte Losung x(+) von (3.30) auf Ry mit xg = ¢
existiert. Analog betrachten wir Q C L?([—a,b],C") als die Menge aller Funktionen ¢,
fiir die eine beschriankte Losung y von (3.30) auf R_ mit yo = ¢ existiert. Bezeichne nun
mit 7} : P — L?([0,0]) die Projektion

(m5)(0) = »(0) (3.35)
fiir 6 € (0,b). Definiere analog die Projektion 7, : @ — L?([—a, 0]) durch

() (0) = »(6) (3.36)
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fir 6 € (—a,0). Wir kénnen nun ein wichtiges Resultat iiber die Operatoren mp,m¢ fest-
halten, das besagt, dass Losungen von (3.30) glatten. Wir werden spéter sehen, dass
insbesondere P # {0} und @ # {0} ist, so dass das néchste Theorem nichttrivial ist.

Satz 3.10
Die Projektionen 7}, und T sind kompakte Operatoren.

Beweis

Der Beweis dieses Satzes folgt bereits aus dem des vorigen Satzes: man wihle eine be-
schriankte Folge ¢"(-) € P. Dazu wéhle eine Folge bschrinkter Losungen z™(-), die auf
R, definiert sind. Wieder kann man zeigen, dass die H!-Norm der z"(-) auf dem Intervall
0, b] uniform beschrénkt ist. Also existiert nach Arzela-Ascoli eine Teilfolge der z™(-), die
gleichméBig gegen eine L2-Funktion z(-) auf (0, b) konvergiert. Dies zeigt die Behauptung.
O

Das néchste Theorem zusammen mit den zwei vorigen, schliesst den Beweis von Satz 3.7
ab.

Satz 3.11

Die Unterrdume P,(Q sind abgeschlossen, erfiillen Q + P = L*([—a,b],C") und es gilt
PNn@={0}.

Beweis

Wir zeigen zunéichst, dass S := P+ Q C L*([—a, b],RY) dicht ist.

Sei dazu ¢(-) € C'([—a,b],CY) beliebig. Erweiter ¢(-) beliebig zu einer stetig differen-

zierbaren, beschrankten Funktion Z(-) auf ganz R. Wegen Hypothese 6 ist der Operator
L: HY(R,CY) — L*(R,CY), definiert durch

(Lw())(t) = w(t) — L(wy),

ein Isomorphismus wegen Satz 3.8. Betrachte also h := L& € H*. Setze nun

n h(t) : t>0
h(t):{ (()) : t;O

und analog

_ 0 : t>0
h(t):{h(t) . 1<0

2 (t) = L7 (RF())() (3.37)

fiir t € R. 2~ () erfiillt dann etwa 2~ (¢t) = L(z; ) auf R_, da auf diesem Intervall h*(¢) = 0
ist. Ebenso ist #7(¢t) = L(z;) auf R,. Nach Definition ist also z§ € P und z; € Q.
Weiterhin ist

Definiere nun

Lt + L7 = L7h
T+t = &
also o(-) = oy +15 € P+ Q = S. Damit ist S C L*([—a,b],CY) dicht, da wir
C([~a,b],CN) C S gezeigt haben.
Wir zeigen nun, dass S abgeschlossen ist. Wir bemerken, dass sowohl P als auch @) wegen
Satz 3.9 abgeschlossen sind . Sei also p™(-) = ¢"(-) +¢"(-), mit ¥"(-) € @ und ¢"(-) € P.
AuBerdem sei p"(-) — p(+) in L% Es ergeben sich zwei Fille
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e ©"(-) und ¥"(-) sind beschrinkte Folgen in L? oder
e cine Folge ist unbeschrankt.

Betrachte den ersten Fall. Dann ergibt sich, dass m¢™(-) — »(-) auf L*([0,b],C") fiir
eine geeignete Teilfolge, da die Projektion kompakt ist. Ebenso gilt m59"(-) — (-) auf
L*([—a, 0], CN) fiir eine geeignete Teilfolge. AuBerdem ergibt sich

() = mp("() —¢"() = (1) — ()
beziiglich der L%([0, 5], CY)-Norm. Ebenso gilt auf [—a, 0]
moe" () = 7" () =¥ () = p() — ().

Also konvergieren die ¢"(+) und " (+) bereits in L*([—a, b], C) gegen Funktionen ¢(-), ¥ (-) €
L*([—a,b],CY). Da stets ¢"(+) € P liegt, ist wegen der Abgeschlossenheit von P auch der
Grenzwert ¢(-) € P und analog ¢(-) € @ und damit ¢(-) +¢(-) = p(-) € S.

Betrachte nun den zweiten Fall, in dem &, := [|¢"||z2 + ||¢V"]| 2 — oo fiir n — oo. Setze

P"() = (k") 71¢"()

und

P () = (K") ()
und
P () = (K")7" ().

Dann sind die Folgen @"(-) und ¢"(-) beschriinkt und §"(-) = ¢"(-) + ¢"(-). Da nach
Annahme p"(-) — p(-) in L*([—a,b],RY) gilt nun 5"(-) — 0. Analog zum ersten Schritt
existieren nun ¢(-) € P und ¢(-) € @ mit ¢"(-) — @(-) und "(-) — ¥(-) beziiglich
L*([—a, b],CNY). Also gilt

0=1()+ ().
Da aber ||@nlz2 + |||z = 1 fiir alle n, sind 9 (-) und @(-) nicht identisch Null und
P,Q haben einen nichttrivialen Schnitt, was im Widerspruch zu Satz 3.8 ist, da jedes
Element im Schnitt von P und @ aufgrund der Definition von P und () eine nichttriviale,
beschrénkte Losung von (3.30) auf R definiert. Also kann dieser Fall gar nicht auftreten
und wir haben alles gezeigt. U

Damit ist ebenfalls eines unser Hauptresultate, ndmlich Satz 3.9 gezeigt. Analog zu unse-
rem Kapitel iiber Zentrumsmannigfaltigkeiten werden wir nun das Theorem 3.9 auf unser
A-Setting iibertragen, wobei A : X — Y durch

A< i ) - < L&S;) ) (3.38)
mit Y := RYx L2([—a,b], CY)und X = {(£,¢) € Y | p € H'((—a,b),CY) und ¢(0) = ¢}

definiert ist; siehe Kapitel 2. Weiterhin nehmen wir an, der lineare Operator L habe die
Form (3.31). Es gilt das folgende Theorem
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Satz 3.12

Nehme Hypothese 8 an. Dann existieren abgeschlossene Unterrdume P, und @), von Y
mit P, + Q. =Y und P, N Q, = {0}. Auflerdem existieren stark stetige Semigruppen
Tp,(t): P. — P, auf Ry bzw. T, (—t) : Q. — Q. fiir t > 0 mit der Eigenschaft

Me ™| ®|ly fiir 0 <t
Me™ |||y firt > 0

[T, (t) @[y

<
[To.(=t)¥[ly <

wobei ® € P,, ¥ € (), und k > 0 eine geeignete Konstante ist. Weiterhin ist fiir ® € XNP,
die Abbildung t — Tp, (t)® als Abbildung nach Y fiir 0 < t stark differenzierbar und eine
Losung von U = AU. Analoges gilt fiir T, (—t) und t > 0.

Beweis
Wir werden dieses Theorem aus Satz 3.9 folgern. Identifiziere im weiteren Verlauf ein
Element ¢(-) € H*([—a,b],C") mit dem Element ® € X mittels der injektiven Abbildung

T () = @() = ((0), () (3.39)

wobei (0) wohldefiniert ist, wegen o(-) € H'([—a,b],CN) C C°([—a, b], CV). Es liegt also
nahe, den Schnitt von P, mit X mittels P, N X := J(P N H'([—a,b],CY)) und P wie in
Satz 3.9 zu konstruieren.

Sei also @ = (¢(0), ¢) € P, N X. Definiere nun fiir festes ¢ > 0

Tp. ()@ = (2(t), 1) (3.40)

und x der eindeutigen Losung auf R, von (3.30), die xy = ¢ erfiillt. Dann ist die Abbildung
t — Tp,(t)® als Abbildung von [0,00) — Y differenzierbar und 16st U = AU. AuBerdem
ist Tp,(0)® = (2(0),z9) = (¢(0),¢) = @ die Identitéit. In der Tat ist fiir (a,) € X N P,
die Abbildung t — Tp,(t)(a,p) mit Werten in Y differenzierbar: Nach Definition ist
Tp,(t)(a,p) = (x(t), x;) fiir die eindeutige Losung x(t) der Gleichung (3.30), fiir die zp = ¢
ist. Da ¢(-) € H'([—a,b],C") ist, ist z(t) als Losung von

z(t) = /b p(0)z (0 + t)dd + i Agz(t + 1)

a k=1

stetig differenzierbar, da die rechte Seite stetig in ¢ ist. Insbesondere existiert die rechts-
seitige Ableitung von z(t) in ¢t = 0.

Sei ® = (£, ¢) ein beliebiges Element im Abschluss von P,NX beziiglich der L?([—a, b], RY)-
Norm. Diesen Abschluss nennen wir P,.. Wir setzen nun ebenfalls fiir ¢ > 0

TP* (t)q) = (l’(t)>l’t)> (341)

wobei wieder z die eindeutige Losung von (3.30) auf R, ist, die 2o = ¢ erfiillt. Fiir t = 0
setzen wir

Tr. (0)® = (€, ¢) = . (3.42)

Um zu zeigen, dass Tp,(t) stark stetig ist, reicht es zu zeigen, dass x(t) — &£ fiir ¢ \, 0.
Aus Satz 3.9 folgt ndmlich x, — ¢ fiir ¢ \, 0 beziiglich der L?-Norm. Wihle dazu eine
Folge ¢"(-) € C'([—a,b],CY) N P, mit ¢"(-) — () beziiglich L? und mit dazugehérigen
Losungen z"(-) auf R, wobei z{(-) = ¢™(-) ist. Gelte weiterhin z"(0) — ¢ fiir n — oo.
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Da insbesondere die Folge der ¢™(-) in L?([—a,b],C") beschrinkt ist, konvergieren die
x™(-) auf kompakten Teilintervallen von R, gegen die Funktion z(-). Also gilt

|z(to) — €] < 1§ = 2"(0)] + |2™(0) — 2" (to)[ + |2"(to) — x(to)| < (3.43)

falls to nahe genug an ¢ ist, wobei € > 0 eine feste Zahl ist. Dabei ist der Term |z"(0) —
x™(ty)| klein, falls |to| klein genug: dies folgt aus der integrierten Form von Gleichung
(3.30), siehe Gleichung (3.34), mit r = 0,t = ¢, und 2"(-) = 2™(-). Also ist Tp, (t)P. — Pk
wohldefiniert mit Werten in P, und erfiillt nach Konstruktion und Satz 3.9

ITp. @y < Me™|®|y  fiir 0 <t

fir K := o und « aus Satz 3.9. Analog kann man T¢, (¢) auf R_ konstruieren. Damit ist
der Beweis vollstindig. O

Wir bendtigen in spéteren Kapiteln oft die folgende Regularitét der Projektion IT :
Y — Y, die durch Bild(Il) := @, und Kern(Il,) := P, definiert ist. Setze dazu Y :=
RY x HY([—a, b], RY).

Lemma 3.4 (Regularitit der Spektralprojektionen) )
Gelte Hypothese 8, d.h. der Operator A ist hyperbolisch. Ist dann V € Y, so gilt auch

I,V €Y und die Projektion P, : Y — Y ist beschrinkt.

Beweis
Nach [28], Theorem 1.7 existiert folgende, explizite Darstellung fiir IT, :
1 100

I,V = —v - — (A=A,

271

wobei das Integral im Cesaro Sinne zu verstehen ist, d.h. es ist
100 N 1 l
/ (A —A)"WdX:= lim / —/ (ik — A)~'Vdl idk. (3.44)
—ico N—oo Jo N J
Ist V e Y, so gilt nun ebenfalls 11,V € Y: Dies kann man an der Definition von I,
ablesen. Dazu betrachten wir den dicht definierten Operator Ap;r: Y — Y, der durch

Aris ( o0) ) - ( e )

fiir (€, 0(-)) € Y definiert ist. Dann ist A,y : Y — Y ein dicht definierter, abgeschlossener
Operator. Wir bemerken nun, dass der Operator A;;; mit dem beschrankten Operator
(A—X)"1:Y — Y kommutiert, falls A nicht im Spektrum von A liegt.

Auflerdem gilt fiir die Riemannsummen von (3.44):

Apiry Z Z Nh,j — 77y+1 h+1 — 75, n)iV
= Z N Z Aty (g — A) 7 (101 — nn) iV
j_
1 m
=N Y g = A s — min)i(AnagV)
h=1 "' =0

— / ~ A=A (A V) dA

—100
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fiir n,m — oo. Man beachte, dass der Limes beziiglich der Y-Norm zu verstehen ist und
existiert, da wegen V € Y gerade Ay §V €Y gilt und der obige Limes fiir jedes Vey
existiert (und hier Vo= ApagV € Y ist). Da Ap;r abgeschlossen ist, gilt schliefllich
fijooo()\ — A)Vax e Y. Das Argument mit dem Operator Apis zeigt nun auch, dass

die Riemannsummen tatséichlich in Y konvergieren und die Projektion IT, deswegen be-
schrinkt ist. Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Bemerkung
Genauso kann man zeigen, dass fiir einen Anfangswert V € (RY x H*([—a, b],RY)) auch
I,V € (RY x H%([—a,b],RY)) fiir k > 2 gilt und auch diese Projektion stetig ist.

3.3.3 Fredholmeigenschaften implizieren die Existenz exponen-
tieller Dichotomien

Da der Beweis des Satzes 3.4 allein auf Fredholmeigenschaften des Operators 7 und der
Existenz exponentieller Dichotomien autonomer, linearer Differentialgleichungen basiert,
tibertrigt sich der Beweis von [43] wortwortlich auf unseren Fall. Die beiden vorherigen
Punkte, insbesondere die Existenz von Dichotomien im Fall autonomer Gleichungen, wur-
den in den letzten beiden Kapiteln verifiziert. Der Vollstandigkeit halber wiederholen wir
den kompletten Beweis und verweisen nur bei einigen Details auf die Orginalarbeiten
[43, 44]. Darauf aufbauend beweisen wir dann den schérferen Satz 3.5 unter der Vorraus-
setzung der Hypothese 7. Da dieser Satz nicht in Scheel et al [43] aufgefiihrt ist, werden
wir hier einen ausfiihrlichen Beweis angeben.

Die wesentliche Strategie des Beweises ist es, die exponentielle Dichotomie des nichto-
tonemen Operators als Storung eines autonomen zu konstruieren, fiir den die Existenz
exponentieller Dichotomien bereits gezeigt wurde. Wir werden zunéchst den Operator 7°
auf einen grofleren Funktionenraum erweitern.

Die Erweiterung S von 7

Wir betrachten den dicht definierten Operator 7 : D(7) C L*(R,Y) — L*(R,Y) mit
T:V()—=oV()—-AV(),

wobei D(7) und A in Kapitel (3.3.1) definiert wurden. Der adjungierte Operator 7* ist
dann mit Domain D(7*) ebenfalls dicht definiert in L?(R,Y"). Versieht man D(7*) mit der
Graph—Norm H : H’D(T*)a d.h. HVHD(T*) = ||V||L2(R,Y) + ||T*V||L2(R7y) fiir alle V € D(T*),
dann ist der Operator 7* von D(7*) nach L*(R,Y) ein beschrinkter Operator, den wir
im weiteren 7* nennen. Bezeichne mit S den adjungierten Operator (’f*)* von T*, also

S:L*R,Y) — D(T*),

wobei D(7*)* der Dualraum des Banachraumes D(7*) ist, der mit der Graph-Norm verse-
hen ist. Nach Definition heiit SU = G, dass (7*W,U) = (W, G) fiir alle W € D(7*). Die
Klammern stehen dabei fiir die Dualitdtspaarung beziiglich D(7*) und D(7*)*. Expliziter
lautet diese Gleichung

_ / T W + AW, Uy dt = (W, G) (3.45)

[e.e]
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fiir alle W € D(7T*). Hierbei bezeichnet A4*(t) den adjungierten Operator von .A(t) fiir
festes t. Es gilt wie in [43]:

Lemma 3.5
Sei T ein Fredholmoperator. Dann ist auch S ein Fredholmoperator vom gleichen Index.

AuBerdem ist Kern(S) = Kern(7)

Beweis
Der Beweis ist folgt aus [23], Kapitel 111, 5.5, Seite 168 und Kapitel IV, 5.3, Seite 236.

7 invertierbar

Lemma 3.6

Sei T invertierbar. Fiir jedes t, € R und jedes G € Y, definiere G(t,n) := G(1)d(t — to),
wobei §(-) die 0-Distribution bezeichnet, d.h. §(t) = 0 fiir t # 0 und §(0) = id. Dann
existiert eine eindeutige Losung U(-) € L*(R,Y) der Gleichung

SU =G

(man siehe die Bemerkung nach diesem Satz fiir die Aktion von G auf Elementen W €
D(T™)). Die Einschrinkung von U(+) auf (—o0, ty] und [ty, 00) ist in C°((—o0, ty],Y) und
C([ty, ), Y). Die Limiten Uy (ty) := limp 4, U(¢) und U_(to) := limy ~, U(t) existieren
und erfiillen die Gleichung U, (t,) — U_(to) = G. AuBerdem gilt

U || z@y) + Ul z2@y) < C|Gly

mit G unabhéngiger Konstante C.

Wir bemerken zuniichst, dass G € D(7T*)* mittels G(W) = (G, W(0))y auf Elementen
W € D(T*) agiert. Diese Definition ist wegen (3.1) wohldefiniert: fir W = (a, ®) € D(T™)
ist wegen (0, — 9,)®(-,-) € L*(R x (0,7jy+1)), (man beachte: r;, = 0 nach unserer Kon-
vention) und Lemma 3.1 der Term ®(0, ) € L*(I, CY) wohldefiniert. Also ist W (0) wohl-
definiert, da a(-) € H' ist. AuBerdem kann man schnell verifizieren, dass |(G, W (0))y| <
K||[W||p(r+) ist und damit G ein beschrénktes Funktional auf D(T™) definiert. Also ist
SU = G wohldefiniert.

Beweis

Sei ohne Einschrankung ¢y = 0. Wir wéhlen nun eine geeignete Referenzgleichung, d.h. eine
lineare Abbildung L/ : HY(I,CN) — CV, mit L™/ p = f_ba P (0)p(0)do+> )", vl ()
und einer stetigen Funktion p/(-) : I — CN*N_ A7 ¢ CN*N . Weiterhin sei

A(is) =is — L™ (%) # 0

fiir alle s € R. Wir wollen also annehmen, dass die Referenzgleichung hyperbolisch ist.

Wir setzen €\ [ L@()
Aver ( o(-) ) - ( 9p®(-) )

fiir ( @%) ) € X. Dann ist ebenfalls A,.; hyperbolisch. Schreibe nun 7 in der Form

T = Z‘ef + B, (3.46)
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wobel Trep = 0p — Ay und B = B(t) = A,cr — A(t) ist durch

B(t) ( <1>§.) ) _ ( L (@() . L(t)(2(-)) )

gegeben. Die Strategie ist nun wie folgt: suche eine Losung V'(-) € L*(R,Y’) der Referenz-
gleichung S,.fV' = G und anschlieflend eine stetige Losung U(-) von SU(-) = —BV(-).
Die Summe U(-) := U(-) + V/(+) erfiillt dann

SU() =8V () +U() = Ses V() + BV(-) + SU(-) = G().
Nach Satz 3.12 besitzt die Gleichung
OV () = AresV () (3.47)

eine exponentielle Dichotomie. Bezeichne also (wie in dem gerade zitierten Satz) mit
IIp, : Y — Y die Projektion entlang . auf den abgeschlossenen Unterraum P, aller
Anfangszustinde, fiir die (3.47) eine beschrinkte Losung in Vorwirtszeit besitzt. Ebenso
besitzen alle Elemente im Bild von (id — Ilp,), was nach Konstruktion gerade @, ist, eine
Losung in Riickwirtszeit. Fiir G € X definiere

eAres Pt [, G t>0
= , = A
V(t) { _eAref(Zd_HP*)t(id o HP*)G t S O (3 8)
Nach Semigruppen-Theorie ist dann die Funktion V' (-) differenzierbar fiir ¢ # 0. Auflerdem
existieren die Limiten V{(tg) := limp 4, V() und VO(to) := limy », V(¢). Sel nun x €
C>(R, X) eine Testfunktion, dann gilt

[ VO + gyt == [ (AR GO (0) + Argx(t)), e

0

0
[ i T )G () + A (1),

— o0

_ <€Arefnp*tﬂp*(;, X(t)>y ‘t:O + <6Aref(id—HP*)t(id —IIp,)G, X(t)>y ‘t:O

= VP =V = (G.x(0)

Y

wobei wir partielle Integration und die Tatsache benutzt haben, dass V() eine Losung
fiir t # 0 ist. Fiir G € X erfiillt also V(+) die Gleichung S,.;V = G.

Fiir G € Y definieren wir eine Losung V() € L*(R,Y) von S,V = G mittels Approxima-
tion von G durch eine Folge in X und benutzen dann die Starkstetigkeit der Halbgruppe.
Wir 16sen nun

SU(-) = -BV(-), (3.49)

wobei V(+) die Losung der Referenzgleichung ist. Die rechte Seite ist bereits in L?(R,Y)
enthalten, da die erste Komponente aufler bei t = 0 stetig ist und exponentiell fiir t — 400
fallt. Auf D(7) stimmt S mit 7 {iberein. AuBerdem ist S invertierbar, da 7 nach Annahme
invertierbar ist und die Fredholmindizes beider Operatoren iibereinstimmen, beide Ope-
ratoren injektiv sind. Wir konnen also (3.49) 16sen und erhalten eine eindeutige Losung

U(-) = (a(-),®(-,-)) € D(T). Da die zweite Komponente von B identisch verschwindet(!),
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gilt ®(t,n) = a(t +n), mit a(-) € H (R, CN). Insbesondere ist U(-) stetig mit Werten in
Y und ) )
Ul @y) + Ul 2w x) < CV 2@y

AuBerdem erfiillt U(-) := U(-) + V(-) alle Eigenschaften des Lemmas und der »Sprung*
von U(-) in t = 0 ist genau der Sprung von V(-) in ¢t = 0. Also gilt U, (0) —U_(0) = G. O

Mit Hilfe dieses Lemma konnen wir nun die Familie der gesuchten Projektionen P(t)
definieren. Diese liefern Unterrdume, auf denen wir die nichtautonome Gleichung (3.15)
l6sen kénnen. Dazu betrachten wir die injektive Abbildung II(¢y) : Y — Y x Y, die durch

M(t)G = (Uy(to), U_(to))

definiert ist. Bezeichne nun mit P;(tg) : ¥ x Y — Y die kanonischen Projektionen
Pi(to)(Ul, Ug) = UZ flir ¢ = 1, 2, dann gllt

é = Pl(to)H(to)é - Pg(to)H(to)é
fiir alle G € Y. Es gilt nun folgendes Lemma.

Lemma 3.7
Sei T invertierbar. Die Vektorrdume Bild(P;(t)11(ty)) sind dann abgeschlossen und es gilt

Beweis

Wir zeigen, dass Bildll abgeschlossen ist. Dies ist allerdings eine Konsequenz aus der Ste-
tigkeit der Linksinversen von II. Damit ist II ein Isomorphismus auf sein abgeschlossenes
Bild und die erste Aussage des Lemmas ist bewiesen. Der Beweis der anderen Aussagen
verlauft wortwortlich zum Beweis in [43, 44]. O

Man kann nun eine Familie von Projektionen P(t) durch Bild(P(t)) = Bild(P;(¢)I1(¢)) und
Kern(P(t)) = Bild(P,(¢)I1(t)) definieren. Fiir jedes U, € Bild(P(tp)) N X existiert dann
eine starke Losung V*(t) von (3.23) fiir t > ¢, mit V(o) = U,. Analog existiert fir jedes
U_ € Kern(P(tp)) N X eine starke Losung V*(¢) von (3.23) fiir ¢t < t, mit V*(¢) = U_.
Es stellt sich heraus, dass die Projektionen P(t) tatséchlich eine exponentielle Dichotomie
induzieren. Dies besagt das folgende Lemma.

Lemma 3.8

Sei T invertierbar. Dann definiert die Familie der Projektionen zusammen mit den kon-
struierten Losungen V*(-) und V*(-) eine exponentielle Dichotomie auf R.

AuBerdem sind die konstruierten Funktionen V*(-), V*(-) differenzierbar beziiglich der
Anfangszeit t, fiir einen Anfangswert V*/%(ty) = Uy € X. Genauer bedeutet dies, dass
die Abbildung ty — V*(t) = V*(t, to) mit Werten in Y fiir festes t > t, differenzierbar ist,
wobei V*(ty) = Uy € X gilt. Analoges gilt fiir V*(-).

Beweis

Der Beweis verlduft wortwortlich zu dem Beweis in [43, 44]. Wir gehen deswegen nur auf
die wesentlichen Punkte ein.

Wir haben bereits die Losungen V*(-) und V*(-) konstruiert. Es bleibt also nur die Inva-
rianz und das uniforme Abklingverhalten der Losungen zu zeigen. Dazu betrachten wir
zunéchst den Fall k = 0 (diese GroBe tritt in der Definition exponentieller Dichotomien



106

auf und entspricht der exponentiellen Abklingrate der Losungen; sieche auch den anschlie-
Benden Satz). D.h. wir wollen zeigen, dass Losungen uniform beschrankt bleiben. Dazu
beachte man, dass Gd(t — to) als Abbildung nach D(7*) stetig und uniform beschriinkt
ist. Also éndert sich die Abbildung IT und die Unterrdume, die zur Definition der Projek-
tionen bendttigt wurden, stetig mit ¢5. Aulerdem ist die Norm der Abbildung II uniform
beschrankt beziiglich t,, woraus wir die Existenz einer uniformen Schranke an die Norm
der Projektionen erhalten. Ebenfalls aus der Stetigkeit von II folgt nun die Starkstetigkeit
der Projektionen beziiglich ¢.

Sei nun U, ein Anfangswert und setze G := U,. Benutzt man nun, dass die Losung
uniform beschrankt beziiglich ihres ,Sprungs® ist, so erhélt man eine uniforme Schranke
an die Norm der Losungen in Abhéngigkeit ihres Anfangswertes.

Wir zeigen nun Differenzierbarkeit beziiglich der Anfangszeit t,. Dazu miissen wir zeigen,
dass 9,U"(t) fiir festes t > t, existiert, wobei U"(t) die Gleichung 9,U(t) = A(t)U(t) mit
Anfangszeit to + h erfiillt. Setze dazu U"(t) := Ut + h); dann gilt 6,U" = A(t + h)U"
mit Anfangszeit to. Zu zeigen ist also, dass 9,U "(t — h) existiert. Dies folgt nun aus der
Tatsache, dass 7" := 9, — A(t+h) glatt von h abhéingt und U"(t) differenzierbar beziiglich
t ist (hier haben wir natiirlich benutzt, dass der Anfangswert in X ist).

Als letztes zeigen wir, dass das Abklingverhalten der Losungen exponentiell und uniform
ist. Dazu betrachten wir die Gleichung

U = (A(t) + k- sign(t — ) U =: A, 1, (1)U

fir k > 0. Der Operator 7,.;, = 0; — A, (t) ist stetig in (k, %) und invertierbar, falls
k klein genug ist. Wir konnen nun die obigen Resultate auf den Operator 7, anwen-
den und sehen, dass der Operator 0; — A, 4,(t) exponentielle Dichotomien mit uniformen
Schranken besitzt. Die Behauptung folgt nun aus der Tatsache, dass Losungen der modi-
fizierten Gleichung 0,U = Ay, (t)U durch U(t) = U(t)e"* "l gegeben sind, wobei U(t)
die urspriingliche Gleichung 0,U = A(t) 16st. O
Wir haben also gezeigt:

Satz 3.13 (Exponentielle Dichotomie auf R)
Sei T invertierbar. Gleichung (3.23) besitzt dann eine exponentielle Dichotomie auf R.

D.h. es existieren positive Konstanten K und k und eine Famile stark stetiger Projektionen
Pt):Y =Y. FirU €Y undt, € R gilt

e Es existiert eine stetige Funktion V*(-) : [ty,00) — Y, so dass V*(ty) = P(to)U gilt.
AuBerdem ist V*(t) € Bild(P(t)) und |V*(t)]y < Ke ®lt=l|U]y fiir alle t > t,.

e Es existiert eine stetige Funktion V'(-) : (—oo,ty] — Y, so dass V'(ty) = (id —
P(to))U gilt. AuBerdem ist V*(t) € Kern(P(t)) und |[V¥(t)|y < Ke *t=l|U|y fiir
alle tg > t.

Ist P(ty)U € X, so definiert V*(t) eine starke Losung von (3.23) im Sinne von Definition
9. Ebenso ist fiir (id — P(to))U € X die Funktion V*(t) eine starke Losung von (3.23). Sei
hingegen U € Y N BildP(ty) mit U = (u', ¢(+)). Dann ist die Abbildung V*(t) fiir t > t,
von der Form V*(t) = (£(t),&), wobei V5(0) = U gilt und £(-) eine starke Ldsung von
(3.15) zum Anfangswert & = ¢ ist. Analoges gilt fiir V*(-).
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7 Fredholm

Wir machen im gesamten Kapitel die Annahme, dass 7 ein Fredholmoperator ist und
Hypothese 6 gilt. Dann erfiillt auch die Gleichung

TV =0

die letztere Eigenschaft, da aus dieser Gleichung mit V' (t) = (a(t), ®(t, -)) bereits ®(¢,n) =
a(t +n) und a(-) € Kern(L) folgt. Es gilt also: Ist V(-) im Kern von 7 und V (t) = 0 fur
ein festes t € R, so ist V() = 0. Wir werden uns im néchsten Abschnitt mit der Giiltigkeit
dieser Hypothese beschiéftigen.

Sei nun ¢!, ..., ¢* eine Basis des Kerns von 7. Man kann dann verifizieren, dass der Kern
von 7 mit dem von S iibereinstimmt, siche Lemma 3.5. Sei !, ..., 9" eine Basis des
Kerns von 7*. Dieser Vektorraum ist dann orthogonal zu Bild(7") und Bild(S). Aufgrund
von Hypothese 6 sind dann die Vektoren ¢*(0),...,¢*(0) als auch 11(0),...%"(0) linear
unabhéngig und das ist die einzige Stelle, an der wir diese Hypothese benutzen. Sei

Vo = span{$*(0),...¢"(0)}, Wy = span{¢*(0),...4"(0)}.
Dann gilt (siche [44], Seite 24, Lemma 5.7):

Lemma 3.9
Es existieren Konstanten C' > 0 und n > 0 mit

V(O)ly < Ce ™MV (0)]y

fiir alle V(0) € Vy und t € R

Die Gleichung SU = G, wobei G(-) = G(+)¢ wie im vorigen Kapitel definiert ist (siehe
die Bemerkung nach Lemma 3.6), hat genau dann eine Lésung, wenn {G} LW, in Y gilt.
Die Differenz zweier solcher, bei t = 0 ausgewerteten Losungen liegt dann in V. Es gilt
folgendes Lemma:

Lemma 3.10

Sei T ein Fredholmoperator. Dann existiert eine Konstante C' > 0 mit folgenden Eigen-
schaften. Sei G(-) = GO(-) fiir ein G € Y mit {G} LW,. Dann existiert eine eindeutige
Losung U(-) € L*(R,Y) von SU = G, die zusitzlich senkrecht auf den Kern von T
beziiglich des L*(R,Y)-Skalarproduktes steht.

Die Einschréinkungen von U(-) auf Ry liegen in C°(R.,Y") und sind differenzierbar auBer
bei t = 0. Die Limiten Uy := limy o U(t) und U_ := lim; » U(t) existieren in Y und
erfiillen die Gleichung U, — U_ = G. AuBerdem gilt

Ul 2@yy + Ul 2@y < C|Gly

Beweis
Wie beim Fall, in dem 7 invertierbar ist, 16sen wir zunéchst die Gleichung S,.;V = G.
Setzen wir B := S — S,.f, so erhalten wir

SV()=8efV()+BV(:)=G(-)+BV()

und BV (-) € Bild(S) wegen G(-) € Bild(S). Wir kénnen also ganz analog zum Beweis des
Lemmas 3.6 fortfahren und erhalten eine eindeutige Losung U(-) von SU(-) = —BV/(+) mit
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U(-) € Kern(S)*. Nun projizieren wir die Funktion V(-) entlang Kern(S)* auf Kern(S).
Nennen wir die resultierende Funktion ¢(-), so ist U(-) := U(-) + V(-) — ¢(-) € L*(R,Y)
und die gewiinschte Losung von SU = G. Die Abschétzungen fir U(-) folgen wie im Be-
weis von Lemma 3.6. O

Wieder definieren wir die Abbildung IT: Wi — Y x Y durch
G — (U, U.).
Diese Abbildung ist dann stetig und injektiv. Auflerdem gilt
Bild( P IT) N Bild(PIT) = Vy, Bild(PIT) + Bild(PIT) = Wy

Um die gewiinschten Projektionen P(t) etwa auf R, definieren zu kénnen, muss man fiir
festes t das Bild und den Kern der Projektion P(t) festlegen. Es stellt sich heraus, dass
BildP(t) = Bild(PII) gestzt werden kann. Die Definition des Kerns erfordert ein wenig
mehr Arbeit und ist nicht eindeutig; man beachte dass II nicht auf ganz Y definiert ist, so
dass man ein geeignetes Komplement von Wi in Y konstruieren muss, beziiglich dessen
Losungen in Riickwiértszeit existieren miissen. Dies geschieht in folgendem Lemma.

Lemma 3.11

Es existiert eine Konstante C' > 0 und Projektionen P(ty) in L(Y'), definiert fiir ty < 0,
mit den folgenden Eigenschaften. Es gilt |P(to)|| < C uniform beziiglich t, < 0. Fiir
jedes Element U (ty) € Bild(P(ty)) existiert eine Funktion U(t), definiert fiir 0 >t > t,
die |[U(t)|y < C|U(to)|y erfiillt. Diese Funktion ist eine Losung der Gleichung 0,U(t) =
A(t)U(t), wenn der Anfangswert U(ty) in X liegt.

Auflerdem existiert fiir jedes U(ty) € Kern (P(ty)) eine Funktion U(t), definiert fiir
t < tg, die |[U(t)|ly < C|U(ty)|y erfiillt. Diese Funktion ist eine Loésung der Gleichung
o U(t) = A(t)U(t), wenn der Anfangswert Ul(ty) in X liegt. Weiterhin gilt Kern(P(ty)) =

Beweis

Ein ausfiihrlicher Beweis findet sich in [44] Lemma 5.9, Seite 26. Dieser iibertriagt sich
nahezu wortwortlich auf unseren Fall. Der Vollstandigkeit halber gehen wir auf die we-
sentlichen Schritte ein.

Wir konstruieren zunéchst Kern(P(ty)). Nach Lemma 3.10 existiert nun ein C' > 0 mit
den folgenden Eigenschaften. Fiir G € Bild(PIl(ty)) gilt Il(t)G = (Vo, G + Vp) fiir ein
Vo € Vi mit [Voly < C|Gly (wir haben Vy, := span{¢!(to),...,¢"(to)} und W, :=
span{y!(tg), ..., ¥"(to)} gesetzt). AuBerdem existiert eine Funktion U(t), definiert fiir
t < tg, so dass U(tg) = G + Vj gilt und es gibt ein V € Kern(7) mit V(ty) = Vj. Diese
Abbildungen erfiillen |U(t)|y < C|Gl|y fiir t < to und |V (t)|y < C|Gly fir t > to. Da
to < 0 ist, gilt |V(0)]y < C|Gly. Also gilt weiterhin [V (¢)|y < C|V(0)|y < C|Gly fiir ein
beliebiges t € R. Deswegen erfiillt die Losung U — V, definiert fiir ¢t < t; die Gleichung
(U=V)(ty) = Gund [(U=V)(t)]y < C|Gly. Wir setzen also Kern(P(ty)) := Bild(PI1(ty))
und haben den ersten Teil des Lemmas gezeigt.

Wir iiberspringen den Schritt, wie man den Schnitt von Bild(P(t)) und Bild(P11(¢g))
konstruiert und erkldren nur noch, dass man einen geeigneten, transversalen Unterraum
zu der Summe Bild(PI1(ty)) + Bild(PI1(ty)) finden kann, der fir Startwerte U_ € X in
diesem Unterraum eine Losung U(-) der Gleichung 0,U = A(¢)U fiir 0 < ¢ < ¢ liefert.
Dabei erfiillt U(-) (auch im Fall U_ € Y) U(ty) = U_ und |U(t)]y < C|Usly. Sei G € W,
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und wihle ¢ in der Form ¢ = Z;ll(@bj(to),é’)y@bj(m. Dann gilt ||y < C|G|y wegen
Lemma 3.9 auf die adjungierte Gleichung. Auflerdem wéhlen wir die rechte Seite der
Gleichung SU = GG geméif 3
G = Go(t —tyg) — ().

Nach Konstruktion ist dann die Abbildung G orthogonal zu v (t) in L*(R,Y) fiir jedes
j und definiert deswegen ein Element des Bildes von S. Also kénnen wir eine eindeutige
Losung U von SU = G konstruieren, die zusitzlich U € Kern(S)* erfiillt: dazu 16sen
wir die Referenzgleichung fiir die rechte Seite Gd(t — t,) und danach fiir die rechte Seite
—1§(t). Die Summe beider Losungen hat dann den Sprung G bei t =ty und —¢ bei t = 0.

Wir kénnen nun wie oben beschrieben fortfahren, um die gewiinschte Losung zu erhalten.
O

Also haben wir die Existenz exponentieller Dichotomien auf R, und R_ gezeigt.

Der Beweis des Satzes 3.5

In diesem Abschnitt widmen wir uns dem Beweis des Satzes 3.5. Wir nehmen im fol-
genden an, dass die Hypothesen ,EFE“ und , Asymptotisch hyperbolisch + exponentielle
Konvergenz* (siche Hypothese 6 und 7) erfiillt sind. Desweiteren wollen wir das gleiche
Setting und die gleiche Notation wie im Abschnitt ,7 Fredholm® verwenden und gleich
den allgemeineren Fall behandeln, in dem 7 nur ein Fredholmoperator ist. Wir beginnen
zundchst mit einer Verschérfung von Lemma 3.9, dass Auskunft iiber das asymptotische
Abklingverhalten von Losungen im Kern gibt.

Lemma 3.12
Es existiert eine Konstante C' > 0, so dass

V(t)ly < Ce ™V (0)]y

fiir alle V/(0) € V, und alle t € R, gilt, wobei [3 wie in Hypothese ,,Asymptotisch hyper-
bolisch + exponentielle Konvergenz* definiert ist.

Beweis
Sei V(-) € Kern7, d.h. V(¢) = (a(t), a;(+)) mit a(-) € HL (R, CY). AuBerdem ist a(-) eine
Losung von

owa(t) = L(t)a, = Liay + B(t)ay, (3.50)

mit B(t) := L(t) — L;. Nach Hypothese 7 gilt: |B(t)] < Me™" fiir t — co. Setze b(t) :=
B(t)a, fiir alle t € R. Da nach Lemma 3.9 bereits a(-) € BC™"(R,C") ist, gilt

b(-) € BC~O+(R,, CN), (3.51)

d.h. sup,.,e"|b(t)| < co. Da wir angenommen haben, dass |L(t)| beziiglich der Ope-
ratornorm beschrankt ist fiir alle ¢ € R, ist auch |B(t)| beschriankt fir alle ¢. Also ist
b(-) € L*(R,CY) und a(-) erfiillt:

L.oa=b, (3.52)
wobei £, : H'(R,CV) — L*(R,C") durch (L, v)(t) := dy(t) — Liv; gegeben ist. Da
die charakteristische Funktion detA () beziiglich L, keine rein imagindren Nullstellen
besitzt, gilt nach Mallet-Paret [32]

alt) = / G- o) de (3.53)

[e.e]
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wobei G, : R — CV*¥ die matrixwertige Greensfunktion

6.0y =5 | (A (i6) e

—00

bezeichnet, siche auch (2.58). Nehmen wir nun an, dass die Funktion G, (t) der Abschétzung
|G (t)|evxy < Ke™* (3.54)

fiir t > 0 geniigt, so kann man fiir ¢ > 0 folgendes zeigen: es gilt

la(t)] < / TG — NE)ldE < [0 (Gt — )b(e)de (3.55)
+ VGt — EB(E)]dE + [ |G (t — E)b(E)|dE.

Wir schétzen nun das zweite Integral in (3.55) unter Benutzung von (3.54) ab.

/ |G (t — £)|de < Cfot e Bt e=(rinqe

_ Cle—bt [ (—'y—n+ﬁ)§/(ﬁ —n— 7)}1&
= Ce P [ /(B —n—7) +1/(y +n — B)]

fiir t — oo, falls wir y+n > [ wihlen. Analog kann man die anderen Integrale abschétzen,
die in der Tat weniger problematisch sind. Fiir das erste Integral auf der rechten Seite
von (3.55) ergibt sich:

/ Gt — EWENdE < M O (5 1 p)]°_ = O

— o0

und fiir das dritte Integral
161 - 9MO1de < Me [0 (=5 4+ )] = O

fiir t — co. Also ist a(-) € BO7#(R,,C"), falls die Abschitzung (3.54) giiltig ist. Aufler-
dem gilt nach Lemma 3.9

la(t)] < la(®)] + la] < [V(H)]y < Me™[V(0)]y

wegen V(t) = (a(t),ar). Also ist dieser Beweis mit dem néchsten Lemma abgeschlossen,
der (3.54) zeigt. O

Lemma 3.13
Gelte Hypothese ,,Asymptotisch hyperbolisch + exponentielle Konvergenz*“. Dann gilt fiir
die Greensfunktion G,(-) beziiglich des Operators L die scharfe Abschétzung

|G*(t)|(cN><N < Ke P

fiir t > 0.
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Beweis
Da die charakteristische Funktion beziiglich L, keine rein imagindren Nullstellen hat,
existieren nach Satz 3.7 abgeschlossene Unterriiume P und @ von L?([—a,b],C") mit
P+ Q = L?*([—a,b],CY). AuBerdem existieren stark stetige Halbgruppen Tp(t) : P — P
fir t > 0 baw. Tg(t) : Q@ — Q fir t < 0. Dabei hat Tp(¢) den Generator Jy : D‘P C
L*([—a,b],CY) — P. Dieser agiert auf Funktionen eines auf P eingeschriinkten Unterrau-
mes D von L? mit {p € C*([—a,b],CY)|¢(0) = L (¢)} C D. Analog ist —j : D‘Q C
L*([—a,b],CN) — @ der Generator bzgl. To(—t) fir —¢ > 0. Da wir im folgenden die
exakte Charakterisierung des Domains D nicht bend6tigen, verzichten wir darauf.
Zerlege nun P in eine direkte, T),(t) invariante Zerlegung P = E_g + P, wobei E_g der
verallgemeinerte Eigenraum aller Eigenfunktionen zu Eigenwerten A mit Realteil —f ist.
Fiir P gilt dann Tp(t) : P — P und ||T;(t)|| < Me=#=9)* fiir ein geeignetes € > 0, siche
[16], Kapitel 7.6, Theorem 6.1, Seite 214. Man beachte, dass bei diesem Theorem allein
die Tatsache wichtig ist, dass Tp(t) ausschlieBlich Punktspektrum hat. Auf E_g hingegen
hat Tp(t) die Form

Tp (t) = eDt,

fiir eine endlichdimensionale Matrix D mit komplexen Eintrédgen (genauer entspricht die
Matrix e der Einschrinkung des Generators von Tp(t) auf den endlichdimensionalen
Eigenraum E_g [in einer geeigneten Basis von E_g]). Nach Definition von E_g ist dann
spec(D) C {A € C : ReA = —f3}. AuBerdem sind nach Hypothese 7 alle Eigenwerte
einfach. Also gilt

|ePt| < Me"",

Insgesamt ergibt sich also auf P, dass
ITo(0) | (e < B

git. Also klingt jede Losung Tp(t)p mit Startwert ¢ € P exponentiell mit Rate —f ab.
Nach Mallet-Paret ist auflerdem fiir jeden Einheitsvektor b;, i = 1,...N des CV die
Abbildung I';(+) : Ry — C¥ definiert durch

F,’ 1t — G*(t)bz,

eine Losung von 0v(t) = Ly, auf R, die unstetig in ¢ = 0 und absolut stetig fiir ¢ > 0
ist. AuBerdem erfiillt G, (-) die Abschitzung |G, ()| < e~ fiir ein & > 0 und alle ¢t € R,
siehe [32], Kapitel 4.

Insbesondere ist also I';(+) fiir jedes @ = 1,..., N eine beschrinkte Losung von 0,u(t) =
L, v, auf R, . Nach Definition von P, als Unterraum aller Anfangszusténde in L*([—a, b], CV),
die beschrinkte Losungen in Vorwirtszeit induzieren, ist also T';(-) € L?*([—a,b], C") ein
Element von P, also gilt

Li(t +0) = (Tp(t)T())(0)-

Damit gilt die Behauptung fiir I';(-) fiir jedes ¢ = 1,... N und damit auch fiir die matrix-
wertige Funktion G.(t). O

Wir erinnern, dass die Konstruktion der Dichotomien auf Lemma 3.10 basierte, in dem
fiir jedes tp € R und G € Wy eine Losung U(+) von SU = G§ =: G in der Form

UM :=U()+V()—o(-) € LAR,Y). (3.56)
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konstruiert wurde. Es steht U(-) senkrecht auf Kern7Z und ist mit dieser Eigenschaft
eindeutig bestimmt. Weiterhin ist V' (-) eine Losung von S,.;V = G, wobei V(-) durch
(3.166) gegeben ist. U(-) ist dann eine Losung von SU(-) = —BV(-), mit U(-) € Kern(S)*
und ¢(-) das Bild von V(-) beziiglich der Orthogonalprojektion, deren Bild Kern(S) ist.
U() € L*(R,Y) definiert dann durch U, (ty) := limpy, U(¢) ein Element in Y. AuBerdem
wurde gezeigt, dass {U, (to)|G € Wi} C Y gerade dem Bild der Projektion P(t,) ent-
spricht; also dem abgeschlossenen Unterraum aller Anfangszustéande, fiir die beschriankte
Losungen beziiglich t > t, von U(t) = A(t)U(t) existieren. Da wir zeigen wollen, dass
diese Losungen mit exponentieller Rate —f fiir t > ¢, abklingen, werden wir nach der De-
finition von U zeigen, siche (3.56), dass die Funktionen U(-), V(-), ¢(-) € L*(R,Y) diese
Eigenschaft besitzen (mit uniformen Konstanten beziiglich t, # 0!).

Schritt T

Wir behandeln zuniichst den Fall t, = 0 und zeigen, dass |U(t)|y < Me PG|y fiir alle
t > 0 gilt.

a)

Wiihlen wir als Referenzgleichung U (t) = A, U(t) beziiglich des Operators L. (da £ nach
Annahme hyperbolisch ist fiir ¢ — oo mit L(t) — L. ), so ergibt sich nach Lemma 3.13
und dessen Beweis, dass V/(+) mit Rate —/ fiir ¢ — oo abklingt. Man beachte die explizite
Darstellung von V(+) in (3.166). AuBlerdem gilt fiir ¢ > 0:

V(t)|y < Me |Gy

b)
Da ¢(-) € Kern(S) und damit ¢(-) € Kern(7), gilt nach Lemma 3.12, dass ¢(t) beziiglich
t > 0 mit exponentieller Rate —3 abklingt. Aulerdem ist ¢(:) = HKern(T)V(') das Bild

der Orthogonalprojektion beziiglich Kern(7) von V(-). Daraus folgt unmittelbar:

[Pl L2r,yy < M|V |2,y

da ey L2(R,Y) — L*(R,Y) stetig ist. Weil Kern7 endlichdimensional und gleich-
zeitig das Bild dieser Orthogonalprojektion ist, kann man etwa die BC°(R,Y)-Norm auf
Kern7 wihlen (diese ist wohldefiniert, da alle Elemente in Kern7 fiir |t| — oo abklin-
gen). Dies induziert ebenfalls einen stetigen Operator Hyer, @ L*(R,Y) — KernT,
wobei Kern7 mit der BC°-Norm versehen ist (da diese auf einem endlichen Vektorraum
dquivalent sind). Also gilt auch

9]l Booyy < K[V z2@,y)-

und
lo(®)lly < Me™™[o(0)]ly < Ke ™|V |2@y) < Ce¥|Gly,

wobei sich die letzte Ungleichung aus der Tatsache S,V = G6 und der Definition G6 €
(D(T*))* ergibt.

c)

Es bleibt das Abklingverhalten von U(-) als Lésung von SU(-) = —BV(-), mit U(-) €
Kern(S)* zu studieren. Sei U(t) = (a(t), ®(t,-)), dann ist U(-) € D(T), da BV () e
Bild(7) und 8,7 auf D(7) iibereinstimmen (die Losung U(-) mit ihren oben genannten
Eigenschaften ist eindeutig). Also lost (-, ) die Gleichung

9,0(t,0) = 9, D(t,0)
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und deswegen gilt ®(t,-) = a(t + -). Weiterhin 16st a(-) € H'(R,C") die Gleichung

dra(t) = L(t)a, +b(t), mit (—BV)(t) = (b(t),0). AuBerdem haben wir bereits gezeigt, dass
|b(t)| < Me Pt fiir t — oo, siehe b). Wir betrachten also wieder

dya(t) = L(t)a, + b(t) = Loa, + B(t)a, + b(t) (3.57)

wobei B(t) = L(t) — Ly exponentiell schnell in der Operatornorm gegen Null konvergiert
fiir ¢ — oo und mit Rate —v. Da L, hyperbolisch ist, kann man a(-) explizit angeben:

alt) = / Gt — ©)(el€) + B(E))de (3.58)

o)

mit ¢(t) := B(t)a;. Diesen Integralterm kann man nun analog zu (3.54) abschétzen und
erhélt

||CLHBC*5(R+,CN) < C(HCHLOO(R,,(CN) + HCHBC*("Jr’Y)(RJr,(CN)) (3.59)
+C(||b] Lo evy + 10l Bo—n(r, cvy)-

AuBerdem gilt nach Scheel et al [43] |a(t)|cy + |lael|2 < Me |G|y, da U(-) = U(-) -
V() + ¢(-) und dies fiir U(-), V() und ¢(-) gilt. Man beachte auflerdem, dass |Uly =
la(t)|cy + ||ag||p2 ist. Also folgt aus (3.59) fiir ¢ > 0:

eﬁt‘@(t)‘ < ||a||BC*5(R+,(CN) < C(HCHLOO(R,,CN) + HCHBC*(’?JW)(RJ”(CN)) (3.60)
+C([[b]| Lo r_ vy + |0l Be—nr . ,cMy)
< K|C¥|y

fiir eine geeignete Konstante K > 0: Man kann etwa den Term |b| BCe-n(r, oy Wie folgt
abschétzen:

18]l o-n(r, vy = SuDpg €™ [b(t)|en < supysg e™Clay 2
< suppsg " C(lalt)en + |adz2)
< supyo €mCe ™| G|, = C|Gly

und dhnlich die anderen Terme. Also folgt aus (3.60)
Uy = la@)ley + larlz2 < M(la(®)lex + larcor,em)) < Ce™?|Gly.

d)

Zusammen ergibt sich also |U(t)]y < [V()ly + [6(®)]y + |U®)]y < Me |G| fiir t > 0,
also ist Schritt I damit gezeigt.

Schritt IT

Sei nun ty > 0. Wir wollen nun zeigen, dass |U(t)| < Ce Pli=0!|G| fiir t > t, gilt und
C die gleiche Konstante wie in Schritt I bezeichnet. Wir wollen Schritt II auf den ersten
Schritt zuriickfiihren. Sei dazu G € Wi N X, (wobei W, = span{ty(to), ... ¥n(to)}),

G(t,n) := G(n)d(t — to) und U(t) die eindeutige Losung von
SU =G (3.61)
mit UL Kern(S). Insbesondere erfiillt dann U(¢) fiir ¢ > ¢,

Ut) = A)U(2), (3.62)
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wegen G € X. AuBerdem ist U, (tg) — U_(ty) = G.

Diese Folgerung verdient eine genauere Betrachtung: wir haben behauptet, dass fiir G €
Wi N X die konstruierte Losung U(+) tatsiichlich eine klassische Lésung fiir ¢ > g ist. Die
Konstruktion von U zeigt aber, dass V(-) eine klassische Losung von V (t) = A,..;V (t) ist,
falls G € X und t > ty: Dies ergibt sich aus Lemma 3.4. Ist V(-) glatt, so ist ebenfalls U ()
glatt (da die zweite Komponente von B identisch verschwindet) und damit auch U(-), da
¢(+) immer eine glatte Funktion ist. Definiere nun W (t) := U(t + o) fiir ¢ > 0. Dann ist
W (-) wohldefiniert, differenzierbar und 16st

W(t) = A(t + to) W (2), (3.63)

fiir t > 0 und es gilt W, (0) — W_(0) = U,(ty) — U_(to) = G. Bezeichne nun mit 7;, den
Operator: ‘

(T, U)(t) = U(t) — A(t + to)U(t) (3.64)
fir U(-) € D(7T) C L*(R,Y). Dann ist trivialerweise {W (-)} L KernZ,,, da {U(-)} L KernT
und alle Kernelemente von 7y, sind um ¢, translatierte Kernelemente von 7. Desweiteren
ist S;,W = G := G (wobei sicht S;, auf 7T, bezieht). Sei x(-) eine Testfunktion, dann
gilt:

_ /OO (Ox (1) + A(t + to) "X (1), W (1)) di

— o0

S /_OO (Opx(t — to) + A x(t —to), U(t))y dt

[e.e]

= G-~ o) (- — to) = (G x(0)) -
Also gilt S;,W = G'6. Wir wollen nun Schritt I beziiglich des Operators 7;, anstatt 7 und
to > 0 anwenden. Entscheidend ist, dass die dabei auftretenden Konstanten nicht von
to abhéngen bzw. fiir t) — oo nicht unbeschrinkt wachsen. Wir haben dazu in Schritt I
nacheinander die zur Konstruktion von U(-) auftretenden Funktionen V (-), ¢(-) und U(-)
abgeschitzt. Wie man leicht sieht, sind die Abschidtzungen der Kernelemente ¢(-) und
V'(+) unabhéngig von to, und zwar fir alle ty € R: bei der Definition von V(-) setze man
anstelle von ,,t“ die Differenz .t —t;* ein. Die Kernelemente von 7y, sind gerade die um %,
translatierten Kernelemente von 7. Hinsichtlich U(-) ist Gleichung (3.59) entscheidend.
Geht man nun die gleiche Rechnung fiir 7, anstatt 7" durch, so beobachtet man, dass b(t)
beziiglich der 7;,-Rechnung nun die Form b(t) = B(t +t9)a; annimmt. Man beachte, dass
die BC~¢(R,,C™)-Norm von b(- + to) fiir ein ¢ > 0 hochstens kleiner wird fiir t; — oc.
Die L*-Norm auf R_ von l;( + to) bleibt ebenfalls beschrankt, da wir a priori wissen,
dass b(-) auf ganz R beschréinkt ist. Also sind die in Abschiitzung (3.60) auftretenden
Konstanten unabhéngig von ty > 0.
Bei dem Fall ty < 0 argumentieren wir vorsichtiger: hier hat der I;(~)—Term die Form l;(t) =
B(t — to)ay fiir to > 0. Man kann dann in dem Integralterm [~ G.(t — &)(b(§))d€ iiber
€ = £—t, integrieren; der Integralterm liest sich dann [0 GL(t—(E+10)) (B(§) g4, )dE. Bei
dem Term ag 4, tritt jetzt der gerade behandelte Fall auf; man kann also den Integralterm
abschéitzen und beim Berechnen des Integrals wieder zuriick translatieren.
Es gilt also |W(t)|y < Me ?|G]| fiir t > 0 und einer t, unabhingigen Konstante M. Also
gilt

Uy = W(t—to)ly < Me 0lGly,
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fiir t > to, was zu zeigen war. Ist nun G ¢ X, so approximiere G durch Elemente in X.
Damit ist Schritt II gezeigt.

Nach Konstruktion der Projektionen P(ty).ty > 0, ist BildP(ty) =BildP1I1(¢y); also
BildP(t)) = {Ui(to) : G € Wit}. AuBerdem ist fix Z € Y: P(t))Z = P(ty)[Z: +
Zy) = Uy (ty) — V(to). wobei Z; € BildP(ty), Z2 € KernP(t), V(-) € Kern7 und
Ui(to) = Z1 + V(o) ist (siehe [44], Lemma 5.9). Nach dem eben gezeigten, existiert also
eine Losung U(t) fir ¢ > to, die

|U(t)\y < Me—ﬁlt—tol|Zl|Y < Me‘ﬁ‘t‘tO‘\Z\y

erfiillt. Bei der letzten Ungleichung wurde benutzt, dass |Z|y und |Z; |y +| 2]y dquivalente
Normen auf Y definieren. Damit ist der Beweis von Satz 3.5 abgeschlossen. U

3.3.4 Zentrumsdichotomien

Aufbauend auf den Ideen und Methoden des vorigen Kapitels, wollen wir in diesem Ab-
schnitt Dichotomien beziiglich Operatoren £ : H'(R,CY) — L*(R, C") konstruieren, die
keine Fredholmoperatoren sind. Dies ist z.B. der Fall, falls

(L2)(t) = Ba(t) — L)z, (3.65)

fir x(-) € HY(R,CY), wobei L(t) fiir festes ¢ in der Form (3.66) gegeben ist und £
asymptotisch konstant ist, aber die charakteristischen Gleichungen nicht hyperbolisch
sind. Und genau dieser Fall ist fiir uns wichtig. Wir nehmen ohne Einschriankung an,
dies sei fiir die asymptotische Gleichung bei ¢t = oo der Fall. Anstatt einer exponentiellen
Dichotomie, wo Losungen mit Startwerten auf einer der beiden Unterrdume Bild P(to)
bzw. KernP(ty) fiir ein ¢y € J jeweils exponentiell abklingen, werden wir in diesem Fall
nur erwarten kénnen, dass Losungen mit polynomieller Rate wachsen konnen - abhéngig
von der Dimension des verallgemeinerten Eigenraumes. Der Ubersicht halber betrachten
wir nur die Konstruktion von Dichotomien auf R, der Fall R_ verlduft dann analog.

Wir wollen von nun an annehmen, dass L(t) in der Form (3.66) gegeben ist; mit gleichen
Annahmen an die Glattheit von p(-,-) und der Ag(-). AuBerdem wollen wir annehmen,
dass £ asymptotisch konstant ist und L(t) — L, beziiglich der Operatornorm fiir ein
gewisses Ly : HY([—a,b],CY) — CN und t — oo gilt. Wir zeigen den folgenden Satz:

Satz 3.14 (Zentrumsstabile Dichotomien)
Seien die an L gemachten Annahmen erfiillt und £ asymptotisch konstant, aber nicht
asymptotisch hyperbolisch. Dann ist auch T asymptotisch konstant, aber nicht asym-
ptotisch hyperbolisch. Weiterhin existiert ein x > 0 und fiir jedes 6 > 0 eine positive
Konstante K und eine Familie stark stetiger Projektionen Q(t) : Y — Y fiirt € Ry, so
dass folgendes gilt: Fiir U € Y und t, € R, gilt

e Es existiert eine stetige Funktion V(-) : [tg,00) — Y, so dass V(ty) = Q(to)U
gilt. AuBerdem ist V(t) € Bild(Q(t)) und |[V(t)|y < Kedlt=l|U|y fiir alle t > t,
mit t, t() c R+.

e Es existiert eine stetige Funktion V*(-) : (0,t] — Y, so dass V*(ty) = (id—Q(to))U
gilt. AuBerdem ist V¥(t) € Kern(Q(t)) und [V¥(t)|y < Ke "lt=l|U|y fiir allety > ¢
mit t, t() c R+.
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Ist Q(to)U € X, so definiert V*(t) eine starke Lésung von (3.23) im Sinne von Definition
9. Ebenso ist fiir (id — Q(ty))U € X die Funktion V*(t) eine starke Losung von (3.23). Sei
hingegen U € Y N BildQ(to) mit U = (u', ¢(+)). Dann ist fiir t > t, die Abbildung V()
von der Form V(t) = (£(t), &), wobei V(0) = U gilt und () eine starke Losung von
(3.15) zum Anfangswert {, = ¢ ist. Analoges gilt fiir V*(-).

Wir kénnen den Satz 3.14 unter einer zuséatzlichen Annahme weiter verschéarfen. Tritt
nédmlich der Fall ein, dass L(t) — Ly, fiir t — oo exponentiell, d.h. es gilt |L(t) — Lns| <
Me™* fiir t > 0, und die charakteristische Gleichung beziiglich L, nur einfache rein
imagindre Nullstellen besitzt, so gilt folgender Satz.

Satz 3.15

Gelten die an L im vorigen Satz gemachten Annahmen und sei L asymptotisch konstant,
aber nicht asymptotisch hyperbolisch. Dann ist auch 7 asymptotisch konstant, aber nicht
asymptotisch hyperbolisch. Besitzt die charakteristische Gleichung beziiglich L, nur ein-
fache rein imaginére Nullstellen, so kann man im Satz 3.14 = 0 wéhlen.

Der Beweis des Satzes 3.14 ist nicht besonders schwer und wird auf den schon behandelten
Fall exponentieller Dichotomien zuriickgefiihrt.

Beweisidee

Wir betrachten also £ definiert durch (Lz)(t) = Owx(t) — L(t)x; und

a

Lty = / p(t,0)0(0)d0 + 3 At (). (3.66)

Wir nehmen an, dass £ asymptotisch konstant ist, aber nicht asymptotisch hyperbolisch.
Es gilt also L(t) — Ly, fiir ein gewisses L, : H*([—a,b],CY) — CY und t — oo. Der
Index ,,nh* soll andeuten, dass der zu L, assoziierte Operator A,,;, nicht hyperbolisch ist.
Es gelte aulerdem |L(t) — L,u| < Me™ fiir t > 0. Bezeichne weiterhin mit detA,,;(\)
die charakteristische Funktion beziiglich L,,;,, mit

ANpn(N) = X = Lop(e) (3.67)

und nach Annahme existieren rein imaginire Nullstellen von detA()). Der Ubersicht
halber wollen wir annehmen, dass null eine einfache Nullstelle ist und es keine weiteren
rein imagindren Nullstellen gibt. Unser Beweis iibertragt sich dann wortwortlich auf den
allgemeineren Fall.

Sei nun z(-) € C1(R*, CY) eine Losung von 0,z (t) = L(t)x,. Definiere y(t) := e #x(t) fiir
ein > 0. Dann gilt

Oy(t) = —py(t) + L) yi()] =2 Lp(t)y- (3.68)

Da L(t) — Ly, fiir t — oo, konvergiert auch L_,(t) fiir ¢ — oo gegen eine lineare
Abbildung L; mit
Ly = —pp(0) + Lun(e" o(-)).

Ist nun p > 0 klein genug, so ist der zu L, gehorige Operator A;, hyperbolisch bzw. die
charakteristische Gleichung detAj () beziiglich Ly, besitzt keine rein imaginiren Nullstel-
len. Es gilt namlich folgender Zusammenhang zwischen A, (A) und A, (A) (siehe auch
2.54)

Ap(N) = DA+ ). (3.69)
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Wir haben also das gesamte Spektrum von A,,;, um p nach links verschoben. Die Beweis-
idee liegt also auf der Hand: wir wéhlen 1 klein genug, so dass d,z(t) = L,x; asymptotisch
hyperbolisch ist fiir ¢ — oo. Wir kénnen dabei py so klein wéhlen, dass auch die charak-
teristische Gleichung beziiglich des asymptotischen Zustandes fiir ¢ — —oo keine rein
imagindren Nullstellen fiir 0 < g < g hat. Fiir diesen Fall ist dann £, = 0, — L_,(+)
ein Fredholmoperator und wir kénnen exponentielle Dichotomien auf R, konstruieren.
Anschliefend miissen wir auf geeignete Weise diese Dichotomien, d.h. die Familie stark
stetiger Projektionen, die bei der Definition einer exponentiellen Dichotomie auftreten,
,zuriicktranslatieren®.

Beweis von Satz 3.15 und 3.14

Fiir die translatierte Gleichung U(t) = A,(t)U(t) kénnen wir nach den Ergebnissen
des letzten Kapitels exponentielle Dichotomien auf R, konstruieren. Bezeichne die da-
zugehorige Projektion etwa mit P,(tp), to > 0. Wir werden uns nun mit der Frage
beschiiftigen, wie man die Projektionen beziiglich des nichthyperbolischen Problems U (t) =
A (t)U(t) bestimmt. Wir haben hier

o )2

fiir ( SOE) ) € X gesetzt. Wir fithren nun zunéchst etwas Notation ein.
Notation
Mit e} : Y — Y bezeichnen wir die beschrénkte lineare Abbildung

e, ( <P§') ) = ( 6u<fZii(.) ) : (3.70)

Wir definieren nun die gesuchten Projektionen durch Q(to) := €)P(to)e’,. Dies de-
finiert Projektionen von Y nach Y, die ebenfalls stark stetig beziiglich ¢, > 0 sind.
Wir zeigen nun, dass alle Elemente aus dem Bild von Q(ty) beschrankte Losungen von
U(t) = A (t)U(t) induzieren, die fiir t > t, definiert sind.
Betrachte etwa Uy := P(to)egué, fiir ein G € X. Dann existiert eine klassische Losung
U, (t) des hyperbolischen Systems U(t) = A,(t)U(t) fir t > t;. AuBerdem gilt die
Abschétzung

UL ()] < Me~ImMolle? Gy (3.71)

fiir ein geeignetes ¢ > 0 und ¢ > ¢y. Setzen wir X (¢) = U, (t + o) fiir t > 0, so ist X ()
eine klassische Losung des Systems

X(t) = Au(t +to) X (t) (3.72)

fiir ¢ > 0 und erfillt X (0) = U, (tp) und
|X(t)|y = |U+(t + t0)|y S Me_c‘t+t0_t0‘|e(i“é|y S M6_<t|e(iué|y. (373)
Nun definieren wir Z(t) := e/, X(t). Um diese Definition etwas besser zu motivieren,

schreiben wir X (-) in der Form X (t) = (Z(¢), Z+(-)). Z(t) ist dann durch
Z(t) = ( e“f;f(fi)(-) )
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festgelegt. Und wie wir bereits vorher bemerkt haben, erfiillt die erste Komponente von
Z(+) die nichthyperbolische Gleichung

Z(t) = th(t + to)Zt,

fiir t > 0 bzw. Z(-) erfiillt ‘
U(t) = Aun(t + 1)U (1)

auf R, mit der Abschétzung |Z(t)]y < Me=¢+#t|el ué |y. Wir haben bei dieser Abschitzung
benutzt, dass die gewichtete L?([—a, b], CV)-Norm || f||ew := ||€* f(+)|| 12 eine &quivalente
Norm ist. Nach letzter Translation W (t) := Z(t—ty) erhalten wir schliefllich die gewiinschte
Losung zu

U(t) = Au(H)U(t) (3.74)
fiir t > ty, die der Abschétzung

W)y = |Z(t —to)ly < Mel¢Hli=bl |G,

geniigt. AuBerdem ist W (tg) = Z(0) = e?iX(O) = e)U,(to) = e)P(to)e?,,G = Q(to)G.
Also existiert fiir jedes Bildelement Q(ty)G eine Losung W (+) fiir t > ¢y von (3.74), die
W(to) = Q(to)G erfiillt und der Abschitzung |W(t)| < Me=¢Hmli=tl|Gy geniigt. Alle
auftretenden Konstanten sind uniform beziiglich G und t,. Analog definiert man nun eine
Funktion W (t) fiir ein beliebiges G € Y.

Die gleiche Rechnung zeigt, dass fiir Bildelemente von (id—Q(t()) Losungen in Riickwirtszeit
fiir 0 < t < t, existieren, die der Abschétzung |W_(t)| < Me=s=mlt=tol|G| fiir 0 > t > ¢,
geniigen.

Die Behauptungen iiber die Wahl der exponentiellen Raten folgt nun aus den Sétzen 3.5
und 3.4. n

Bemerkung

Genauso wie wir den Satz 3.14 bewiesen haben, kénnen wir auch die Existenz einer zen-
trumsinstabilen Dichotomie auf R, beweisen. In diesem Fall existieren dann fiir ein festes
to > 0 und U € Y Funktionen V(t) bzw. V5(s) fiir 0 < t < tg bzw. 0 < ¢y < s
mit V5(ty) = (id — P(tp))U und V(tg) = P(to)U, die die Abschitzung |[V(t)|y <
M|P(to)Ulye’l="! baw. |V5(s)ly < M|(id — P(ty))Ul|ye Bls=%l fiir 3,6 > 0 erfiillen
und § > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann (mit einem M = M(J)). Hierbei sind
P(t) : Y — Y beschrinkte lineare Abbildungen, die starkstetig sind. Die restlichen Aus-
sagen des Satzes 3.14 iibertragen sich dann auf die Funktionen V< V*. Um diese Bemer-
kung zu beweisen kann man den Beweis des Satzes 3.14 benutzen, wobei man diesmal das
Spektrum der asymptotischen Linearisierung A,,, nach rechts schieben muss.

3.3.5 Die Eindeutige-Fortsetzungs-Eigenschaft

Wir geben in diesem Abschnitt eine hinreichende Bedingung an, die gewahrleistet, dass
L Hypothese ,EFE“ (also Hypothese 6) erfiillt. Betrachte dazu eine lineare Abbildung
L(t) : HY([~a,b],CY) — C¥, die fiir jedes feste t € R durch

Lt)p = / p(t,0)p(0)d + 3 Ax(t)p(ry) (3.75)
- k=1

a
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gegeben ist, siehe auch das Setting im Anschluss an Gleichung (3.15). Nehme an, dass die
Abbildung p(t, ) € C°([—a,b], CN*N) fiir jedes feste t kompakten Triger in (—a+¢,b—¢)
fiir ein beliebiges, aber uniformes € > 0 hat. Nehme weiterhin an, dass detA;(¢) und
detA,,(t) auf keinem offenen Intervall in R verschwinden. Dann gilt:

Satz 3.16

Gelten die vorigen Annahmen an L, so ist Hypothese ,EFE* (also Hypothese 6) erfiillt.
Beweis

Sei das obige ¢ klein genug, so dass |r; — ;| > e fur alle ¢ # jund i,j = 1,...,m. Sei

a(-) € Kern(£) mit a; = 0 fur ein t € R, also a(r) = 0 fiir 7 € [t — a,t + b]. Wir wollen
annehmen, dass a(-) nicht identisch Null ist. Da a(-) als Kernelement eine glatte Funktion

ist, nehmen wir an, dass

existiert und endlich ist. Fiir alle t; <t < t; 4+ ¢ gilt dann

a

/ ’ p(t, O)a(t + 0)do + zmj Ap)a(t +11,) = A (D)alt +b).
- k=1

Also gilt auf diesem Intervall ‘
a(t) = Ay (t)a(t + b).

Nach Definition von t¢; existiert ein nichtleeres, offenes Intervall J C [t1,t; + €), so dass
a(t +b) # 0. Also folgern wir

0= a(t) = Ap(t)a(t +b)

im Widerspruch zu detA,, (t) # 0 auf J. O
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