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Vorwort

Alles ist relativ. Das wusste Galileo Galilei schon lange vor Einstein. Heute gilt dieser Befund
in Form des Relativitdtsprinzips als einer der Grundsitze der modernen Physik. Nach seiner
Aussage lassen sich die Bewegungen beliebiger Objekte immer nur relativ zu anderen Objek-
ten feststellen, niemals jedoch absolut — es gibt kein »ausgezeichnetes« Bezugssystem. Auch
die Kriterien, anhand derer sich die Qualitit einer Dissertation vermeintlich messen ldsst, sind
relative Grofien. Sie unterscheiden sich von Universitidt zu Universitiat, von Fachbereich zu
Fachbereich und von Arbeitsgruppe zu Arbeitsgruppe. Im Falle meines Fachbereichs will man
sich nicht so recht festlegen. Die hiesige Promotionsordnung gibt lediglich den Grundsatz aus,
eine Dissertation habe »die Befdhigung zu selbstdndiger vertiefter wissenschaftlicher Arbeit
nachzuweisen« V). Entsprechend vielfiltig ist das Ausmaf, in dem bereits erschienene Dis-
sertationen sich den theoretischen Grundlagen ihrer jeweiligen Forschungsanliegen widmen.
Selbst die Auffassung, dass eine »angemessene« ausfiithrliche Darstellung der theoretischen
Grundlagen, die das Verstehen der Ergebnisse der jeweiligen Dissertation erst ermoglicht,
sinnvoll und notwendig ist, scheint nicht mehr bei jedem Anklang zu finden. Sicher ist es auch
kaum moglich, eine allgemeingiiltige Antwort auf diese Frage zu finden. Sie ist eben relativ.
Dass ich diesen Aspekt vorab anspreche, hat natiirlich seinen Grund: Diese Arbeit ist in
mebhrerlei Hinsicht unkonventionell, zumindest gemessen an den Mafistdben unseres Instituts.
Ihre ungewohnliche Struktur ist zunédchst durch die Themen der Dissertation bedingt: Wie
der Titel verrét, werden in dieser Arbeit sowohl Konzepte als auch die meinerseits erhaltenen
Ergebnisse zur kernspinselektiven Quantendynamik nicht-linearer Molekiile prasentiert und
diskutiert. Dies erfordert die Kenntnis zweier Themenfelder: Um ihre Eigenschaften tiber-
haupt beschreiben zu kénnen, miissen die Kernspinisomere eines Molekiils zuerst identifiziert
werden. Die Methoden hierfiir hilt die Theoretische Spektroskopie bereit. Zur Beschreibung
der Quantendynamik von Kernspinisomeren ist hingegen die Anwendung der Formalismen
der zeitabhangigen Quantentheorie notwendig. Wenngleich beide Themen in das grofle Feld
der Quantentheorie fallen, so sind sie doch in ihrer Arbeitsweise grundverschiedenen; die
Zahl ihrer Berithrungspunkte ist bislang gering. Etwas, das beide Themenfelder indes ge-

1) Vgl.§7, Absatz 1 der Promotionsordnung des Fachbereichs Biologie, Chemie, Pharmazie der Freien Universitit Ber-
lin. Siehe dazu <http ://www.bcp.fu-berlin.de/service/ordnungen-gesetze/promotionsordnung. htm1> -
Zugriff am 30. Méarz 2012.


http://www.bcp.fu-berlin.de/service/ordnungen-gesetze/promotionsordnung.html

16

VORWORT

mein haben, ist ihre Exklusivitat: ihre scientific communities sind relativ klein. Man kann kaum
damit rechnen, dass eine Vielzahl der Akteur_innen der molekularen Wissenschaften rasch
durchschaut, wovon hier die Rede ist. Ihnen den Zugang zu den Ergebnissen dieser Arbeit
zu erleichtern, war eines meiner Anliegen bei der grofziigigen Aufarbeitung und Einbettung
der zugrunde liegenden theoretischen Konzepte.

Leider ist es gar so nicht einfach, moglichst vielen ein komplexes Thema nachvollzieh-
bar zu machen. Denn dass alles relativ ist, weifs man auch in der Sozialpsychologie: shifting
baselines — die MafSstdbe, anhand derer man Dinge als normal beurteilt, verschieben sich un-
bemerkt — gilt dort als wichtiges Prinzip. Man vergisst eben recht schnell, wie es eigentlich
war, sich Konzepte und Methoden anzueignen und zu verstehen, die man spéter regelméaflig
ver- und anwendet. Der Zeitpunkt und die Bedingungen, unter denen man etwas wirklich
begriffen hat, sind einem nur selten bewusst und die Mithsamkeit der Aneignung schnell
vergessen. Selbst ein_e Betreuer_in kann hier nur schwer helfen: Durch die regelmafliigen
Diskussionen mit ihren_seinen Mitarbeiter_innen ist auch sie_er den Umgang mit den fiir die
Arbeit ihrer_seiner Doktorand_innen relevanten Konzepte gewohnt. Als Ausweg aus diesem
Dilemma erschien mir eine ausfiihrliche Darstellung aller Methoden, die in dieser Arbeit
zur Anwendung kommen, als notwendig, auch wenn dies vielleicht erfahrene Wissenschaft-
ler_innen rétselnd zurtick ldsst, warum etwas »allgemein Bekanntes« hier derart umfassend
beschrieben wird. Gewiss, auch die ausfiihrlichste Darstellung kann nicht allen eventuell auf-
tretenden Schwierigkeiten beim Verstehen wissenschaftlicher Zusammenhénge vorbeugen.
Zu unterschiedlich sind die individuellen Ausgangspunkte jedes Einzelnen, zu divers die Me-
chanismen, die sein Lernen bestimmen. Voraussetzungslos ist deshalb das Verstdndnis auch
dieser Arbeit nicht: Die Grundlinie, die hier gezogen wird, sind Kenntnisse der Theoretischen
Chemie auf dem Niveau eines Bachelorstudiums. So werden grundlegende Prinzipien der
Quantentheorie nicht mehr begriindet, sondern lediglich referiert; Inhalte der hoheren Mathe-
matik — das heifst Grundziige der linearen Algebra, der Theorie von Differentialgleichungen
und der Analysis einer und mehrerer Verdnderlicher — werden als bekannt vorausgesetzt. Die
Zusammenfassung der dariiber hinaus gehenden Grundlagen ist sicher nicht vollstindig und
erhebt auch nicht den Anspruch, Lehrbiicher ersetzen zu kénnen. Sie soll das bieten, was sie
ist: eine Moglichkeit, die Ergebnisse dieser Arbeit zu verstehen.

Mit der Struktur der Arbeit sind jedoch auch einige Probleme verbunden. An einigen Stellen
ist es schwierig, Bekanntes von meinen neuen Forschungsergebnissen genau zu unterscheiden.
Um dies zu erleichtern, werden zu Beginn einzelner Abschnitte kurz deren wichtigsten Inhalte
zusammengefasst, mit dem Vermerk, welche davon neu und welche bereits an anderer Stelle
dokumentiert sind. Sie sind durch griine Balken hervorgehoben. Am Ende eines Abschnittes
oder Kapitels werden die wesentlichen Inhalte beziehungsweise Ergebnisse des jeweiligen
Abschnitts oder Kapitels zusammengefasst. Diese Zusammenfassungen sind durch orange-
farbene Balken hervorgehoben. Sofern es moglich war, wurde der Nennung von Biichern
als Literaturnachweis Vorrang vor Fachzeitschriften gewihrt, da Biicher in der Regel leich-
ter zugédnglich sind. Auf Herleitungen von bekannten Grundgleichungen wird konsequent
verzichtet — wer daran interessiert ist, wird in den zitierten Biichern und Artikeln fiindig.
Grundlegende Konzepte werden an einfachen Beispielen in Fenstern des Titels »Beispiel«
erldutert; Formeln, die im Rahmen dieser Arbeit gefunden wurden oder fiir die speziell unter-
suchten Systeme wesentlich sind, werden in den Fenstern »Details« hergeleitet.

Auch wenn die hier skizzierte Ausfiihrlichkeit nicht jedem gefallen wird: Die Arbeit soll
fiir moglichst viele nachvollziehbar sein, trotz des zweifellos sehr abstrakten Themas. Ich hoffe,
das ist gelungen.



Kurzzusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Simulation und Kontrolle der Wellenpaketdynamik von
Kernspinisomeren mehratomiger Molekiile nach der Wechselwirkung mit statischen und zeit-
abhidngigen Magnetfeldern beziehungsweise mit nicht-resonanten Laserpulsen moderater
Feldstédrke. Dabei wird im Speziellen die Anregung interner Rotationen und die Ausrichtung
von Molekiilen durch Manipulation ihrer Rotations- beziehungsweise Rotations-Torsions-
Freiheitsgrade untersucht. In einer ausfiihrlichen Einfiihrung werden dazu im ersten Teil
dieser Arbeit die theoretischen Methoden zur Identifikation von Kernspinisomeren und die
Beschreibung ihrer Quantendynamik diskutiert. Insbesondere wird die Molekiilsymmetrie-
gruppe und das Symmetrisierungspostulat im Detail besprochen, anhand einiger Beispiele
illustriert und um den Aspekt der Identifikation von Kernspinisomeren in externen Feldern
erweitert. Im zweiten Teil der Dissertation wird zum einen am Beispiel des Nitromethans
demonstriert, dass es mit Hilfe magnetischer Felder bei Berticksichtigung der dipolaren Kopp-
lung moglich ist, unterschiedliche Kernspinisomere einer methylhaltigen chemischen Ver-
bindung zu Rotationen mit entgegengesetztem Drehsinn anzuregen. Andererseits wird her-
ausgearbeitet, dass auch hinsichtlich ihrer Ausrichtung verschiedene Kernspinisomere ein
unterschiedliches Verhalten zeigen, wie hier anhand der Kernspinisomere des starren symme-
trischen Kreisels Propadien und des starren asymmetrischen Kreisels Ethen und strukturver-
wandter Verbindungen illustriert wird. Fiir bestimmte Paare von Kernspinisomeren wird klar:
Zeigt das eine Isomer Ausrichtung, zeigt das entsprechende Partner-Isomer Anti-Ausrichtung.
Ein weiteres Ergebnis ist, dass sich je nach gewéhlter Pulsstdrke nicht alle Isomere einer Verbin-
dung mit gleicher Effizienz ausrichten lassen. Die Untersuchungen der Kernspinselektivitit
im Ausrichtungsverhalten von Molekiilen sind nicht nur auf starre Molekiile beschréankt:
Fir Dibortetrafluorid, ein nicht-starres Molekiil mit beobachtbarer Torsion im elektronischen
Grundzustand, wird illustriert, dass sich Kernspinisomere einer Verbindung neben ihrer Rota-
tionsdynamik auch in ihrer Torsionsdynamik unterscheiden — verschiedene Kernspinisomere
haben nach der Wechselwirkung mit einem nicht-resonanten Laserpuls zu bestimmten Zeit-
punkten eine unterschiedliche Molekiilstruktur. Als eine mogliche Anwendung zur Nutzung
der Kernspinselektivitdt der Quantendynamik von Molekiilen nach Wechselwirkung mit nicht-
resonanten Laserpulsen wird gezeigt, dass es mit Hilfe zweier zeitlich versetzter Laserpulse

gelingt, die Kernspinisomere des Dibortetrafluorids in unterschiedlicher Weise zu gerichte-



1 8 ten Bewegungen anzuregen. Als zweite Anwendung wird die Trennung von Isotopomeren

besprochen. Die Arbeit schliefit mit einer Diskussion der verwendeten Modelle und einem

Kurz- . . . . . . .
ZUSAMMENFASSUNG knappen Ausblick, wie sich die hier erhaltenen Erkenntnisse nutzen lassen, um verschiedene

Kernspinisomere voneinander zu trennen.



Abstract

In this thesis the wave packet dynamics of nuclear spin isomers of polyatomic molecules
after interaction with static and time-dependent magnetic fields and moderate intense non-
resonant laser pulses is investigated. In particular, the process of inducing (internal) molecular
rotation as well as alignment of molecules by manipulating their rotational or rotational-
torsional degrees of freedom is studied. In the first part of the thesis all theoretical concepts for
identifying nuclear spin isomers and for describing their quantum dynamics will be discussed.
Especially the symmetrization postulate and the molecular symmetry group will be introduced
and illustrated for some examples of molecules. These concepts will be extended to the case
of identifying nuclear spin isomers in the presence of an external field. In the second part it
is shown for nitromethane that magnetic fields are able to induce unidirectional rotations in
opposite directions for different nuclear spin isomers of molecules containing methyl groups
if the dipolar interaction is included. Additionally, it is demonstrated that different nuclear
spin isomers of a chemical compound may show different alignment after the interaction with
a moderate intense laser pulse. As shown for the rigid symmetric top propadien and the rigid
asymmetric tops ethene and analogues, distinct pairs of nuclear spin isomers show at certain
points in time a complementary behavior: while one isomer is showing alignment the partner
isomer is showing anti-alignment. Moreover, it is illustrated that not every nuclear spin isomer
can be aligned equally efficient. The alignment of non-rigid molecules is considered as well. As
an example for a molecule with feasible torsion in the electronic ground state, the alignment of
diboron tetrafluoride is investigated. It becomes apparent that not only rotational but also the
torsional dynamics of the molecules is nuclear spin selective; different nuclear spin isomers
have at distinct points in time a complementary molecular structure. As an application of
nuclear spin selective quantum dynamics, the possibility is explored how two laser pulses can
be used for exciting directed motions differently for different nuclear spin isomers. Likewise,
the separation of isotopomers is discussed. The thesis closes with a discussion of the models
used here and an outlook on how the obtained results may be used to separate nuclear spin

isomers.






Kernspinisomere von Molekiilen






»Wir haben uns Versuche in den Kopf
gesetzt, die experimentell zeigen sollen,
dass der gewshnliche Wasserstoff ... ein
Gemisch ist, was einige Theoretiker be-
haupten. Ist das nicht sehr interessant?
Wenn es geht, sind wir fein heraus, denn
es wird sicher ein paar Leute geben, die
das interessant finden. Aber fiirs erste
geht es {iberhaupt nicht, und mir sind bei
der vielen vergeblichen Plackerei schon
die Hilfte der Haare ausgefallen.«

Karl Friedrich Bonhoeffer

Kernspinselektive Quantendynamik?

1 1 Aus gutem Grund... Keine zwei Elektronen in einem Atom oder Molekiil diirfen
° sich im gleichen Zustand befinden, so eine Formulierung des bertihmten Pauli-
Prinzips, das ein jeder Chemiker seit seinem ersten Semester kennt. Es ist jenes Prinzip, mit
dessen Hilfe sich nicht nur die Systematik des Periodensystems verstehen ldsst. Ebenso un-
verzichtbar ist es, mochte man einen Einblick in die elektronische Struktur von Molekiilen
erlangen, oder die magnetischen Eigenschaften von Festkorpern erklaren. V) Doch so pro-
minent es auch sein mag, das Pauli-Prinzip ist nur ein Spezialfall eines noch allgemeineren
physikalischen Grundsatzes. Dieses Theorem, das unter vielen Bezeichnungen gefiihrt wird
und in dieser Arbeit den Namen Symmetrisierungspostulat > tragen soll, besagt: Vertauscht
man ein Paar identischer Fermionen in einem System, so muss dessen Wellenfunktion ihr
Vorzeichen wechseln; vertauscht man ein Paar identischer Bosonen, bleibt das Vorzeichen
der Wellenfunktion des Systems erhalten. 3) Atome, Molekiile, Wellenfunktionen, Fermionen,
Bosonen - sie alle sind Gegenstand der Quantentheorie. Dort sind Wellenfunktionen mathe-
matische Funktionen, mit Hilfe derer sich der Zustand des betrachteten Quantensystems oder
seiner Bestandteile eindeutig charakterisieren ldsst; sind Atome und Molekiile Beispiele fiir
eben jene Quantensysteme; und sind Fermionen beziehungsweise Bosonen Bezeichnungen fiir
Quantenteilchen, die durch eine halb- beziehungsweise ganzzahlige Spinquantenzahl charak-
terisiert werden. Quantenobjekte sind genau dann identisch, wenn sie in all ihren intrinsischen
Eigenschaften, wie Masse, Ladung oder Spin, iibereinstimmen. Ein Beispiel fiir identische
Fermionen sind Elektronen; Wellenfunktionen fiir mindestens zwei von ihnen miissen unter

paarweiser Vertauschung laut Symmetrisierungspostulat ihr Vorzeichen wechseln. Als Kon-

1) Eine detaillierte Erlduterung des allen genannten Phanomenen zugrunde liegenden Aufbauprinzips, das sich
als Konsequenz des Pauli-Prinzips verstehen lésst, ist zum Beispiel in Levine (2000: Kapitel 11) zu finden. Die
Anwendung des Aufbauprinzips zur Erkldrung der magnetischen Eigenschaften von Festkoérpern wird zum
Beispiel in Kittel (2006: Kapitel 11) diskutiert.

2) So nennt es auch Bunker/Jensen (2009) oder Messiah (1990: Kapitel 14). Andere geldufige Bezeichnungen sind:
Antisymmetrie-Prinzip, Theorem von Spin und Statistik und verallgemeinertes Pauli-Prinzip.

3) Siehe dazu zum Beispiel Bunker/Jensen (1998: Kapitel 8, Abschnitt 1). Eine detaillierte Diskussion wird in Kapitel
4, Abschnitt 1 gegeben.
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Abbildung 1.1

Einige ausgewéhlte Eigenschaften und Anwendungen der Kernspinisomere von Molekiilen: (a) die unterschiedlichen
spezifischen Wirmekapazititen am Beispiel der Kernspinisomere molekularen Wasserstoffs; (b) die Linienalternatio-
nen im Rotations-Raman-Spektrum von molekularem Stickstoff; (c) das Verhéltnis von Ortho- und Parawasser im
Halleyschen Kometen als Funktion der Temperatur; (d) das Kernresonanzsignal bei Verwendung von normalem
Wasserstoff (n-H,) und Parawasserstoff (p-H,) zur Aufklirung der Hydrierung von Propen mit Hilfe eines
Gold(111)-Komplexes. 7)

sequenz dieser Antisymmetrie konnen keine zwei Elektronen eines Atoms- beziehungsweise
Molekiils durch dieselbe Wellenfunktion beschrieben werden und miissen sich in mindestens
einer Quantenzahl unterscheiden. Wenn also diese Tatsache fiir Elektronen in Atomen und
Molekiilen solch weitreichende Folgen hat — die Gesetzmaéfsigkeiten des Periodensystems,
das die Grundlage der gesamten Chemie bildet, darf man ohne Ubertreibung dazu zihlen
—, warum dann nicht auch fiir solche Molekiile, die mindestens zwei identische Kerne auf-
weisen? Und weil es so viele unterschiedliche Sorten von Atomkernen gibt — fermionische
und bosonische —, sollten sich nicht noch weitaus mehr Konsequenzen aus diesem Prinzip
ergeben?

Die Antwort auf die erste Frage kennt man langst; sie steht in fast jedem Buch zur Statisti-
schen Mechanik von Molekiilen 4): Als direkte Folge des Symmetrisierungspostulats existieren
Molekiile mit identischen Kernen in Form von Kernspinisomeren 5. Es sind ihre unterschied-
lichen makroskopischen Eigenschaften, wie verschiedene Siede- und Schmelzpunkte oder
Verdampfungswirmen ©), die es durchaus legitimieren, sie als verschiedene Modifikationen
derselben chemischen Verbindung zu bezeichnen. Hat man sie nicht durch spezielle Metho-
den voneinander getrennt, liegen Kernspinisomere stets in Form eines Gemisches vor, in dem
die Haufigkeit eines bestimmten Kernspinisomers durch statistische Faktoren, wie die Tem-
peratur, bestimmt wird. Einige ihrer Eigenschaften und Anwendungen — ausgenommen die
weiter unten erlduterten Unterschiede hinsichtlich ihrer Quantendynamik - sind in Abbildung

(1.1) illustriert:

4) So zum Beispiel in Gopel/Wiemhofer (2000: Kapitel 4, Abschnitt 4) oder Hill (1986: Kapitel 22, Abschnitt 8).

5) Eine einheitliche Sprachregelung konnte ich bisher nicht ausmachen. In dieser Arbeit werden neben »Kern-
spinisomer« die Begriffe »Kernspinmodifikation« oder »Kernspinspezies« verwendet. Eine mathematische
Definition auf Grundlage der Darstellungstheorie von Gruppen ist moglich und wird in Kapitel 4 gegeben.

6) Siehe dazu Bunker/Jensen (2009) und die dort zitierte Literatur.

7) Alle Abbildungen sind Originalarbeiten entnommen: (a) aus Bonhoeffer /Harteck (1929); (b) aus Kroto (2003: S.
111); (c) aus Mumma/Weaver/Larson (1987); (d) aus Kovtunov/Zhivonitko/Corma/Koptyug (2010).



» In Bild (a) ist die molare Wéarmekapazitit als Funktion der Temperatur fiir die beiden Kern-
spinisomere des molekularen Wasserstoffs, Parawasserstoff (»symmetrische Modifikation«)
und Orthowasserstoff (»antisymmetrische Modifikation«), gezeigt. Man kann sehen, dass
beide Kernspinisomere deutlich voneinander verschiedene Temperaturabhédngigkeiten in
ihrer molekularen Warmekapazitit zeigen, die sich beide wiederum von der Temperaturab-
hingigkeit des statistischen Gemisches (»Interkombination«) unterscheiden. Das ebenfalls
temperaturabhéngige Verhiltnis von Ortho- zu Parawasserstoff in einem Gemisch, kann
durch Kiihlung bei gleichzeitigem Einsatz von Katalysatoren zugunsten des Parawasser-
stoffs verschoben werden. Dies spielt bei der technischen Herstellung von Wasserstoff eine
grofie Rolle. ¥

» Bild (b) illustriert die unterschiedlichen Linienintensitdten des Ortho- und Parastickstoffs
in einem Rotations-Raman-Spektrum. Solche Linienalternationen kénnen grundsétzlich
bei jedem Molekiil mit mindestens zwei Kernspinisomeren auftreten und sind Ergebnis der
unterschiedlichen statistischen Gewichte der Rotationszustdande verschiedener Kernspin-
spezies. 9) Wie schon die molare Warmekapazitit sind auch diese Intensitétsunterschiede
temperaturabhéngig.

» Dass das Verhdltnis verschiedener Kernspinisomere in einem statistischen Gemisch von der
Temperatur abhdngt, hat man sich auch schon zur Temperaturbestimmung von Kometen-
kernen zunutze gemacht. So geschehen fiir den Halleyschen Kometen, dessen Temperatur
aus dem Verhiltnis von Ortho- zu Parawasser als Funktion der Temperatur, gezeigt in
Abbildung (c), abgeleitet wurde. 1)

» Auch in der Chemie finden Kernspinisomere Anwendung: Es ist bekannt, dass die Ver-
wendung von reinem Parawasserstoff zu einer Verstirkung von Kernresonanzsignalen um
das 10* bis 10°-fache fiihrt, so wie in Abbildung (d) angedeutet. '*) Die Entdeckung dieses
Effektes zog die Entwicklung der Methode der Parawasserstoff-induzierten Polarisation
nach sich, die unter anderem zur Aufkldrung der Regio- und Enantioselektivitit von Kata-
lysatoren, zur Charakterisierung von organometallischen Dihydriden oder als Test auf die
Reversibilitit von Hydrierungen verwendet wird. ' Diese bemerkenswerte Eigenschaft
des Parawasserstoffs wird zudem bei bildgebenden Verfahren in der Medizin genutzt. *3)

Es ist erstaunlich: Obwohl die Kernspinisomere des molekularen Wasserstoffs eine Fiille in-
teressanter Eigenschaften und Anwendungsmoglichkeiten bieten, wurde der Moglichkeit,
vielféltige Einsichten aus der Untersuchung der Eigenschaften von Kernspinisomeren mehr-
atomiger Molekiile zu gewinnen, bislang wenig Beachtung geschenkt. Nur fiir wenige Aus-
nahmen — hierunter fallen Wasserstoff, Stickstoff, Methan, Ethen, Formaldehyd, Wasser und
Ammoniak ') - sind die unterschiedlichen Eigenschaften von Kernspinisomeren zum Teil

untersucht und nutzbar gemacht worden. Wie facettenreich kénnten die Eigenschaften der

8) Siehe dazu <http ://www.mpibpc.mpg.de/kfb/home/Berlin/para-Wasserstoff/index. html> — Zugriff am 21.
April 2012.

9) Vergleiche dazu Bunker/Jensen (1998: Kapitel 8, Abschnitt 4).
10) Vergleiche zum Beispiel Mumma/Weaver/Larson (1987).

11) In der Arbeit von Kovtunov/Zhivonitko/Corma/Koptyug (2010), dem dieses Bild entstammt, wurde die Hy-
drierung von Propen und Propin mit Hilfe eines Gold(III)-Komplexes untersucht.

12) Im Detail nachzulesen in Natterer/Bargon (1997), Duckett/Sleigh (1999) oder Duckett/Wood (2008) sowie der
dort zitierten Literatur.

13) Siehe dazu zum Beispiel Golman/Axelsson/Jéhannesson/Mansson/Olofsson/Petersson (2001).

14) Diese Liste entspricht dem gegenwirtigen Kenntnisstand und wurde der Publikation Bunker/Jensen (2009)
entnommen. Dort finden zu finden ist auch eine Liste von Originalzitationen.
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Kernspinisomere anderer Molekiile sein, insbesondere von solchen mit mehr als zwei identi-
schen Kernen? Es ist nicht abwegig zu behaupten, dass die Antworten, die man auf diese Frage
findet, zu einem besseren Verstandnis fiir die Bedeutung quantenmechanischer Prinzipien
- zu denen das Symmetrisierungspostulat zweifellos zdhlt — in molekularen Wissenschaften
beitragen kénnten. Wodurch sich Kernspinisomere auf mikroskopischer Ebene unterscheiden
und wie dies mit dem Symmetrisierungspostulat zusammenhéngt, lasst sich vielleicht am
einfachsten anhand des Ortho- und Parawasserstoffs illustrieren. Dies geschieht im nédchsten
Abschnitt.

1 2 Ortho- und Parawasserstoff Der Spin ist eines der bedeutendsten Konstrukte
. der Quantenmechanik, dessen Entdeckung sicher wesentlich dazu beigetragen hat,
dass sich die Quantentheorie als physikalische Theorie tiberhaupt durchsetzen konnte. Seine
Geschichte, vielleicht am schonsten erzahlt von Sin-itiro Tomonaga in »The story of spin« '),
ist mit zahlreichen weiteren Beobachtungen verkniipft, sei es die Existenz des Neutrons, die
Griinde fiir die Stabilitdt von Atomkernen, und — nattirlich! — die Kernspinisomere von Mole-
kiilen. Gaben zunichst ihre Linienalternationen in Spektren und das anomale Verhalten ihrer
spezifischen Warme den Wissenschaftlern der frithen zwanziger Jahren des letzten Jahrhun-
derts Rétsel auf, waren es schliefflich Heisenberg und Hund, die unabhéingig voneinander die
entscheidende Idee zur Aufkldrung dieser Eigenheiten lieferten. Sie kamen zu dem Schluss,
dass es nur bestimmte Kombinationen aus Eigenfunktionen fiir Rotation und Kernspin fiir
zweiatomige homonukleare Molekiile geben darf — und legten damit den Grundstein fiir
das spéter aus dieser und anderen Erkenntnissen abgeleitete Symmetrisierungspostulat. 1)
Zu illustrieren, auf welche Weise sich Kernspinisomere von zweiatomigen Molekiilen auf
Grundlage dieses Postulats identifizieren lassen, ist Gegenstand dieses Abschnitts.

Das Konzept des Kernspinisomers wird am Beispiel zweiatomiger Molekiile eingefiihrt.
Zu diesem Zweck werden das Rotationsspektrum und die Rotationseigenfunktionen ei-
nes linearen Molekiils diskutiert, und die Gesamtspinzustinde von zwei Spin-1/2-Teilchen
besprochen. Es wird herausgearbeitet, dass unterschiedliche Kernspinisomere linearer Mo-
lekiile anhand unterschiedlicher Kombinationen aus Rotations- und Kernspinfunktionen
identifiziert werden kénnen. Alles Genannte ist bekannt und kann in der zitierten Literatur

nachgelesen werden. '7)

Zweiatomige homonukleare Molekiile, wie zum Beispiel das in Abbildung skizzierte
Wasserstoffmolekiil H,, bestehen aus zwei identischen Kernen. Im Falle des H, werden beide
Kerne durch die Spinquantenzahlen Z; = 7, = 1/2 charakterisiert; sie sind Fermionen. Laut
Symmetrisierungspostulat muss die Wellenfunktion des Wasserstoffmolekiils das Vorzeichen
unter ihrer Vertauschung wechseln, also

QMR X1, Ry, Ey) = — MR, £o, Ry, I) (1.1)

wobei Ry und R; die Orts- und X; und X, die Spinkoordinaten der Kerne 1 und 2 aus Abbil-

dung 1.2 bezeichnen. '® Beschrankt man sich auf den elektronischen Grundzustand, so kann

15) Vergleiche Tomonaga (1997).

16) Vergleiche dazu Heisenberg (1927) und Hund (1927). Die Postulierung des Kernspins geht allerdings weder auf
Hund noch auf Heisenberg zuriick. Pauli war es, der dies zur Deutung von Hyperfeinaufspaltungen in Spektren
von Atomen tat. Siehe auch Tomonaga (1997: Vorlesung 4).

17) Die hier dargestellte Argumentation kann zum Beispiel in Gopel/ Wiemhofer (2000: Kapitel 4, Abschnitt 4) oder
Hill (1986: Kapitel 22, Abschnitt 8). Besonders schon ist Tomonaga (1997: Vorlesung 4).

18) Die molekulare Wellenfunktion hangt zudem noch von den Koordinaten der Elektronen des Molekiils ab, die
jedoch fiir die Argumentation irrelevant sind und deshalb nicht angegeben werden. Wie die Spinquantenzahlen
Z; mit den Spinkoordinaten X; zusammenhéngen, wird in Kapitel 2, Abschnitt 4 erldutert.
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die molekulare Wellenfunktion ®M°! in guter Naherung als das Produkt *9)
@MO] — (DTrans' @El' @Vib' @Rot‘ q)KS (12)

geschrieben werden; @Trans hezeichnet hier die Wellenfunktion fiir die Translationen, ®F! die
elektronische Wellenfunktion fiir den elektronischen Grundzustand, @VP die Wellenfunktion
fiir die Schwingungen der Kerne, ®*°t die Wellenfunktion fiir die Rotation der Kerne und
®XS die Wellenfunktion fiir die Kernspins. Es lasst sich zeigen, dass das Vorzeichen der
Wellenfunktionen fiir Elektronen (fiir den hier betrachten elektronischen Grundzustand),
Translationen und Schwingungen unter der Vertauschung der beiden Kerne 1 und 2 erhalten
bleibt, so dass nur das Verhalten des Produktes @Ret. @XS auf ein Vorzeichenwechsel unter
dieser Vertauschung untersucht werden muss. Es gibt nun zwei Moglichkeiten, bei denen @Ml
das Vorzeichen wechselt: @Rt geht in —1- @Rt iiber und @XS bleibt durch die Vertauschung
unverdndert oder umgekehrt. Doch wann tritt welcher Fall ein?

Wasserstoff H, ist ein lineares Molekiil. Als ein Solches kann es nach den Gesetzen der

Quantenmechanik die Rotationsenergien
Ej=BJ(J+1) mit [=0,1,2.,0 (1.3)

annehmen; neben der Rotationskonstante 1, die fiir jedes lineare Molekiil verschieden ist,
werden sie durch eine Rotationsquantenzahl J bestimmt. Ein Energieniveauschema des Rotati-
onsspektrums aus Gleichung (1.3) ist ohne Berticksichtigung des Symmetrisierungspostulats
auf der linken Seite von Abbildung 1.2 zu sehen. Fiir die zugehdorigen Rotationseigenfunktio-
nen (D]Iffnt/, die durch zwei Quantenzahlen bestimmt sind, deren Bedeutung spéter noch im
Detail diskutiert wird, ldsst sich zeigen, dass

J,m

@ROt](Rb TRy E) = (1) (D]If%tj(sz X5, Ry, ). (1.4)

Die Rotationswellenfunktionen sind also ungerade und wechseln unter der Vertauschung

von Kern 1 und 2 das Vorzeichen, wenn die Rotationsquantenzahl ] ungerade ist; fiir gerade ]

19) Diese Naherung beruht auf der Annahme, die Born-Oppenheimer-Néherung sei giiltig und die Kernwellenfunk-
tionen lielen sich als Produkt aus Schwingungs- und Rotationswellenfunktionen schreiben. Vergleiche dazu
auch Kapitel 2, Abschnitt 3. Sollten sie nicht Teil der Argumentation sein, werden die Koordinatenabhingigkeiten
von Funktionen im Folgenden nicht explizit angegeben.
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hingegen sind sie unter dieser Vertauschung gerade und ihr Vorzeichen bleibt erhalten.

Entscheidend fiir das Verhalten der Kernspinwellenfunktionen @E?nz ist dagegen die Zu-
gehorigkeit zu einer bestimmten Gesamtspinquantenzahl 7. Fiir ein Molekiil mit zwei identi-
schen Kernspins von Z; = 7, = I/2 kann dieser die WerteZ =7, +Z, = 1oderZ =7, -1, =0
annehmen. Zum Wert 7 = 1 gehoren die drei Kernspinzustidnde

a(Xy)a(Xy) mr =1
D5 =1 WAa(E)B(E2) + B(Z)a(E) mr=0 ; (1.5)
B(X1)B(Z,) mr = -1

sie unterscheiden sich im Wert ihrer Kernspinprojektionsquantenzahl 7. Vertauscht man
die Kernspinkoordinaten X; und X, in Gleichung (1.5), so d&ndern sich die dort angegebenen
Funktionen nicht; sie sind symmetrisch unter der Vertauschung beider Kerne. ZuZ = 0 gehort

eine Kernspinfunktion

oS = % (a(E)B(E,) - B(E1)a()) | (1.6)

die hingegen unter dieser Vertauschung ihr Vorzeichen wechselt; sie ist antisymmetrisch.
Da das Symmetrisierungspostulat nur die Kombination einer geraden (ungeraden) Ro-
tationsfunktion mit einer ungeraden (geraden) Kernspinfunktion gestattet, ergeben sich die

beiden Kombinationen:

» Rotationswellenfunktionen zu geraden Rotationsquantenzahlen ] gehoren zu Kernspin-
funktionen mit Z = 0. Dieses Kernspinisomer des Wasserstoffs bezeichnet man als Parawas-
serstoff. Sein Rotationsspektrum ist in griin in Abbildung 1.2 zu sehen.

» Rotationswellenfunktionen zu ungeraden Rotationsquantenzahlen | gehéren zu Kernspin-
funktionen mit Z = 1. Dieses Kernspinisomer des Wasserstoffs wird als Orthowasserstoff
bezeichnet. Das Rotationsspektrum dieser Spezies ist in blau in Abbildung 1.2 zu sehen.

Das Besondere ist: diese beiden Kernspinisomere des Wasserstoffs unterscheiden sich wesent-
lich in ihren Rotationsenergien. Und obgleich die Form der Wellenfunktion in Gleichung (1.2),
die die Unabhéngigkeit der Kernspins von Bewegungen des Molekiils suggeriert, auch eine
Néherung darstellt und beide Isomere durch sehr schwache, kernspinabhéngige Wechselwir-
kungen ineinander tiberfithrt werden, kénnen sie doch als stabile Spezies des Wasserstoffs
angesehen werden. Selbst wenn man sie nicht von der Umgebung isoliert, sind die Kernspin-
isomere Wasserstoffs tiber Jahre hinweg stabil. >°) Thre unterschiedlichen Rotationsenergien

sind es auch, die ihre unterschiedlichen makroskopischen Eigenschaften erklaren. >")

Molekiile mit mindestens zwei identischen Kernen existieren als Konsequenz des Symme-
trisierungspostulats in Form von Kernspinisomeren. Voneinander verschiedene Kernspin-
isomere linearer Molekiile sind durch unterschiedliche Kombinationen aus Rotations- und

Kernspinfunktionen gekennzeichnet.

All dies ist wohlbekannt. Fiir mehratomige Molekiile, die mehr als zwei identische Kerne
enthalten, ist die Bestimmung ihrer Kernspinisomere schon deutlich schwieriger. Ein Beispiel:
Ethen 12C2 1H4 besteht aus vier identischen Protonen H und zwei identischen 12C Nukliden.

20) Aus: Chapovsky/Hermans (1999). Die Problematik der Kernspinkonversion wird in Kapitel 4, Abschnitt 5
genauer besprochen.

21) Eine wesentliche Rolle spielt dabei noch die hier ignorierte Temperatur. Wie sich Molekiile im thermischen
Gleichgewicht behandeln lassen, wird in Kapitel 2, Abschnitt 3, Paragraph 5 besprochen; die Bedeutung der
Temperatur fiir Kernspinisomere wird in Kapitel 4, Abschnitt 2 diskutiert.



Hier gibt es 4!- 2! = 48 Méglichkeiten die Kerne zu vertauschen, und doch liegt Ethen nur in
vier verschiedenen Kernspinmodifikationen vor. >>) Wie lisst sich das verstehen? Eine Antwort
liefert Kapitel 4.

1 3 Kernspinselektive Quantendynamik! Quantendynamik — das ist die zeitabhan-
. gige Beschreibung quantenphysikalischer Phdnomene, wie die reaktive Streuung
von Molekiilen, die Anregung von Molekiilschwingungen durch Femtosekundenlaser oder
die Photochemie. >3) Dass das Symmetrisierungspostulat Konsequenzen auch fiir dieses For-
schungsfeld hat, ist nicht unbekannt. Bereits vor etwas mehr als 30 Jahren leitete Quack eine
Reihe von Auswahlregeln fiir die reaktive Streuung von Kernspinisomeren ab, die bis heute
ihre Anwendung bei Untersuchungen zur Streuung von Molekiilen finden. >4

Jedoch geht es in dieser Arbeit nicht um Streuprozesse. Hier wird an einigen Beispie-
len untersucht, wie sich Molekiile, die sich zunédchst in einem Eigenzustand befanden, nach
der Wechselwirkung mit magnetischen oder elektromagnetischen Feldern verhalten. Gleich-
wohl die Manipulation von Molekiilen insbesondere mit Hilfe von Laserfeldern seit nunmehr
dreifig Jahren intensiv untersucht wird 25/, weiff man um die Folgen des Symmetrisierungs-
postulats fiir die Wellenpaketdynamik recht wenig. Véllig unwissend ist man aber auch hier
nicht: Bekannt ist beispielsweise, dass voneinander verschiedene Kernspinisomere sich durch
starke, nicht resonante Laserpulse unterschiedlich ausrichten lassen. Andererseits gibt es
Fallbeispiele, bei denen Kernspinisomere nach einer photochemischen Anregung eine unter-
schiedliche Dynamik durch sogenannte konische Durchschneidungen zeigen. Beides weifs
man noch nicht sehr lange: Die Untersuchung der Kernspinselektivitat im Ausrichtungsverhal-
ten beziehungsweise in der Photodynamik von Molekiilen ist Gegenstand aktueller Forschung.
Beide Beispiele sollen deshalb im Folgenden etwas genauer erldutert werden.

Es wird illustriert, dass sich unterschiedliche Kernspinisomere hinsichtlich ihrer Wellen-
paketdynamik nach der Wechselwirkung mit einem Laserpuls unterscheiden kénnen. Als
Beispiele werden die Wellenpaketdynamik der Kernspinisomere des Fulvens nach Photo-
anregung und die Ausrichtung von molekularem Stickstoff und von Wasser mit Hilfe von
Laserpulsen besprochen. Beide Themen, die Quantendynamik von Photoprozessen und die
Ausrichtung von Molekiilen mit Hilfe von Laserpulsen, reprasentieren die gegenwirtigen
Forschungsfelder im Rahmen derer die (etwaigen) Unterschiede der Quantendynamik von

verschiedenen Kernspinisomeren untersucht werden.

§1: Kernspinselektive Quantendynamik nach Photoanregung Ein momentan dufSerst ak-
tives Forschungsfeld ist die Wellenpaketdynamik durch konische Durchschneidungen nach
Photoanregung mit Hilfe eines Lasers. 2®) Wie Leibscher und Mitarbeiter zeigten, kann eine
solche Art der Dynamik kernspinselektiv sein. >7) Als Beispiel wurde die Photoanregung der
Torsionsbewegung des Fulvens C;H,CH, auf Grundlage quantendynamischer Simulationen

untersucht, vergleiche rechtes Bild in Abbildung 1.3. Quantenmechanisch kénnen Photoanre-

22) Vergleiche zum Beispiel Sun/Takagi/Matsushima (2005) oder Hougen/Oka (2005). Ethen wird in Kapitel 4 und
7 noch eingehender besprochen.

23) Ein Uberblick zu diesen Gebieten wird in Tannor (2007) gegeben. Vergleiche auch Kapitel 5.

24) Eine Ableitung dieser Auswahlregeln ist in Quack (1977) zu finden. Erst kiirzlich fanden sie wieder Anwendung
zur Aufklarung der reaktiven Streuung von Hy an H,, vergleiche Hugo/Asvany /Schlemmer (2009).

25) Vergleiche dazu Kapitel 6.
26) Als Ubersicht in Buchform: Domcke/ Yarkony /Képpel (2004) und Domcke/ Yarkony /Képpel (2011).

27) Vergleiche dazu Deeb/Leibscher/Manz/Muellern/Seideman (2007), Grohmann/Deeb /Leibscher (2007) und
Belz/Grohmann/Leibscher (2009).
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Abbildung 1.3

Schema zur Photoanregung von Fulven CzH,CH,. Links ist ein Schnitt durch die Energiepotentialflichen EOEl
(braun) und Ef‘l (orange) und entlang der Torsionskoordinate p gezeigt. Die Punkte p = 90°,270°, an denen
E(];:l = E?l, das heiBt elektronische Entartung auftritt, entsprechen der gedrehten Konformation; dort betragt der
Winkel von einem Proton der CH, Gruppe zur Ringebene p = 90°. Die griine und die schwarze Kurve entsprechen
dem niedrigsten geraden (schwarz) beziehungsweise ungeraden (griin) Torsionseigenzustand.

gungen von Molekiilen mit Hilfe der Bewegung von Kernwellenpaketen auf Energiepotential-
flichen, die die Abhéngigkeit der Energie der Elektronen von der momentanen Kernlage des
Molekiils wiedergeben, behandelt werden. Zur Beschreibung photochemischer Prozesse sind
mindestens zwei solcher Flichen nétig. Beispielsweise wurde fiir Fulven im Rahmen eines
einfachen Modells angenommen, dass dies die beiden Potentialfldchen zur niedrigsten elek-
tronischen Energie sind, die Energie E(];:l des elektronischen Grundzustands (braun im linken
Bild von Abbildung 1.3) und die Energie EF! des ersten elektronisch angeregten Zustands
(orange im linken Bild von Abbildung 1.3), beide als Funktion der Torsionskoordinate p. In
den durchgefiihrten Simulationen ging man davon aus, dass die Molekiile sich zunédchst in
einem geraden (griin) beziehungsweise ungeraden (violett) Torsionseigenzustand befinden.
Ahnlich den Rotationszustinden des Ortho- und Parawasserstoffs lassen sich diese beiden
Zustande zwei verschiedenen Kernspinisomeren des Fulvens zuordnen, die im Folgenden
ebenfalls Ortho und Para genannt werden. >®) Bleiben die Molekiile in solchen Eigenzusténden,
so findet keine Bewegung statt. Benutzt man jedoch einen Laserpuls E und regt die Molekiile
vibronisch an, so wird ein gerades beziehungsweise ungerades Wellenpaket im elektronischen
Zustand EF! erzeugt, das sich entlang der gesamten Fléche zu bewegen beginnt. Erreichen die
beiden Pakete den Punkt Efl(p =90°), an dem Egl = Efl und eine konische Uberschneidung
zwischen beiden elektronischen Zustédnden auftritt, so wird ein Teil der Wellenpakete in den
elektronischen Grundzustand zuriickgefiihrt. Dieser Transfer, den man auch strahlungslose
Desaktivierung nennt, ist fiir beide Kernspinisomere unterschiedlich. Das Ausmafs dieser
Desaktivierung kann mit Hilfe der Abnahme der Population des angeregten Zustands quan-
tifiziert werden. Sie ist fiir Ortho- und Parafulven in Abbildung 1.4 zu sehen: Verhalten sich
beide Isomere nach der Anregung durch den Laser anfangs noch gleich, zeigt nach 60 fs (1 fs
sind 1071° s) das Orthoisomer (gestrichelte Linie) eine stirkere Abnahme in der Population des

angeregten Zustands als das Paraisomer (durchgezogene Linie). Man kann ebenfalls erkennen,

28) Wie es moglich ist, eine Ortho- und Paraspezies fiir Fulven zu definieren, wird im Anhang des Papiers Belz/
Grohmann/Leibscher (2009) erklért.
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Graphische Darstellung der Population des elektronisch é e R\ 7
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Der erste Laserpuls wurde bei t = 0 fs eingesetzt, der o 00 50 1700 150 200 250
zweite bei t =120 fs (1 fs = 10715 ). 31) tinfs

dass der Einsatz eines zweiten Laserpulses — dort geschehen nach 120 fs — dazu fithren kann,
dass die Population des Orthoisomers verstdrkt und die des Paraisomers reduziert wird. Somit
eroffnet diese Art der Dynamik von Molekiilen eine Moglichkeit, ihre Kernspinisomere mit
Hilfe von Laserpulsen voneinander zu trennen. >9) Dies wurde in spéteren Arbeiten noch

eingehender untersucht. 3°)

§2: Kernspinselektivitit im Ausrichtungsverhalten von Molekiilen Setzt man Molekiile
eines Gasverbandes einem starken, nicht-resonanten Laserpuls von ungefdhr hundert Fem-
tosekunden Dauer aus, so ist es moglich, durch Anregung von Rotationswellenpaketen eine
Ausrichtung der Molekiile zu erreichen. 3> Der Grad dieser Ausrichtung kann mit Hilfe des
Ausrichtungsfaktors ((cos? 0)) quantifiziert werden, wobei & den Winkel der Molekiilachse
zur Richtung des eingestrahlten Lasers bezeichnet. Ist dieser Faktor identisch zu 1/3, wie im
thermischen Gleichgewicht, so ist die Orientierung der Molekiile des Gasverbandes vollkom-
men isotrop, das heifdt, die Wahrscheinlichkeit, ein Molekiil unter einem bestimmten Winkel
0 zu finden, ist fiir alle O gleich; gilt 1/3 < ({cos? 0)) < 1, spricht man von Ausrichtung und die
Wahrscheinlichkeit, die Molekiilachse parallel oder anti-parallel zur Feldachse vorzufinden,
ist gegeniiber dem thermischen Gleichgewicht erhoht; ist 0 < ({cos? 0)) < 1/3, so sagt man, es
trete Anti-Ausrichtung auf, und meint, dass es wahrscheinlicher ist, die Molekiilachse in der
Ebene senkrecht zur Feldachse vorzufinden. Fiir die Ausrichtung von Molekiilen mit Fem-
tosekundenlaserpulsen — man spricht dann von nicht-adiabatischer Ausrichtung — ist dieser
Faktor zeitabhidngig.

Fiir Stickstoff N, ist ein solcher Ausrichtungsfaktor in Abbildung 1.5 als Funktion der
Rekurrenzzeit Tye, 33) zu sehen. Gewdhnlich befindet sich bei Experimenten zur Ausrichtung

das Gas vor der Wechselwirkung mit dem Laser im thermischen Gleichgewicht, in dem jedes

29) Siehe Belz/Grohmann/Leibscher (2009); Grohmann/Deeb/Leibscher (2007) fiir eine ausfiihrliche Beschreibung
und Diskussion.

30) Ausfiihrlich zu dieser Thematik sind: Bredtmann (2009), Belz (2011) und Al-Jabour (2011).

31) Entnommen Grohmann/Deeb/Leibscher (2007). Den Ergebnissen dieser Arbeit, also auch der Berechnung in
Abbildung 1.4 gezeigten Kurven, liegt ein zweidimensionales Modell zugrunde, das heifit, neben der Torsion
wurde ein weiterer Kernfreiheitsgrad berticksichtigt.

32) Eine Ubersicht zur Methodik und Theorie der Ausrichtung von Molekiilen wird in Kapitel 5 gegeben. Dort ist
auch eine Vielzahl von Literaturweisen angegeben.

33) Zur Spracheregelung: Im Englischen wird dieses Zeit als »revival time«bezeichnet, deshalb die Abkiirzung
»rev«. In den Kapiteln 6 und 7 wird stattdessen die Abkiirzung »Rek« fiir den deutschen Begriff Rekurrenzzeit
verwendet.

34) Entnommen: Fleischer/ Averbukh /Prior (2007).
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Ausrichtungsfaktor ((cos? 0)) des molekularen Stick-
stoffs als Funktion der Zeit (hier als Vielfaches der
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Kernspinisomer mit einer gewissen statistischen Haufigkeit vorkommt. Fiir ein statistisches
Gemisch bei einer Ausgangstemperatur von 300 K ist die Zeitentwicklung des Ausrichtungs-
faktors nach Anregung durch einen Laserpuls in Bild (c) in Abbildung 1.5 zu sehen. Wie
man erkennen kann, ist der Ausrichtungsfaktor periodisch in der Rekurrenzzeit und zeigt
zu den Zeitpunkten ¥4T..,, mit k = 1, 2, ..., entweder eine deutliche Ausrichtung und/oder
Anti-Ausrichtung an.

Auch diese Art der Quantendynamik ist kernspinselektiv. Wie in der Einleitung zu die-
sem Paragraphen erwéhnt, entsteht die Ausrichtung von Molekiilen durch die Erzeugung
von Rotationswellenpaketen, das heifit durch Superpositionen von Rotationseigenfunktionen.
Analog zu Wasserstoff lassen sich die Rotationseigenfunktionen von Stickstoff zwei Kernspin-
isomeren, Para- und Orthostickstoff, zuordnen, je nachdem ob die Rotationsquantenzahl |
gerade oder ungerade ist. Abbildung 1.5 (a) und (b) zeigt nun, dass diese beiden Kernspiniso-
mere zu bestimmten Zeitpunkten ein unterschiedliches Ausrichtungsverhalten haben: Zur
Zeit t = /4T, einer Viertelrekurrenz, zeigt beispielsweise das Orthoisomer eine klare Aus-
richtung und das Paraisomer eine klare Anti-Ausrichtung; zur Zeit t = %4T,., wiederholt sich

das Verhalten in vertauschten Rollen. 35)

— Para

Abbildung 1.6
Ausrichtungsfaktor ((cos? 0)) als Funk-
tion der Zeit t des Ortho- (gestrichelte

2
<cos 0>

Linie) und des Paraisomers (durchgezo-

gene Linie) des Wassers nach Einwir-
kung von zwei Laserpulsen fiir (a) 10 K,
(b) 30 K und (c) 70 K.30)

Dieses Verhalten findet man nicht nur bei Kernspinisomeren linearer Molekiile, wie man
aus Simulationen zur Ausrichtung von Ortho- und Parawasser weifs. In den durchgefiihrten
Untersuchungen fand man aber noch mehr heraus: Wie in Abbildung 1.6 zu sehen ist, lasst
sich durch Einsatz von zwei zeitversetzten Pulsen erreichen, dass das Paraisomer Ausrichtung
beziehungsweise Anti-Ausrichtung zeigt, wahrend das Orthoisomer iiber die Dauer der Simu-

35) Fiir die Details dieser Untersuchung siehe Fleischer/Averbukh/Prior (2007) und ausfiihrlich Fleischer/Aver-
bukh/Prior (2008).

36) Aus: Gershnabel/ Averbukh (2008).
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lation isotrop verteilt bleibt. Es ist also moglich, die Ausrichtung einzelner Kernspinisomere
selektiv zu unterdriicken. 37) Dies konnte analog zum Fall der vibronischen Anregung aus
Paragraph 1 einen ersten Schritt in Richtung einer Trennung von Kernspinisomeren mit Hilfe

von Laserpulsen bedeuten.

Voneinander verschiedene Kernspinisomere unterscheiden sich unter anderem hinsichtlich
ihrer Wellenpaketdynamik: Sie zeigen nach einer Photoanregung eine unterschiedlich
stark ausgeprégte strahlungslose Desaktivierung, und nach Wechselwirkung mit einem
starken, nicht-resonanten Laserpuls ein unterschiedliches, und zum Teil gegensatzliches

Ausrichtungsverhalten.

Welche Fragestellungen sich daraus fiir diese Arbeit ableiten und welche Methoden dafiir

verwendet werden, um diesen Fragen nachzugehen, wird im nachsten Abschnitt erldutert.

1 4 Zijele und Aufbau dieser Arbeit Diese Arbeit befasst sich mit der Quantendyna-
° mik der Kernspinisomere mehratomiger Molekiile, das heifst mit der Frage: Wel-
chen Einfluss hat der Kernspin beziehungsweise die Symmetrie seiner Eigenfunktionen auf
die Quantendynamik von Molekiilen? Insbesondere wird untersucht, ob und wie sich die
Quantendynamik der Kernspinisomere durch externe Felder selektiv kontrollieren ldsst, auch
unter dem Aspekt, neue Methoden zur Trennung verschiedener Kernspinisomere einer chemi-
scher Verbindung zu entwickeln. Konkret wird diesen Fragestellungen anhand von Molekiilen
nachgegangen, die in Form von mehr als zwei Kernspinisomeren existieren. Dabei wird auch
erforscht, wie sich die Wellenpaketdynamik der Kernspinisomere starrer und nicht-starrer
Molekiile unterscheidet und welche Moglichkeiten zur Anwendung sich aus diesen etwaigen
Unterschieden ergeben. Die ausgewdhlten Molekiile, deren kernspinselektive Wellenpaketdy-
namik Gegenstand dieser Arbeit ist, sind in Abbildung 1.7 zu sehen. Propadien, Ethen in all
seinen dort gezeigten isotopologen Formen 3%) und Tetrafluorethen gehoren zu den starren
Molekiilen, Nitromethan und Dibortetrafluorid zu den nicht-starren Molekiilen. Wahrend
die erste Klasse von Molekiilen keine beobachtbaren internen Bewegungen wie Torsionen
oder Inversionen zeigen, lassen sich fiir die zweite Klasse Torsionen auch im elektronischen

37) Die hier skizzierten Ergebnisse werden ausfiihrlich in Gershnabel/Averbukh (2008) diskutiert.

38) Isotopologe sind Modifikationen derselben chemischen Verbindung, die sich in ihrer Isotopenzusammensetzung
unterscheiden. Sie sind nicht zu verwechseln mit Isotopomeren von Molekiilen: Zwei Isotopomere setzen sich aus
der gleichen Anzahl zueinander isotoper Kerne zusammen, die jedoch in unterschiedlicher Weise miteinander
verkniipft sind. Zum Beispiel: (Z)-[1,2 2Hz]Ethfen und [1,1 2HZ]E’chen sind zueinander isotopomer; beide sind
isotopolog zu C,Hj.
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Grundzustand beobachten. Fiir beide Klassen wird der Einfluss des Kernspins auf ihre Quan-
tendynamik nach Wechselwirkung mit magnetischen beziehungsweise Laserfeldern unter-
sucht werden. Die Felder sind dabei so gewahlt, dass sie die Rotationsdynamik oder/und die
Torsionsdynamik des jeweiligen Molekiils manipulieren. Sdimtliche Untersuchen wurden in
allen Fllen fiir den elektronischen Grundzustand der Molekiile durchgefiihrt.

Tabelle 1.1
Ubersicht zu den relativen Hiufigkeiten der Kerne und deren Spinquantenzahlen fiir die in Abbildung gezeigten
Molekiile. 39)

Kern 1H 2H 11]3 12C 15N 160 19F
rel. Haufigkeit 99.985% 0.015%  80.100%  98.890%  99.634%  99.762% 100%
Spinquantenzahl 1/2 1 3/2 0 1 0 1/2

Viele der Kerne der Molekiile aus Abbildung existieren in Form von Isotopen 40), die
sich hdufig auch im Spin unterscheiden. Welchen Kernspin die in Abbildung 1.7 gezeigten Iso-
tope aufweisen und mit welcher Haufigkeit sie im Vergleich zu den tibrigen Isotopen auftreten,
ist in Tabelle 1.1 zu sehen. Wie dort gezeigt, wurden fiir Propadien, Nitromethan, Diborte-
trafluorid und Tetrafluorethen die haufigsten Modifikationen angenommen; die Haufigkeiten
der Isotopologe Ethens sind umso geringer, je hoher der Substitutionsgrad mit Deuterium ist.

Um ein detailliertes Verstindnis der gewonnenen Ergebnisse zu ermdglichen, ist die Arbeit
in zwei Teile aufgeteilt. Teil I widmet sich der Identifikation von Kernspinisomeren, Teil II der
Moglichkeiten ihrer Manipulation durch externe Felder. Im ersten Teil der Arbeit wird unter

anderem besprochen:

0 Kapitel 2: Molekiile als Quantenobjekte
Die grundlegenden Konzepte, die in dieser Arbeit verwendet werden, sind jene der nicht-
relativistischen Quantenmechanik. Die Grundbegriffe und Grundgleichungen dieser physi-
kalischen Theorie werden in Kapitel 2 knapp erldutert. Dies umfasst die zeitabhéngige und
zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung, die Wellenfunktion und den Hamilton-Operator.
In Form des Variationsverfahrens wird ein Naherungsverfahren zur Losung der zeitun-
abhéngigen Schrodinger-Gleichung vorgestellt und als ein Mittel der Interpretation ihrer
Losungen der Erwartungswert diskutiert. Der Hamilton-Operator eines Molekiils wird
kurz besprochen und das Modell des Hamilton-Operators nullter Ordnung vorgestellt. Die
Unterschiede zwischen einem starren und einem nicht-starrem Molekiil werden herausge-
arbeitet. Es wird erldutert, wie sich Molekiile bei endlicher Temperatur behandeln lassen.
Schliefslich werden quantenmechanische Drehimpulse diskutiert, deren Eigenschaften im
Rahmen des Modells des starren Rotators und zur Behandlung des Kernspins in dieser
Arbeit Anwendung finden. Dieses Kapitel ist eine Zusammenfassung bekannter Konzepte

und enthilt keine neuen Erkenntnisse.

o Kapitel 3: Molekulare Symmetrien
Wesentlich fiir die Bestimmung der Kernspinisomere von Molekiilen ist die Symmetrie ihrer
molekularen Eigenfunktionen unter der Vertauschung identischer Kerne. In diesem Kapitel
wird zunichst eine Ubersicht zu den Symmetrien des molekularen Hamilton-Operators ge-

geben. Anschlieflend werden die Grundlagen der abstrakten Gruppentheorie diskutiert, mit

39) Abgerufen unter: <http: //atom.kaeri.re .kr/> — Zugriff am 21. April 2012.

40) Isotope Kerne sind dadurch gekennzeichnet, dass sie hinsichtlich ihrer Protonenzahl identisch sind, sich aber in
ihrer Neutronenzahl unterscheiden.


http://atom.kaeri.re.kr/

deren Hilfe sich Symmetrien mathematisch behandeln lassen. Es werden die Darstellungen
von Gruppen besprochen, die Werkzeuge zur systematischen Bestimmung der Kernspiniso-
mere eines Molekiiles. Die Gruppe, deren Darstellungen zur Identifikation der Kernspin-
isomere eines Molekiils dienen, ist die Molekiilsymmetrie(MS)-Gruppe. Die wichtigsten
Eigenschaften dieser Gruppen werden erldutert und mit anderen Symmetriekonzepten der
molekularen Physik verglichen. Auch dieses Kapitel ist eine Zusammenfassung bekannter

Konzepte und enthalt keine neuen Erkenntnisse.

0 Kapitel 4: Die Eigenfunktionen von Kernspinisomeren
Die Definition von Kernspinisomeren fiir ein beliebiges Molekiil auf Grundlage des Sym-
metrisierungspostulats wird erarbeitet und anhand einiger Beispiele illustriert. Die Iden-
tifikation von Kernspinisomeren erfordert insbesondere die Symmetrieklassifikation von
molekularen Eigenfunktionen mit Hilfe der MS-Gruppe. Hier wird besprochen, wie dabei
sowohl fiir starre als auch fiir nicht-starre Molekiile zu verfahren ist. Es werden erstmals die
Kernspinisomere fiir Propadien, Nitromethan und Dibortetrafluorid identifiziert. Die in
diesem Kapitel vorgestellte Methodik ist zwar nicht grundsétzlich neu, unterscheidet sich
aber in einigen Punkten von der bisher zur Beriicksichtigung des Symmetrisierungspostu-
lats verwendeten. Diese Neuerungen werden in einem separaten Abschnitt herausgestellt
und mit dem bekannten, aber zur Identifikation von Kernspinisomeren u.U. nicht erfolg-
reichen Vorgehen verglichen. Schliefilich wird diskutiert, warum Kernspinisomere nur
ndherungsweise als verschiedene Sorten von Molekiilen betrachtet werden diirfen und
welche Konsequenzen sich daraus fiir die Ergebnisse aus den Kapiteln 6, 7 und 8 ergeben.

In Teil II dieser Arbeit wird die Kernspinselektivitdt der Quantendynamik von Molekiilen be-
sprochen. Insbesondere werden die Ergebnisse der durchgefiihrten Simulationen présentiert,

diskutiert und kritisiert. Im Detail umfasst dies:

0 Kapitel 5: Molekiile in Feldern
Nach einer knappen Einfiihrung zu den Mdéglichkeiten der Manipulation von Molekiilen
durch elektrische, magnetische und Laserfelder, wird der Hamilton-Operator fiir die Wech-
selwirkung von Molekiilen besprochen und fiir stationdre und zeitabhidngige Magnetfelder,
sowie fiir Laserfelder diskutiert. Anschliefend werden die Konzepte zur Ausrichtung von
Molekiilen vorgestellt. Es folgt eine Darstellung der theoretischen Methoden zur Lésung der
zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung, die in dieser Arbeit Anwendung finden. Abschlie-
fiend wird die Symmetrie von Molekiilen in Feldern diskutiert. Dabei werden bekannte
Konzepte zum Teil auf neue Fragestellungen im Zusammenhang mit der Ausrichtung von

Molekiilen erweitert.

o Kapitel 6: Dipolar-betriebene unidirektionale Rotationen
Es wird ein Modell zur Anregung unidirektionaler Rotationen mit Hilfe von Magnetfeldern
unter Berticksichtigung der dipolaren Kopplung vorgestellt. Fiir den Hamilton-Operator
dieses Modells lassen sich fiir Eigenwerte und Eigenfunktionen unter Ausnutzung seiner
Symmetrieeigenschaften eine analytische Losung finden; sie wird angegeben und disku-
tiert. Anschlieflend wird gezeigt: Unter Verwendung eines zeitabhdngigen Magnetfeldes
ist es moglich, uni-direktionale, kernspinselektive Rotationen beziehungsweise Torsionen

anzuregen. Als Beispiel dient hier die Torsion des Nitromethans.

0 Kapitel 7: Kernspinselektive Ausrichtung starrer Molekiile
Die Ergebnisse zur kernspinselektiven, nicht-adiabatischen Ausrichtung der starren Mole-
kiile aus Abbildung 1.7 — Propadien, Ethen und seine Isotopologe, sowie Tetrafluorethen
— werden vorgestellt und diskutiert. Es wird gezeigt, dass sich die Kernspinisomere der
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untersuchten Molekiile hinsichtlich ihrer Ausrichtung signifikant unterscheiden. Ferner
wird untersucht, welchen Einfluss Laserintensitat, Temperatur und Asymmetriegrad auf
das Ausrichtungsverhalten der untersuchten Molekiile haben. Schliefilich wird gezeigt,
dass die Kernspinselektivitdt im Ausrichtungsverhalten genutzt werden kann, Isotopomere
von Molekiilen zu unterscheiden.

o Kapitel 8: Kernspinselektive Ausrichtung nicht-starrer Molekiile
Die Konzepte aus Kapitel 7 werden auf nicht-starre Molekiile angewandt. Zunéchst fir
ein einfaches, zweidimensionales Modell werden die Kernspinisomere des Dibortetrafluo-
rids ermittelt und hinsichtlich ihres Verhaltens nach der Wechselwirkung mit einem nicht-
resonanten Femtosekundenlaserpuls untersucht. Anschlieffend wird das Modell auf vier
Dimensionen erweitert und mit der Ausrichtung der starren Molekiile aus Kapitel 7 vergli-
chen.

Die Arbeit schliefit mit einer Zusammenfassung, einer Diskussion der angewandten Methoden
und erhaltenen Ergebnisse, sowie der Skizzierung einer Reihe von Ideen fiir zukiinftige Unter-
suchungen. Grundlage aller Ergebnisse ist die molekulare Quantentheorie, deren Grundziige
im néchsten Kapitel besprochen werden.



»Die messbare Seite der Welt ist nicht die
Welt; sie ist die messbare Seite der Welt.«

Martin Seel

Molekiile als Quantenobjekte

2 1 Keine Kernspinisomere ohne Quantentheorie Molekiile sind keine bunten Ku-
° geln. Und von bunten Stdbchen zusammengehalten werden sie auch nicht, selbst
wenn Graphiken wie Abbildung 1.7 ein durchaus iibliches Mittel zur Visualisierung von Mole-
kiilen sind. Sich jedoch ein echtes Bild von Molekiilen zu machen, ist grundsétzlich schwierig,
wenn nicht gar unmoglich. Ganz gleich wie geschickt man es auch anstellt: Es ldsst sich immer
nur ein Ausschnitt aller Eigenschaften eines Molekiils genau bestimmen. Denn aufgrund ihrer
Zugehorigkeit zur »Mikrowelt« unterliegen Molekiile wenig intuitiven Gesetzen: Die Regeln
der Quantentheorie verbieten es, beliebig viele Eigenschaften eines Quantenobjekts zu einem
festen Zeitpunkt festzulegen beziehungsweise zu messen. Zum Beispiel die Energie und die
Struktur eines Molekiils: Kennt man das eine genau, ldsst sich das andere nur mit einer be-
stimmten Wahrscheinlichkeit vorhersagen — stellt man die Struktur eines Molekiils mit Hilfe
eines Bildes dar, lasst sich zu diesem Bild keine eindeutige Energie angeben. *) Es ist diese
Eigenart der Nichtvertrdglichkeit, die es im Rahmen der Quantentheorie nétig macht, physika-
lische Messgrofsen in Form von Operatoren als abstrakte Rechenvorschriften zu beschreiben.
Auch die Chemie, in der Molekiile die zentrale Rolle spielen, kime ohne die Quantentheorie
nicht aus: Kaum ein Spektrum liefe sich interpretieren, keine chemische Reaktion im Detail
verstehen, nicht die Struktur chemischer Verbindungen deuten, ignorierte man die Quanten-
theorie. Nicht einmal die Stabilitdt von Atomen oder Molekiilen wire ohne sie einzusehen.
Auch die Ergebnisse dieser Arbeit lieflen sich ohne die Quantentheorie schwerlich durch-
schauen. Wie bereits ihr Name verrit, stehen die unterschiedlichen Eigenschaften von Kern-
spinisomeren im Zusammenhang mit dem Spin ihrer Kerne, einem nur auf quantenmechani-
scher Ebene verstandlichen Charakteristikum von Quantenteilchen. Auch hdngen Anzahl und
Art der Kernspinisomere eines Molekiils eng mit der Symmetrie dessen Hamilton-Operators
unter der Vertauschung identischer Kerne zusammen. Dass der Hamilton-Operator, der Ope-
rator fiir die Energie des Molekiils, diese Symmetrieeigenschaft aufweist, ist Konsequenz
der Ununterscheidbarkeit identischer Quantenobjekte: Im Sinne der Quantenmechanik ist

1) Es gibt noch andere Griinde, warum die Gesetze der Quantentheorie mit der klassisch gepréagten Vorstellung
einer Molekiilstruktur nicht vereinbar sind. Eine Diskussion ist zum Beispiel in Wolley (1976) zu finden.
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es unmoglich, in einem System aus mehreren identischen Objekten die Bewegungen eines
einzelnen Objekts genau zu verfolgen — im Widerspruch zur klassischen Vorstellung. Nach
dieser konnte man das: Markierte man ein klassisches Teilchen unter mehreren identischen
durch eine individuelle Farbgebung, so konnte man dessen Bewegungen stets von denen
der tbrigen Teilchen unterscheiden. Beides, das Reprasentieren physikalischer Groéfien durch
Operatoren und die Ununterscheidbarkeit identischer Objekte, sind Konzepte der Quanten-
mechanik. Ohne sie kann man nicht verstehen, was ein Kernspinisomer iiberhaupt ist.

Kurzum, méchte man diese Arbeit verstehen, so sollte man mit den Grundbegriffen und
Grundgleichungen der molekularen Quantentheorie vertraut sein. Was dieses Kapitel bietet,
ist eine sehr knappe Darstellung aller spéter verwendeten Konzepte der Quantenmechanik
fur Molekiile, die sich ungestort, allein oder innerhalb eines Gasverbandes bewegen. Dabei
wird sich auf die Nennung der Konzepte beschrankt; detaillierte Erlduterungen konnen in der
zitierten Literatur gefunden werden. >

2 2 Einige Konzepte der molekularen Quantentheorie Wie jedes Teilgebiet der Theo-
. retischen Physik verfolgt die Quantentheorie das ehrgeizige Ziel, mit der Sprache
mathematischer Gleichungen physikalische Beobachtungen méglichst detailliert zu deuten
und gegebenenfalls neue Effekte vorherzusagen. Bewegen sich die Quantenobjekte deutlich
langsamer als mit Lichtgeschwindigkeit und ist die Zahl der Quantenteilchen innerhalb des
betrachteten Systems konstant, wie es bei Molekiilen in der Regel der Fall ist, so ist eine ange-
messene Form ihrer theoretischen Beschreibung die nicht-relativistische Quantentheorie. 3)
Ihre zentralen Begriffe sollen in diesem Abschnitt kurz umrissen werden.

Wichtige Eigenschaften der zeitabhdngigen und der stationdren Schrodinger-Gleichung,
des Hamilton-Operators und der Wellenfunktion werden besprochen. Als fiir diese Arbeit
sehr bedeutsame mathematische Prozedur zur Lésung der zeitunabhdngigen Schrodinger-
Gleichung wird das Ritz’sche Variationsverfahren vorgestellt und dessen zentralen Glei-
chungen angegeben. Schliefllich wird erklart, wie sich die Losungen der Schrodinger-
Gleichung(en) mit Hilfe von Erwartungswerten interpretieren lassen, und was bei die-
ser Interpretation zu beachten ist. Alle in diesem Abschnitt besprochenen Konzepte sind
bekannt und kénnen in den im Verlauf des Abschnitts zitierten Standardwerken der Quan-

tentheorie nachgelesen werden. 4)

§1: Grundlegendes Das Ziel einer jeden Berechnung auf Grundlage der nicht-relativistischen
Quantenmechanik ist die Losung der zeitabhéngigen Schrédinger-Gleichung

., 0 .
i (1) = HW(1). 2.1)

2) Die mathematischen Grundlagen zu diesem Kapitel werden gar nicht angesprochen. Als Einfithrungen in die
mathematischen Grundlagen der Naturwissenschaften im Allgemeinen und der Physik im Speziellen eignen
sich Kallenrode (2003) und Byron Jr./Fuller (1992); fiir rein mathematische Behandlungen siehe McMahon (2006),
McMahon (2008a), Bachman (2007) und Krantz (2005).

3) Andernfalls miisste man die hier besprochene Theorie auf die relativistische Quantentheorie erweitern und die
Quantenfeldtheorie zur Beschreibung der Wechselwirkungen im System heranziehen. Erstere findet man fiir
Molekiile in Reiher/Wolf (2009) beschrieben, in Letztere wird in McMahon (2008b) recht ansprechend eingefiihrt.

4) Fiir Einfiihrungen in das Feld der Quantentheorie von Molekiilen lésst sich aus einer langen Liste wihlen: in
die allgemeinen Grundlagen der Quantentheorie fithren zum Beispiel Cohen-Tannoudji/Diu/Laloé (1999) oder
Messiah (1990), Messiah (1991) ein; eher an der Quantendynamik von Molekiilen orientiert ist Tannor (2007);
speziell mathematische Einfithrungen finden sich zum Beispiel in Byron Jr./Fuller (1992) oder Fischer/Kaul
(2004); fiir den chemisch sozialisierten Leser empfehlen sich Haken/Wolf (2004), Pilar (2001), Levine (2000),
Atkins/Friedman (2005) oder Piela (2007); einen pragmatischen Ansatz verfolgt McMahon (2005).



Neben der imaginaren Einheit i und dem reduzierten Planck’schen Wirkungsquantum 7 5)
enthilt diese Gleichung mit dem Hamilton-Operator H und der Wellenfunktion ¥ zwei Gro-
Ben, die fiir jedes System charakteristisch sind.

Die Wellenfunktion ¥ ist eine Funktion, die alle Informationen enthilt, die man tiber
das betrachtete System haben kann. Ihre zeitliche Entwicklung ist durch die zeitabhédngige
Schrodinger-Gleichung, Gleichung (2.1), determiniert; kennt man W zu irgendeinem Zeit-
punkt, legt die Schrodinger-Gleichung — solange das System unbeobachtet bleibt, wohlgemerkt
— W fiir alle Zeiten t fest. Fiir Molekiile dient die Wellenfunktion zur Beschreibung der Zustéan-
de aller m Kerne und n Elektronen des Molekiils. Formuliert man sie in der Ortsdarstellung 6),

wie es in dieser Arbeit durchgangig geschieht, schreibt sich ¥ als eine Funktion von 3m + 3n

Ortsvariablen, m + n Spinvariablen 7) und der Zeit t, das heif}t als
Y=y (Rlx X1,Ry, 2E5,..,R, Y . R, X, 11,01, 12,00,..., i, 0js s Ty Opyy l’) . (22)

Hier werden durch R; beziehungsweise r; die drei kartesischen Koordinaten des i-ten Kerns
beziehungsweise j-ten Elektrons zusammenfasst; Z; kennzeichnet den i-ten Kernspin, o;
den j-ten Elektronenspin. Im Allgemeinen ist ¥ eine komplexe Grofie, deren Messbarkeit
umstritten ist. ) Das Betragsquadrat W*- W = |¥|? jedoch wird als eine Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsdichte aufgefasst, sodass sich die Grofie

dW (Ry, Xy, ..., Ry, Xy, 71, 01, s ¥, O, i) = | W|2dR,...dR,, dr; ...d 7, (2.3)

als die Wahrscheinlichkeit interpretieren ldsst, bei einer Messung zum Zeitpunkt ¢; Kern 1
mit dem Spin o7 im Volumen dR; zu finden und dabei gleichzeitig Kern 2 mit dem Spin
0, im Volumen dR; und gleichzeitig ... et cetera anzutreffen, wenn sich das Molekiil vor der
Messung im Zustand ¥ befand. Da die Wahrscheinlichkeit, alle Kerne und Elektronen zu
einer gegebenen Zeit irgendwo im Raum zu finden, eins sein muss, hat die Wellenfunktion

normiert zu sein und die Bedingung

1= Z XZ ; UZ JRI JR L L |¥|2dR;...dR,,dr,...dr, (2.4)

Z

zu erfiillen. 9
Die zweite systemspezifische Gro8e aus Gleichung (2.1) ist der Hamilton-Operator H. In
der Ortsdarstellung schreibt er sich fiir ein System aus N Quantenteilchen als
N hz
A=T+V= Z—%Ai + V(Ry, .., Ry), (2.5)

i=1 !

5) Es steht tiber #1 = i/2n mit dem Planck’schen Wirkungsquantum / in Beziehung.

6) Die Ortsdarstellung ist nur eine von vielen Moglichkeiten die Gleichungen der Quantenmechanik zu formulieren;
eine Alternative ist zum Beispiel die Impulsdarstellung. Welche Moglichkeit die besser geeignete ist, hangt von
der jeweiligen Fragestellung ab. Vergleiche dazu zum Beispiel Cohen-Tannoudji/Diu/Laloé (1999: Kapitel 3)
oder Tannor (2007: Kapitel 8). Physikalische Ergebnisse sind von dieser Wahl unabhéngig.

7) Die Existenz des Spins muss im Rahmen der nicht-relativistischen Quantentheorie zusatzlich postuliert werden
und lésst sich erst mit Hilfe der relativistischen Quantentheorie begriinden. Die hier gewéhlte Vorgehensweise,
das heifit die Forderung nach der Existenz des Spins (und spinabhéngiger Wechselwirkungen) bei gleichzeitig
angenommener Giiltigkeit der Schrodinger-Gleichung als Bestimmungsgleichung fiir W, ist in der molekularen
Physik eine {ibliche Strategie, sieche zum Beispiel Cohen-Tannoudji/Diu/Laloé (1999).

8) Mochte man mehr zu dieser Problematik erfahren, kann man unter dem Stichwort »Messproblem der Quan-
tenmechanik« eine Vielzahl von Biichern finden. Als kurzer Uberblick eignet sich zum Beispiel Kiefer (2004:
Kapitel 4).

9) Die Schreibweise der Integrale in Gleichung (2.4) soll berticksichtigen, dass die Randbedingungen je nach be-
trachtetem System unterschiedlich sind. Die Summation {iber die Spinvariablen X; beziehungsweise o; umfasst
alle der Einstellmoglichkeiten der Spins des Systems. Vergleiche dazu Abschnitt 4, Paragraph 4 dieses Kapitels.
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wobei T den Operator fiir die kinetische Energie, V den Operator fiir die potentielle Energie,
m; die Masse des i-ten Quantenteilchens und A; dessen Laplace-Operator bezeichnet. Mit
Hilfe des Hamilton-Operators lassen sich durch die Bestimmung seiner Eigenwerte die mog-
lichen Energiemesswerte eines Systems berechnen. Diese Eigenwerte erhilt man, wie man
die Eigenwerte eines jeden Operators erhélt: durch Losung seiner Eigenwertgleichung. Die
Eigenwertgleichung des Hamilton-Operators

Hq)n =E, D, (2.6)

nimmt als stationdre Schrodinger-Gleichung eine zentrale Rolle innerhalb der Quantentheorie
ein. Aus ihrer Losung gehen nicht nur die gesuchten (Energie-)Eigenwerte E,; hervor, sondern
auch die zu diesen Eigenwerten gehdrenden (Energie-)Eigenfunktionen @,,. Fiir die Systeme,
die im Folgenden besprochen werden, sind beide durch eine oder einen Satz von ganz- oder
halbzahliger (Quanten-)Zahlen charakterisiert. Die Gesamtheit aller Eigenwerte des Hamilton-
Operators bildet das Energiespektrum des betrachteten Systems. Dabei konnen Eigenwerte
auch mehrfach auftreten; solche Eigenwerte bezeichnet man als entartet. 10) Dije Menge aller
Eigenfunktionen hingegen dient als eine Basis fiir andere Wellenfunktionen, das heif$t, jede
beliebige Wellenfunktion kann als Linearkombination der Funktionen @, geschrieben werden.

Fiir den ersten Teil dieser Arbeit, der sich mit der Identifikation von Kernspinisomeren von
Molekiilen befasst, ist der Spezialfall eines zeitunabhidngigen Hamilton-Operators interessant:
Der molekulare Hamilton-Operator, dessen Eigenfunktionen fiir diese Identifikation hinsicht-
lich ihrer Symmetrie analysiert werden miissen, hdangt nicht von Zeit ab. In einem solchen Fall
sind sogenannte stationdre Zustdnde zur Beschreibung des Systems von besonderer Bedeu-
tung. Diese Zustdnde sind spezielle Losungen der zeitabhidngigen Schrédinger-Gleichung,
Gleichung (2.1), und schreiben sich als

()= D, exp(—%Ent), 2.7)
wobei @, auch hier die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators zur Eigen-Energie E,, be-
nennt. Stationédre Zustidnde zeichnen sich durch zeitunabhingige Wahrscheinlichkeitsdichten
Y- W, aus. Befindet sich das behandelte System in einem stationdren Zustand ¥,, und wird
keiner Storung ausgesetzt, so verbleibt es in diesem Eigenzustand mit fester Energie E,,.

Nun muss sich ein System nicht in einem Eigenzustand seines Hamilton-Operators befin-
den. Dann ist es jedoch stets moglich, diesen beliebigen Zustand W(t) als Superposition aller

stationdren Zustande ¥, (t) des Systems zu schreiben, das heifst als

W0 =)ot} exp (- Enlt = o)) 28)
Die Anfangsbedingung W(t = t;) wird in dieser Formulierung fiir ¥(t) durch die zeitun-
abhingigen Koeffizienten c,(t,) festgelegt. '*) Solche Linearkombinationen stationirer Zu-
stainde werden auch als Wellenpakete bezeichnet. Dass sie eine Losung der zeitabhdngigen
Schrodinger-Gleichung darstellen, reflektiert das Superpositionsprinzip der Quantenmecha-
nik: Die Summe zweier Losungen der zeitabhéngigen Schrédinger-Gleichung ist wieder ei-

10) Tritt ein Eigenwert E,, genau einmal auf, gehort zu diesem Eigenwert genau eine Eigenfunktion @,,. Tritt ein
Eigenwert zum Beispiel dreifach auf, das heiflt E} = E2 = E3, so sind die drei zugehorigen Eigenfunktionen
@}, 2, d3 nicht eindeutig festgelegt und jede beliebige normierte Linearkombination ¢; @)} + ¢ @2 + c3 @3 aus
ihnen ist wieder eine Eigenfunktion zum selben Eigenwert. Die Ursache hierfiir ist die Linearitét der stationdren
Schrodinger-Gleichung.

11) Hier wurde das Spektrum des Hamilton-Operators als diskret angenommen. Es existieren auch Systeme, deren
Energiespektrum kontinuierlich ist; die Summe muss dann durch ein Integral ersetzt werden. In dieser Arbeit
werden derartige Systeme nicht behandelt.



ne Losung. Im Unterschied zu den Wahrscheinlichkeitsdichten | ¥(t)|? stationdrer Zustinde
sind die Wahrscheinlichkeitsdichten, die aus Wellenpaketen hervorgehen, im Allgemeinen
zeitabhdngig. Wellenpakete sind daher ein wichtiges Instrument zur Beschreibung zeitabhin-
giger Phidnomene. Alles hier Gesagte gilt wieder nur unter der Annahme, dass der Hamilton-
Operator selbst nicht von der Zeit abhéngt. Tut er es doch, wie zum Beispiel wihrend der
Storung eines Molekiils mit elektrischen oder magnetischen Feldern, ist die Losung der zeitab-
hédngigen Schrodinger-Gleichung komplizierter und ldsst sich in der Regel nicht in der Form
von Gleichung (2.8) schreiben. Losungsstrategien fiir diesen Fall werden in Kapitel 5 umrissen.
Bei diesen, soviel vorweg, spielen die Losungen der stationdren Schrédinger-Gleichung fiir
das ungestorte Molekiil eine wesentliche Rolle.

Soweit die allgemeine Theorie. Mochte man jedoch die stationdre Schrodinger-Gleichung
fiir das System seiner Wahl 16sen, steht man oft vor dem Problem, dass dies nicht so ohne
weiteres moglich ist. Es ist nicht selten, dass man sich einer Reihe mathematischer Naherungs-
methoden und der Hilfe eines Computers bedienen muss. Bei solchen computergestiitzten
Néherungsmethoden {iiberfiihrt man die stationédre Schrodinger-Gleichung — bei Wahl der
Ortsdarstellung ist sie eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in den Koordinaten des
Systems — iiblicherweise in eine Matrix-Gleichung. Auf welchem mathematischen Prinzip
diese Strategie beruht und welche Begriffe mit ihr verkniipft sind, ist Gegenstand des néachsten

Paragraphen.

§2: Quantenmechanik als Optimierungsproblem — das Variationsverfahren nach Ritz Ei-
nes unter vielen moglichen Verfahren zur Losung der stationdren Schrodinger-Gleichung ist
das Variationsverfahren nach Rayleigh und Ritz. Grundsétzliches Ziel bei der Anwendung
einer Variationsmethode zur Losung der zeitunabhingigen Schrodinger-Gleichung fiir einen
beliebigen Eigenwert E; des Hamilton-Operators H ist es, aus einem Satz von Testfunktionen

Efl}, ey Eﬁr}, ... diejenige(n) zu finden, die das Funktional 12)

eﬁ”[EE”]zj J j a1, 420 a)HE NGy, 42, q))dV (2.9)
q1 <92 q1

. . . p . .. . . —{1
minimieren. Um sich als Testfunktionen zu qualifizieren, miissen die Funktionen :} }, .y

Egr}, ..., geschrieben in den zur Beschreibung des Systems gewahlten Koordinaten ¢y, 45, ..., q;,
insbesondere den Randbedingungen des behandelten Systems geniigen. Der durch Variation
der Testwellenfunktionen erhaltene »optimale« Wert ¢; des Funktionals aus Gleichung (2.9)
ist stets grofer oder gleich dem exakten Eigenwert E;, in jedem Fall aber nicht kleiner. Falls

der gesuchte Eigenwert E; nicht der Grundzustandsenergie E; entspricht, das heifst dem
{r}

kleinstmoglichen Eigenwert von H, muss jede Testwellenfunktion = ;' fir i > 1 zusétzlich die

Bedingungen
J J J. ‘Pf(vh,qz;---,qz)Ef”(qwz,---,qz)dV= 0 (2.10-1)
9 Y92 q1
[ [ [ o amanstan garemandv =0 (2.10)
q1 Y92 q

erfiillen, wobei @y mit k = 1,...,i — 1 die exakte Eigenfunktion zum Eigenwert E; bezeichnet.
Dieser Fall, dass ein Variationsverfahren die stationdre Schrodinger-Gleichung exakt 16st,
tritt genau dann ein, wenn ¢; = E;; die durch Variation gefundene Testwellenfunktion =P

12) Die explizite Form des Volumenelementes d V hingt von der Wahl der Koordinaten gy, ..., q; ab und entspricht
in aller Regel nicht dem Produkt dq;...dq;, wie es fiir kartesische Koordinaten der Fall ist.
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entspricht dann der zum Eigenwert E; gehorenden Eigenfunktion @;. Ist aber ¢; # E;, so
gehort zur besseren Néaherung fiir die Energie nicht zwangsldufig auch die bessere Nédherung
fuir die zugehorige Wellenfunktion — ein Variationsverfahren optimiert den Energieeigenwert,

nicht die ihm zugehorige Eigenfunktion.
{r}

Bei einem Verfahren nach Ritz wird zusétzlich die Form der Testwellenfunktionen =; ' als
eine endliche Linearkombination
M
290 920 a) = ) &i(a1, 92+, 4)CY) (2.11)
j=1

vorgegeben. Die »optimale« Naherung ¢; zum Eigenwert E; wird hier durch die Variation
der Koeffizienten C}? bestimmt; die Funktionen & i werden wihrend des Verfahrens nicht
verdandert. In der Regel handelt es sich bei ihnen um die Eigenfunktionen des Hamilton-
Operators eines verwandten, exakt ldsbaren Systems. Sie werden oft auch als Basis bezeichnet.
Hier wird stets davon ausgegangen, dass die Funktionen &, ..., ) paarweise orthonormiert
sind 13, das heifit:

. 1 falls i=j
J J e | &1 92,0 @1)Ei(q1, G2, q1)AV = 645 = { I (2.12)
n Jaa @ 0 sonst

Die optimalen Koeffizienten C;; zur Ndherung des Eigenwerts E; des Hamilton-Operators H
lassen sich durch die Bestimmung der Eigenwerte seiner Matrix-Darstellung H in der Basis der
Funktionen &, ..., &y finden. Unter der Matrix-Darstellung des Hamilton-Operators versteht
man die quadratische Matrix

Hll vee HlM
H=| : -~ : | (2.13)
HMl “ee HMM

Thre Elemente, die definiert sind als
H;j =j J- o | &y a2 aDHE (91, 92,0 q1)AV (2.14)
q1 Y 92 qi

sind in der Regel komplexen Zahlen. Hat man also einmal die Basisfunktionen &, ..., &3
gewihlt, wird der Hamilton-Operator H durch einen Satz von M x M Zahlen dargestellt. Diese
Zahlen sind je nach Wahl der Basis verschieden, das heift, derselbe Hamilton-Operator wird
in verschiedenen Basissystemen in der Regel durch unterschiedliche Zahlen reprasentiert.
Die Eigenwerte der Matrix H erhédlt man durch die Bestimmung derjenigen »optimalen«

Koeffizienten C;, die H iiber die Ahnlichkeitstransformation

ijs
CT] C;VH H11 HIM C11 CIM &1 0
. . . . : . . = ; '.. E , (2.15a)
in Kurzform
C'HC =¢, (2.15b)

in die Diagonalmatrix e tiberfiihrt. In Gleichung (2.15) ist C die Eigenvektormatrix, die in der
i-ten Spalte die Koeffizienten zum i-ten Eigenwert ¢; enthdlt, und die Matrix € eine Diago-

13) Orthonormierte Basissysteme lassen sich stets durch Orthogonalisierungsverfahren aus normierten, nicht-
orthogonalen Basissystemen gewinnen. Bekannte Prozeduren sind die symmetrische Orthogonalisierung, zu
finden in Szabo/Ostlund (1996: Kapitel 3), und das in Kutzelnigg (2002: Anhang 3, Band 1) erlduterte Orthogo-
nalisierungsverfahren nach Schmidt.



nalmatrix, deren Diagonalelemente den Eigenwerten ¢; entsprechen. Die Eigenfunktionen @;
schreiben sich im Rahmen eines Variationsverfahrens nach Ritz in der Form

Cyi

M Cy;
Oi=) &Ci=(& & . em)| || (2.16)

j=1 -

Cumi

wobei die Koeffizienten C;; angeben, welchen Beitrag die Basisfunktion &; zur Eigenfunktion
@; liefert. Die Qualitit des Verfahrens ist sowohl von der Wahl der Basisfunktionen abhéngig
als auch von der Anzahl M der verwendeten Funktionen. Diese Vorgehensweise wird deshalb
so oft angewandt, weil sich die Ndherung fiir die Eigenwerte E; durch VergréfSerung der Basis
systematisch verbessern ldsst.

Obwohl das Ritz’sche Variationsverfahren ein Naherungsverfahren ist, kann es auf die
exakte Losung der stationdren Schrodinger-Gleichung fiithren. Dieser Fall tritt mit Sicherheit
ein, wenn das verwendete Funktionensystem einem vollstindigen Satz von Eigenfunktionen
irgendeines hermiteschen Operators entspricht. Haufig aber sind die Matrizen in den obigen
Gleichungen dann unendlich-dimensional und eine computergestiitzte Bestimmung der Ei-
genwerte und Eigenvektoren nicht umsetzbar. Dessen ungeachtet kann es jedoch sein, dass
aus Griinden der Symmetrieeigenschaften des Hamilton-Operators diese Matrizen in endlich-
dimensionale Matrizen zerfallen, die dann jede fiir sich — zumindest numerisch — exakt diago-
nalisierbar sind. Diese Moglichkeit wird noch an mehreren Stellen der Arbeit von Bedeutung

sein.

§3: Eigen- und Mittelwerte von Observablen Einer der am schwersten zu verstehenden
Aspekte der Quantentheorie ist zweifelsohne die Rolle der Messung und das Zustandekom-
men von Messwerten. Denn anders als nach den Vorstellungen der klassischen Physik kann
die Messung einer Eigenschaft des betrachteten Systems dessen Zustand dndern. Grund-
sétzlich sind zwei Félle zu unterscheiden: Das System befindet sich in einem Eigenzustand
des Operators A, der die Observable reprasentiert, die man messen mochte — oder es tut es
nicht. '4)

Im ersten Fall erhélt man als Ergebnis jeder Messung den Eigenwert A,,, der zu dem Ei-
genzustand f;* des Operators A gehort, in dem sich das System befindet. Der Zustand des
Systems wird durch die Messung nicht gedndert; es befindet sich nach der Messung noch im-
mer im Eigenzustand f,! und der Messwert A,, lisst sich als Ergebnis einer erneuten Messung
von A mit Sicherheit vorhersagen. Fiir solche Falle ist auch interessant, mit welchen anderen
Observablen A vertraglich ist. Vertraglich heifien zwei Messgréfen genau dann, wenn die
Operatoren, die sie représentieren, A, B, miteinander kommutieren, das heift, ihr Kommutator

[A B] = AB-BA (2.17)

verschwindet. Die Abfolge der Messung beider Gréf8en kann dann vertauscht werden. Kon-
sequenzen dieser Vertauschbarkeit sind die mogliche Auswahl eines Satzes gemeinsamer
Eigenfunktionen fiir beide Observablen A und B einerseits und die gleichzeitige Festlegung
ihrer Messwerte andererseits. Die gemeinsamen Eigenfunktionen kénnen sowohl nach den
Quantenzahlen der Eigenwerte und -funktionen von A, als auch nach den Quantenzahlen

der Eigenwerte und -funktionen von B Klassifiziert werden, vergleiche dazu auch Abschnitt 3

14) Eine ausfiihrliche Beschreibung der formalen Beschreibung des Messprozesses findet sich zum Beispiel in Cohen-
Tannoudji/Diu/Laloé (1999: Kapitel 3).
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dieses Kapitels.

Befindet sich das System dagegen nicht in einem Eigenzustand von A, sondern in einem
beliebigen Zustand W, so ist das Messergebnis zwar wieder ein Eigenwert von A, nur wer-
den nun im Allgemeinen bei verschiedenen Messungen von A verschiedene Eigenwerte A,
gemessen. Das Auftreten eines bestimmten Eigenwertes kann hier nur mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit vorhergesagt werden. Festgelegt ist hingegen der Erwartungswert von A,
der definiert ist als

(A)g/(t):f J | Y1, 92 g1, VAW(G1, G2, . g1, 1AV (2.18)
q1 <92 qi

Wie auf der linken Seite angezeigt, hdangt er im Allgemeinen sowohl von der Zeit als auch
vom Zustand W des Systems ab. Fiir den Fall, dass der Hamilton-Operator des Systems nicht
von der Zeit abhdngt, ldsst sich ¥ als Superposition stationdrer Zustdnde Gleichung (2.8)
schreiben, sodass fiir den Erwartungswert von A folgt

(Ayw(t) =) ) chucuAmn exp ((@p(t = o) , (219)
m n
wobei
Apn :f J- f D,(41, 42, GDAPY(q1, 42, - 41)dq1d G- d g, (2.20)
N1 Y92 q

das Matrixelement des Operators A in der Basis der Eigenfunktionen {®;};_; » . des Hamilton-
Operators des Systems definiert und w,,,, = (En—E.)/r die Ubergangsfrequenz zwischen den
Eigenenergien E,, und E,, bezeichnet. Experimentell ist der Erwartungswert einer Observablen
zuganglich, in dem man diese Observable an einer Vielzahl identisch praparierter Systeme
misst. Er entspricht dann dem Mittelwert all dieser Messergebnisse. Erwartungswerte werden
an vielen Stellen der Arbeit herangezogen, um den Effekt der eingesetzten Felder auf das
molekulare System zu quantifizieren.

Das Mittel der angemessenen physikalischen Beschreibung eines Molekiils ist die Quan-
tentheorie. Zentrale Elemente dieser Theorie sind die Wellenfunktion W, die alle Informa-
tionen des Molekiils enthilt, und der Hamilton-Operator H, der alle Wechselwirkungen in
einem Molekiil quantitativ erfasst, vergleiche Gleichung (2.2) und Gleichung (2.5). Beide
Groflen sind tiber die zeitabhangige Schrodinger-Gleichung, Gleichung (2.1), miteinander
verkniipft, die die zeitliche Entwicklung eines Systems vollstindig festlegt. Um die mogli-
chen Energien eines Molekiils zu berechnen, muss die stationdre Schrodinger-Gleichung,
Gleichung (2.6), gelost werden. Dies geschieht hdufig mit Hilfe eines Naherungsverfahrens,
zum Beispiel des Variationsverfahrens nach Ritz. Dort wird die Losung der stationdren
Schrédinger-Gleichung, einer Differentialgleichung, auf die Losung einer Matrix-Gleichung
zuriickgefiihrt, vergleiche Gleichung (2.15). Um aus der Losung der Schrédinger-Gleichung

Aussagen iiber eine Observable treffen zu kénnen, ist die Berechnung des Erwartungswer-

tes dieser Observable nétig, vergleiche Gleichung (2.19).

Wie in Gleichung (2.19) deutlich wird, sind bei der Berechnung von Erwartungswerten wieder
die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators von zentraler Bedeutung. Da die hier behan-
delten Systeme Molekiile sind, ist es also an der Zeit, ihren Hamilton-Operator genauer zu
charakterisieren.

2 3 Der molekulare Hamilton-Operator Die stationédre Schrodinger-Gleichung fiir
° ein einzelnes Molekiil aus m Kernen und n Elektronen exakt zu 10sen, ist eine

kaum zu bewiltigende Aufgabe. Nicht nur, dass es ohnehin schwierig ist, die Losung einer



Differentialgleichung zweiter Ordnung in den 3m + 31 Ortskoordinaten der Atomkerne und
Elektronen zu bestimmen — von der Berticksichtigung aller Spineffekte einmal abgesehen —, der
vollstandige molekulare Hamilton-Operator ist gegenwértig ganz einfach unbekannt. Einer-
seits, weil es bisher nicht gelungen ist, eine Theorie zu entwickeln, die alle der vier bekannten
fundamentalen Wechselwirkungen — Gravitations-, elektromagnetische, starke und schwache
Wechselwirkung — einheitlich beschreibt; andererseits, weil sich bereits die Ergebnisse der rela-
tivistischen Quantentheorie (noch) nicht konsequent auf ein Molekiil tibertragen lassen — wie
soll dies dann fiir die Beriicksichtigung aller Quanteneffekte gelingen? *> Doch selbst wenn
der vollstandige — und zweifellos dann sehr komplizierte — molekulare Hamilton-Operator
bekannt wére und man die stationdre Schrodinger-Gleichung fiir ein einzelnes Molekiil formu-
lieren konnte, scheiterte eine Losung an den (derzeit) begrenzten technischen Moglichkeiten.
Zumal anschlieffend die Frage beantwortet werden miisste, wie man fiir Systeme aus vielen
Molekiilen verfahren soll, in denen zusitzliche Wechselwirkungen zwischen den Molekiilen
auftreten.

Um sich dennoch einer Losung dieser Gleichung zu nédhern, ist man auf vereinfachende
Annahmen und Konzepte angewiesen. Das Problem seiner Unbekanntheit wird umgangen,
in dem ein gendherter Hamilton-Operator fiir Molekiile verwendet wird, der neben dem

Hamilton-Operator HM°!, der aus der klassischen Hamilton-Funktion HM°! durch das Ver-

Mol
Arel

hélt. '7) Zum Teil fiihren diese zusétzlichen Beitrége zu mehr als rein numerischen Korrekturen;

fahren der kanonischen Quantisierung ') hervorgeht, relativistische Korrekturen H°! ent-
sie verdndern die Symmetrie des Hamilton-Operators und machen damit bestimmte Aspekte
spektroskopischer Untersuchungen an Molekiilen erst verstdndlich. In der Tat ist es die Spek-
troskopie, die als wichtiges Werkzeug zur Untersuchung der Eigenschaften von Molekiilen
entscheidende Hinweise darauf gibt, ob die entwickelten Ndherungen fiir den molekularen
Hamilton-Operator begriindet sind oder nicht. *®) Sie war es auch, die wesentlich zur Entwick-
lung der Modellvorstellungen der einzelnen Bewegungsformen von Molekiilen beigetragen
hat. 9) Diese Modelle rechtfertigen es, den molekularen Hamilton-Operator HM°! entspre-
chend den verschiedenen Bewegungen des Molekiils in verschiedene Terme aufzuteilen und
die dabei gemachten Fehler, die durch »Uberlagerungen« zwischen diesen Bewegungsformen
zustande kommen, in Form von Korrekturtermen zu berticksichtigen. Ziel dieses Abschnitts
ist es, neben einer knappen Begriindung dieser Modelle, ihre wesentlichen Charakteristika
zu diskutieren.

Es wird zunichst ein Uberblick gegeben, welche Bewegungsformen eines Molekiils in
welchem Bereich seines Energiespektrums beobachtbar sind. Anschlieffend werden die
Néherungen und Modelle besprochen, mit Hilfe derer diese Bewegungsformen quantifi-

15) Eine detaillierte Diskussion des molekularen Hamilton-Operators gibt Ziilicke (1985: Kapitel 1); vergleiche zu
diesem Aspekt auch den Beitrag von Bunker/Jensen (2009).

16) Bei diesem Verfahren wird zunichst die klassische Hamilton-Funktion H des betrachteten Systems aufgestellt
und anschlielend durch gewisse Transformationsvorschriften in ihr quantenmechanisches Pendant tiberfiihrt.
Dieses Verfahren funktioniert nur fiir Systeme mit klassischem Gegensttick und ist daher fiir die Bestimmung
des exakten molekularen Hamilton-Operators nicht anwendbar. Vergleiche dazu Ziilicke (1985: Kapitel 1) und
Bunker/Jensen (1998: Kapitel 9 und 10).

17) Eine Auflistung dieser Korrekturterme ist in Ziilicke (1985: Anhang A 1) zu finden.

18) So sucht man noch immer nach Paritédtsverletzungen bei Enantiomerenpaaren von Molekiilen oder der Verlet-
zung der Zeitumkehrsymmetrie im Zusammenhang mit der Bestimmung des elektrischen Dipolmomentes von
Quantenteilchen. Vergleiche dazu zum Beispiel Bunker/Jensen (2009) und die dort zitierte Literatur.

19) Einfithrungen in die molekulare Spektroskopie geben zum Beispiel Haken/Wolf (2003), Demtréder (2000),

Atkins/Friedman (2005) und Steinfeld (1993); theoretische Behandlungen finden sich zum Beispiel in Kroto
(2003), Wilson/Decius/Cross (1980), Bunker/Jensen (1998) und Brown/Carrington (2003).
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Tabelle 2.1
Ubersicht zu den Freiheitsgraden eines Molekiils, ihren Energiebereichen in 10723] und den charakteristischen
Zeitskalen in ps (1ps = 107125).20)

mol. Freiheitsgrad Energiebereich Charakteristische Zeit
in 10723J in ps

Elektronenbewegung ~10° ~107°

Schwingungen ~ 102 ~ 1072

Kontorsionen ~ 10 ~ 1071

Rotationen ~ 1 ~1

Elektronenspin ~1072 ~ 102

Kernspin ~1073 ~103

Translationen(®) ~ 10717 ~ 1017

@) Abgeschitzt fiir einen Gasverband nicht-wechselwirkender CO-Molekiile in einem 1dm3 grofem Wiirfel.

ziert werden konnen, unterschieden nach starren und nicht-starren Molekiilen. Als letzter
Punkt wird die Methodik zur quantitativen Beschreibung gasférmiger Verbande von nicht-
wechselwirkenden Molekiilen auf Grundlage der vorher eingefiihrten Modelle vorgestellt.
Alle hier diskutierten Aspekte sind bekannt und kénnen in den im Verlauf des Abschnitts
zitierten Literaturstellen im Detail nachgelesen werden.

§1: Molekulare Bewegungsformen und ihre Zeitskalen Betrachtet man ein experimen-
telles Spektrum eines Molekiils, so fillt dessen markante Gliederung in unterschiedliche
Energiebereiche auf. Einen Uberblick zu diesen Abschnitten verschafft Tabelle 2.1. Die dort
angegebenen Energiebereiche lassen sich qualitativ verstehen, ordnet man jedem eine be-
stimmte Bewegungsform des Molekiils zu: Zur Anregung von Rotationsiibergéngen sind
Energien von E ~ 10723 ] notwendig; die Energie von Schwingungen von Molekiilen liegt
im Bereich von E ~ 1072! J; die Translationsenergien von Molekiilen liegen in der Grofien-
ordnung E ~ 1074°]21); zum Beobachten elektronischer Bewegungen braucht man elektro-
magnetische Strahlung mit einer Energie von E ~ 10718 J; Kontorsionsbewegungen liegen
im Energiebereich von E ~ 10722 J; die Beobachtung von Energieunterschieden, die auf die
nicht-klassischen Spinfreiheitsgrade von Kernen und Elektronen zurtickzufiihren sind, ist
mit elektromagnetischer Strahlung der Energie E ~ 1072° ] moglich. Unter all diesen Bewe-
gungsformen nehmen Kontorsionen >>) eine Sonderrolle ein. Dabei handelt es sich um interne
Bewegungen mit grofSer Amplitude, wie zum Beispiel die bei Ammoniak NH, beobachtba-
ren Inversionsschwingungen oder die bei Methanol CH,OH mdglichen Torsionen. Sie sind
deshalb besonders, weil man sie nicht bei jedem Molekiil unter jeder Bedingung beobachten
kann. Kann man es doch, wird das Molekiil als »nicht-starr«, andernfalls als »starr«bezeichnet.
Torsionen sind als Vertreter von Kontorsionsbewegungen ein zentraler Aspekt dieser Arbeit.

Da sich diese Arbeit auch mit der Quantendynamik von Molekiilen befasst, das heifit der
zeitabhangigen Beschreibung der eben besprochenen Bewegungen, ist wichtig zu diskutieren,

20) Die Tabelle wurde adaptiert aus Ziilicke (1985: Kapitel 1, Abschnitt 3), vergleiche aber auch Gépel / Wiemhofer
(2000: S. 44 £.). Die Werte fiir die Translationsenergien wurden entnommen aus: Gopel/ Wiemhofer (2000: S. 45).

21) Sie hingen jedoch stark davon ab, wie grofs das Volumen des Raumes ist, der die Molekiile einschlief3t, vergleiche

zum Beispiel Gopel/Wiemhofer (2000: S. 44 f.).

22) Die Bezeichnung »Kontorsion« ist im Deutschen nicht verbreitet und wurde der englischen Bezeichnung contor-
sion entlehnt. Wie im Text konsequent verwendet, umfasst dieser Begriff neben den wortverwandten Torsionen
auch alle tibrigen groflamplitudigen Bewegungen, zum Beispiel Inversionen.



auf welchen Zeitskalen diese ablaufen. Die ebenfalls in Tabelle 2.1 angegebenen charakteris-
tischen Zeiten lassen sich aus der Planck’schen Beziehung t.,, = #/AE abschétzen. Es wird
deutlich: Die unterschiedlichen Bewegungsformen finden auf deutlich verschiedenen Zeits-
kalen statt. Dies wird insbesondere bei Arbeiten zur Quantendynamik von Molekiilen als
Argument benutzt, um sich bei Simulationen der Bewegung von Molekiilen auf die fiir die
untersuchten Fragestellungen relevanten Freiheitsgrade zu beschranken. Bewegungsformen,
die deutlich schneller ablaufen als die simulierte Bewegung, werden tiber ihre Mittelwerte
beriicksichtigt; Bewegungen, die langsamer ablaufen, als eingefroren betrachtet. Dies wird im
Verlauf der Arbeit noch einige Male aufgegriffen.

In vielen Féllen ist das bisher skizzierte Bild zu einfach: Betrachtet man ein Spektrum ge-
nauer, weist jede der genannten Liniengruppen eine komplizierte Substruktur auf, die auf die
zahlreichen Uberlagerungen der genannten Bewegungsformen zuriickzufiihren sind. Diese
Kopplungen sind im Vergleich zu der Energieskala der genannten Bewegungen tiblicherweise

klein. Deshalb ist es gerechtfertigt, den molekularen Hamilton-Operator in der Form
Mol _ fy(0) | pyKorr (2.21)

zu schreiben, das heif3t als Summe des sogenannten Hamilton-Operators nullter Ordnung F(©)
und eines Korrekturterms HX°, und die Korrekturen zunichst zu vernachlassigen. In dieser
Arbeit wird in Kapitel 6 die dipolare Kopplung als eine der Korrekturen genauer untersucht;
eine systematische Abhandlung der einzelnen Korrekturterme kann in der Literatur gefunden
werden. 23) Das Konzept des Hamilton-Operators nullter Ordnung und die mit ihm verbun-
denen Modelle spielen fiir die theoretische Beschreibung der Bewegungen von Molekiilen
eine zentrale Rolle. Was die Charakteristika dieses Konzepts sind, wird in den ndchsten drei

Paragraphen vorgestellt.

§2: Quantenmechanische Modelle zur Beschreibung molekularer Bewegungen Im Rah-
men des Modells des Hamilton-Operators nullter Ordnung lésst sich jeder molekulare Zustand
@Mol in der Produktform

q)Mol ~ @(O) — (DTrans‘ (DEI' @Rot‘ q)Vib_ @KS (2.22)

schreiben, wobei @' die Wellenfunktion der Translationsbewegung des Molekiils, @F!
die elektronische Wellenfunktion, ®V® die Wellenfunktion fiir die Schwingungen des Kern-
geriists, @R die Wellenfunktion fiir die Rotation der Kerne und ®*° die Wellenfunktion
fiir die Kernspins des Molekiils bezeichnet. Die Kernspinfunktionen ®X% werden an dieser
Stelle nicht zur Behandlung spinabhéngiger Wechselwirkungen innerhalb des Molekiils be-
riicksichtigt, sondern zur Berechnung statistischer Gewichte beziehungsweise zur Erfiillung
des Symmetrisierungspostulats, vergleiche Kapitel 4. Um die Wellenfunktion @(°) iiberhaupt
in der Produktform geméfs Gleichung (2.22) schreiben zu kénnen, werden eine Reihe ver-
schiedener Koordinaten(-systeme) eingefiihrt, vergleiche Abbildung 2.1. Diese Einfiithrung
ist auf verschiedene Weisen moglich 24). die hier skizzierte Abfolge ist in der Literatur zur
theoretischen Spektroskopie haufig zu finden 5. Die konkrete Form der Eigenfunktionen aus
Gleichung (2.22) und die zugehorigen Eigenenergien berechnet man schliefllich auf Grundlage
von quantenmechanischen Modellen, die im Folgenden etwas detaillierter besprochen werden.

23) Siehe zum Beispiel Bunker/Jensen (1998: Kapitel 13) oder Papousek/Aliev (1982: Kapitel III).
24) Ein Vergleich der verschiedenen Methoden ist in Ziilicke (1985: Kapitel 1, Abschnitt 3) zu finden.
25) Siehe zum Beispiel Bunker/Jensen (1998: Kapitel 6, 7, 9 und 10).
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Abbildung 2.1

Darstellung der Koordinatensysteme eines Molekiils: (i) laborfestes Koordinatensystem ey, ey, ez mit beliebigem Ur-
sprung; (ii) laborfestes Koordinatensystem ey, ey, ez (in hellem Blau) mit Ursprung im Schwerpunkt des Molekiils;
(iii) laborfestes Koordinatensystem ex, ey, ez (in dunklem Blau) mit Ursprung im Schwerpunkt des Kerngeriistes;
(iv) molekiilfestes Koordinatensystem ey, ey, e; mit Ursprung im Schwerpunkt des Kerngeriistes. Die Euler'schen
Winkel 0, ¢, x definieren die relative Orientierung der Koordinatensysteme (iii) und (iv) wie folgt: Der Winkel ¢ ist
der Winkel zwischen der laborfesten ey -Achse und der Projektion der molekiilfesten e,-Achse auf die Ebene, die von
der laborfesten ex-Achse und der laborfesten ey-Achse aufgespannt wird. Der Winkel 0 ist der Winkel zwischen der
laborfesten ey und der molekiilfesten e,-Achse. Der Winkel x ist definiert als Winkel zwischen der Schnittlinie N

der Ebenen, die von den Achsen ex und ey sowie von ey und e, aufgespannt werden, und der molekiilfesten e, -Achse.

0 Translationen von Molekiilen: das freie Teilchen
Translationsbewegungen von Molekiilen in einem feldfreien Raum lassen sich mit Hilfe
des freien Teilchens beschreiben. Die Eigenfunktionen @1 = @FT fiir dieses Modell sind

Funktionen der Schwerpunktskoordinaten Xy, Yy, Zy und schreiben sich explizit als

FT

ko gk, (K02 Y0, Z0) = €Xp (—ikx,Xo + ky, Yo + kz,Z0)) - (2.23)

Zu ihnen gehoren die Translationsenergien

h2
FT 2 2 2
Bl vy kzy = o Ko + o * k2,) » (2.24)

wobei M die Gesamtmasse des Molekiils bezeichnet. Sowohl die Eigenfunktionen als auch
die Eigenenergien eines freien Teilchens sind durch die drei Wellenzahlen k = (kx, ky,, kz,)
bestimmt, die iiber

p=hk (2.25)

in direktem Zusammenhang mit den Eigenwerten des linearen Gesamtimpulses p des
Molekiils stehen. Zum Erhalt der drei Schwerpunktskoordinaten X, Yq, Zy wird das Koor-
dinatensystem ey, ey’, ez mit Ursprung im Schwerpunkt des Molekiils parallel zu einem
laborfesten Koordinatensystem ey, ey, ez mit beliebigem Ursprung eingefiihrt, siehe Abbil-
dung 2.1. In diesem neuen Koordinatensystem schreibt sich der nicht-relativistische moleku-
lare Hamilton-Operator exakt als HM°! = {Trans 4 fjInt ynd es ist oMol = @Trans. pInt, Dje

Translationen des Molekiils lassen sich also exakt von den iibrigen Bewegungen trennen.
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Wie man weif3, vergleiche Tabelle 2.1, findet die Bewegung von Elektronen ungeféahr tau-
ABSCHNITT 2.3

sendmal schneller statt, als die der Kerne. Es erscheint daher nicht unverniinftig, die Be-
Der molekulare
wegungen beider Sorten Quantenteilchen getrennt zu behandeln, so wie es sich auch die Hamilton-Operator

Born-Oppenheimer-Naherung zur Idee macht. Dort geht man davon aus, dass sich die nach
Abtrennung der Translation verbleibende interne Wellenfunktion @'t als das Produkt

PH(R, 1) = P (R)- D (R, 1) (2.26)

schreiben ldsst, wobei (IJZE1 die elektronische Wellenfunktion zum i-ten elektronischen Zu-
stand als Funktion der Koordinaten aller Kerne R und aller Elektronen r des Molekiils
benennt und db[lj]em die Wellenfunktion fiir die Kernbewegung im i- ten elektronischen
Zustand als Funktion aller Kernkoordinaten R ist. Die Bestimmung der beiden Wellenfunk-
tionen (D[If]em und CIJIEI aus Gleichung (2.26) erfolgt schrittweise. Zunéchst berechnet man
die elektronische Wellenfunktion CPIEI. Dazu wird eine feste Kernanordnung R gewéhlt und

anschlieflend die elektronische Schrédinger-Gleichung
YEL pEL 7o 1 2\ HE( R
Ao (R, r) = EF(R)DF(R, 7). (2.27)

fur die gewahlte Kernlage R gelost; HE! bezeichnet hier den elektronischen Hamilton-
Operator, der neben dem Hamilton-Operator fiir die Elektronen auch die Operatoren fiir
die Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen mit den Kernen fiir die gewéhlte Kernlage R
enthdlt. Durch die Losung der elektronischen Schrodinger-Gleichung erhélt man die elektro-
nischen Wellenfunktionen @fl(R, r) und die elektronische (Gesamt-)Energie EFI(R) 26) zu
einem oder mehreren elektronischen Zustédnden i fiir die Kernkonfiguration R. Wiederholt
man dieses Vorgehen fiir alle Kernanordnungen, die man fiir die Beschreibung des unter-
suchten Prozesses benétigt, erhédlt man die elektronische Wellenfunktion und die elektroni-
sche Energie als Funktion der Kernkoordinaten R fiir die jeweils gesuchten elektronischen
Zustdnde i. Die Energie E IEI wird oft als Potentialenergiehyperfliche des i-ten elektronischen
Zustands bezeichnet. Im Bild der Born-Oppenheimer-Néaherung liefert sie das Potential fiir
die Bewegung der Kerne des betrachteten elektronischen Zustands i. Ein Beispiel fiir einen
eindimensionalen Schnitt zweier solcher Energieflichen wurde bereits gezeigt: In Abbil-
dung 1.3 ist die Energie zweier elektronischer Zustidnde als Funktion des Torsionswinkels p
zu sehen. Eine besondere Bedeutung haben die Minima des elektronischen Grundzustands
Egl: Fiir ein starres Molekiil markieren sie dessen Gleichgewichtsstruktur(en) RSS. Auch
fiir die Schwingungen und Rotationen des Molekiils sind diese Kernlagen wichtig: Aus den
Koordinaten REC lassen sich die Rotationskonstanten A, B, € des Molekiils berechnen und
aus der Kriimmung der Potentialenergiehyperflache um diese Kernlage die Frequenzen der
Schwingungen des Molekiils gewinnen. Weil sie so bedeutend fiir die Charakterisierung von
Molekiilen ist, bildet die systematische Losung der elektronischen Schrodinger-Gleichung
als Quantenchemie den Hauptarbeitszweig der Theoretischen Chemie. Auch wenn sie bei
der Berechnung einiger Eigenschaften der hier untersuchten Molekiile zum Einsatz kam,
wird ihre komplexe Methodik hier nicht erldutert; eine detaillierte Darstellung dieses The-

mas wird in zahlreichen Monographien geboten. 27) — Das Pradikat »Néherung« verdient

26) Sie enthélt gegebenenfalls auch die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Kernen, die fiir eine feste Kernan-
ordnung konstant ist. In einigen Biichern wird zwischen der elektronischen Energie mit und ohne diesen Anteil
unterschieden.

27) Standardwerke der Quantenchemie sind Levine (2000), Szabo/Ostlund (1996) und Helgaker /Jorgensen/Olsen
(2000); schon erzahlt ist Piela (2007); fiir Kenner der deutschen Sprache liefert Ziilicke (1985) eine umfassende
Darstellung mit zahlreichen Originalzitaten.
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Zur in dieser Arbeit verwendeten Definition der Richtungskosinus S(. 29)

KAPITEL 2
Molekiile als Die Richtungskosinus SqQ mit g = x,9,zund Q = X, Y, Z ermdglichen die Umrechnung laborfester Koordinaten
Quantenobjekte X;,Y;, Z; in molekiilfeste Koordinaten x;, y;, z; eines beliebigen Quantenteilchens i eines Molekiils, sei es Kern oder

Elektron, durch die Vorschriften

Xi Sxx Sxy Sz |(Xi X Sxx SyX Sox ([ xi
vi|=|Syx  Syy Syz||Yi| und | Yi|=|Swy Sy Sy ||il s (2.28)
Zi Sex Sy Sz)\Zi Z; Syz SyZ S,z )\ zi

beziehungsweise explizit

Sxx = cos 0 cos ¢ cos x —sin ¢ sin x (2.29a)
Syy = cos Osin ¢ cos x + cos ¢ sin x (2.29b)
Syz =—sin6 cos x (2.29¢)
Syx = —cos 0 cos P sin x —sin ¢ cos x (2.29d)
Syy = —cos Osin ¢ sin x + cos ¢ cos x (2.29%)
Syz =sinOsin x (2.29f)
S,x =sin 6 cos ¢ (2.29g)
S,y =sinBsin ¢ (2.29h)
S,7 =cosO. (2.29i)

Man benétigt sie hdufig bei der Beschreibung der Wechselwirkung von Molekiilen mit externen Feldern, vergleiche
dazu Kapitel 5.

die Idee von Born und Oppenheimer gleich in zweifacher Hinsicht. Zum einen ist es nicht
moglich, den Hamilton-Operator fiir Kerne und Elektronen vollstindig zu trennen. Es tre-
ten in dem nach Abtrennung der Translation verbleibenden Hamilton-Operator H™ neben
dem elektronischen Hamilton-Operator HE! und dem Operator fiir die kinetische Ener-
gie der Kerne TXer¢ Massenpolarisationsterme HM? auf. Um diese Terme zu minimieren,
fiihrt man in der Regel das Kernschwerpunktsystem ey, ey, ez-System (in dunklem Blau
in Abbildung 2.1) ein. Es liegt parallel zum Koordinatensystem ey, ey, ez, hat jedoch
seinen Ursprung im Schwerpunkt des Kerngertistes des Molekiils. Massenpolarisations-
korrekturen sind jedoch klein im Vergleich zu den nicht-adiabatischen Kopplungen, der
zweiten Ursache fiir das gelegentliche Versagen der Born-Oppenheimer-Naherung. Thr
Auftreten liegt in der Nicht-Vertauschbarkeit der elektronischen Wellenfunktion (DZEI(R, r)
mit dem Operator fiir die kinetische Energie der Kerne TX¢™¢ begriindet, das heif3t es gilt
genau genommen nicht TXKee@EYR, r) = FY(R, r)TKe™Me 50 wie es bei Anwendung der
Born-Oppenheimer-Niherung verlangt wird. Nicht-adiabatische Kopplungen spielen insbe-
sondere bei der theoretischen Beschreibung von photochemischen Prozessen eine zentrale
Rolle. >® Beide Korrekturen werden bei Anwendung der Born-Oppenheimer-Néherung
vernachlassigt. Fiir die Untersuchungen dieser Arbeit ist eine solche Vernachldssigung an-
gemessen: Es kann hier stets angenommen werden, dass sich die untersuchten Molekiile
wéhrend der betrachteten Prozesse in ihrem elektronischen Grundzustand Egl befinden

und die Kernbewegung daran nichts zu dndern vermag.

0 Separation von Rotationen und Schwingungen
Hat man durch Loésung der elektronischen Schrédinger-Gleichung die elektronischen Ener-

gien EIEI fiir die zur Beschreibung des untersuchten Prozesses relevanten Kernlagen R

28) Ausfiihrlich in Domcke/ Yarkony /K6ppel (2004) und Domcke/ Yarkony /Koppel (2011) nachzulesen.
29) Vergleiche dazu auch Bunker/Jensen (1998: Kapitel 10) und Wilson/Decius/Cross (1980: Anhang I).



gefunden, wird im ndchsten Schritt die verbleibende Schrédinger-Gleichung fiir sich bewe-
gende Kerne gelost. Da im Rahmen der Born-Oppenheimer-Nédherung die elektronische
Energie unabhéngig von den Rotationsfreiheitsgraden ist, wird in der Regel versucht, die
Schwingungen und Rotationen der Kerne durch eine weitere Koordinatentransformation

voneinander zu trennen. Dazu wird das Koordinatensystem e, e, e, eingefiihrt, das seinen

Ursprung ebenfalls im Schwerpunkt der Kerne hat 3%, aber fest ayn das Molekiil angebracht
ist und mit ihm »mitrotiert«. Seine relative Orientierung zu dem raumfesten Koordina-
tensystem ey, ey, ez wird durch drei Winkel, die Euler’schen Winkel 6, ¢, x, spezifiziert,
die auf unterschiedliche Art und Weise definiert werden kénnen. In dieser Arbeit wird
durchgéngig die in Abbildung 2.1 gezeigte Definition verwendet. 3) Durch die Einfithrung
des molekiilfesten Koordinatensystems werden die nach Abzug der drei Translationsfrei-
heitsgrade verbleibenden 3m — 3 Kernfreiheitsgrade im Falle eines starren Molekiils in die
drei Rotationskoordinaten 6, ¢, x, und 3m — 6 Schwingungskoordinaten Qy, ..., Q3,,_¢ sepa-
riert. 32) Auch diese Trennung ist nicht exakt durchfithrbar. Um die Kopplungen zwischen
Rotationen und Vibrationen zu minimieren, wird das molekiilfeste Koordinatensystem ey,
ey, ez so an das Molekiil angebracht, dass es den Eckhardt-Achsen entspricht. 33) Die Koor-
dinaten aller Kerne und Elektronen im raumfesten und molekiilfesten Koordinatensystem
lassen sich mit Hilfe der sogenannten Richtungskosinus ;o mitg = x,9,zund Q = X, Y, Z
in Beziehung setzen. Die in dieser Arbeit verwendete Definition der Richtungskosinus
ist in Details 2.1 angegeben; die Richtungskosinus werden im Verlauf der Arbeit noch an
einigen Stellen Verwendung finden. Um die Rotations- und Schwingungseigenfunktionen
zu berechnen, wird in der Regel angenommen, die Wellenfunktion fiir die Kerne zum i-ten

elektronischen Zustand schreibe sich als

WO, b X0 Qs Qamoe) = DETO, b 1) PI(Q1 s Qiis) (2.30)

Die Schwingungseigenfunktionen (IJ[‘{]ib und Schwingungseigenenergien E[‘ﬁb fiir den i-ten

elektronischen Zustand erhilt man aus der Losung der Eigenwertgleichung des Operators

3m-6
AP = Z T3® + EF(Q), s Q3s) » (2.31)

wobei ngb hier den Operator der kinetischen Energie zur Q,-ten Schwingung bezeichnet.
Fiir die Untersuchungen dieser Arbeit ist die Situation entscheidend, in der sich die Mole-
kiile im elektronischen Grundzustand Egl in (unmittelbarer Néhe) ihrer Gleichgewichtss-
truktur RYC (beziehungsweise ihrer Referenzstruktur RR*f, siehe néchsten Paragraphen)
befinden. Haufig ndhert man fiir diesen Fall den Operator H[\éi]b als Summe von 3m — 6
voneinander unabhéngiger harmonischer Oszillatoren. Die Koordinaten Qy, ..., Q3,,-¢ ent-
sprechen dann sogenannten Normalkoordinaten und geben die Auslenkung des Mole-
kiils aus seiner Gleichgewichtsstruktur an. Die zugehorigen Eigenfunktionen CD[V 1%] ~
@HO _1(Q1, .., Q3m_¢) sind nach den 3m — 6 Quantenzahlen sy, ..., $3,,_¢ klassifi-

§150-83m-65[1=0]
zierbar. Was die Charakteristika eines harmonischen Oszillators sind, kann an anderer

30) Dennoch findet man es in der Literatur fast ausschliefllich als molekiilfestes Koordinatensystem bezeichnet, wie
Bunker/Jensen (1998) zurecht beméangeln.

31) Diese Definition entspricht der von Wilson/Decius/Cross (1980: Anhang 1); ihre Verwendung ist in der moleku-
laren Physik tiblich.

32) Hier sind lineare Molekiile ausgeschlossen. Sie erfordern eine gesonderte Behandlung, ausfiihrlich zu finden
zum Beispiel in Brown/Carrington (2003).

33) Vergleiche dazu Bunker/Jensen (1998: Kapitel 10).
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Stelle nachgelesen werden; Schwingungen sind nicht Gegenstand dieser Arbeit. 34 Die
Rotationseigenfunktionen aus Gleichung (2.30) erhélt man mit Hilfe des Modells des star-
ren Rotators, das heifst <13[I§]°t ~ @]S,E],m,;[i](e’ ¢, x). Wodurch die Eigenschaften dieses Mo-
dells bestimmt sind und welche Bedeutungen die Quantenzahlen J, kj, m; haben, wird in
Abschnitt 4 dieses Kapitels erldutert. AbschliefSend sei nochmals hervorgehoben, dass so-
wohl die Rotationswellenfunktionen q)]S,I;/,m/;[i ] als auch die Schwingungswellenfunktionen

2?',53"176;[1,]((21, ..or Q3m_g) flir unterschiedliche elektronische Zustdnde im Allgemeinen

unterschiedlich sind, wie hier durch den Index [i] kenntlich gemacht wurde.

Die Vernachldssigung aller Kopplungsterme im molekularen Hamilton-Operator, die Produkt-
form der molekularen Eigenfunktionen aus Gleichung (2.22), die Annahme der Giiltigkeit der
Born-Oppenheimer-Ndherung und die Verwendung des starren Rotators und des harmoni-
schen Oszillators zur Beschreibung der Rotationen und der Schwingungen des Kerngertists
bilden gemeinsam die Grundannahmen des Modells des Hamilton-Operators nullter Ord-
nung. 35 Dieses Modell spielt im Zusammenhang mit der molekularen Symmetriegruppe
und bei der Identifikation der Kernspinisomere eines Molekiils eine zentrale Rolle, vergleiche
Kapitel 3 und 4. Bei der Behandlung nicht-starrer Molekiile muss das in diesem Paragraphen
skizzierte Vorgehen etwas modifiziert werden. Auf welche Weise dies geschieht, wird im

folgenden Paragraphen erldutert.

§3: Zur theoretischen Behandlung nicht-starrer Molekiile Wann ist ein Molekiil starr, wann
nicht-starr? Gesagt wurde zwar bereits: Nicht-starre Molekiile sind Molekiile, deren interne
Bewegungen beobachtbar sind. Ein quantitatives Kriterium wurde bisher jedoch nicht genannt.
Wie ausgefiihrt, lassen sich die Spektren von Molekiilen, zumindest grob, mit Hilfe einfacher
Modelle deuten. Fiir die Spektren nicht-starrer Molekiile ist die Sachlage etwas komplizierter:
Sie zeigen eine sogenannte Kontorsionsaufspaltung, die sich mit Hilfe der im letzten Para-
graphen besprochenen Modelle nicht erklaren lasst. 3 Welche Ursache diese Aufspaltungen
haben, lasst sich vielleicht am einfachsten anhand eines Beispiels illustrieren.

Abbildung 2.2 o, e,

Definition der Inversionsvariablen p zur Beschrei-

bung der Inversionsschwingung des Ammoniaks Inversion

NH3 beziehungsweise des Trifluorammoniaks p o (o)

NF . Gezeigt ist hier das klassische Bild die- =2 e DL !
y

ser Schwingung. Die Schreibweise (+ey) gibt an,
dass die molekiilfeste ey -Achse aus der Papiere-

bene herauszeigt.

Ein sehr prominentes ist die Inversionsschwingung des Ammoniaks NH,, die hier mit der
Inversionsschwingung des Trifluorammoniaks NF, verglichen werden soll. Wie sich diese
Bewegung klassisch verstehen lasst, zeigt Abbildung 2.2. Berechnet man die elektronische
Grundzustandsenergie EL! als Funktion der dort definierten Inversionskoordinate p mit Hil-
fe eines quantenchemischen Verfahrens, so erhilt man die in Abbildung 2.3 fiir Ammoniak

und in Abbildung 2.4 fiir Trifluorammoniak gezeigte Energiekurve. Sie ist eine symmetrische

34) Fiir die Anwendung des harmonischen Oszillators auf die Schwingungen von Molekiilen siehe Bunker/Jensen
(1998: Kapitel 10 bis 12). Der harmonische Oszillator ist ein grundlegendes Modell der Quantenmechanik und
wird zum Beispiel in Cohen-Tannoudji/Diu/Laloé (1999: Kapitel 5) ausfiihrlich diskutiert.

35) Vergleiche Bunker/Jensen (1998: Kapitel 9 bis 12).

36) Ein Beispiel fiir eine Inversionsaufspaltung ist in Kroto (2003: S. 218) oder Bunker/Jensen (1998: S. 501) zu finden.



Funktion mit je zwei Minima, hier: gleicher Energie, die durch eine, fiir beide Molekiile unter-
schiedlich hohe Barriere V{™ voneinander getrennt werden. 37) Der Hamilton-Operator H'"Y
fur die Kernbewegung aus Abbildung 2.2 lasst sich schreiben als

H™ =T, + Eg'(p), (2.32)

mit der kinetischen Energie Tp beziiglich der Inversionskoordinate p. Berechnet man die

Eigenwerte dieses Operators, sind das Ergebnis die in Abbildung 2.3 fiir Ammoniak und in

EInV

Jinv als Funktion

Abbildung ftir Trifluorammoniak eingezeichneten Inversionsenergien
der Inversionsquantenzahl v'". 38) Ein Vergleich zeigt:

0 Im Spektrum des Ammoniaks ist eine Inversionsaufspaltung beobachtbar

Im Fall des Ammoniaks tritt jede Inversionsenergie Eirf,‘,’v genau einmal auf und kann durch

eine Inversionsquantenzahl vV eindeutig charakterisiert werden, zu sehen links in Abbil-
dung 2.3. Die Energien gliedern sich jedoch zu Paaren &hnlicher Energie, zum Beispiel Eg“’
und E{n", E%‘“’ und Egr“’ et cetera. Wire die Barriere Vé‘“’ zwischen linkem und rechtem

Minimum unendlich hoch, gehorten diese Paare zu identischen Energien, die sich eindeu-

hoch

tig anhand der Quantenzahl v"°" identifizieren lielen, zu sehen rechts in Abbildung

hoch

Den Energieunterschied zwischen Energien, die zur selben Quantenzahl v gehoren,

Inv
VInV,VInV+1

die Inversionsbarriere V{™ so niedrig, dass eine solche Tunnelaufspaltung beobachtbar ist.

bezeichnet man als Tunnelaufspaltung AE mit vI"V = 0, 2, 4, .... Fiir Ammoniak ist
Sie ist das Resultat des quantenmechanischen Tunneleffekts: Quantenobjekte besitzen die
Fahigkeit, Potentialbarrieren — in diesem Beispiel ist es die Inversionsbarriere V&“" —zu
»durchtunneln«, auch wenn ihre Energie nach klassischer Vorstellung dafiir nicht ausreicht.
Obwohl also einige der Eigenwerte unterhalb der Inversionsbarriere liegen, ist es moglich,
dass — sagt man es klassisch - Ammoniak vom linken in das rechte Minimum schwingt. 39)

0 Im Spektrum des Trifluorammoniaks ist keine Inversionsaufspaltung zu beobachten
Bei Trifluorammoniak ist die Barriere V&“" zwischen beiden Minima so hoch, dass jede
Inversionsenergie Ei‘}:v in Paaren (fast) gleicher Energie auftritt, das heif$t zum Beispiel

ELII‘,‘,’V: 0~ Eiﬂ‘,‘,’v:l, EL‘I‘,‘,’VZZ ~ EIVII‘,‘,’V:y zu sehen rechts in Abbildung 2.4. Diese Energien geho-

ren zur gleichen Quantenzahl v"*", das heifit EIV?XV: o~ E ff},‘l’vzl x Ei‘ﬁ},’ch: o siehe links in
Abbildung 2 4. Fiir Trifluorammoniak lédsst sich also keine Tunnelaufspaltung beobachten.
In diesem Fall reicht es aus, die Eigenwerte von HMY, Gleichung (2.32), fiir nur eines der
beiden Minima aus Abbildung 2.4 zu bestimmen. Man erhélt dann als Ergebnis die Energi-
en E nhoh mit dem Unterschied, dass jeder Eigenwert nun genau einmal auftritt — statt wie
vorher zweimal. Fiir starre Molekiile geniigt also die Kenntnis der Potentialenergiefliche um
ein Minimum, da die Barriere zwischen den Minima zu hoch ist, als dass die Auswirkung
des Tunneleffektes in den Eigenwerten der Kontorsionsbewegung bemerkbar wire. Die
Bewegung um das ausgewdahlte Minimum l4sst sich dann mit Hilfe einer Normalkoordinate

beschreiben.

37) Die Barrierenhchen im Vergleich: Vén"(NH3) =4,01-107207 (aus Bunker/Jensen (1998: S. 496), Vg“V(NF3) =
5,46-10717 ] (aus Marynick (1980)).

38) Vergleiche dazu Bunker/Jensen (1998: S. 496 ff.). Der dort angegebene Hamilton-Operator wurde hier in einer
vereinfachten Form angegeben, da lediglich eine qualitative und keine quantitative Diskussion erfolgen soll.

39) Direkt anhand der Inversionsschwingung des Ammoniaks erklart wird der Tunneleffekt im Buch von Haken/
Wolf (2003: S. 201 £.).

40) Diese Graphik wurde adaptiert aus Bunker/Jensen (1998: S. 497, Abbildung 15-3).
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Abbildung 2.3

Skizze des elektronischen Grundzustands des Ammoniaks NH entlang der in Abbildung definierten Koordinate p.
Die Energien Ef/ri'r‘l'v der Inversionsbewegung lassen sich eindeutig nach der Inversionsquantenzahl vV kiassifizieren,
zu sehen rechts im Bild. Ware die Barriere Vénv zwischen linkem und rechtem Minimum unendlich hoch, fielen
die Inversionsenergien zu IV — 0 ypd IOV = 1, IV = 2 ynd VIOV = 3 et cetera zusammen, angezeigt durch die

Quantenzahl yhoch

, zu sehen auf der linken Seite. Der Energieunterschied der Zustinde zu gleicher Quantenzahl
yhoch definiert die Tunnelaufspaltung. Im Falle des Ammoniaks ist die Barriere Vénv so niedrig, dass eine solche

Aufspaltung beobachtbar ist. 40)

Das gesuchte quantitative Kriterium, ein Molekiil als starr oder nicht-starr zu identifizieren,
ist also die Tunnelaufspaltung AEE;’“ in den Eigenenergien der Kontorsionsfreiheitsgrade
des Molekiils. Die GroBe der Tunnelaufspaltung ist sowohl durch die Hohe VX" als auch
durch die Breite 4V der Barrieren bestimmt, die sich zwischen den Minima der elektronischen
Energie in der Kontorsionsvariable beziehungsweise den Kontorsionsvariablen liegen. 4>) 43)
Fiir starre Molekiile, die keine beobachtbare Tunnelaufspaltung zeigen, ist jedes Minimum auf
der Potentialenergiefliche des elektronischen Grundzustands durch »uniiberwindbare« 44
Barrieren von den iibrigen Minima getrennt.

Auf Grundlage dieses Kriteriums ist es nun moglich, fiir ein starres Molekiil eine Gleich-
gewichtsstruktur zu definieren. Sie ist durch den Satz von Kernkoordinaten an der Stelle des
Minimums RC festgelegt. Da im Rahmen der Born-Oppenheimer-Naherung die elektroni-
sche Energie unabhangig von den Rotationskoordinaten ist, kénnen die Euler’schen Winkel
fur die Gleichgewichtsstruktur jeden beliebigen Wert annehmen; fiir die Schwingungskoor-
dinaten gilt fiir die Gleichgewichtsstruktur Q; = ... = Q3,_¢ = 0. Die fiir die Bestimmung
der Eigenzustdnde fiir Rotationen und Kernschwingungen notwendigen Rotationskonstan-
ten und Schwingungsfrequenzen lassen sich fiir ein starres Molekiil eindeutig aus R°© und

EF!(RGG) bestimmen, siehe oben. Bei einem nicht-starren Molekiil ist zwischen mindestens

41) Vergleiche dazu Ley/Gerbig/Schreiner (2011). In der Literatur zur hochgenauen Spektroskopie wird in der
Regel von »liberwindbaren« und »uniiberwindbaren« Barrieren gesprochen, siehe auch weiter unten in diesem
Paragraphen.

42) Es spielt auBerdem die reduzierte Masse in der kinetischen Energie TX" eine Rolle. Je grofer diese Masse ist,
desto tiefer liegen die Eigenwerte EX°M im Potential EF(p) und desto geringer ist — bei gleicher Barrierenhhe
VS(O“ — die Tunnelaufspaltung.

43) Die Anzahl solcher Minima ist nicht auf zwei beschrankt: Um zum Beispiel das Torsionsspektrum des Nitrome-
thans zu verstehen, miissen sechs Minima bert{icksichtigt werden. Wie spéter noch erldutert wird, ist die Anzahl
dieser Minima durch die Zahl der Versionen des Molekiils in der Struktur RSG an der Stelle dieses Minimums
bestimmt. Vergleiche dazu Kapitel 3, Abschnitt 4.

44) So die Bezeichnung in der englischen Literatur, siche Bunker/Jensen (1998: Kapitel 3, Abschnitt 2).

45) Diese Graphik wurde adaptiert aus Bunker/Jensen (1998: S. 497, Abbildung 15-4).



Abbildung 2.4
Skizze des elektronischen Grundzu- E t
stands des Trifluorammoniaks NF 3 ent-
lang der in Abbildung definierten
Koordinate p. Das linke und das rech-
te Minimum sind hier durch eine »un-

iiberwindbare« Barriere Vénv getrennt.

ylnv — IV — 5 ynd vINY = 3 et ce-

tera sind deshalb nicht zu unterschei- hoch

Die Inversionenergien zu vI™V = 0 und 8

den, das heiBt, sie zeigen keine beob-
achtbare Tunnelaufspaltung (rechts im
Bild). In einem solchen Fall lassen sich

die Inversionsenergien eindeutig nach der

o - N w

Quantenzahl VMo Klassifizieren (links - -
im Bild). 45) P,

zwei Minima des elektronischen Grundzustands die Barriere »liberwindbar« und eine Tun-
nelaufspaltung sichtbar. In einem solchen Fall ldsst sich keine Gleichgewichtsstruktur mehr
fiir das Molekiil definieren, sondern nur noch eine Referenzstruktur. In der Referenzstruktur
eines nicht-starren Molekiils hat neben den Euler’schen Winkeln, jede Kontorsionsvariable p1,

- Pn, einen beliebigen Wert. So gehort zum Beispiel fiir das Inversionspotential des Ammo-
niaks aus Abbildung 2.3 zu jedem Punkt der Kurve dieselbe Referenzstruktur. Die Zahl der
Schwingungsfreiheitsgrade reduziert sich fiir nicht-starre Molekiile um die Zahl der Kontorsi-
onsfreiheitsgrade. Fiir sie gilt in der Referenzstruktur Q; = ... = Q3m,6,np = 0; die zu diesem
Punkt gehorenden Kernkoordinaten werden zu RR*f zusammengefasst. Sowohl Rotationskon-
stanten als auch die Schwingungsfrequenzen sind fiir ein nicht-starres Molekiil Funktionen
der Kontorsionsvariable.

Die hier angegebene Definition eines starren beziehungsweise nicht-starren Molekiils
entspricht der in der Literatur iiblicherweise verwendeten. 4®) Dort wird auch darauf hinge-
wiesen, dass es streng genommen keine echten starren Molekiile gibt: Jede Barriere auf der
Potentialenergiefliche, egal welches elektronischen Zustands, ist endlich hoch oder hat eine

endliche Breite. Dies hat zur Folge, dass es immer eine Tunnelaufspaltung in den Kontorsions-

Kon

eigenzustdnden eines Molekiils gibt. Die Frage, ab welcher Tunnelaufspaltung AE %, «on 4

(VKO“ =0, 2,...) die Nicht-Starrheit eines Molekiils eine Rolle spielt, hdngt von der Dauer der
Untersuchung ab, die man an dem Molekiil durchfithren mochte. Ahnlich wie man den Bewe-
gungen eines Molekiils eine Zeitskala zuordnen kann, ist es moglich die Tunnelzeit mit Hilfe
der Relation trynnel = WAE ko, xon,, @bzuschitzen. 47) Diese Zeit ist umso kleiner, je groBer die
Schwingungsenergien des Molekiils sind. Liegt die Dauer des Experiments im Bereich der
Tunnelzeit der durch die Untersuchung angeregten Zustidnde, so muss man das Molekiil in
der Regel als nicht-starr behandeln, um die Ergebnisse zu deuten; ist die Tunnelzeit deutlich
langer als die Dauer des Experiments, darf das Molekiil als starr behandelt werden.

Fiir quantendynamische Simulationen sind es in der Regel aber nicht die Tunnelzeiten, die
von Relevanz sind. Hier stellt sich die Frage: Welche Bereiche der Potentialenergiefldche(n)
sind fiir zum Beispiel durch Laserpulse angeregten Wellenpakete zuganglich? Ein Beispiel
wurde bereits besprochen: Fiir die photo-induzierte Dynamik von Fulven aus Abbildung
sind zwei Potentialminima in zwei elektronischen Zustdnden relevant. Nach der Photoanre-

gung ist es den im elektronisch angeregten Zustand erzeugten Wellenpaketen méglich, sich

46) Siehe Bunker/Jensen (1998: Kapitel 3, Abschnitt 2).
47) Vergleiche Bunker/Jensen (2005: Kapitel 4, Abschnitt 5).
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entlang der Torsionskoordinate {iber das gesamte Potential zu bewegen, wéahrend sie sich
im elektronischen Grundzustand, nicht von einem Minimum in das andere herausbewegen
konnten. Es wird also deutlich: Es ist vor allem der am Molekiil induzierte Prozess, der tiber
starr oder nicht-starr entscheidet.

Die quantitative Behandlung nicht-starrer Molekiile mit beliebig vielen Kontorsionsfrei-
heitsgraden py, ..., py ist ausgesprochen schwierig. Zwar ist es in guter Néherung gerecht-
fertigt, die Rotations-Kontorsionsbewegungen zunédchst unabhidngig von den iibrigen Be-
wegungsformen zu behandeln. Sie untereinander zu trennen, so wie es in Gleichung (2.32)
vorausgesetzt wird, ist im Allgemeinen aber nicht moglich. Auch eine allgemeine Formulie-
rung eines Hamilton-Operators FHR-Kon fiir beliebig viele Kontorsionsfreiheitsgrade ist nicht
bekannt. 4®) Fiir die Torsionen von Molekiilen mit einem Torsionsfreiheitsgrad wird diese Pro-
blematik in Kapitel 4 und 8 diskutiert, andere Flle findet man in der Literatur besprochen. 49)

Fasst man die Argumentation der letzten vier Paragraphen zusammen und beriicksichtigt,
dass sich die Untersuchungen dieser Arbeit auf die Kernbewegung von Molekiilen im elektro-
nischen Grundzustand beschridnken, so ergibt sich der Hamilton-Operator nullter Ordnung
fiir die Kernbewegung zu 5°)

H(O) — HTrans + HRot + HVib + E(l)il (2.33&)

Kerne

fiir ein starres, beziehungsweise zu

7

Kerne

— [yTrans + [FyRot—Kon + HVib + E(I;ZI (233b)

fuir ein nicht-starres Molekiil. Die in Gleichung (2.22) angegebenen separablen Basisfunktionen
schreiben sich bei Verwendung der in Paragraph 2 besprochenen Modelle als

(0) _ 5FT SR HO KS
P = (Dkxo’kYo’kZo. (P]’kﬁ’”]?[i:o]‘ ®511--~’53m—6;[i:0]’ (I)I’mz ’ (2.34a)

im Falle eines starren Molekiils, beziehungsweise als

(DISIO) - Q)]f’?;)kaO'kZo ' (D]S’E]’mji[izo]‘ (Dé?r:“'kpnp}[i:o]. @2?-,5%176—"(}}[1':0]. q)%(’smz (2.34b)
fiir ein nicht-starres Molekiil. Hier bezeichnen @fT, @SR, @HO die Eigenfunktionen des frei-
en Teilchens, des starren Rotators und die Schwingungseigenfunktionen in harmonischer
Naherung, jeweils fiir den elektronischen Grundzustand. Die Funktionen @XS bezeichnen
die Eigenfunktionen fiir den Kernspin und kénnen nach den beiden Quantenzahlen 7 und
mz klassifiziert werden, vergleiche Abschnitt 4, Paragraph 4 dieses Kapitels. Im Falle eines
nicht-starren Molekiils bezeichnen ®SR. @Xon die Basisfunktionen fiir die Eigenfunktionen
des Operators HR=Kon aus Gleichung (2.34) zur Beschreibung der drei Rotations- und n,
Kontorsionsbewegungen des Molekiils im elektronischen Grundzustand; die Eigenfunktio-
nen von HROKon mijssen im Allgemeinen mit Hilfe des Ritz’schen Variationsverfahrens als
Linearkombinationen der Funktionen @SR. @Xon gefunden werden. Welche explizite Gestalt
die Funktionen @X°" im Falle von Torsionen haben, wird in Abschnitt 4, Paragraph 2 dieses
Kapitels diskutiert.

Ein Eigenzustand zur Beschreibung der Kernfreiheitsgrade eines starren Molekiils im elek-

48) Fiir Molekiile mit einem Kontorsionsfreiheitsgrad ist dies jedoch moglich, siehe dazu Kapitel 4, Abschnitt 3 und
Bunker/Jensen (1998: Kapitel 15).

49) Der Aufsatz von Hougen (2009) gibt einen Uberblick zu dieser Fragestellung. Auch in Bunker/Jensen (1998:
Kapitel 15) wird eine Fiille von Referenzen gegeben.

50) Man erhélt ihn formal, indem man tiber die elektronischen Koordinaten mittelt und die Giiltigkeit der im letzten
Paragraphen besprochenen Modelle voraussetzt.



tronischen Grundzustand wird bei Verwendung des Modells des Hamilton-Operators nullter
Ordnung durch den Satz von Quantenzahlen

n= (kxo, kYO’ kzo;], k], mMy; Sy, 53m—6;Il mI) (235&)

charakterisiert. Fiir ein nicht-starres Molekiil ldsst sich hingegen jede Basisfunktion zur Be-
stimmung der Eigenfunktionen von H(?) mit Hilfe der Quantenzahlen

n= (kxo, kYO’ kzo;], k], my; kPl’ vous kpnp; S1,ees 53m—6—n(,;I’ mz) (235b)

klassifizieren. Auf die Problematik der Bestimmung der Eigenfunktionen eines nicht-starren
Molekiils bei Verwendung des Modells des Hamilton-Operators nullter Ordnung wird in
Kapitel 4, Abschnitt 3 noch genauer eingegangen. Der Index [i = 0] blieb hier unberticksichtigt
und wird auch im Folgenden nicht mehr mitgefiihrt, da sich alle Untersuchungen dieser Arbeit
auf den elektronischen Grundzustand beziehen.

Insbesondere fiir Fragestellungen der hochauflésenden Spektroskopie erweisen sich die
hier genannten Modelle als zu ungenau und die Form der molekularen Eigenfunktionen
gemdf3 Gleichung (2.22) ist keine gute Naherung. Jedoch ist es moglich — zumindest prinzipiell
—, die exakten molekularen Wellenfunktion ®M°! als Linearkombinationen der separablen
Basisfunktionen aus Gleichung (2.22) zu schreiben, das heifit als

oMl =)y, (2.36)
n
und die Koeffizienten c,, im Rahmen des Ritz'schen Variationsverfahrens zu bestimmen. Dies
wird in Kapitel 6 noch einmal aufgegriffen: Dort wird der Zusammenhang der Konversion
von Kernspinisomeren, die unter anderem auf die Kopplung von Rotation und Kernspin zu-
riickzufiihren ist, mit unidirektionaler Rotationen untersucht.

Die in Teil II dieser Arbeit behandelten Prozesse beruhen auf der Manipulation der Rota-
tions- und Kontorsionsbewegungen von Molekiilen, fiir deren Beschreibung die Funktionen
PRot pkon ynd XS aus Gleichung (2.34) relevant sind. Eine wichtige Rolle bei der Bestim-
mung dieser Eigenfunktionen spielen Drehimpulsoperatoren; ihre Eigenschaften werden in
Abschnitt 4 dieses Kapitels besprochen. Als Abschluss dieses Abschnittes wird kurz darauf
eingegangen, wie man eine grofle Anzahl von identischen Molekiilen innerhalb eines Gasver-

bandes behandeln kann.

§4: Molekiile bei endlicher Temperatur So schwierig sich die exakte Behandlung eines ein-
zelnen Molekiils gestaltet, so unméglich erscheint die vollstdndige Losung der Schrodinger-
Gleichung fiir viele von ihnen. Neben der Frage, wie man die Wechselwirkung zwischen den
einzelnen Molekiilen behandeln soll, gibt es vor allem ein grundsétzliches Problem: Wurde
bisher davon ausgegangen, man kénnte das zu untersuchende System mit Hilfe einer Wellen-
funktion ¥ beschreiben, ist dies fiir Systeme aus sehr vielen Quantenteilchen praktisch nicht
moglich. 59) Das ist verstandlich: Wie aufwendig wiire es, ein Gas aus 10?% Molekiilen durch ei-
ne Messung so zu praparieren, dass man den Zustand aller Molekiile kennt? Einen Zugang zur
Losung dieses Problems bietet die Statistische Physik. 5*) Eine ihrer zentralen Annahmen ist,
dass jeder Zustand W,..., ¥, ..., in dem sich ein Molekiil innerhalb des untersuchten Systems

51) Tatséchlich ist es dann aber moglich, durch Verwendung des sogenannten Dichteoperators auch ein solch grofses
System eindeutig festzulegen. Die Eigenschaften dieses Operators sowie dessen Bedeutung bei der Beschreibung
von grofien Systemen werden zum Beispiel in Cohen-Tannoudji/Diu/Laloé (1999: Kapitel 3, Abschnitt 10),
Tolman (1980: Paragraph 78-83) und Diu/Guthmann/Lederer/Roulet (1994: Erganzung I.A) diskutiert.

52) Einfiihrend: Hill (1986), Gépel / Wiemhofer (2000); fortgeschritten: Tolman (1980); umfassend: Diu/Guthmann/
Lederer/Roulet (1994).
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befinden kann, mit einer bestimmten Haufigkeit Wy, ..., W,,... mit }_, W, = 1 auftritt. Misst
man eine Observable A, so tritt an die Stelle des Erwartungswertes der Ensemblemittelwert

(AN =) WAy, (1), (2.37)

wobei (A) y, den Erwartungswert von A fiir den Zustand W, bezeichnet. Bei dieser Behandlung
wird also zweimal gemittelt: einmal quantenmechanisch, einmal statistisch. Beide Mittelungen
sind grundverschieden. Die quantenmechanische Mittelung ist eine aufgrund der Gesetzma-
Bigkeiten der Quantentheorie notwendige Mittelung tiber eine Vielzahl von Messungen, da
sich im Allgemeinen nur der Mittelwert einer Observablen mit Sicherheit vorhersagen lasst,
vergleiche Abschnitt 2, Paragraph 2. Die statistische Mittelung erfolgt aus pragmatischen Griin-
den; grundsitzlich ist die Bestimmung der Mittelwerte fiir jedes einzelne Molekiil moglich,
aufgrund der grofien Zahl von Molekiilen aber nicht praktikabel. Ist der Ensemblemittelwert
aus Gleichung (2.37) zeitunabhéngig, so befindet sich das System im statistischen Gleichge-
wicht. Die Wahrscheinlichkeiten W), sind je nach untersuchtem System und nach Art des
Gleichgewichts unterschiedlich und kénnen mitunter durch statistische Verfahren bestimmt
werden. 53)

Eine Situation, die bei Fragestellungen der Chemie und der molekularen Physik hdufig auf-
tritt, ist ein Gas aus vielen identischen Molekiilen, das sich im thermischen Gleichgewicht mit
seiner Umgebung befindet. Ein solches System wird durch die Temperatur T charakterisiert.
Nimmt man an, die Wechselwirkungen zwischen den Molekiilen des Gases seien vernachlas-
sigbar, so sind die Wahrscheinlichkeiten in Gleichung ( ) durch eine Boltzmann-Verteilung

w :M (2.38)
r g °

gegeben. Die Zahlen W, geben hier die Wahrscheinlichkeit an, ein beliebig herausgegriffenes
Molekiil mit der Energie E, zum Eigenzustands @, zu finden. Sie sind neben der Boltzmann-
Konstante kg durch das Verhiltnis des Boltzmann-Faktors exp(—E+/ksT) zur (kanonischen)
Zustandssumme 3 bestimmt. Die Zustandssumme 3 ist definiert als

3=) g exp(—é—}) , (2.39)

wobei g, den Entartungsgrad des molekularen Energieeigenwerts E, berticksichtigt. Sie ist ein
Maf dafiir, wie viele verschiedene Zustdnde innerhalb des Systems bei einer vorgegebenen
Temperatur T besetzt sind. Setzt man die Annahmen des Modells des Hamilton-Operators
nullter Ordnung als giiltig voraus, ist es dariiber hinaus méglich, die Wahrscheinlichkeiten
W), in der Form

w, = L Trans, (Rot, {yyKon 1yVib (2.40)

zu faktorisieren und somit die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten eines Zustands einer
bestimmten Bewegungsform getrennt von den iibrigen Freiheitsgraden anzugeben. 54 In Glei-
chung (2.40) wurde bereits berticksichtigt, dass fiir die vorliegende nur der Fall interessant ist,
dass sich die Molekiile ausschlieflich im elektronischen Grundzustand befinden und WF! = 1
ist.

Es ist zunachst erstaunlich, dass die Wahrscheinlichkeiten, ein Molekiil mit einer bestimm-

53) Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Arten statistischer Gleichgewichte und der Berechnung der Wahrschein-
lichkeiten W, gibt zum Beispiel Hill (1987: Abschnitt 15).

54) Vergleiche dazu beispielsweise Hill (1986: Kapitel 9).



ten Energie unter einer Vielzahl seinesgleichen zu finden, einer Boltzmann-Verteilung, das
heifst einer klassischen Verteilung entsprechen. Molekiile sind Quantenobjekte, die als solche
einer Quantenstatistik folgen sollten, wie jener von Bose und Einstein im Falle eines boso-
nischen Molekiils oder jener von Fermi und Dirac im Falle eines fermionischen Molekiils.
Tatsdchlich jedoch gehen diese beiden Statistiken in die Boltzmann-Verteilung tiber, falls: (i)
die Molekiildichte beziehungsweise der Druck klein ist, und/oder (ii) die Temperatur des Sys-
tems grof ist, und/oder (iii) die Masse der Teilchen des Systems grof ist. 55 Was unter »grofi«
oder »klein« zu verstehen ist, ist abhdngig von der konkreten Fragestellung und kann nicht
pauschal beantwortet werden. In den hier untersuchten Fragestellungen wird die Boltzmann-
Statistik jedoch in sehr guter Naherung erfillt. 5)

In den zum Erhalt der Ergebnisse aus Kapitel 6, 7 und 8 durchgefiihrten Simulationen
wurde angenommen, das untersuchte System befinde sich zur Zeit t, im thermischen Gleichge-
wicht, in dem die molekularen Zustdnde der Boltzmann-Verteilung Gleichung (2.38) gentigen.
Durch die Wechselwirkung mit einem Laserpuls wird das System jedoch aus dem thermischen
Gleichgewicht ausgelenkt — zum Beispiel ist der in den Abbildung 1.5 gezeigte Erwartungswert
({cos? 0))(t) von der Zeit abhingig und die Bedingung fiir ein statistisches Gleichgewicht nicht
mehr erfiillt. In einem solchen Fall ist der Ensemblemittelwert in Gleichung (2.37) gegeben als

exp (-2
Winin =Y %"BT)MN{,}U) : .41)
7

wobei (A)lpm (t) den Erwartungswert fiir die Anfangsbedingung W, (t;) = @, bezeichnet. Wie
man diese Erwartungswerte berechnet, wird in Kapitel 5, Abschnitt 3, Paragraph 3 bespro-
chen. Die Berticksichtigung der Temperatur ist bei der Untersuchung von Kernspinisomeren
zwingend erforderlich, da die Haufigkeit einer Sorte von Kernspinisomeren in einem Mo-
lekiilverband (auch) durch die Temperatur bestimmt ist. Dies wird in Kapitel 4 im Detail
diskutiert.

Das Energiespektrum eines Molekiils gliedert sich in verschiedene Abschnitte, die sich be-
stimmten Bewegungsformen des Molekiils zuordnen lassen, namentlich den Translationen
des Schwerpunkts, den Rotationen und Schwingungen des Kerngeriists, den elektroni-
schen Freiheitsgraden und den Elektronen- beziehungsweise Kernspins. Eine Moglichkeit
zur Beschreibung dieser Bewegungsformen bietet das Modell des Hamilton-Operators
nullter Ordnung. Im Rahmen dieses Modells schreibt sich jeder molekulare Zustand in
der Form Gleichung (2.22); wird die Giiltigkeit der Born-Oppenheimer-Ndherung vor-
ausgesetzt; werden Kopplungen zwischen Rotationen und Schwingungen vernachléssigt;
werden Schwingungen in der harmonischen Ndherung und Rotationen mit Hilfe des Mo-
dells des starren Kreisels behandelt; und werden die Spins der Kerne des Molekiils nur
zur Erfiillung des Symmetrisierungspostulats berticksichtigt. Lasst sich fiir das behandel-
te Molekiil eine Kontorsionsaufspaltung in dessen rovibronischen Spektrum beobachten,
bezeichnet man das Molekiil als nicht-starr, andernfalls als starr. Bei nicht-starren Mole-
kiilen werden die Kontorsionsfreiheitsgrade gemeinsam mit den Rotationsfreiheitsgraden
behandelt; eine Entkopplung von Rotationen und Kontorsionen ist im Allgemeinen nicht
moglich. In einem Gasverband von Molekiilen bei endlicher Temperatur ist die Haufigkeit
eines molekularen Energieniveaus durch dessen Boltzmann-Faktor bestimmt, vergleiche

Gleichung (2.38) und Gleichung (2.40); quantenmechanische Erwartungswerte miissen

55) Dies folgt aus der Uberlegung, dass der mittlere Abstand R zwischen zwei Molekiilen grof gegeniiber ihrer
thermischen deBroglie-Wellenlédnge sein muss. Vergleiche dazu Hill (1986: Kapitel 3 und Kapitel 4, Abschnitt 1),
Diu/Guthmann/Lederer/Roulet (1994: Erganzung I.A, Paragraph 2; Teil III, Abschnitt 4, Paragraph 3).

56) Vergleiche dazu auch Kapitel 5 und die dort zitierte Literatur.
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I durch den Ensemble-Mittelwert, Gleichung (2.41), ersetzt werden.

2 Molekulare Drehimpulse Drehimpulse sind bedeutend fiir die verschiedensten
° Formen von molekularen Bewegungen, seien es Rotationen, Torsionen, Spin oder
auch mehrdimensionale Schwingungen. Ziel dieses Abschnitts ist es, die Grundlagen zur
Theorie quantenmechanischer Drehimpulse darzustellen und die fiir diese Arbeit relevanten
Themen — Torsionen, Rotationen und Kernspin — detailliert zu diskutieren.

Die allgemeine Definition eines quantenmechanischen Drehimpulses wird angegeben. Die
Vorgehensweise zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen des Gesamtdrehim-
pulses durch die sukzessive Kopplung aller Einzeldrehimpulse des behandelten Systems
wird skizziert. Das Modell des starren Rotators wird fiir die Drehungen in der Ebene und
im Raum diskutiert; der erste Fall wird als Modell fiir die Torsionen eines Molekiils vorge-
stellt, der zweite als Modell fiir dessen Rotationen. Zum Abschluss dieses Kapitels wird
erlautert, wie sich die Kernspinzustidnde eines Molekiils charakterisieren lassen. Obgleich
einige der Themen sehr speziell sind, gelten sie als bekannt und kénnen in der zitierten

Literatur nachgelesen werden. 57)

§1: Einige Eigenschaften quantenmechanischer Drehimpulse Ein hermitescher Vektorope-
rator J heifit Drehimpuls, wenn dessen drei raumfesten Komponenten ( Jx, Jv, J7) die Ver-
tauschungsrelationen

[Tx dy]=ind; [Tz, Jx] =iy [Ty, Jz] =in]x (242)

erfiillen. 58) Es lasst sich zeigen, dass das Quadrat J? eines solchen Operators mit jeder der drei
raumfesten Komponenten, zum Beispiel [, vertauscht. 59 Das bedeutet, vergleiche Abschnitt
2, dass sich fiir J2 und J 7 ein gemeinsamer Satz von Eigenfunktionen @ Jmg 60) wihlen lasst.
Die Eigenwertgleichungen fiir dieses Paar von Operatoren lauten

J2 Dy, = J(J + 1R Dy, (2.43a)
Tz Ogmy =mgh @y, (2.43b)

das heifst, die Drehimpulseigenzustdande sind durch zwei Quantenzahlen bestimmt: Die Dreh-
impulsquantenzahl J kann ganz oder halbzahlig sein, ihr Wertebereich endlich oder unendlich;
fiir die Quantenzahl my sind bei vorgegebenem J die 2J + 1-Werte -J,-J - 1,...,J - 1,J
mdglich. Die Eigenfunktionen @ ,,; sind, je nach Art des Drehimpulses, entweder analytische

57) Der Drehimpuls ist aufgrund seiner Relevanz fiir quantenmechanische Fragestellungen Gegenstand mehrerer
Monographien. Die Details zu Paragraph 1 kénnen zum Beispiel nachgelesen werden in Edmonds (1960: Kapitel
2 und 3), Zare (1988: Kapitel 1 bis 3), Messiah (1990: Kapitel 13) und Cohen-Tannoudji/Diu/Laloé (1999: Kapitel
6); fiir die in Paragraph 2 und 3 besprochenen freien Rotoren sind zum Beispiel Zare (1988: Kapitel 6) oder Kroto
(2003: Kapitel 3) geeignet, zum eindimensionalen gehinderten Rotor liefert Leibscher/Schmidt (2009) einen guten
Uberblick; die Details fiir Paragraph 4 sind fiir Spin-1/2-Objekte sehr ausfiihrlich in Pauncz (1979) beschrieben,
sonst eignet sich auch Messiah (1990: Kapitel 13, Abschnitt 4).
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Fiir bestimmte Drehimpulse — dazu zahlt zum Beispiel der in Paragraph 2 dieses Abschnitts besprochene Rotati-
onsdrehimpuls J - kehrt sich in molekiilfesten Koordinatensystemen das Vorzeichen auf den rechten Seiten der
Gleichungen (2.42) um, das heifit [j P J ;u] =—ihJ - et cetera, was héufig als »anomale« Vertauschungsrelation
bezeichnet wird. Eine Erklarung fiir diese Anomalie liefert zum Beispiel Zare (1988: S. 106).

59) Die Wahl der Z-Komponente ist willkiirlich, entspricht aber der tiblichen Alternative.

60) Oft wird der Index J fiir die Quantenzahl m auch weggelassen. Da in diesem Kapitel jedoch verschiedene physi-
kalischen Realisierungen von Drehimpulsen behandelt werden, wird er stets mitgefiihrt, um Missverstindnisse
zu vermeiden.



Funktionen von Ortsvariablen oder abstrakte Zustdnde von ebenso abstrakten Spinvariablen.
Fiir ein System aus mehreren Objekten, wie zum Beispiel einem Molekiil, ist neben den

Drehimpulsen J; der einzelnen Objekte i, oft auch deren Gesamtdrehimpuls
n
J=)J (2.44)
i=1

von Bedeutung. Fiir beides, die einzelnen Drehimpulse J; und den Gesamtdrehimpuls J,
gelten die Eigenwertgleichungen aus Gleichung (2.43). Das hat zur Konsequenz, dass sich die
Eigenfunktionen der einzelnen Drehimpulse @ Jiomy, Mit Hilfe der beiden Quantenzahlen J;
und m, Klassifizieren lassen, die Eigenfunktionen des Gesamtdrehimpulses @ ,,, dagegen
mit Hilfe der beiden Quantenzahlen J und m ;. Den Zusammenhang zwischen diesen Eigen-
funktionen herzustellen und die Zusammensetzung der Quantenzahlen J und mj aus den
Quantenzahlen J; und mj, zu bestimmen, ist Gegenstand der sogenannten Kopplung bezie-
hungsweise Addition von Drehimpulsen. Hier soll nur die Kopplung von zwei Drehimpulsen
umrissen werden, da es grundsétzlich moglich ist, jede Kopplung beliebig vieler Drehimpulse
auf die sukzessive Kopplung zweier Drehimpulse zuriickzufiihren. 6*)

Bei der Addition von zwei Drehimpulsen, J; und J, gibt es grundsitzlich zwei Mog-
lichkeiten, die gemeinsamen Drehimpulszustdnde zu beschreiben. Eine Méglichkeit bieten
die »ungekoppelten« Zustinde, das heifit die Produkte @y, ,, 5, P, my, Sie sind gemein-
same Eigenfunktionen der vier Operatoren J 1 J 7, beziehungsweise J 5 J 7, und werden
dementsprechend durch die vier Quantenzahlen J;, mj, beziehungsweise J,, mj, eindeutig
festgelegt. Die andere Moglichkeit, die gemeinsamen Eigenzustdnde zweier Drehimpulse zu
beschreiben, bilden die »gekoppelten« Basiszustidnde @, my Sie sind gemeinsame Eigenfunk-
tionen der Operatoren J 2 J 2 beziehungsweise J 7= J 7, + J 7, und kénnen mit Hilfe der
Quantenzahlen J;, J», J und m  bezeichnet werden. Die Werte der Quantenzahl J sind durch
die Clebsch-Gordan-Reihe vorgegeben, das heifst:

J=Ji+JuJi+J2-1L..|J1 = Jal; (2.45)

zu jedem moglichen Wert von J existieren 2J + 1-Werte, die mit my = —J, ..., J bezeichnet
werden. Auch ist es méglich, tiber die Relation

Opy = Y ey [ 0

mJl mJZ mJl mJZ _mT

J

D,y Py, (2.46)

eine allgemeine Beziehung zwischen den gekoppelten und ungekoppelten Basiszustanden
herzustellen. Dabei definiert

( JhooJ J ] 07
my, mjy, —mg
das sogenannte 3j-Symbol. %> Es kann nur dann von null verschieden sein, wenn

my, +my, —my=0  und IJ1-Jal<J<J1+J2. (2.48)

Dies wird in Kapitel 5 noch von Bedeutung sein.
Die Drehimpulse, die in dieser Arbeit Anwendung finden, sind der Operator fiir den
Rotationsdrehimpuls j und der Operator fiir den Kernspin Z sowie die Kopplung der beiden,

61) Die Kopplung von drei und mehr Drehimpulsen wird zum Beispiel in Zare (1988) und Edmonds (1960) bespro-
chen.

62) Eine explizite Formel fiir ein allgemeines 3j-Symbol ist zum Beispiel in Edmonds (1960: S. 58) zu finden.
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Abbildung 2.5 e,

Zum Modell des ebenen, eindimensionalen, starren Rotators zur Beschrei- ' -

bung der Torsion — hier am Beispiel einer Methylgruppe CH3 — eines er P Tt —[ Y 2

Fragmentes gegen den Rest eines Molekiils, zum Beispiel das in Abbildung N ] -----------------
gezeigte Nitromethan. Der Torsionswinkel p ist in diesem Beispiel

in Bezug auf die molekiilfeste e,-Achse definiert; die Torsionsachse ent- e,

spricht der molekiilfesten e,-Achse.

der Operator fiir den Gesamtdrehimpuls F. Der Rotationsdrehimpuls spielt eine zentrale
Rolle bei der Beschreibung der Rotationen und Torsionen eines Molekiiles; der Kernspin ist
bei der Bestimmung des statistischen Gewichtes eines jeden Kernspinisomers, sowie bei der
Beschreibung der dipolaren Wechselwirkung wesentlich. Dies wird in den folgenden vier
Paragraphen genauer ausgefiihrt.

§2: Der starre eindimensionale Rotator als Modell fiir Torsionen in Molekiilen Torsionen,
das heifst die interne Drehung einzelner Teile eines Molekiiles gegeneinander, konnen mit
Hilfe des Modelles des ebenen starren Rotators beschrieben werden. Fiir den Moment soll
angenommen werden, die Torsion liefle sich unabhéngig von den Rotationen des Molekiils
behandeln, wie es in sehr guter Naherung fiir das in Abbildung 1.7 gezeigte und in Kapitel
6 untersuchte Nitromethan CH,;NO, der Fall ist. In Abbildung 2.5 ist das klassische Abbild
dieses Modells zu sehen: Die dort gezeigte Methylgruppe CH, soll sich um die molekiilfeste
e,-Achse drehen, ohne dass sich die molekiilfeste e,- und e,-Achse mit der Methylgruppe
mitdreht und ohne dass sich der Abstand R der Protonen bei der Torsion d@ndern soll. Der
Torsionswinkel p wird hier von der e,-Achse zu Proton »1« im mathematisch positiven Sinn
gezéhlt. Der Hamilton-Operator fiir dieses Modell schreibt sich als 63)

F i

BTor _ ]p + EFl(p) (2.49)

=3
mit 0 < p < 27. Hier definiert F die Torsionskonstante fiir die Methylgruppe aus Abbildung
, vergleiche auch Kapitel 4, Abschnitt 3; der Operator fiir den Torsionsdrehimpuls p ist

explizit gegeben durch
. d
jo=—inZ (2.50)
P ap

EiEl(p) ist das Torsionspotential, das heifit die Energie des i-ten elektronischen Zustands des
Molekiils als Funktion der Torsionskoordinate p.

Fiir den Fall, dass E?l(p) = 0 ist — man spricht dann von einem freien, eindimensiona-
len, starren Rotor —, lassen sich die Eigenfunktionen @17 (p) = dbkp und Eigenwerte E k des

63) Der Hamilton-Operator fiir Torsion und Rotation wird in Kapitel 4 ausfiihrlicher diskutiert. Ergebnis der Diskussi-
on ist: Auch wenn sich Rotation und Torsion nicht separieren lassen, ist es moglich, die im weiteren Verlauf dieses
Paragraphen diskutierten Eigenfunktionen als Ansatz zur Bestimmung der Rotations-Torsions-Eigenfunktionen
zu verwenden. Ein Bezug zu den hiufig verwendeten Modellen zur Beschreibung der Quantendynamik von
Torsionen, vergleiche zum Beispiel Belz (2011), wird in Kapitel 8 hergestellt.



Hamilton-Operators aus Gleichung (2.49) analytisch berechnen. Sie lauten

1
D = ——explik 2.51a
b = 7 P (ke (251a)
beziehungsweise
Ey, = Fk;, (2.51b)

und sind beide durch eine Torsionsquantenzahl kp bestimmt, die die Werte kp =0,%1,%2, ..,
+oo annehmen kann. Beispiele fiir die Spektren freier ebener Rotoren werden in Kapitel 4, 6
und 8 ausfiihrlich diskutiert.

Gelegentlich ist der freie eindimensionale Rotor ein gutes Modell (nicht nur) zur Beschrei-
bung von Torsionen. Fiir Molekiile mit beobachtbarer Torsion ist in der Regel jedoch das
Torsionspotential E f‘l(p), egal welches elektronischen Zustands 7, von Null verschieden. Grund-
sétzlich ist das Potential einer Torsion periodisch in 27, da p und p + 27 derselben physika-
lischen Situation entsprechen miissen. Das Torsionspotential ldsst sich daher in Form einer
Fourier-Reihe schreiben, so auch das Potential fiir den elektronischen Grundzustand %4:

Egl(p) = % Z V,;rsor cos(np) + % Z VnTaOr sin(n,p) . (2.52)
ng=0 ng=1
Im Allgemeinen lassen sich die Eigenwerte und -funktionen des Hamilton-Operators in Glei-
chung (2.49) mit einem Potential der Form Gleichung (2.52) nicht mehr analytisch bestimmen;
nur fiir bestimmte Fille existieren solche Losungen. Ndhert man zum Beispiel das Potential in
Gleichung (2.52) als

. VTor
E(I;j (p) = 02 (1 + cos(zp)) , (2.53)

wobei VOTOr die Torsionsbarriere des elektronischen Grundzustands bezeichnet und z eine
ganze Zahlist ®), so ist die Losung bekannt. Die stationére Schrodinger-Gleichung, Gleichung
(2.6), lasst sich fiir diesen Fall in die Mathieu’sche Differentialgleichung

& o, (glF) ppor cos(2p) | @T°r = 0 (2.54)

d p~2 K, 0 P - ’
tiberfiihren. Hier bezeichnet ¢ = z¢/2 einen skalierten Torsionswinkel und V" = V;*/z2¢
eine skalierte, effektive Barrierenhohe; a[;] ist der K,-te charakteristische Wert der Mathieu-

P
Gleichung mit Kp =0,1,2,... fir ein z-zdhliges Potential. Die charakteristischen Werte stehen
uber
_ZF e,

Ey = 2.
Kp 4 Kp+ 2 (2.55)

mit den Eigenwerten des Hamilton-Operator aus Gleichung (2.49) fiir ein Potential der Form
Gleichung (2.53) in Beziehung. Die dazugehérigen Eigenfunktionen @1°F = @ R, sind Mathieu-

Funktionen, die sich ihrerseits teilen in die kosinusartigen-elliptischen

1 o
Dog, = = (6, Vo) (2.56a)

64) Dies gilt auch fiir jeden elektronisch angeregten Zustand, vergleiche zum Beispiel Abbildung aus Kapitel 1.
Betrachtet man mehrere elektronische Zustande sind die Entwicklungskonstanten VVTS Of beziehungsweise V,;r;"
fiir verschiedene elektronische Zustinde im Allgemeinen verschieden.

65) Sie bezeichnet die Zahligkeit des Rotors, eine GrofSe, die eng verkniipft ist mit der Permutationssymmetrie des
rotierenden Fragments, vergleiche Kapitel 3 und 4.
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und die sinusartigen-elliptischen Mathieu-Funktionen

1 .
D 41 = e (6, V™) - (2.56b)

Damit die Eigenfunktionen beziiglich der Torsionskoordinate p periodisch in 27 sind, miissen
sie, geschrieben in der skalierten Variable g, die Bedingung cD,;p(@) = CD,;p(p + zm) erfiillen.
Die Mathieu-Funktionen gehoren zu den sogenannten speziellen Funktionen und haben eine
Vielzahl interessanter Eigenschaften. ®®) Fiir niedrige Barrieren ist es beispielsweise sinnvoll, sie
als Linearkombinationen der Eigenfunktionen des freien, eindimensionalen, starren Rotators,

Gleichung ( ), darzustellen

1 .

@,gp = chp @kp = \/T_T( chp exp (1kpp) , (2.57)
ko ko

und die Koeffizienten Ck, mit Hilfe des Ritz’schen Variationsverfahrens, vergleiche Abschnitt 2

dieses Kapitels, zu bestimmen. Wie in Details erldutert, liefert ein solches Variationsverfah-

ren z-Sédtze von Losungen. Dies steht im unmittelbaren Zusammenhang mit der Symmetrie

des Systems, wie in Kapitel 3, 4, 6 und 8 ausfiihrlich besprochen wird.

§3: Rotationen starrer Molekiile Erweitert man das Modell des eindimensionalen, starren
Rotators auf drei Dimensionen, so man erhilt man das Modell des starren Kreisels. In der
theoretischen Beschreibung von Molekiilen wird dieses Modell oft zur Behandlung dessen
Rotation herangezogen. Der Hamilton-Operator eines starren Kreisels schreibt sich als

A Ry By, C.
AR = o e 5 I+ 5 e (263)
A, B, € sind hier die Rotationskonstanten, die iiber die Beziehungen
n? n? n?
= — = _— =—— 2.64
A 21, b 21 ¢ 21, (264)

im direkten Zusammenhang mit den Haupttragheitsmomenten I, g = 4, b, c des Molekdils
stehen; J, 4 sind die Komponenten des Drehimpulses fiir die Rotation des Kerngertists. Alle
genannten Groflen beziehen sich auf das Hauptachsensystem e, e;, e. des Molekiils. Dieses
Achsensystem ist stets so gewahlt, dass die Darstellung des Tragheitstensors I, eines Tensors
zweiter Stufe, einer Diagonalform entspricht, das heifit:

m
L= ) Mib}+c))=1, (2.65a)
i=1
m
Iy = ZMi(a,? ) =1, (2.65b)
i=1
m
Tee = ZMmﬁ +03) =1, (2.65¢)
i=1
beziehungsweise
m
Ty = — ZMia,-bi =0 (2.65d)
i=1
m
Tpe = - ZMibiCi =0 (2.65€)

66) Ausfiihrlich zum Beispiel in Abramowitz/Stegun (1972: Kapitel 20) diskutiert.



Details 2.2
Zur Berechnung der Eigenfunktionen des eindimensionalen, gehinderten, starren Rotator als Linearkombination der

Eigenfunktionen seines freien Pendants.

Wie in Abschnitt 2 dieses Kapitels beschrieben, lassen sich die Koeffizienten aus dem Ansatz Gleichung (2.57) durch
die Diagonalisierung der Matrixdarstellung H™" des Operators H " aus Gleichung (2.49) mit dem Potential aus Glei-
chung (2.53) in der Basis der Eigenfunktionen des freien Rotors aus Gleichung ( ) bestimmen. Die Matrixelemente
H, Kok sind gegeben durch

27
Hy , = @ B, d
kpokp L k) kp 9P

2n Tor
1 i Fao Y . . ) oo\d
=3 ), exp(-ik,p) h—sz + T(exp(1zp)+exp(—1zp)+ ) exp(ikpp)dp
Tor Tor Tor
T Nl P AP L A S (2.59)
ko ¥ 5 [Okpky t T Ok kptz T Ty Ok k-

Dabei wurde im zweiten Schritt die Eulerdarstellung des Kosinus
cos(zp) = /2 (exp(izp) + exp(—-izp)) (2.59)

verwendet und im dritten Schritt das Kronecker-Delta o;,j mit der Eigenschaft

1 falls i=j
6ij = et (2.60)
’ 0 falls i=#j

eingefiihrt. Aus der letzten Zeile von Gleichung (2.58) geht hervor, dass die Matrix HT°" in der Basis der Eigenfunk-
tionen des freien Rotors gemaf3

H™ —-HyoH® ... 0H., (2.61)

in z-Blocke zerfallt, wobei gilt

Dy D_. [on D Dy ... bilden die Basis fiir Hj
D ;01 DPzyp Dy Dsy1 @241 ... bilden die Basis fur H;

(2.62)
D_.q Dy O.1 Dy:qy D3z .. bildendieBasisfir H:_y.

Jeder dieser Blocke kann unabhéngig von den tibrigen diagonalisiert werden, das heifit, die Koeffizienten und Eigen-
werte von H°T zerfallen in z unterschiedliche Stze von Losungen. Wie insbesondere in Kapitel 3 und 4 diskutiert,
héngt dies mit der Symmetrie des untersuchten Systems zusammen.

m
Toe=- ZMiaiCi =0, (2.65f)
i=1

wobei M; der Masse und a;, b;, ¢; den Koordinaten des i-ten Kerns entspricht,und I, < I, < I,
beziehungsweise A > 1 > C, vergleiche Gleichung (2.64). Befindet sich das Molekiil in seiner
Gleichgewichtsstruktur, so fallt das Hauptachsensystem mit dem molekiilfesten Koordina-
tensystem aus Abbildung 2.1 zusammen. ®7) Die Zuordnung der molekiilfesten Achsen e,
ey, e, zu den Achsen des Hauptachsensystems e, ey, e, ist je nach Art des starren Kreisels
unterschiedlich; die drei moglichen Zuordnungen fiir ein rechtshiandiges Koordinatensystem,
die als Typ I", 11", I1I"-Konvention bezeichnet werden, sind in Tabelle 2.2 gezeigt.

Je nachdem, wie viele der Rotationskonstanten A, B, C voneinander verschieden sind,
klassifiziert man vier unterschiedliche Typen starrer Kreisel:

0 Asymmetrische Kreisel

67) Es ist dann auch tiblich, die Rotationskonstanten als I\GG, BGG, ¢SG zu bezeichnen. Hier und im weiteren
Verlauf der Arbeit wird darauf verzichtet, da sich alle angegebenen Rotationskonstanten stets auf Gleichgewichts-
beziehungsweise Referenzstrukturen beziehen.
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Tabelle 2.2
Die drei méglichen Zuordnungen der molekiilfesten Achsen ey, e, e; zu den Haupttrigheitsachsen e, ey, e, bei

Beschrankung auf rechtshindige Koordinatensysteme.

Molekiile als
Quantenobjekte

oI Irr

€x €p €c €q
ey e, e ey
ez €q €p €c

Alle Rotationskonstanten sind voneinander verschieden, das heifst A > 1 > €. Beispiele aus
Abbildung 1.7 sind alle dort gezeigten Isotopologe des Ethens sowie das Tetrafluorethen.

Auch das in Kapitel 1 besprochene Wasser gehort zu dieser Sorte Kreisel.

0 Symmetrische Kreisel
Genau zwei der drei Rotationskonstanten sind gleich. Man unterscheidet weiter: Gilt A >
B = C, bezeichnet man den Korper als prolaten symmetrischen Kreisel, ist A = 13 > € als
oblaten symmetrischen Kreisel. Ein Beispiel fiir die erste Sorte Kreisel ist das in Abbildung
gezeigte Propadien, ein oblater symmetrischer Kreisel ist zum Beispiel das in Abbildung
zu sehende Trifluorammoniak NF;.

0 Sphirische Kreisel
Alle Rotationskonstanten sind gleich, das heifst A = B = €, wie es zum Beispiel bei Methan
CH, der Fall ist. Keines der hier behandelten Molekiile gehort zu dieser Art Kreisel.

0 Lineare Molekiile
Lineare Molekiile sind ein Sonderfall, fiir den A — co und B = €. Zu dieser Klasse von
Kreiseln zdhlen beispielsweise der in Kapitel 1 erwdhnte molekulare Stickstoff N, oder
Wasserstoff H,.

Abbildung 2.6

Links: Das Hauptachsensystem eines prolaten symme- €a
trischen Kreisels, hier: CH3F in seiner Gleichgewichts-

struktur. Rechts: Das Hauptachsensystem eines oblaten o (+ec)

symmetrischen Kreisels, hier: NF; in seiner Gleichge-

wichtsstruktur. Die Schreibweise (+ey,) beziehungsweise

(+ec) gibt an, dass die molekiilfeste ej,- beziehungsweise

e.-Achse aus der Papierebene herauszeigt.

Die in dieser Arbeit untersuchten starren Molekiile, gehoren also zu den symmetrischen
und asymmetrischen Kreiseln. IThre Eigenfunktionen und Eigenwerte sollen im Folgenden
genauer besprochen werden; die Behandlung der anderen beiden Fille kann an anderer Stelle
nachgelesen werden. %8

Im Falle eines symmetrischen Kreisels ist die Eigenwertgleichung des Hamilton-Operators
des starren Rotators aus Gleichung (2.63) analytisch 16sbar. Seine Eigenfunktionen schreiben

68) Fiir eine umfassende Darstellung der Losung des Eigenwertproblems eines nicht-linearen starren Rotators
siehe Kroto (2003: Kapitel 3) oder Zare (1988: Kapitel 6). Wie bereits erwdhnt, erfordern lineare Molekiile eine
gesonderte Behandlung; sie ist zum Beispiel in Bunker/Jensen (1998: Kapitel 17) oder sehr ausfiihrlich in Brown/
Carrington (2003) zu finden.



sich als
2] +1 .
Rot _ _ J
PR, 9, 1) = Dp sy, =\ oz (Dl (@ 0:0) (2.66)
wobei D{n}, k die Wigner’schen Rotationsmatrizen zu den Quantenzahlen J, k;, m; definiert;

ihre explizite Form kann in der Literatur zur Quantentheorie des Drehimpulses gefunden wer-
den. %9) Da der Hamilton-Operator in Gleichung (2.63) im Falle eines symmetrischen Kreisels
nicht nur mit j? und f, sondern auch noch mit dem Operator J, vertauscht 7°), kénnen dessen
Eigenfunktionen nach drei Quantenzahlen J, kj, m; klassifiziert werden. Die moglichen Werte
dieser Quantenzahlen sind

J]=0,1,2,3.., 00 ky =0,+1,%2,.., %] myp=0,%1,%2,.., %], (2.67)

das heift, die Drehimpulsquantenzahl ] ist im Falle der Rotation ganzzahlig und (zumindest
prinzipiell) nach oben unbeschrénkt. Die Bedeutung der zusitzlichen Quantenzahl k; ist
je nach Art des Kreisels unterschiedlich: Ist der symmetrische Kreisel prolat, wird die I"-
Konvention verwendet, mit e, = e, und k; = k,, vergleiche Tabelle 2.2; fiir einen oblaten
symmetrischen Kreisel wiahlt man die I11”-Konvention, sodass e, = e, und k; = k.. 71) Je ein
Beispiel fiir das Hauptachsensystem eines prolaten beziehungsweise oblaten symmetrischen
Kreisels ist in Abbildung 2.6 zu sehen. — Das Spektrum fiir einen prolaten symmetrischen
Kreisel schreibt sich als

Ejx, =BJJ+1)+(R-C)KZ mit K, =]k, (2.68a)
das eines oblaten symmetrischen Kreisels ist durch

Ejx, =BJJ+1)-(R-C)K? mit K. = k] (2.68b)

gegeben. Eine Illustration beider Spektren ist in Abbildung 2.7 in griin (prolater symmetrischer
Kreisel) beziehungsweise braun (oblater symmetrischer Kreisel) zu sehen. Die Rotationskon-
stanten A und € sind dort fiir beide Rotoren gleich gewéhlt; die Energieniveaus sind mit Jg_
beziehungsweise Jx_bezeichnet, gezeigt sind alle Zustédnde bis ] = 2. Es wird deutlich: Fiir
einen prolaten symmetrischen Kreisel steigen die Energien bei gegebenem ] mit K;; bei einem
oblaten symmetrischen Kreisel ist die Energie bei gegebenem | umso grofier, je kleiner K,
ist. Jedes der abgebildeten Niveaus ist fiir m; = —J,..., 0, ..., +] zu festem | und K, beziehungs-
weise K, identisch und deshalb zur zweifachen Entartung in K, beziehungsweise K, fiir K,
beziehungsweise K. # 0 zusitzlich 2] + 1-fach in m; entartet.

Fiir einen asymmetrischen Kreisel lassen sich die Eigenwerte und Eigenfunktionen des
Hamilton-Operators aus Gleichung (2.63) nicht mehr analytisch bestimmen; eine numerische
Losung ist notwendig. Auch hinsichtlich der Vertauschbarkeit mit den Komponenten des
Drehimpulsoperators unterscheiden sich asymmetrische Kreisel von ihren symmetrischen
Pendants. Zwar vertauscht der Hamilton-Operator eines asymmetrischen Kreisels, ebenso wie
der eines symmetrischen Kreisels, mit dem Quadrat des Rotationsdrehimpulses j? und dessen
laborfesten Komponente f,, sodass auch die Eigenfunktionen eines asymmetrischen Kreisels

69) Z.B.in Zare (1988: Kapitel 3, Abschnitt 5).
70) Oder mit jeder anderen molekiilfesten Komponente von J; die Wahl der z-Komponente ist ebenfalls willkiirlich.

71) In beiden Féllen wahlt man diejenige Achse, die zu dem jeweils nicht-entarteten Eigenwert des Tragheitstensors
O gehort. Die anderen beiden Achsen des Hauptachsensystems, e;, und e, im prolaten Fall beziehungsweise e,
und e, im oblaten Fall, sind nicht eindeutig festgelegt, da jede beliebige Drehung um die e,- beziehungsweise
e.-Achse, die Rotationskonstanten 1 und € beziehungsweise A und B unverdndert ldsst.

72) Diese Graphik ist adaptiert aus Bunker/Jensen (1998: S. 251).
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Abbildung 2.7 il B2 S - e
Das Spektrum eines prolaten symmetrischen Kreisels Ji, ,/:, -7
(x = —1, griin), eines asymmetrischen Kreisels Ji  k, ]] /’7/’ 1 1
(x = 0, orange) und eines oblaten symmetrischen Kreisels _“':, - Pt
Jk, (x = 1. braun). Im linken Spektrum ist somit Rpro > 2% // /,,,
Bpro = Cpro, im mittleren Spektrum Rasym > Vasym > — ’,//
Casym, im rechten Spektrum Rop| = Bopl > Copl- Fiir L/’
die hier gezeigten Spektren gilt dariiber hinaus: Rpro = 0 OO _______________ OO
Rasym = Aobl und Cpro = Casym = Cobl; die Konstante =1 k=41
1 wird von links nach rechts gréBer. 72)

nach der Rotationsquantenzahl ] und der Quantenzahl m; klassifiziert werden kénnen. Aber
ungleich dem Hamilton-Operator eines symmetrischen Kreisels vertauscht der Hamilton-
Operator des asymmetrischen Kreisels nicht mehr mit einer der molekiilfesten Komponenten
von J; die Eigenzustinde des asymmetrischen Kreisels lassen sich nicht mehr nach der Quan-
tenzahl k; klassifizieren. Zur numerischen Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen
ist es tiblich den Hamilton-Operator in Gleichung (2.63) in der Form

1

HRot —
2h2

A+ @)+ 5 R-0) 2.69)

zu schreiben, sodass der Operator

A 72 ];f ]*2
_ZJa c
lH_ﬁ—f_Kﬁ_ﬁ (270)
die gesamte »Asymmetrie« des Kreisels enthalt. Die Grofie
2B-A-C
=—— - — 2.71
A G 2.71)

bezeichnet man daher auch als »Asymmetrie-Parameter«. Sein Wert zeigt an, wie sehr sich
der behandelte Rotor von einem prolaten beziehungsweise oblaten symmetrischen Kreisel
unterscheidet. Es ist -1 < x < +1, wobei ¥ = —1 dem Grenzfall des prolaten symmetrischen
Kreisels und x = +1 dem Grenzfall des oblaten symmetrischen Kreisels entspricht. Zur Lo-
sung des Eigenwertproblems des Operators Gleichung (2.69) wird in der Regel das Ritz’sche
Variationsverfahren angewandyt, vergleiche Abschnitt 2, Paragraph 4 dieses Kapitels; als Basis
dienen dabei sogenannte Wang-Funktionen

1
ks = 5 (P & Priim ) (272a)
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Die Matrixelemente des Operators I aus Gleichung (2.70) in der Basis der Wang-Funktionen, Gleichung (2.72),

fiir die vier Matrizen E{r'm/, 15{'””, (Di'm] und O™ . Die Konstanten F, 5, & sind in Tabelle definiert; die ABSCHNITT 2.4

Bedeutung von Kj ist durch die Wahl der Achsenkonvention bestimmt. Molekulare Drehimpulse

Jmy J,my Ly Loy
Hyo — V2Hg, o . Wy 0
Jmy J,my J,my J,mj J.my Jmj
ol V2, H Hy W
iz = el _
i 0 H - -
4 4,6
W W o W W W
by I,y Jmy Jmy J,my Jmy
Q>],m] HY 5 IH3 5 H3 5 N Hy'; H3 5 Hy s
+ = IH[,mI -’ = IH],m]
’ >3 0 3,5
mit
'”ﬁé;'}, = FJU+1D)+(&-F)K}
Jm
IHK],%(]iZ = ﬁ\/](] +1) - Kj(Kj - 1)\/](] +1)— (K - (K - 2)
/,m] _ ,
IHK]’,K] = 0 falls K] = Kj, Ky £2

fir K = |k| # 0 und

Doy = Pr.omy - (2.72b)

das heifst spezielle Linearkombinationen der Eigenfunktionen eines symmetrischen Kreisels
aus Gleichung (2.66). Die Bedeutung der Quantenzahl K; héngt hier von der Wahl der Ach-
senkonvention ab, das heifst K; = K, fiir die Typ I”"-Konvention beziehungsweise K; = K, fiir
die Typ I11"-Konvention. Wie beschrieben, erhélt man die Eigenwerte und Eigenfunktionen
des asymmetrischen Kreisels bei einem solchen Vorgehen durch Diagonalisierung der Ma-
trixdarstellung H®°! des Operators AR, Gleichung (2.69), in der Basis der Wang-Funktionen,
Gleichung (2.72). Die Matrix HR®! weist wegen der Vertauschbarkeit von AR mit j2 und J,

eine charakteristische Blockstruktur auf und schreibt sich als

H/=0m=0 0 N
HR! = 0 H/=lm =1 P fp w'm (2.73)
. J=0

m/:—]

mit

1 1
oM = ](]T"') (A+C) Ny + 3 (A-C)H™ ; (2.74)

sie zerfallt in Blocke zu verschiedenem ] und verschiedenem ;. Jede der Matrizen H/ ™ in

Gleichung (2.74) zerfallt ihrerseits in die vier Blocke
Jomy _ gl Jmy J,my Jomy
H" =€ "o o0, 0" . (2.75)

mit den Eigenschaften aus Tabelle 2.3. Fiir die Matrixelemente der vier Matrizen gilt demnach:
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» Keines der Matrixelemente ist abhéngig von 1, das heift, Matrizen H"™ zu gleichem |
aber unterschiedlichem m; sind identisch.

» Die Matrix-Elemente von IH/"" sind neben den Quantenzahlen ] und K j allein durch den in
Gleichung (2.71) definierten Asymmetrie-Parameter x bestimmt. Ihre explizite Form ist wie
die Bedeutung der Quantenzahl K; abhéngig von der Wahl der Achsenkonvention, siehe
Tabelle

» Zwischen zwei Wang-Zustinden @5 und @,  existieren nur dann von null ver-
J.Kj,my ],K],m]

schiedene Matrixelemente, wenn: (i) K; und K; beide gerade oder beide ungerade sind und

(ii) sie im Index + iibereinstimmen. Daraus ergeben sich die vier Matrizen aus Gleichung

(2.75): Alle Wang-Funktionen zu geradem K; und mit dem Index + beziehungsweise —

bilden die Basis zu den Matrizen !E{r'm’ beziehungsweise gl ; alle Wang-Funktionen zu

ungeradem K; und mit Index + beziehungsweise — bilden die Basis zu den Matrizen Q){r'm]

. . J,m
beziehungsweise ®- .

Jede Blockstruktur, sei es Gleichung (2.74) oder Gleichung (2.75), hat zur Konsequenz, dass
sich jeder einzelne Block getrennt von den tibrigen diagonalisieren ldsst. Das bedeutet: Die
Eigenwerte der Matrix HR° kénnen fiir jedes J, jedes m 7, und fiir die vier Gruppen von Wang-
Zustanden getrennt berechnet werden — die Losung des Eigenwertproblems des asymmetri-
schen Kreisels entspricht also dem Fall, dass die unendlich dimensionale Matrix HX in Blocke
endlicher Dimension zerfillt, die sich numerisch exakt 16sen lassen. Das Zerfallen der Matrix
H’'™ in die genannten Blocke lasst sich auch mit Hilfe von Symmetrieargumenten verstehen
und ist, wie in Kapitel 4 ausgefiihrt wird, bei der Identifikation der Kernspinisomere der hier
behandelten starren Kreisel von zentraler Bedeutung. Die durch Diagonalisierung der Matrix
H’'™ gefundenen Eigenwerte E; , und Eigenfunktionen @ . ,, , werden neben den Quanten-
zahlen ] und m; gewdhnlich noch nach der »Asymmetrie-Quantenzahl«73) t = K, - K, mit
T =-J,..,0,..,+] Klassifiziert. Diese Zahl erlaubt es, die 2] + 1 Eigenfunktionen und Eigen-
werte zu einem ] nach wachsender Energie zu sortieren, so wie es in orange in Abbildung

illustriert ist. Dort sind schematisch die Eigenzustidnde eines asymmetrischen Kreisels bis
J = 2 gezeigt und mit Jx_x_bezeichnet. Man kann sehen, dass die Energie E; ; zu einem |
desto hoher sind, je grofier 7 ist. Zu erkennen ist auch, dass die Entartung der Zustédnde zu
gleichem K, beziehungsweise K, bei einem asymmetrischen Kreisel aufgehoben wird. Den
sich ergebenden Energieunterschied solcher Zustdnde bezeichnet man als Asymmetrieauf-
spaltung; sie ist umso grofier, je grofier ] und je kleiner K, beziehungsweise K, ist, vergleiche
ebenfalls Abbildung

Alle genannten Eigenschaften des symmetrischen und asymmetrischen Kreisels werden
spéter helfen, die Ergebnisse zur kernspinselektiven Ausrichtung des Propadiens, der Isoto-
pologe des Ethens und des Tetrafluorethens im Detail zu verstehen.

§4: Zu den Kernspinzustidnden eines Molekiils Am Beispiel des Para- und Orthowasser-
stoffs wurde in Kapitel 1, Abschnitt 2 gezeigt, dass fiir die Identifikation der Kernspinisomere
eines Molekiils unter anderem die Gesamtspinquantenzahl Z eine Rolle spielt. Wie im ersten
Paragraph dieses Abschnitts beschrieben, erhilt man die verschiedenen Werte von 7 aus den
Kernspinquantenzahlen Z; der einzelnen Kernspins i. Diese Quantenzahlen sind je nach Kern
unterschiedlich; eine Liste mit den Werten fiir Z; der fiir diese Arbeit relevanten Kerne ist in
Tabelle 2.5 gezeigt.

73) Diesen Begriff findet man haufig in der Literatur zur Rotationsspektroskopie. Jedoch ist 7 keine echte Quantenzahl,
da sie keine Symmetrieeigenschaft des asymmetrischen Kreisels widerspiegelt. Vergleiche auch Kapitel 3.



Tabelle 2.4

Die Werte der Konstanten aus Tabelle in Abhdngigkeit von der Zuordnung der Haupttrigheitsachsen zu den
molekiilfesten Achsen.
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I" IIr III"
F (k-1) 0 12(k+1)
& 1 K -1
f ik +1) 12 Va(k-1)

Tabelle 2.5

Eine Ubersicht der Kernspinquantenzahlen I; der fiir diese Arbeit relevanten Kerne und die Anzahl g1, der Spinzu-
stinde. 74)

Kern 1H ZH 12C 191:: 11]3 160
Z; 1/2 1 0 1/2 3/2 0
8I; 2 3 1 2 4 1

Fiir die Quantenzahlen Z; und mz, jedes Kerns gelten die gleichen Regeln wie fiir die
Quantenzahlen aller Drehimpulse: Zu einem vorgegebenen Z; gibt es g7, = 27; + 1 mogliche
Werte fiir mz,, die man oft auch als Einstellméglichkeiten des Spins Z; bezeichnet. Die Eigen-
funktionen @z, ,, (X;) sind im Falle des Spins jedoch besonders: Sie sind abstrakte Funktionen
einer abstrakten Slpinvariablen

21' = {_Iil _Ii + 11 ---rIi - I,Ii} (276)
und definiert als

1 falls Ei = mIi

D X)) =
Zim (%) 0 falls X;#myg

(2.77)
Ebenso wie die Eigenfunktionen der bislang besprochenen Rotationsdrehimpulse sind sie
paarweise orthogonal zueineiander, das heift, sie erfiillen die Bedingung 75

D Pring, (B Pz, (i) = Sy - (2.78)
X
Sie werden in der Regel als Eigenfunktionen der Operatoren 12,7 7 gewdhlt; man bezeichnet
sie deshalb auch als raumquantisiert. Unter gewissen Umstdnden ist diese Art der Beschrei-
bung des Spins nicht angemessen, und seine Beriicksichtigung muss anders erfolgen. 7
Wie in Paragraph 1 beschrieben, konnen die moglichen Gesamtspinquantenzahlen Z durch

74) Die Werte fiir die Kernspinquantenzahlen von sehr vielen Nukliden kénnen im Internet unter: <http ://atom.
kaeri.re.kr/ > (Zugriff am 21. April 2012) gefunden werden.

75) Gelegentlich findet man statt der Summation eine »Integration« iiber die Spinvariablen X, oft aus Griinden der
Ubersicht. So zum Beispiel in Szabo/Ostlund (1996) fiir den Elektronenspin.

76) Dies ist eine Frage des sogenannten Kopplungsfalles. Sehr ausfiihrlich wird diese Problematik in Brown/Carring-

ton (2003: Kapitel 6, Abschnitt 7) behandelt. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird der Spin stets raumquantisiert
angenommen.

Molekulare Drehimpulse



http://atom.kaeri.re.kr/
http://atom.kaeri.re.kr/
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Tabelle 2.6
Eine Ubersicht der Gesamtspinquantenzahlen I und der Zahl g7 der zugehérigen Spinzustinde der hier untersuchten

Systeme. Die Zahl in eckigen Klammern gibt die Hiufigkeit der jeweiligen Gesamtspinquantenzahl an.

1 1 1 2 19 16, 11
System H, H3 H, H, F, O, B,
I Lo 32,122] 2,1[3],0[2] 2,1,0  2,1[3],0[2] 0 3,2,1,0
8z 4 8 16 9 16 1 16

die sukzessive Kopplung der einzelnen Kernspins Z; gefunden werden. Die Werte der Ge-
samtspinquantenzahl 7 fiir die Spinsysteme der hier untersuchten Molekiile ist in Tabelle

angegeben, ebenso wie die Anzahl der Gesamtspinzustinde g7 = ( g7, )nSpinS

, wobei figpins der
Anzahl der Spins entspricht. Die zu diesen Gesamtspinzustidnden gehorigen Eigenfunktionen
der Operatoren 22 und 7, konnen entweder durch die sukzessive Anwendung von Gleichung
(2.46) oder mit Hilfe der Molekiilsymmetrie-Gruppe bestimmt werden. Fiir das Beispiel eines
Spinsystems aus zwei Spin-1/2- Teilchen ist ersteres Verfahren in Beispiel 2.1 erldutert, die

letztere Variante kommt in den Kapiteln 4, 6, 7 und 8 zur Anwendung,.

Beispiel 2.1
Kopplung zweier Drehimpulse am Beispiel zweier Spin-1/2-Teilchen.

Ein einzelner Kernspin Z; = 1/2 hat die zwei Einstellméglichkeiten mz; = +1/2, zu denen die Eigenfunktionen
Pipip(Xi)=a(Xy)  und - Py (X)) = B(X5) 2.79)

gehoren. Setzt sich ein System aus zwei solchen Spins zusammen, so erhélt man die moglichen Kernspinquantenzahlen
aus der Clebsch-Gordan-Reihe, Gleichung ( ), mit dem Ergebnis

7=1,0, (2.80)

das heift, es existieren (2 1/2 + 1)? = 4 Gesamtspinzustinde. Die zu diesen Quantenzahlen Z und mz gehorenden

Eigenfunktionen lassen sich aus den vier moglichen Produktfunktionen

a(Zy)a(Xz)  BZ1)B(E2)  a(Z)B(X2)  a(Z1)B(X2) (2.81)
gewinnen. Durch Anwendung von Gleichung (2.46) erhdlt man zum Beispiel fiir Z = 1 und mz =1

D1,1(Z1, 22) = a(Z1)a(Xy), (2.82)
sofern man die Auswahlregel Gleichung (2.48) und

1/2 1/2 1

-1 2.83
12 12 -1 Al (2.83)

beachtet. Die Funktionen zu den {ibrigen Spinzustdnden erhilt man entsprechend; das Ergebnis sind die vier Spin-
funktionen aus Gleichung (1.5) und Gleichung (1.6).

Jeder quantenmechanische Drehimpuls muss den Vertauschungsrelationen aus Gleichung
(2.42) gentigen. Die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Gesamtdrehimpulses eines Sys-
tems lassen sich durch die sukzessive Kopplung aller Einzeldrehimpulse mit Hilfe von
Gleichung (2.45) und Gleichung (2.46) bestimmen. Durch Anwendung dieses Verfahrens
konnen beispielsweise die Gesamtkernspinzustdnde eines Molekiils ermittelt werden. Zur
Behandlung von Torsionen eines Molekiiles eignet sich der ebene, starre Rotator. Fiir den
Fall, dass die Torsionsbarriere verschwindet, entsprechen die Eigenfunktionen und Eigen-
werte denen aus Gleichung ( ) beziehungsweise Gleichung ( ); fiir eine endliche
Torsionsbarriere lassen sich die Eigenwerte und Eigenfunktionen mit Hilfe des Ritz’schen

Variationsverfahrens bestimmen, vergleiche Details 2.2. Rotationen eines Molekiils konnen



mit Hilfe des dreidimensionalen starren Rotators behandelt werden. Im Falle eines sym-
metrischen Kreisels lassen sich die Eigenfunktionen und Eigenwerte analytisch angeben,
vergleiche Gleichung (2.66) und Gleichung (2.68); fiir die Berechnung der Eigenfunktionen
und Eigenwerte eines asymmetrischen Kreisels ist die Anwendung des Ritz’schen Varia-
tionsverfahrens mit den Eigenfunktionen des symmetrischen Kreisels als Testfunktionen
tiblich.

Die systematische Bestimmung der Eigenzustinde eines Molekiils ist der erste Schritt zur
Identifikation dessen Kernspinisomere. Ein néchster ist die Bestimmung der Symmetrie des
Molekiils. Welche Konzepte es im Zusammenhang mit molekularen Symmetrien gibt und wel-
ches sich davon zur Bestimmung der Kernspinisomere eines Molekiils eignet, ist Gegenstand
des néchsten Kapitels.
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»Gewissheit gibt allein die Mathematik.
Aber leider streift sie nur den Oberrock
der Dinge. Wer je ein griindliches Erstau-
nen tiber die Welt empfunden, will mehr.
Er philosophiert.«

Wilhelm Busch

Molekulare Symmetrien

3 1 Symmetrien des molekularen Hamilton-Operators Symmetrien begegnen uns
° im Alltag tiberall. Vermutlich wiisste jeder auf die Frage nach einem symmetrischen
Objekt, sofort eine Antwort zu geben. Eine hiufige wire sicher »ein Fufiball«. Was diesen so
symmetrisch macht, wiisste man wahrscheinlich auch: Man kann ihn um einen bestimmten,
je nach Art des FufSballs verschiedenen Winkel drehen, ohne im Nachhinein sagen zu kénnen,
ob er tatsdchlich gedreht wurde. Seine Symmetrie ist also Ergebnis seiner Unverdnderlichkeit,
seiner Invarianz unter Drehungen. Formuliert man es allgemein, so hat ein Objekt genau dann
eine Symmetrie, wenn es Operationen gibt, die es invariant lassen. Man sagt dann, das Objekt
sei symmetrisch beztiglich seiner Symmetrieoperationen. Die abstrakten Begriffe »Objekt«
und »Operationen« fallen hier nicht umsonst. Denn nicht nur Gegenstdnde aus dem Alltag
sind mitunter symmetrisch — auch fiir mathematische Ausdriicke kann es Symmetrieoperatio-
nen geben. Zum Beispiel wird die Funktion f (x) = x? nicht verandert, ersetzt man x durch —x.
Neben geometrischen Symmetrien, das heif$t der Invarianz eines Objektes unter Drehungen
und/oder Spiegelungen sind es vor allem solche Arten von Symmetrieoperationen, die fiir die
Naturwissenschaften interessant sind. Uberhaupt spielen Symmetrien dort eine ganz beson-
dere Rolle: Sie sind oft mit einer Erhaltungsgrofie des betrachteten Systems verbunden. Seien
es Impuls- oder Drehimpulserhaltung in der klassischen Mechanik, die Ladungserhaltung
in der Elektrodynamik, oder die Erhaltung der Energie in jeder physikalischen Teildisziplin
— keinem Gebiet der Physik ist das Prinzip der Erhaltungsgrofie und das damit verbundene
Konzept von Symmetrieoperationen fremd. 1)

Dies gilt auch fiir die Quantenmechanik. Das mathematische Objekt, dessen Symmetrien
dort von Bedeutung sind, ist der Hamilton-Operator H. Jeder Operator A, der mit H vertauscht

A A A A

[H, A] =HA-AH =0 beziehungsweise AH = HA, (3.1)

1) Die Details zu den genannten Erhaltungssétzen kénnen in beinahe jedem Buch der hoheren Physik nachgelesen
werden, zum Beispiel in Rebhan (1999) und Rebhan (2005).
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Tabelle 3.1

Ubersicht zu den Symmetrien und den Symmetriegruppen des molekularen Hamilton-Operators in den hier bespro-
chenen Niherungen. Symmetrien haben stets Symmetrieetiketten zur Folge, die sich auf die Darstellungen I der mit
den Symmetrieeigenschaften verbunden Symmetriegruppen beziehen. 2)

Eigenschaft Gruppe Operationen Symmetrieetikett
Homogenitit des Raumes T3 Verschiebung des Schwerpunktssystems kxq» kyg, kz,
Isotropie des Raumes SO(3) Drehungen des Schwerpunktssystems F, mp
Ununterscheidbarkeit von
Elektronen quEl) . I“a(sE D
Permutationen
identischen Kernen GVKP rsSym
Erhaltung der Paritat € Vorzeichenwechsel aller Koordinaten im Paritat +
Schwerpunktssystem
Zeitumkehrinvarianz Umbkehr der Bewegungsrichtung

ist eine Symmetrieoperation von H. Insbesondere die zweite Beziehung in Gleichung (3.1)
unterstreicht diese Aussage: Der Hamilton-Operator wird durch die Wirkung von A nicht
verandert; er ist invariant unter der Anwendung von A. Die Symmetrien, die fiir diese Arbeit
relevant sind, sind die des molekularen Hamilton-Operators HM°!. In den in Kapitel 2 bespro-
chenen Néherungen weist dieser Operator eine ganze Reihe von Symmetrieeigenschaften auf,
die in Tabelle 3.1 zusammengefasst sind. Er bleibt demnach unverédndert unter:

0 Translationen des Schwerpunkts
Befindet sich ein einzelnes Molekiil in einem feldfreien Raum, so bleibt sein Hamilton-
Operator durch beliebige Verschiebungen des Schwerpunkts unverdandert. Aus dieser Un-
verdnderlichkeit folgen drei Quantenzahlen kx , ky , kz, zur Klassifikation der moleku-
laren Eigenfunktionen, die proportional zu den Eigenwerten des Gesamtimpulses p, =
( Pxyr DY, ﬁZo) sind, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 3. Mit der Invarianz des molekularen
Hamilton-Operators unter Verschiebungen ist also die Erhaltung des Gesamtimpuls des
Schwerpunkts des Molekiils verbunden. Der Grund fiir diese Eigenschaft des Hamilton-

Operators ist die Homogenitit des Raumes 3).

0 Rotationen des Schwerpunkts

Da der Raum nicht nur homogen, sondern auch isotrop 4) jst, vertauscht der molekulare
Hamilton-Operator mit den Operatoren F? und £, das heiit mit dem Quadrat des Ge-
samtdrehimpulses und einer dessen Komponenten, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 4. Es
lasst sich zeigen, dass diese beiden Operatoren Drehungen des Schwerpunkts um belie-
bige Winkel erzeugen, das heifst, der molekulare Hamilton-Operator ist invariant unter
Drehungen des Schwerpunkts. Die Konsequenz dieser Invarianz ist, dass jeder molekulare
Eigenzustand nach den halb- oder ganzzahligen Drehimpulsquantenzahlen F und mp klas-
sifiziert werden kann. Der Gesamtdrehimpuls selbst setzt sich in komplizierter Weise aus
den Einzeldrehimpulsen aller Quantenteilchen des Molekiils zusammen. 5)

2) Diese Tabelle ist adaptiert aus Bunker/Jensen (1998: Kapitel 7, S. 145).

3) Das heif3t: kein Punkt des Raumes ist ausgezeichnet. Diese Homogenitédt wird durch die Anwesenheit externer
elektrischer und /oder magnetischer Felder in der Regel reduziert oder ganz aufgehoben. Vergleiche Kapitel 5.

4) Das heifdt: keine Richtung des Raumes ist ausgezeichnet. Auch diese Symmetrieeigenschaft wird durch die
Anwesenheit externer elektrischer und magnetischer Felder in der Regel reduziert oder aufgehoben. Vergleiche

Kapitel 5.

5) Eine Ubersicht ist in Bunker/Jensen (1998: S. 223 ff.) zu finden. Die damit verbundenen Probleme werden im
Verlauf des zitierten Buches im Detail diskutiert.



0 Vertauschung von identischen Quantenobjekten
Wie mehrfach angesprochen, sind Elektronen und identische Kerne im Sinne der Quan-
tenmechanik ununterscheidbar. Als Resultat dieser Ununterscheidbarkeit darf sich der
molekulare Hamilton-Operator nicht dndern, vertauscht man zwei Elektronen oder ein
Paar identischer Kerne. Der molekulare Hamilton-Operator ist also invariant unter der
Permutation identischer Quantenteilchen. Die Konsequenzen aus dieser Permutationsinva-
rianz werden jedoch nicht durch Quantenzahlen charakterisiert, sondern durch eine andere
Art der Bezeichnung, sogenannte irreduzible Darstellungen I', vergleiche Abschnitt 3 dieses
Kapitels. Auch ist mit dieser Symmetrieeigenschaft keine direkt beobachtbare Erhaltungs-

grofle verbunden. Sie duBert sich nur indirekt anhand von sogenannten Auswahlregeln. ©

0 Inversionen

In der hier zugrunde liegenden Ndherung, das heifit unter der Annahme allein die Coulomb-
wechselwirkung wirke zwischen allen Quantenteilchen des Molekiils, ist der molekulare
Hamilton-Operator invariant unter der Inversion, der Umkehr des Vorzeichens aller laborfes-
ter kartesischer Koordinaten bezogen auf den Schwerpunkt des Molekiils. Die Konsequenz
daraus ist, dass sich jeder molekulare Zustand durch eine bestimmte, das heifst gerade (+)
oder ungerade (-) Paritédt auszeichnet. Wird neben der Coulombwechselwirkung auch die
schwache Wechselwirkung berticksichtigt, so ist die Paritdt keine Symmetrieeigenschaft
mehr. In Experimenten an Atomen konnten Paritdtsverletzungen bereits beobachtet werden;
fiir Molekiile steht der experimentelle Nachweis noch aus. 7)

0 Zeitumkehr

Schliefllich ist der Hamilton-Operator eines einzelnen (!) Molekiils 8) invariant unter Zeitum-
kehr, das heifst der Umkehr simtlicher Bewegungsrichtungen des Systems. Zwar spielt diese
Symmetrieeigenschaft in der theoretischen Beschreibung von Molekiilen bisweilen eine
untergeordnete Rolle, da ihre Berticksichtigung in der Regel zu keinen neuen Symmetrie-
etiketten fithrt. Bei ausgewéhlten Fragestellungen jedoch kann sie sich als auflerordentlich
niitzlich erweisen, wie in Kapitel 6 noch einmal unterstrichen wird. Dort werden auch
die Konsequenzen der Zeitumkehrinvarianz des molekularen Hamilton-Operators disku-
tiert. Wie schon bei Permutations- und Inversionsinvarianz ist mit der Zeitumkehr keine
Erhaltungsgrofie nach klassischem Verstdndnis verbunden.

Jede der hier genannten Symmetrieeigenschaften ldsst sich durch einen Satz von Operatoren
quantifizieren: Translationen durch Verschiebeoperatoren 7, Rotationen durch Drehoperato-
ren R, Permutationen durch Permutationsoperatoren P, Inversionen durch die Inversionsope-
ration (1)*9), die Zeitumkehr durch den Zeitumkehroperator ©. All diese Operatoren haben
eines gemeinsam: Sie lassen Erwartungswerte — und somit Messergebnisse — unverdndert.

Notwendigerweise sind sie als solche Operatoren unitir oder anti-unitar. ') Sie haben aufler-

6) Zu einer Diskussion des Zusammenhangs von Erhaltungsgrofie und Symmetrieeigenschaft eines Systems, siehe
Zilicke (1978: Kapitel 6, Abschnitt 3) oder Heine (1993: Paragraph 14). Tatsdchlich ldsst sich nur dann ein
Zusammenhang zwischen beidem herstellen, wenn die Symmetrieoperationen kontinuierliche Gruppen bilden.

7) Einen Uberblick zu Arbeiten, die eine solche Parititsverletzung an Atomen nachweisen, gibt Bunker /Jensen

(2009).

8) Makroskopische Systeme sind der Erfahrung nach nicht invariant unter Zeitumkehr, wie zum Beispiel der zweite
Hauptsatz der Thermodynamik aussagt. Wie und warum die Eigenschaft der Zeitumkehr »verloren gehtx, ist
noch nicht abschlieffend geklart. Sehr ausfiihrlich ist dazu Diu/Guthmann/Lederer/Roulet (1994: Teil IV).

9) Haufig wird diese Operation auch als Paritétsoperator IT bezeichnet. Auch die Bezeichnung £* ist gelaufig.

10) Die Tatsache, dass Symmetrieoperatoren durch unitdre oder anti-unitiare Operatoren beschrieben werden kénnen,
wird in Wigner (1959: Kapitel 20 und 26) gezeigt. Dort findet sich auch eine ausfiihrliche Beschreibung der
Eigenschaften solcher Operatoren.
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dem die wichtige Eigenschaft, dass sie Gruppen bilden, was es erlaubt, die Eigenzustidnde des
molekularen Hamilton-Operators mit Symmetrieetiketten in Form irreduzibler Darstellungen
zu verbinden, wie in Tabelle 3.1 gezeigt ist. Deshalb sind Gruppen und insbesondere ihre
Darstellungen fiir die molekulare Quantenmechanik auch so bedeutend: In der Spektroskopie
liefern sie Aufschluss tiber beobachtbare und nicht-beobachtbare, »erlaubte« und »verbotene«
Ubergénge und erklaren das Verhaltnis ihrer Intensititen **); in der Quantenchemie finden sie
Anwendung zur Konstruktion geeigneter Basisfunktionen *») oder liefern in Form des Jahn-
Teller oder Renner-Teller-Effektes eine Erklarung fiir Strukturverzerrungen von Molekiilen *3);
oder werden in der Theoretisch-Organischen Chemie zur Entscheidung tiber »erlaubte« oder
»verbotene« Reaktionen '4) herangezogen.

Was Symmetrien fiir diese Arbeit so besonders macht, ist die Tatsache, dass sie nicht als
bloles Hilfsmittel zum besseren Verstdndnis der erhaltenen Ergebnisse dienen. Ohne ihre
Beriicksichtigung wire die Identifikation der Kernspinisomere eines Molekiils — und dement-
sprechend alle Folgeuntersuchungen — gar nicht moéglich. Um Symmetrien auf mathematischer
Ebene tiberhaupt verstehen zu konnen, braucht man das Konzept der mathematischen Gruppe.
Einige Eigenschaften solcher Gruppen werden im folgenden Abschnitt erldutert. Anschlie-
end wird der Begriff der Darstellung einer Gruppe eingefiihrt und einige ihrer Eigenschaften
angegeben. Beide Konzepte sind notwendig, um das zur Identifikation von Kernspinisomeren
von Molekiilen verwendete Konstrukt der molekularen Symmetriegruppe, das im letzten
Punkt dieses Kapitels besprochen wird, zu verstehen.

3 2 Grundbegriffe der abstrakten Gruppentheorie Mit Objekten, die Gruppen bil-
. den, hat man es standig zu tun. Zum Beispiel mit Zahlen. So bildet die Menge der
ganzen Zahlen M = {0, +1, -1, +2,-2, ...} beziiglich der Addition eine Gruppe: Addiert man
zwei ganze Zahlen erhélt man wieder eine ganze Zahl — die Menge der ganzen Zahlen ist
beziiglich der Addition abgeschlossen; addiert man die Zahl null zu einer beliebigen ganzen
Zahl, so dndert sich die Zahl nicht — die Null ist das neutrale Element beztiglich der Addition
ganzer Zahlen; zu jeder beliebigen ganzen Zahl findet man durch Umkehrung ihres Vorzei-
chens diejenige Zahl, die bei einer Addition zur urspriinglichen Zahl die Null, das neutrale
Element, ergibt — zu jeder ganzen Zahl existiert ein inverses Element; und es spielt keine Rolle,
ob man im Falle der Addition dreier ganzer Zahlen zuné&chst die ersten beiden oder die letzten
beiden zusammenzahlt, bevor man zum Ergebnis die noch fehlende Zahl hinzuaddiert — die
Addition ganzer Zahlen ist assoziativ. *5 Diese vier Eigenschaften — Abgeschlossenheit, Exis-
tenz eines neutralen Elementes, Existenz eines inversen Elementes und Assoziativitdt —sind es,
die eine Menge von Objekten, zusammen mit einer Regel, wie diese Elemente zu verkniipfen
sind, zur Gruppe erkléren.

Interessant sind Gruppen sicher nicht allein aufgrund dieser vier genannten Axiome. So
gibt es Strukturen, die Gruppen eindeutig festlegen; Mengen innerhalb von Gruppen mit be-
sonderen Eigenschaften; sowie zahlreiche Regeln fiir Gruppen und ihre besonderen Mengen.

11) Vergleiche zum Beispiel Bunker/Jensen (1998: Kapitel 14).

12) An einfachen Beispielen wird dies in Bishop (1993: Kapitel 10 bis 12), McWeeny (2002: Kapitel 7) beziehungsweise
Tinkham (2003: Kapitel 7) oder auch Atkins/Friedman (2005: Kapitel 8) besprochen. Eine allgemeinere Diskussion
gibt Ziilicke (1978: Kapitel 6, Abschnitt 5).

13) Vergleiche zum Beispiel Bunker/Jensen (1998: Kapitel 13, Abschnitt 4).

14) Zum Beispiel in Form der Woodward-Hoffmann-Regeln, die in Lowry/Richardson (1980: Kapitel 9 bis 12)
ausfiihrlich besprochen.

15) Nicht alle Mengen von Zahlen formen beziiglich jeder denkbaren Verkniipfung Gruppen. So bildet die Menge
ganzer Zahlen zum Beispiel keine Gruppe beziiglich der Multiplikation, da sich nicht fiir jede ganze Zahl das
Inverse beztiglich der Multiplikation bilden lasst.



Was nun folgt, findet man in der Literatur unter abstrakter Gruppentheorie diskutiert und
kann zum Beispiel in den vielen zitierten Biichern im Detail studiert werden. *®) Was dieser
Abschnitt leisten soll, ist eine kurze Erlduterung der soeben genannten Konzepte zu geben
und einige ihrer wichtigsten Eigenschaften zu nennen.

Die wichtigsten Vokabeln der Gruppentheorie werden erldutert, unter ihnen: die Présenta-
tion einer Gruppe, zyklische und abelsche Gruppen, Untergruppen, Klassen einer Grup-
pe, Homo- und Isomorphismus von Gruppen, sowie direkte und semi-direkte Produkte
von Gruppen. Die genannten Konzepte werden durchgehend mit Hilfe von Permutations-
gruppen illustriert. Den Abschluss dieses Abschnittes bildet eine knappe Diskussion der

Symmetriegruppen des molekularen Hamilton-Operators.

Eine umfassende Darstellung ist hier nicht méglich — es werden nur die spéter auch verwen-
deten Eigenschaften genannt; Beweise fehlen grundsitzlich. Zudem wird sich auf endliche
Gruppen beschrinkt, da die Besonderheiten unendlicher Gruppen fiir das Verstehen dieser Ar-
beit nicht n6tig sind und ihre mathematische Behandlung deutlich komplizierter ausfallt als fiir
endliche Gruppen. Viele der nun vorgestellten Konzepte werden anhand von Permutationen
illustriert; sie sind diejenigen Symmetrieoperationen, die zur Identifikation der Kernspiniso-
mere eines Molekiils fithren. Was Permutationen sind und welche ihrer Eigenschaften hier
verwendet werden, ist in Beispiel 3.1 zusammengefasst.

§1: Was Gruppen festlegt In mathematisch-abstraktem Sinne versteht man unter einer Grup-
pe G eine Menge mit den Elementen g, £, g3, ..., die mit einer erklédrten Verkniipfung o die
eingangs genannten Gruppenaxiome erfiillt. Die Anzahl der Elemente in einer Gruppe ent-
spricht ihrer Ordnung bdg. Ist diese Zahl endlich, spricht man von einer endlichen Gruppe,
andernfalls von einer unendlichen Gruppe.

Tabelle 3.2
Die allgemeine Form einer Gruppentafel. Elemente, die rechts stehen, wirken zuerst. Das Symbol e reprasentiert das

neutrale Element.

G g1=e 9] 83
g1 =€ eoe eo g eo g3

82 §20€e gog8 §0g3

&3 g30e 8208 §3083

Jede Gruppe wird eindeutig durch ihre Gruppentafel festgelegt. In einer solchen Tafel
werden alle mogliche Verkniipfungen zweier Gruppenelemente in Form einer quadratischen
Tabelle dargestellt, wie zum Beispiel in Tabelle 3.2 zu sehen ist. Jede Zeile und jede Spalte
einer Gruppentafel darf jedes Gruppenelement genau einmal enthalten — andernfalls handelte
es sich nicht um eine Gruppe.

Nun ist es insbesondere fiir grofiere Gruppen sehr umstandlich, stets die gesamte Grup-
pentafel aufzuschreiben. Deshalb wird oft statt der Gruppe selbst die Prasentation der Gruppe

16) Die folgenden Biicher dikutieren Gruppen in Hinblick auf ihre Anwendung auf naturwissenschaftliche Fra-
gestellungen: Cotton (1971: Kapitel 2), Hamermesh (1989: Kapitel 1), McWeeny (2002: Kapitel 1), Jaffé /Orchin
(2002: Kapitel 4), Tinkham (2003: Kapitel 2), Bishop (1993: Kapitel 3) oder Harris/Bertolucci (1989: Kapitel 1).
Ausfiihrlicher sind zum Beispiel Steinborn (1993: Kapitel 3) oder das didaktisch unkonventionelle Buch von
Mirman (2007: Kapitel 1 bis 4).

17) Vergleiche dazu auch Bunker/Jensen (1998: Kapitel 1), Hamermesh (1989: Kapitel 1 und 7) und Mirman (2007:
Kapitel 8 und 9).
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Beispiel 3.1

Einige wichtige Definitionen und Eigenschaften von Permutationen. 17)

Ein zweites und sehr wichtiges Beispiel fiir gruppenbildende mathematische Operationen sind Permutationen,
das heifst die Umordnung eines geordneten Satzes von Zahlen. Fiir # verschiedene Zahlen existieren n! mogliche
Vertauschungen. So gibt es 3! = 6 Moglichkeiten, die Zahlen 1, 2, 3 unterschiedlich anzuordnen:

123 132 213 321 231 312. 3.2)
Jede der hier angegeben Moglichkeiten kann mit Hilfe der Permutationen
(1)  (23)  (12) (13) (123) (132 3.3)

aus der ersten Anordnung in Gleichung (3.2) erzeugt werden. Hier werden Permutationen passiv interpretiert, das
heifit zum Beispiel, (123) wird gedeutet als: 1 wird ersetzt durch 2, 2 wird ersetzt durch 3 und 3 wird ersetzt durch 1.
Die in Gleichung (3.3) angegebene Art, Permutationen zu schreiben, nennt man Zyklenschreibweise. Die Anzahl der
Zahlen in einem Zyklus entspricht der Lange des Zyklus. Zyklen der Lange zwei nennt man Transpositionen. Hat ein
Zyklus die Lange eins, ldsst er die Reihenfolge der Zahlen, auf die er angewendet wird, unverandert. Jeder Zyklus
der Lange s mit den Zahlen Z1, Z5, ..., Z; kann als Produkt von s — 1 Transpositionen geschrieben werden. Zwar ist
diese Zerlegung nicht eindeutig, jedoch ldsst sich jede Permutation stets schreiben als

(Z21Z3..Z5) = (21 Zo(Z22Z3)..(Zs_1 Z;) , wie zum Beispiel (123) = (12)(23), (3.4)

wobei die Operationen von rechts nach links durchgefiihrt werden. Falls s — 1 eine gerade Zahl ist heifit die Permuta-
tion gerade, falls s — 1 ungerade ist, ungerade. Permutationen, die durch zyklische Vertauschungen ihrer Elemente
auseinander hervorgehen, sind identisch; zum Beispiel (123) = (231) = (312). Méchte man die Wirkung einer Permu-
tation umkehren, also das Inverse dieser Permutation finden, so muss lediglich die Reihenfolge der Elemente des
Zyklus umgekehrt werden, das heifst:

(2123251 Z5)™F = (Z5Zs1..2221). (3.5)

Man findet so zum Beispiel, dass (123)~! = (132), wenn man beachtet, dass Zahlen innerhalb einer Permutation
zyklisch vertauscht werden konnen und sich darauf verstandigt, dass die kleinste Zahl in einer Permutation stets vorn
stehen soll. Alle hier genannten Eigenschaften und Konventionen werden in dieser Arbeit durchgingig verwendet.

angegeben. Diese enthilt die minimale Anzahl von Generatoren der Gruppe — dies sind Ele-
mente der Gruppe, mit Hilfe derer sich alle tibrigen Elemente der Gruppe erzeugen lassen —,
sowie die minimale Anzahl an Relationen zwischen den Generatoren, die zur Konstruktion
der Gruppe nétig sind. *®) Typischerweise werden als Relationen die Ordnungen der Genera-
toren und ihrer Produkte angegeben. Die Ordnung eines Elements zeigt an, wie oft man es
mit sich selbst verkniipfen muss, um das neutrale Element zu erhalten. Generatoren — und
damit auch Prédsentationen von Gruppen - sind nicht eindeutig; in der Regel ldsst sich dieselbe
Gruppe aus verschiedenen Sitzen von Generatoren erzeugen. Das Konzept der Prasentation
ist am Beispiel der symmetrischen Gruppe S3 in Beispiel 3.2 veranschaulicht.

§2: Gruppen mit besonderen Eigenschaften Einige Gruppen sind insofern besonders, als
dass sie Eigenschaften haben, die ihre Behandlung und die ihrer Darstellungen erheblich
erleichtert. Die beiden Typen von Gruppen, die hier genannt werden sollen, sind abelsche und
zyklische Gruppen.

Gruppen, in denen die Reihenfolge der Verkniipfung zweier Elemente keine Rolle spielt,
das heifst g; o g; = g; o g; fiir jedes Paar von Gruppenelementen, heifsen abelsch. Man nennt sie
auch kommutative Gruppen. Abelsche Gruppen lassen sich leicht anhand ihrer Gruppentafel
erkennen: sie ist symmetrisch zu ihrer Hauptdiagonalen.

Zyklische Gruppen sind Spezialfille abelscher Gruppen. Eine Gruppe ist genau dann
zyklisch, wenn sich ihre Elemente von nur einem einzigen Generator erzeugen lassen. Die

18) Den kleinstmoglichen Satz von Generatoren nennt man auch Basis der Gruppe; die Anzahl der Generatoren in
einer Basis entspricht dem Rang der Gruppe.



Beispiel 3.2

Konzept der Prasentation von Gruppen illustriert anhand der symmetrischen Gruppe S3.

Alle moglichen Permutationen der Zahlen 1, ..., n bilden zusammen die symmetrische Gruppe S;, mit der Ordnung
nl. Die Verkniipfung o zweier Permutationen P; und P; ist deren Hintereinanderausfiihrung. Die in Beispiel
besprochenen sechs moglichen Permutationen dreier Zahlen bilden zusammen die Gruppe

S3 = {(1),(12),(23),(13),(123), (132)} (3.6)
mit dem neutralen Element (1). Eine der moglichen Prasentationen dieser Gruppe ist

S3=((23),(123)] (23)% = (123) = (1)) ; 3.7)
eine andere, fiir symmetrische Gruppen oft benutzte,

S3=((12),(23)|(12)> = (23)% = ((12)(23))® = (1)) . (3.8)

Im ersten Fall sind als Generatoren der Gruppe (12) und (123) gewdhlt, im zweiten Fall heiflen die Generatoren (12)
und (23).

Prasentation solcher Gruppen lédsst sich in allgemeiner Weise als
Zyk
G =(s0|gl =¢) (39)

angeben, wobei e hier das neutrale Element bezeichnet, g die n-fache Verkniipfung von g
mit sich selbst bedeutet und n der Gruppenordnung entspricht. Interessant ist, dass samtli-
che Gruppen, deren Gruppenordnung einer Primzahl entspricht, zyklisch und die einzige
abstrakte Gruppe dieser Ordnung sind. Abelsche und zyklische Gruppen werden spéater noch

von Bedeutung sein.

§3: Strukturen in Gruppen Gibt es eine Menge U innerhalb einer Gruppe, die ihrerseits
die Gruppenaxiome erfiillt, so nennt man U Untergruppe von G. Jede Gruppe hat sich selbst
und das neutrale Element e als Untergruppe; beide werden daher als triviale Untergruppen
bezeichnet, alle tibrigen Untergruppen dagegen als echte Untergruppen. Das Verhéltnis der
Ordnung der Gruppe G zur Ordnung der Untergruppe U bezeichnet man als Index von
U. Er ist bei endlichen Gruppen stets eine natiirliche Zahl. Eine besondere Untergruppe ist
das Zentrum von G. So bezeichnet man diejenige Menge, die alle Elemente enthilt, die mit
allen Gruppenelementen kommutieren. Bei abelschen Gruppen entspricht das Zentrum also
der Gruppe selbst. Ein Element einer Gruppe kann in mehreren Untergruppen liegen; zum
Beispiel muss das neutrale Element in jeder Untergruppe enthalten sein.

Anders ist dies bei den (Aquivalenz-)Klassen '9) einer Gruppe. Unter einer Klasse versteht
man die Menge aller Elemente einer Gruppe, die zueinander konjugiert sind. Konjugiert sind
zwei Elemente g; und g; einer Gruppe G genau dann, wenn fiir mindestens ein Element g,
aus G

8 0808 =g; (3.10)

gilt, sich also g; und g; durch eine Aquivalenzrelation ineinander {iberfiihren lassen. Das
Element g, muss dabei nicht der selben Klasse wie g; und g; angehdren. Kein Element kann
gleichzeitig in zwei verschiedenen Klassen liegen, das heifst, jede Gruppe ldsst sich eindeutig
in ihre Klassen zerlegen. Analog zu Gruppen und Untergruppen bezeichnet man die Zahl

19) Der Begriff der Klasse ist in der Gruppentheorie nicht eindeutig belegt: AuBer den hier besprochenen Aquiva-
lenzklassen gibt es noch sogenannte Nebenklassen. Wenn im weiteren Verlauf der Arbeit von Klassen gesprochen
wird, so sind stets Aquivalenzklassen gemeint.
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der Elemente einer Klasse K; als Ordnung by, der Klasse. Auch diese Zahl muss die Ordnung
der Gruppe in eine natiirliche Zahl teilen. Fiir Klassen gelten recht niitzliche Regeln: Alle
Elemente einer Klasse haben dieselbe Ordnung; jegliche Potenzen der Elemente einer Klasse
liegen wieder in einer, moglicherweise aber anderen Klasse; jedes Element des Zentrums der
Gruppe bildet eine Klasse fiir sich. Klassen spielen im Zusammenhang mit den Darstellungen
von Gruppen eine sehr wichtige Rolle, wie spéter illustriert wird.

Statt des Konjugierten eines Elementes ldsst sich auch das Konjugierte einer Untergruppe
U bilden. Diese sogenannte konjugierte Untergruppe U ist definiert als

U=g¢g'oUog, (3.11)

das heift als die Menge der Elemente g;' o uy o g; mit u; aus U, die durch Konjugation
der Elemente von U hervorgehen. Das Element g; liegt dabei nicht in U. Ist U = U fiir alle
Elemente aus G, so heifit U invariante Untergruppe, selbst-konjugierte Untergruppe oder
Normalteiler von G. Hat eine Gruppe keine echte invariante Untergruppe heifst sie »einfachx.
Invariante Untergruppen sind deshalb niitzlich, weil sie alle Elemente einer oder mehrerer
Klassen enthalten. Dies ist fiir die spéter besprochene Zerlegung von Gruppen in kleinere
Gruppen von Bedeutung. Alle genannten Konzepte sind in Beispiel 3.3 anhand der Gruppe
S; erldutert.

Beispiel 3.3
Beispiele der in Paragraph 3 genannten Strukturen in Gruppen — Untergruppen, Klassen, Normalteiler, Zentrum —

fiir die symmetrische Gruppe Ss3.

Die in Beispiel 3.2 besprochene Gruppe S3 hat die echten Untergruppen
Az ={(1),(123),(132) 557 = (1), (12)) $3° = (1), (23)) 53° = (1), (13)} 5 (312)

Aj steht dabei fiir die Alternierende Gruppe, der Untergruppe von S3, die alle geraden Permutationen enthilt. Jede
dieser Untergruppen ist zyklisch; zum Beispiel ldsst sich A3 als

Az = ((123) | (123)% = (1)) (3.13)
préasentieren. Als Klassen von S3 lassen sich

Ky ={(1)} Kz ={(123),(132)} K3 ={(12),(23), (13)} (3.14)
identifizieren, so dass sich diese Gruppe gemafs

Ss = {(1)} U {(123), (132)} U {(12), (23), (13)} (das Zeichen U bedeutet zusammenfiigen) (3.15)

zerlegen ldsst. Durch Vergleich mit Gleichung (3.12) wird deutlich: A3 ist der einzige, nicht-triviale Normalteiler
von S3. Da aufier der Identitét keines der Elemente von S3 mit allen {ibrigen kommutiert, liegt im Zentrum von S3
lediglich das neutrale Element (1).

§4: Abbildungen von Gruppen auf Gruppen Bislang ging es nur um eine einzelne Grup-
pe und die Strukturen in ihr. Mitunter ist es jedoch hilfreich zu wissen, ob es Beziehun-
gen zwischen der untersuchten Gruppe G = {g; = ¢, g, ..., §,} und einer zweiten Gruppe
G ={g1 =¢, g»,..., g} gibt. Insbesondere die Moglichkeit, Elemente der Gruppe G auf die
Elemente von G’ abzubilden, ist von Belang. Abbildungen von Gruppen lassen sich analog

zu mathematischen Funktionen schreiben als
f:G-G. (3.16)

Man findet deshalb fiir die Elemente von G’ oft auch die Bezeichnung f(g1), f(g£2), ..., das
heifdt, die Elemente von G’ sind die Bilder der Elemente von G. Hier sollen zwei Fille von



Abbildungen zwischen Gruppen genannt und charakterisiert werden: der Isomorphismus
und der Homomorphismus. >°)

Ein Isomorphismus zwischen zwei Gruppen besteht, wenn sich alle Elemente der Gruppe
G eindeutig auf die Elemente von G’ und umgekehrt abbilden lassen, das heifst:

giogi=g <  flsiog)=rlg)*f(&)=Flg), (3.17)

wobei #, die Gruppenoperation in G’, nicht dieselbe wie in G sein muss. Man sagt aufgrund
der Form von Gleichung (3.17) auch, ein Isomorphismus sei eine strukturerhaltende Abbil-
dung. Die beiden Gruppen sind in einem solchen Fall als zwei unterschiedliche Realisierungen
derselben abstrakten Gruppe zu verstehen — die Gruppenelemente mogen verschiedene Bedeu-
tungen haben, doch ihre abstrakten Beziehungen sind identisch. Notwendige Voraussetzung
ist fiir einen Isomorphismus, dass beide Gruppen dieselbe Ordnung haben. Man schreibt
fir isomorphe Gruppen G = G’. Eine Schreibweise fiir die Abbildung isomorpher Gruppen
aufeinander ist

fG’: &1 &£ - &

G — ] ’ o (3.18)
& & - &n

sie wird auch in Beispiel 3.4 benutzt, in dem das Konzept des Iso- und Homomorphismus
zweier Gruppen illustriert wird.

Auch ein Homomorphismus ist eine strukturerhaltende Abbildung zweier Gruppen. Nur
werden dabei mindestens zwei Elemente aus G auf ein einziges Element in G” abgebildet; die
Abbildung f ist nicht mehr umkehrbar, siehe auch Beispiel

Beispiel 3.4
Das Konzept des Iso- und Homomorphismus am Beispiel der Untergruppen der symmetrischen Gruppe S3.

Die in Beispiel 3.3 gefundenen echten Untergruppen S%z, 833, 5%3 der Gruppe S3 sind alle isomorph zueinander —

die Abbildungen kénnten sein

12 Ao [ 1) (12) 2 foas [ 1) (12) 23 s [ (1) (23)
R ( (1) <23>] A [ (1) (13)] R [ () <13)) 1)

-, und isomorph zur symmetrischen Gruppe S;. Dagegen erhilt man durch die Zuordnung

(1), (123),(132)) 25 (1)) ((12),23), (13 2 ((23)) (3.20)

eine homomorphe Abbildung f4 von S3 auf 5%3.

§5: Gruppen als Produkte Haufig ldsst sich eine Gruppe mit Hilfe von Produkten ihrer
Untergruppen konstruieren, was die Analyse der Struktur der Gruppe und ihrer Darstellungen
oft erleichtert. Die beiden Formen von Gruppenprodukten, die hier besprochen werden sollen,
sind das direkte und das semi-direkte Produkt. >*)

Eine Gruppe G ldsst sich als direktes Produkt der beiden Untergruppen U und U mit
den Elementen e, uy, ... beziehungsweise e, i, ... ausdriicken, wenn sich jedes Element von
G auf genau eine Weise als Verkniipfung der Elemente aus U und U schreiben ldsst und die
Reihenfolge der Verkniipfung dieser Elemente keine Rolle spielt. >») Man schreibt dann

G=UU=UsU, (3.21)

20) Es existieren noch einige weitere niitzliche Moglichkeiten zur Abbildung einer Gruppe auf eine, nicht notwendi-
gerweise andere Gruppe. Vergleiche dazu zum Beispiel Mirman (2007: Kapitel III, Abschnitt 4).

21) Diese Art der Produkte — Produkte aus Untergruppen einer Gruppe — bezeichnet man auch als innere Produkte,
Produkte zweier Gruppen bezeichnet man dagegen als dufSere Produkte. Dies wird hier nicht unterschieden.

22) Was aber nicht bedeutet, dass U oder U oder G abelsche Gruppen sein miissen!
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wobei ® die Operation des direkten Produkts bezeichnet. Die Ordnung der Gruppe G ist
bg = dydg. Die beiden Gruppen U und U werden gewdhnlich direkte Faktoren von G genannt.
Sie sind Normalteiler von G und enthalten bis auf die Identitit kein gemeinsames Element.
Lasst sich eine Gruppe als ein direktes Produkt schreiben, so hat dies auch Konsequenzen
fiir die Klassenstruktur von G: Ist K; eine Klasse in U und K j eine Klasse in U, so bildet die
Verkniipfung beider Klassen eine Klasse in G. Fiir abelsche Gruppen haben direkte Produkte
eine ganz besondere Bedeutung, da sich jede abelsche Gruppe als direktes Produkt ihrer
zyklischen Untergruppen schreiben lasst. >3)

Bei einem semi-direkten Produkt wird die Forderung nach der paarweisen Vertausch-
barkeit der Elemente beider Untergruppen fallengelassen. Zwar ist die Gruppenordnung
ebenfalls dg = dybg und auch hier diirfen U und U lediglich das neutrale Element gemeinsam
haben. Jedoch ist nun nur noch eine der beiden Gruppen ein Normalteiler von G. Man schreibt
fiir Gruppen, die sich als semi-direktes Produkt darstellen lassen,

G=U@®U, (3.22)

wobei hier U die invariante Untergruppe >4 und @ die Operation des semi-direkten Produktes
ist. Jede Gruppe, die sich in Form eines semi-direkten Produktes schreibt, ist nicht abelsch.
Die Méglichkeiten, die Gruppe S; in Form von Produkten zu schreiben, wird in Beispiel
untersucht.

Ob eine Gruppe sich in Form von Produkten schreiben ldsst, kann auch systematisch
bestimmt werden. 5 Es sei abschlieSend darauf hingewiesen, dass nicht alle Gruppen in
Produkte zerlegbar sind. So ist eine Zerlegung zyklischer Gruppen ungerader Ordnung stets
unmoglich.

Beispiel 3.5
Ein Beispiel fiir ein semi-direktes Produkt von Gruppen, die die symmetrische Gruppe S3 erzeugen.

Da die Gruppe S3 nur eine echte invariante Untergruppe aufweist, kann sie nicht in Form eines direkten Produktes
ihrer echten Untergruppen geschrieben werden. Jedoch ist es mit Hilfe der invarianten Untergruppe A3 moglich, S3
als das semi-direkte Produkt

S3 = A3®S5> (3.23)

zu schreiben.

§6: Symmetriegruppen des molekularen Hamilton-Operator Nun da die notwendigen Be-
griffe der Gruppentheorie besprochen wurden, soll noch einmal auf Tabelle 3.1 eingegangen
werden. Wie dort zu sehen ist, bilden die in Abschnitt 3 dieses Kapitels vorgestellten Symme-
trieoperationen 2 des molekularen Hamilton-Operators Gruppen: Die Menge aller Translati-
onsoperatoren, die das Schwerpunktsystem ey, ey, e; verschieben, bilden die dreidimensionale
Translationsgruppe T3 27); die Menge aller Rotationsoperatoren, die das Schwerpunktssystem

23) So die Aussage des Hauptsatzes iiber endliche abelsche Gruppen. Es gilt weiter: Die Ordnungen der zyklischen
Gruppen sind Potenz einer Primzahl.

24) Die umgekehrte Reihenfolge der Verkniipfung findet man auch.
25) Vergleiche dazu Mirman (2007: Kapitel III, Abschnitt 6 und Kapitel IV, Abschnitt 9).

26) Alle Symmetrieoperationen werden hier als passiv aufgefasst, das heif3t, statt das Molekiil zu transformieren
und das jeweilige Koordinatensystem durch die Symmetrieoperation unverandert zu lassen, wird das Koordina-
tensystem transformiert und das Molekiil bleibt unverandert.

27) Die Translationsgruppe T3 wird zum Beispiel in Steinborn (1993: Kapitel 6, Abschnitt 2) besprochen.



rotieren, bilden die eigentliche Drehgruppe des dreidimensionalen Raumes SO(3)>%); die
Gesamtheit der Permutationen >9) aller Elektronen bilden die symmetrische Gruppe SE! 39);

alle Permutationen identischer Kerne des Molekiils bilden die vollstindige Kernpermutati-
onsgruppe GVKP 31); die Inversion (1)* aller laborfesten Koordinaten aller Quantenteilchen
des Molekiils an dessen Schwerpunkt und die Identitét bilden die Inversionsgruppe €. Diese
Gruppen lassen sich in zwei Arten unterscheiden: T3 und SO(3) sind Gruppen unendlicher

, GVKP und € um endliche Gruppen handelt. 3°) Elemente

Ordnung, wéhrend es sich bei SE!
verschiedener Gruppen kommutieren miteinander, sodass sich die vollstindige Symmetrie-

gruppe eines Molekiils GM! als das direkte Produkt

GM! =T, ©503) @S @ GV g € (3.24)

GVXP und e zur vollstindigen Kernpermuta-

schreiben ldsst, wobei gelegentlich die Gruppen
tionsinversionsgruppe GV zusammengefasst werden. 33) Die vollstandige Permutationsin-
versionsgruppe erweist sich hdufig jedoch als wenig praktikabel und es wird statt ihrer die in

Abschnitt 4 dieses Kapitels besprochene MS-Gruppe verwendet.

Gruppen sind abstrakte mathematische Strukturen, die in Form der vier Gruppenaxiome —
Abgeschlossenheit, Existenz eines neutralen und eines inversen Elementes sowie Assozia-
tivitdt beziiglich einer erkldrten Verkniipfung — gewisse Regeln erfiillen miissen. Sie sind
eindeutig durch ihre Présentation festgelegt. Innerhalb von Gruppen gibt es verschiedene
Strukturen mit besonderen Eigenschaften: Untergruppen, das heifst (kleinere) Mengen
innerhalb der Gruppe, die selbst die Gruppenaxiome erfiillen; Klassen, das heifit Mengen
zueinander konjugierter Elemente; und Normalteiler, das heifst Untergruppen, die alle
Elemente einer beziehungsweise mehrerer Klassen enthalten. Zwischen zwei Gruppen
konnen sich in Form des Iso- und Homomorphismus spezielle Abbildungen herstellen
lassen. Ferner ist es gelegentlich mdoglich, Gruppen als direkte oder semi-direkte Produkte
ihrer Untergruppen zu schreiben. Gruppen sind fiir das Verstiandnis der Symmetrien des
molekularen Hamilton-Operators unverzichtbar: Eine Vielzahl von Operationen, die ihn

invariant lassen — Rotationen, Translationen, Permutationen, Inversionen, Zeitumkehr —,

bilden Gruppen.

In Abschnitt 1 dieses Kapitels wurde es bereits gesagt: Mit jeder der genannten Gruppen sind
Symmetrieetiketten verbunden. Die Eigenschaften solcher irreduziblen Darstellungen, die in
den Naturwissenschaften von noch grofierer Bedeutung sind als die Gruppen selbst, werden

nun im Detail besprochen.

28) SO(n) steht fiir spezielle orthogonale Gruppe n-ten Grades. Orthogonal heifit diese Gruppe, weil sie durch
orthogonale Matrizen dargestellt werden kann, siehe unten; speziell, weil fiir reine Drehungen nur orthogonale
Matrizen der Determinante +1 in Frage kommen und orthogonale Matrizen mit Determinante —1 ausgeschlossen
werden miissen. Die Rotationsgruppe wird zum Beispiel in Hamermesh (1989: Kapitel 8 und 9), Tinkham (2003:
Kapitel 5) und Wigner (1959: Kapitel 14, 15 und 21) besprochen.

29) Im Folgenden werden Permutation und Permutationsoperator synonym verwendet.

30) Die Eigenschaften der symmetrischen Gruppe wird zum Beispiel in Hamermesh (1989: Kapitel 7) besprochen.
31) Siehe Hamermesh (1989: Kapitel 7) und Bunker/Jensen (1998: Kapitel 1 bis 3) sowie Abschnitt 4 dieses Kapitels.
31) Siehe zum Beispiel Bunker/Jensen (1998: Kapitel 7, Abschnitt 3).

32) Die Zeitumkehr bildet zusammen mit der Identitét eine endliche Gruppe, die hier jedoch ignoriert wird. Die
Eigenschaften der Zeitumkehr wird in Wigner (1959: Kapitel 26), Bunker/Jensen (1998: Kapitel 7, Abschnitt 4)
und Tinkham (2003: Kapitel 5) besprochen. Vergleiche auch Kapitel 6, Abschnitt 2, Paragraph 3.

33) Gelegentlich findet man fiir die Gruppe GM®! die Bezeichnung »vollstandige« Punktgruppe des Molekiils. Diese
Bezeichnung istjedoch irrefithrend, da die Gruppe GMol (oft) nichts mit einer Punktgruppe zu tun hat. Vergleiche
Bunker/Jensen (1998: Kapitel 4, Abschnitt 5)
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3 3 Zur Darstellung von Gruppen Gleichungen in méglichst allgemeiner Form an-
. geben zu konnen, ist eines der Hauptanliegen der theoretischen Zweige von Natur-
wissenschaften — abstrakte, darstellungsfreie Gleichungen vermitteln eine universelle Giiltigkeit;
ihre Formulierung ist nicht auf einen bestimmten Satz von Koordinaten festgelegt. Fiir das
theoretische Verstandnis dieser Gleichungen und fiir mathematische Umformungen ist dies
auch oft von Vorteil. M6chte man jedoch mit Hilfe einer Theorie Aussagen {iber die mog-
lichen Messwerte von Observablen treffen und diese interpretieren, muss sie letztendlich
konkrete Zahlen liefern. Wie man in der Quantenmechanik den abstrakten Grofien einen
Zahlwert verleiht, wurde bereits im zweiten Kapitel angesprochen: indem man einen Satz
von Basisfunktionen &y, ..., &, wéhlt. Nach dieser Wahl wird jede Wellenfunktion durch by
und Operatoren durch d? Zahlen reprisentiert, die man Darstellung der Wellenfunktion be-
ziehungsweise des Operators nennt. Dies ist auch fiir die im letzten Abschnitt vorgestellten
Symmetrieoperationen nicht anders: Hat man eine Basis gewdhlt, werden auch sie anstatt
von abstrakten Symbolen durch Matrizen reprasentiert. Welche Eigenschaften diese Matrizen
haben, wie sie sich erzeugen lassen und in welcher Beziehung sie zu den Eigenfunktionen
des Hamilton-Operators stehen, ist Gegenstand der Darstellungstheorie, dem Thema dieses
Abschnitts.

Die Begriffe der reduziblen und irreduziblen Darstellung einer Gruppe werden erldu-
tert. Wichtige Eigenschaften dieser Darstellungen werden genannt; insbesondere wird
das Charaktersystem einer Darstellung als wichtiges Merkmal ihrer Identifikation einge-
fithrt. Charaktersysteme der irreduziblen Darstellungen einer Gruppe werden in Form
von Charaktertafeln angegeben; einige der wichtigsten Eigenschaften dieser Tafeln wer-
den besprochen und anhand einfacher Beispiele illustriert. Das Verfahren der Korrelation
der Darstellungen verschiedener Gruppen wird vorgestellt und auf einfache Beispiele an-
gewandt. Ferner wird erldutert, wie sich symmetriegerechte Basisfunktionen mit Hilfe
von Projektions- und Transferoperatoren konstruieren lassen. SchliefSlich wird der Bezug
zwischen Darstellungstheorie und Quantenmechanik hergestellt. Alle hier besprochenen

Aspekte sind bekannt und kénnen in den zitierten Literaturstellen nachgelesen werden.

§1: Was Darstellungen sind und wie sie sich charakterisieren lassen Unter einer dp-di-
mensionalen Darstellung I" einer Gruppe der Ordnung bdg versteht man die Abbildung eines
Satzes von dg quadratischen, d-dimensionalen Matrizen D [g;], D'[g,], ..., D' S ] auf die
Elemente der Gruppe, die beziiglich der Matrixmultiplikation dieselben Verkniipfungsregeln
wie die Gruppenelemente erfiillen 34), das heift:

D' [gi]-D'[gj] =D" [gx], falls giog=g- (3.25)

Die Besonderheit der darstellenden Matrizen endlicher Gruppen ist, dass sie unitdr gewéahlt
werden konnen, sodass jede Matrix der Darstellung die Bedingung (D)™t = (D) erfullt,
wobei (DT)~! die Inverse und (D')" die Hermitesch-adjungierte zu D' ist. Zwei Beispiele fiir
mogliche Darstellungen der Gruppe Aj sind in Beispiel 3.6 gezeigt.

Unter den vielen Moglichkeiten, Darstellungen von Gruppen zu wéhlen, sind die sogenann-
ten irreduziblen Darstellungen von zentraler Bedeutung. Diese Darstellungen zeichnet aus,

34) Die Matrizen D! [g1], DT [g,], ..., D[ b | bilden also ebenfalls eine Gruppe beziiglich der Matrixmultiplikation.
Die hier angegebene ist die {ibliche Definition der Darstellung einer Gruppe. Es kann jedoch sinnvoll sein,
stattdessen lediglich DT [g;]- DT [gx] = wD! [gx] von den darstellenden Matrizen zu fordern, wobei w eine
komplexe Zahl des Betrags eins ist. Man spricht dann von einer projektiven Darstellung, vergleiche zum Beispiel
Hamermesh (1989: Kapitel 12). Projektive Darstellung finden beispielsweise Anwendung bei der Behandlung
von Systemen mit halbzahligem Spin.



Beispiel 3.6
Zwei mégliche Darstellungen der Gruppe Asz.

Die folgenden beiden Sétze von Matrizen bilden die Darstellungen I und I der Gruppe A3z, vergleiche Beispiel 3.3,

Di[1)=1 Dl[(123)]=1 D(132)]=1 (3.26)

DFZ[m]:[; f] DF2[<123>]:[:1 (1)] szuwznz[f j] (327)

da sie dieselben Rechenregeln, wie die Gruppenelemente selbst erfiillen. Fiir die Darstellung I, gilt zum Beispiel

DTZ[(123)]~DT2[(132)]:[j (1)][? :1]:[3 ?]:DTZ[(l)J, (3.28)

im Einklang mit (123)(132) = (1).

dass sich ihre Matrizen nicht in Matrizen kleinerer Dimensionen zerlegen lassen. Dementspre-
chend ist umgekehrt eine Darstellung reduzibel, wenn eben eine solche Zerlegung méglich
ist und jede Matrix der Darstellung die Gestalt

0 ..
Dl = 0 =DlieDle.. mit DI, D, ... irreduzibel (3.29)

annimmt, beziehungsweise in eine solche iiberfiihrt werden kann. Dies ist genau dann méglich,
wenn sich eine Matrix T finden lasst, die jede Matrix der Darstellung I durch eine Ahnlich-
keitstransformation

Tl =D" (3.30)

in die Form Gleichung (3.29) umrechnet, das heifit D! und D zueinander dquivalent sind. Die
Zerlegung einer reduziblen Darstellung in ihre irreduzible Bestandteile, auch Ausreduktion

genannt, ist fiir endliche Gruppen stets vollstindig und eindeutig moglich, das heifst
F'=ar ®@aph®...; (3.31)

ar,, ar,, --- sind natiirliche Zahlen, die angeben, wie haufig die reduzible Darstellung I' die
irreduziblen Darstellungen I3, I3, ... enthilt. Sie lassen sich systematisch mit Hilfe von

dg
! *
T N ;CF“ (&1 " lgr)s (3.32)

berechnen. Die Groen {!z[g,] beziehungsweise (! [g,] bezeichnen hier die Charaktere der
Matrizen der jeweiligen irreduziblen Darstellung D= beziehungsweise der reduziblen Dar-
stellung D fiir das Gruppenelement g,.

Charaktere spielen in der Darstellungstheorie eine wichtige Rolle. Definiert ist der Charak-

ter einer Matrix der Dimension b als die Summe ihrer Diagonalelemente, das heifst:

bp

'lg)=) Dilals (333)
k=1

die Gesamtheit der Charaktere einer Darstellung bezeichnet man als Charaktersystem. Cha-
raktere sind Funktionen der Klasse einer Gruppe, das heif$t, sie sind fiir alle Matrizen, die
Elemente derselben Klasse représentieren, identisch. Haben zwei irreduzible Darstellungen
dasselbe Charaktersystem, sind sie zueinander dquivalent und lassen sich mit Hilfe einer
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Ahnlichkeitstransformation ineinander iiberfiihren, vergleiche Gleichung (3.30). Umgekehrt
haben zueinander indquivalente Darstellungen unterschiedliche Charaktersysteme. Das Cha-
raktersystem eignet sich also dazu zwei irreduzible Darstellungen, die sich nicht ineinander
tiberfithren lassen, zweifelsfrei als unterschiedlich zu identifizieren.

Fiir die irreduziblen Darstellungen einer Gruppe G gelten eine Vielzahl von Regeln 35,

zum Beispiel:

» Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen entspricht der Anzahl der Klassen ng der Grup-
pe.

» Es existiert stets genau eine irreduzible Darstellung, die jedem Gruppenelement die Zahl 1

zuordnet.

» Die Dimensionen by, der irreduziblen Darstellungen I}, sind durch die Bedingung

K
Zh%a = b . (3.34)
a=1

festgelegt. Eine Konsequenz dieser Bedingung ist, dass fiir abelsche Gruppen ausschliefslich

eindimensionale irreduzible Darstellungen moglich sind.

» Eine Darstellung I}, ist genau dann irreduzibel, falls fiir ihr Charaktersystem gilt:

jJe

D ek (&) = b - (3.35)
r=1

Es ist moglich, die Charaktersysteme samtlicher irreduzibler Darstellungen einer Gruppe zu
berechnen und universell anzugeben. Gewohnlich geschieht dies in Form von quadratischen
Tabellen, die man als Charaktertafeln bezeichnet. Sie werden nun besprochen.

Tabelle 3.3
Die Charaktertafel der Gruppe A3z. Jede Zeile entspricht einer irreduzibler Darstellung; in den Spalten ist der Charakter
der jeweiligen Klasse angegeben. Es ist x3 = exp (2mi/3); dx gibt die Ordnung der jeweiligen Klasse K an.

Az (1) (123) (132)
dk 1 1 1
A 1 1 1
Eq 1 A3 n3
E, 1 n3 n*

§2: Charaktertafeln, direkte Produkte von Darstellungen, Korrelationen Eine Charakter-
tafel ist die Anordnung aller méglichen irreduziblen Darstellungen I, I, ..., I’nK einer Gruppe
G und deren Charaktere fiir je ein Element einer Klasse in Form einer quadratischen Ta-
belle. Als ein Beispiel zeigt Tabelle 3.3 die Charaktertafel der Gruppe Aj;. Da diese Gruppe
drei Klassen hat, gibt es drei irreduzible Darstellungen. Jede Zeile der Charaktertafel ent-
spricht einer von ihnen, jede Spalte einer Klasse. Wie auch sonst iiblich, ist in der ersten Zeile
die eindimensionale totalsymmetrische Darstellung gezeigt, die hier mit A bezeichnet wird.
Die tibrigen irreduziblen Darstellungen, E; und E,, sind ebenfalls eindimensional, wie sich

35) Sie alle folgen aus dem grofien Orthogonalitidtstheorem, welches man zum Beispiel in Bishop (1993: Kapitel 7,
Anhang 1), Tinkham (2003: Kapitel 3), Hamermesh (1989: Kapitel 3), McWeeny (2002: Kapitel 5) oder Mirman
(2007: Kapitel 7) hergeleitet findet.



am Charakter der Identitdt ablesen ldsst; dartiber hinaus sind sie komplex und zueinander
komplex-konjugiert. Dass A; nur eindimensionale irreduzible Darstellungen aufweist, wird
mit den im letzten Paragraphen angegebenen Regeln verstidndlich: Als zyklische Gruppe ist
Aj abelsch. Fiir viele Gruppen, die bei physikalischen und/oder chemischen Fragestellungen
zur Anwendung kommen, findet man die Charaktertafeln in zahlreichen Biichern dokumen-
tiert. 3%) Wie sie sich aus dem grofien Orthogonalitétstheorem errechnen, ist an einfachen
Beispielen ebenfalls in der Literatur beschrieben. 37)

Die Charaktertafeln groflerer Gruppen lassen sich oft aus den Charaktertafeln ihrer Unter-
gruppen gewinnen. Fiir Gruppen, die sich als direkte Produkte ihrer Untergruppen schreiben
lassen, gilt zum Beispiel: Die Charaktertafel der vollstindigen Gruppe G setzt sich aus den
Produkten der Charaktersysteme ihrer invarianten Untergruppen U und U zusammen. So gilt
fiir den Charakter des Elements u; o i1; der Gruppe G mit den irreduziblen Darstellungen I <

Celus 0 1) = ¥ L) O[] (336)

Von dieser Tatsache wird spater noch oft Gebrauch gemacht; ein Beispiel ist in Beispiel
erlautert. 38)

Neben dem direkten Produkt der Darstellungen zweier Gruppen gibt es in Gestalt der
sogenannten Produktdarstellung noch eine andere Form von direktem Produkt. Anders als
im eben diskutierten Fall, wird diese Art des Produktes zwischen zwei Darstellungen I, I,/
derselben Gruppe gebildet. Das direkte Produkt zweier Darstellungen, symbolisch: I, ® I}, =
I,9a’, erhdlt man, indem das direkte Produkt ihrer darstellenden Matrizen

Dleee’[g;] = D'e[g;] @ D'’ [g;] (3.41)

fiir jedes Element g; gebildet wird. Das direkte Produkt zweier Matrizen ergibt sich aus der
Multiplikation eines jeden Elementes von D« [g;] mit jedem Element von D'’ [g;], das heifit

I, I, I,
D14 [gi] Dy [gi] Dy, [&il Ty, (gi]
Dro@a' [gl] = . . (34:2)
Iy I I, I,
Dbral[gi]'DbFaﬂl[gi] Di’rai’ra [gi]'DhFD’/hFa/ [gi]

Die bdr, dr, x b, dr ,-dimensionalen Matrizen Dlesa’ bilden ebenfalls eine Darstellung der
Gruppe G, die Produktdarstellung I}, . Fiir die Charaktere dieser Darstellung gilt

Clooe’[g;] = Cle[g;]- T[] - (343)

Im Allgemeinen ist I}, reduzibel; ihre irreduziblen Bestandteile lassen sich dann mit Hilfe
von Gleichung (3.32) bestimmen. Ein Beispiel dafiir ist in Beispiel 3.7 gezeigt. Vom Konzept
der Produktdarstellung wird im Laufe der Arbeit noch oft Gebrauch gemacht.

Zwei weitere wichtige Verfahren im Zusammenhang mit den irreduziblen Darstellungen
von Gruppen sind die Korrelation und die inverse Korrelation. Bei beiden Prozeduren wird der
Frage nachgegangen: Welche Beziehungen gibt es zwischen den irreduziblen Darstellungen

36) Zum Beispiel in Tinkham (2003: Anhang B) oder Bunker/Jensen (1998: Anhang A).
37) Zum Beispiel in Bishop (1993: Kapitel 7, Abschnitt 7).

38) Auch fiir Gruppen, die sich als semi-direktes Produkt ihrer Untergruppen schreiben lassen, ist es méoglich, die
Charaktertafel mit Hilfe des Verfahrens der induzierten Darstellungen aus den Charaktertafeln der Untergruppen
zu konstruieren. Vergleiche dazu zum Beispiel Bunker/Jensen (1998: Kapitel 16, Anhang 1 und 2).

39) Die Bezeichnung der irreduziblen Darstellungen weicht von der iiblichen ab. Der Begriindung fiir die hier
verwendete Alternative wird in Kapitel 4 gegeben. Das hier angefiihrte Beispiel ist in Bunker/Jensen (2005: S.
154 £.) besprochen; zum direkten Vergleich ist A7, A7, A}, A7, E* und E~ durch A}, A7, A}, A/, E’ und E” zu
ersetzen.
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Beispiel 3.7
Die Konstruktion der Charaktertafel der Gruppe D3, (M) als Beispiel fiir die Bestimmung der Charaktertafel einer
Gruppe, die sich als direktes Produkt ihrer Untergruppen schreiben lasst, sowie ein Beispiel fiir eine Produktdarstel-

lung. 39)

Die weiter unten im Text besprochene Molekiilsymmetriegruppe D3}, (M) schreibt sich als das direkte Produkt
D3p(M) = C3y (M) ® € = {(1),(123),(132), (12)7, (23)", (13)"} @ {(1), (1)*} , (3.37)

wobei zum Beispiel (1)*(123) = (123)(1)* = (123)" eine sogenannte Permutationsinversion P* bezeichnet, das heifit
die Permutation 7 der Kerne zusantmen mit einer Inversion aller Koordinaten des Molekiils an dessen Schwerpunkt.
Die Charaktertafeln der beiden Gruppen Cz, (M) und € sind

C3y(M) (1) (123)  (23)

€ (1) (1)
dx 1 2 3

dK 1 1
A 1 1 1 ’

! A* 1 1

Ay 1 1 -1 _

A 1 -1
E 2 -1 0

wobei fiir jede Klasse beider Gruppen je nur ein Vertreter gezeigt ist. Mit ihrer Hilfe ldsst sich unter Anwendung von
Gleichung (3.36) die Charaktertafel der Gruppe D3}, (M) gewinnen. Das Ergebnis ist

D3h(M) (1) (123)  (23) ()" (123)"  (23)
b 1 2 3 1 2 3
A} 1 1 1 1 1 1
A7 1 1 -1 -1 -1 1.
A} 1 1 -1 1 1 -1
AS 1 1 1 -1 -1 -1
E* 2 -1 0 2 -1

E- 2 -1 -2 1

zum Beispiel ergeben sich die Charaktere der Darstellung A} aus

2=t )] =11=1 202 ()= M2 ()] CA ()] =1 (-1) = -1 (3.38a)

ch2[(123)] = cA2[(123)]- A ()] =11 =1 c2 [(123)] = cA2[(123)] - CA [(1)'] = 1-(-1) = -1
(3.38b)

M2 [(23)] = A2 (23] CA ()] =1 (-1) =1 2 [(23)] = cA2[(23)]-¢A [()]=-1-1=-1 (3.38c)

et cetera

Fiir das direkte Produkt der beiden Darstellungen E* ® E~ der Gruppe D3}, (M) erhilt man das Charaktersystem

0 | 1) (123) (23) 1y (123%) (23)*
(3.39)

CETOET (0] ‘ 4 1 0 4 -1 0

Zerlegt man diese reduzible Darstellung unter Anwendung von Gleichung (3.32) in ihre irreduziblen Bestandteile, so

ist das Ergebnis

EfQE =AT0A; 9E™. (3.40)

IS der Gruppe G = {g1, ..., 8} und den irreduziblen Darstellungen FﬁU ihrer Untergruppe U =
{ug = g1, .-, y, = &, }? Beim Verfahren der Korrelation wird jede Matrix aus der irreduziblen
Darstellung I'S gestrichen, die auf ein Element von G abgebildet wird, das nicht Teil der
Untergruppe U ist. Man erhilt dann die im Allgemeinen reduzible Darstellung I'V[| I,S]. Sie
schreibt sich als

TU[l TaG] = u[ram]I]U@ﬂ[wz]I}U@--- (3.44)



Beispiel 3.8
Zur Korrelation und inversen Korrelation der Darstellungen zweier Gruppen, hier am Beispiel von Czy(M) und D3}, (M).

Vergleiche auch Beispiel

Man erhailt die in Beispiel 3.7 definierte Gruppe C3y(M) aus der Gruppe D3y (M) durch Streichen der Operationen
(1)* (123)" (132)* (12) (23) (13). 3.47)

Vergleicht man anschlieBend die so erhaltenden Darstellungen I'C3v(M)[| T, D? Sh(M)] mit den ebenfalls in Beispiel
gezeigten irreduziblen Darstellungen von C3y (M), so wird deutlich, dass jede Darstellung I'F aus D3y, (M) mit der
Darstellung I, in C3y (M) korreliert. Fiigt man umgekehrt zur Gruppe C3y (M) die Operationen aus Gleichung (3.47)
hinzu, so spaltet jede Darstellung I, aus C3y(M) in der Gruppe D3 (M) in die Darstellungen I'F auf. So erhélt man
als Ergebnis der Korrelation (links) und beziehungsweise inversen Korrelation (rechts) der Darstellungen beider
Gruppen:

D3h(M)  C3y(M)

A7 Ay C3y(M)  D3zh(M)
AT A1 B
At A Ay AT®AT (3.48)
A% A A, At oAy
2 2 E E* @E~
E* E
E- E

Beide Tabellen lassen sich unter Verwendung von Gleichung (3.45) bestétigen.

und die Faktoren ar, | I;] kénnen analog zu Gleichung (3.32) mit

by
1 G rv
aini = 5o ) O Tl O fw] (3.45)
r=1
gefunden werden. Bei diesem Verfahren werden somit die irreduziblen Darstellungen I aG der
Gruppe G mit den irreduziblen Darstellungen Ing von G nach U korreliert. Beim Verfahren
der inversen Korrelation geht man den umgekehrten Weg; man korreliert die irreduziblen
Darstellungen von G und U von U nach G. Gew6hnlich schreibt man

FG[T FﬁU] = a[mpﬁ]l‘f@ammﬂl‘f@... (3.46)

mit den in Gleichung (5.45) gefundenen Faktoren a[r, |} und sagt, die Darstellung I St I"ﬁU]
wird von der Darstellung I’ﬁU der Untergruppe U induziert. Beide Vorgehensweisen, die Korre-
lation und die inverse Korrelation der Darstellungen zweier Gruppen, sind in Beispiel 3.6 am
Beispiel der Gruppen C3, (M) und D3}, (M) illustriert. Einige der dort gefundenen Ergebnisse
werden bei der Definition der Molekiilsymmetriegruppe weiter unten in diesem Kapitel noch
von Bedeutung sein. 4°)

§3: Konstruktion symmetriegerechter Basisfunktionen Bisher wurde davon ausgegangen,
dass die darstellenden Matrizen einer Gruppe bereits bekannt sind; die Frage, wie man sie
erzeugt, wurde ignoriert. Die Matrizen einer Darstellung lassen sich aufschreiben, sobald
das Verhalten der Basisfunktionen &y, &5, ..., &, unter den Symmetrieoperatoren bekannt ist,
wie in Beispiel 3.9 fiir ein einfaches Beispiel illustriert. Eine so erhaltene Darstellung ist im
Allgemeinen reduzibel, das heifdt, die Funktionen &5, &5, ..., & », bilden eine Basis fiir eine d,,-

dimensionale, reduzible Darstellung der Gruppe G, die sich geméafs Gleichung (3.31) unter

40) Haufig findet man fiir die Korrelation auch den Begriff Subduktion und fiir die inverse Korrelation die Bezeich-
nung Induktion einer Darstellung. Siehe zum Beispiel Bunker/Jensen (1998: Kapitel 5, Abschnitt 9 und Kapitel
16, Anhang 1).
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Verwendung von Gleichung (3.32) in ihre irreduziblen Bestandteile zerlegen lasst. Dies ist, wie
Gleichung (3.30) klarstellt, mit einer Ahnlichkeitstransformation verbunden, das heif3t einem
Wechsel der Basis. Diese neue Basis &}, &5, ..., & », schreibt sich als Linearkombination der alten
Basisfunktionen und zerfillt, wie die Darstellung selbst, in einzelne irreduzible Bestandteile,
das heifit es gibt a L h\ L Funktionen, die eine Basis fiir die irreduzible Darstellung I; bilden,
ar, b, Funktionen, die eine Basis fiir die irreduzible Darstellung I, bilden et cetera. Die Gestalt
dieser neuen Basisfunktionen lédsst sich mit Hilfe sogenannter Projektionsoperatoren Pré, und

Transferoperatoren ?f)ﬁg*t systematisch konstruieren. 4*) Sie sind definiert als
. by & R R
Diw =2 ) Dimlgl'ss  und  Pr=—=) Dilalsi (3.49)
e i=1 b i=1

So liefert die Anwendung des Projektionsoperators f)l;i’m auf eine beliebige Basisfunktion &,
genau dann eine Basisfunktion & ,5;’ zur irreduziblen Darstellung I7,, wenn die Funktion &, in
der Funktion & ,1,;“ enthalten ist, das heifst:

Ela fal1s & in &la anthalten

3.50
0 sonst ( )

blr;?nz‘gr = {

In der Regel muss die Funktion & ,1;‘1’ anschlieflend noch normiert werden. Ist I}, eindimensional,
entfdllt die Unterscheidung zwischen Projektions- und Transferoperatoren; Projektionsopera-
toren schreiben sich dann als

Pom = f)ra

1
J— 1610,
b ;c [sil's: (3:51)

und jede symmetriegerechte Basisfunktion kann allein mit Hilfe des Charaktersystems der
Darstellung konstruiert werden. Fiir den Fall jedoch, dass die Dimension b, der irreduziblen
Darstellung I, grofier als eins ist, und man b, Basisfunktionen zur Erzeugung dieser Dar-
stellung benétigt, erhalt man jede orthogonale Partnerfunktion & tF * durch Anwendung des

Transferoperators i)ﬁ‘;t auf & ,{i’ , das heifdt:

2T, eI =T,
’Dn‘:téntzl = (Sta . (352)

Die Konstruktion symmetriegerechter Basisfunktionen ist fiir einen einfachen Fall in Beispiel

verdeutlicht. 4)

Wie in Kapitel 1 deutlich wurde, sind fiir die Bestimmung der Kernspinisomere von Mole-
kiilen die Symmetrien der Produkte von (Eigen-)Funktionen entscheidend. Die Symmetrie
solcher Produkte steht im unmittelbaren Zusammenhang mit der im letzten Paragraphen
diskutierten Produktdarstellung: Bilden die Funktionen & IF“, 55" ... eine Basis zur irredu-
ziblen Darstellung I}, und die Funktionen & { 3 ZF"" eine Basis zur irreduziblen Darstellung
I,,;, dann bilden die direkten Produkte der Basisfunktionen élr“ cff“', cflr‘* cfzr‘*', ..., eine Basis fiir
die Produktdarstellung I},5, . Da diese Darstellung im Allgemeinen reduzibel ist, miissen
gegebenenfalls durch eine erneute Anwendung der Projektions- beziehungsweise Transfer-
operatoren aus den Produkten der Basisfunktionen symmetriegerechte Linearkombinationen
konstruiert werden.

41) Vergleiche hierzu zum Beispiel auch Bunker/Jensen (1998: Kapitel 6, Abschnitt 3 und Anhang 2) oder McWeeny
(2002: Kapitel 5, Abschnitt 8).

42) Es existieren auch effizientere Verfahren zur Konstruktion symmetriegerechter Basisfunktionen. Siehe dazu
McWeeny (2002: Kapitel 5, Abschnitt 8).



Beispiel 3.9
Zum Verfahren der Bestimmung von Charaktersystemen, der Ausreduktion und der Konstruktion symmetriegerechter

Basisfunktionen am Beispiel einer Darstellung der Gruppe Aj.

Die Matrizen der Darstellung I der Gruppe A3 aus Beispiel 3.6 werden von den orthonormierten Basisfunktionen
g {2’ g 52 mit den Eigenschaften

ez =160 (123)E2 =1 gl v 162 (132)62 = 0- 62 - 1.602 (3.53a)
()& = 1.2 (123)E02 = —1.6)2 +0-£12 (132)E2 =162 - 1.6 (3.53b)

erzeugt, sofern man die Funktionen in einer einspaltigen Matrix anordnet, das heif3t:

(FZ £F2
@[2}2] . \I16) [5}2] mit O = (1), (123), (132). (3.54)
2 2

Das Charaktersystem dieser Darstellung lautet
() =2 c2[(123)] = -1 c2[(132)]=-1; (3.55)

I ist eine reduzible Darstellung der Gruppe Az, wie ein Vergleich mit der Charaktertafel Tabelle bestétigt.
Verwendung von Gleichung ( ) liefert

I =E®E;. (3.56)

Wendet man nun den Projektionsoperator aus Gleichung (3.49) fiir beide Darstellungen auf & {2 an, erhalt man

HE1 51& = % (1(1) +#3(123) + %3(132)) &1 liefert nach Normierung: EE1 = % (51 —iV3(&; - 52))
(3.57a)
und analog
@Ezglfz = %(1(1) +u3(123) + %3(132))51 liefert nach Normierung: &2 = % (51 +i\/§(51 - 52))

(3.57b)

wobei ausgenutzt wurde, dass die Matrixelemente eindimensionaler Darstellungen identisch zu ihren Charakteren
sind. Es ldsst sich durch erneute Anwendung der Projektionsoperatoren feststellen, dass die so erhaltenen Basisfunktio-
nen £E1 und £E2 tatsichlich irreduzibel in Aj transformieren, das heift, es ist ﬁ)El f)El & {2 = i)El & {2 beziehungsweise
“E,AE, D AR,

DEZ DEZ 512 — DEZ 5127

§4: Darstellungen in der Quantenmechanik Die vielleicht wichtigste Frage dieses Abschnit-
tes ist: Welchen Nutzen hat all das Genannte fiir die Quantenmechanik? Eine ihrer wichtigsten
Gleichungen tiberhaupt ist die stationdren Schrodinger-Gleichung

H <D](1i) =E, @;i) mit i = 1,..,, g, (g, Entartungsgrad des Eigenwerts E,) , (3.58)

aus deren Losung die moglichen Eigenenergien E, mit den dazugehorigen Eigenfunktionen
@I(Ii) hervorgehen, vergleiche Kapitel 2. Es ldsst sich zeigen: Die Eigenfunktionen zu einem Ei-
genwert des Hamilton-Operators bilden eine Basis seiner Symmetriegruppe. Umgekehrt ldsst
sich jede Eigenfunktion mit Hilfe einer irreduziblen Darstellung eben dieser Symmetriegruppe
Klassifizieren. 43) Grundsitzlich zu unterscheiden sind folgende Falle:

» Der Eigenwert E,, ist einfach entartet. Die Eigenfunktion @, ist dann bereits symmetriege-
recht; sie transformiert zwingend nach einer eindimensionalen irreduziblen Darstellung der
Symmetriegruppe des Hamilton-Operators.

» Der Eigenwert ist g, # 1-fach entartet. In diesem Fall transformieren die Eigenfunktionen

CIJI(I1 ) @Lgn) nach einer g,-dimensionalen Darstellung der Symmetriegruppe des Hamilton-

43) Vergleiche hierzu zum Beispiel Tinkham (2003: S. 33 ff.) oder McWeeny (2002: S. 181 ff.).
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Operators. Diese Darstellung kann irreduzibel sein, muss es aber nicht. Tritt der erstgenann-
te Fall ein, so spricht man von echter Entartung, andernfalls von zufilliger oder separa-
bler Entartung. Bei separablen Entartungen bilden die Eigenfunktionen Basen fiir zwei
oder mehr irreduziblen Darstellungen niedrigerer Symmetrie. Die symmetriegerechten
Basisfunktionen miissen in diesem Fall auch nicht direkt aus der Lésung der stationédren
Schrodinger-Gleichung hervorgehen; gegebenenfalls ist die Konstruktion symmetrieange-

passter Basisfunktionen notig.

Diese Aussagen gelten fiir jede exakte Eigenfunktion eines jeden Hamilton-Operators. Wie sich
aber schon bei der Behandlung des asymmetrischen Kreisels oder der gehinderten Torsion
zeigte, ist man zur Losung der stationdren Schrodinger-Gleichung héufig auf ein Ndherungs-
verfahren angewiesen, das als Ergebnis in der Regel nur gendherte Eigenfunktionen liefert.
So gesehen erscheinen die oben genannten Symmetrieeigenschaften der exakten Eigenfunk-
tionen zunédchst wenig niitzlich. Jedoch ist es auch fiir den Fall, dass man nicht die exakten
Eigenfunktionen kennt mdéglich, Aussagen tiber deren Symmetrien zu treffen. Benutzt man
beispielsweise ein lineares Variationsverfahren, um die exakten Eigenfunktionen als Linear-
kombinationen von Basisfunktionen zu nahern, so gilt: Jede exakte Eigenfunktion (Dr{“ des
Hamilton-Operators mit der Symmetrie I}, kann nur als Linearkombination aus Basisfunktio-

nen mit derselben Symmetrie geschrieben werden, das heifit
MCY
ol = Zcigf“. (3.59)
i=1

Dies folgt aus der Tatsache, dass es keine von null verschiedenen Matrixelemente des Hamilton-
Operators, siehe Gleichung ( ), zwischen Basisfunktionen verschiedener Symmetrien gibt,
das heifst

I ~
Hi]-:f f | &0 42 aDHE (1, 921 s 1)V (3.60)
qa Y92 q1

kann nur dann nicht null sein, wenn I, = I3. Die Matrixdarstellung von H zerféllt also in

Blocke zu Basisfunktionen unterschiedlicher Symmetrie, das heifst
H=H''oH"o® .. (3.61)

und die Eigenwerte und -funktionen der Matrizen H= kénnen separat berechnet werden.
Kennt man also die Symmetrie der Basisfunktionen unter den Operationen der Symmetrie-
gruppe des Hamilton-Operators des untersuchten Systems, kennt man auch die Symmetrien
der exakten Eigenfunktionen. 44 Dies wird an mehren Stellen der folgenden Kapitel von

zentraler Bedeutung sein.

Ein Satz von Matrizen, die denselben Rechenregeln unterliegen, wie die Elemente einer
Gruppe, heifit Darstellung dieser Gruppe. Lassen sich die Matrizen einer Darstellung mit-
tels einer Ahnlichkeitstransformation in Matrizen kleinerer Dimension zerlegen, bezeichnet
man die Darstellung als reduzibel, andernfalls als irreduzibel. Jede reduzible Darstellung
einer endlichen Gruppe lésst sich als direkte Summe irreduzibler Darstellungen schreiben.
Die Zahl irreduzibler Darstellungen einer endlichen Gruppe ist begrenzt; sie entspricht
der Zahl ihrer Klassen. Verschiedene, das heifit indquivalente irreduzible Darstellungen
lassen sich eindeutig anhand ihrer Charaktersysteme voneinander unterscheiden, die in

Form von Charaktertafeln angegeben werden. Die Konstruktion symmetriegerechter Basis-

44) Alles Genannte folgt aus dem grofien Orthogonalitidtstheorem. Vergleiche dazu McWeeny (2002: Kapitel 7,
Abschnitt 5) und Bunker/Jensen (1998: Kapitel 6, Abschnitt 5).



funktionen zu den irreduziblen Darstellungen einer Gruppe ist mit Hilfe von Projektions-
und Transferoperatoren moglich, vergleiche Gleichung (3.49) und Gleichung (3.51). Als
solche Basisfunktionen dienen in der Quantenmechanik die Eigenfunktionen des Hamilton-
Operators. Sie lassen sich mit Hilfe der irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppe
des Hamilton-Operators, dessen Eigenfunktionen sie sind, eindeutig klassifizieren. Nahert
man die Eigenfunktionen als Linearkombinationen von Basisfunktionen, so kénnen sich
die exakten Eigenfunktionen nur aus Basisfunktionen einer Symmetrie zusammensetzen.

Die gendherte Eigenfunktion transformiert dann nach derselben irreduziblen Darstellung

wie die Basisfunktionen, als deren Linearkombination sie sich schreibt.

Die Symmetriegruppe des Hamilton-Operators, die zur Identifikation der Kernspinisomere
eines Molekiils verwendet werden kann, ist die vollstindige Kernpermutationsgruppe GVXF.
Sie erweist sich jedoch aufgrund ihrer Grofie und auch ihrer gelegentlich unbrauchbaren irre-
duziblen Darstellungen als unpraktisch. Ein Gruppenkonzept, das im engen Zusammenhang
mit der Gruppe GYXP steht, aber nicht deren Nachteile gemein hat, ist die Molekiilsymmetrie-

Gruppe. Sie ist Gegenstand des nédchsten Abschnitts.

3 4 Die Molekiilsymmetriegruppe Ausgangspunkt zur Bestimmung der Molekiil-
o symmetriegruppe (im Folgenden: MS-Gruppe) eines Molekiils ist die im ersten
Abschnitt dieses Kapitels vorgestellte vollstindige Kernpermutationsinversionsgruppe GY P!,
Sie ist diejenige Symmetriegruppe des molekularen Hamilton-Operators, die alle Permuta-
tionen P und alle Permutationsinversionen P* = P(1)* aller Sorten identischer Kerne enthilt.

Fiir ein Molekiil mit s-Sorten von je n; identischen Kernen schreibt sie sich als

Gk =glllgslle | gslige, (3.62)
wobei sEj} die symmetrische Gruppe zur i-ten Kernsorte und e die in Abschnitt 2, Paragraph
6 eingefiihrte Inversionsgruppe bezeichnet. Die Ordnung der Gruppe GV ist

dgvker = nylnyl.ngl 2!, (3.63)

Betrachtet man beispielsweise Ethen, so gilt

GV¥PlIc,H, =SS oSl we, (3.64)
und
dgvker [C,H,] = 214!12! = 96. (3.65)

Ethen ist ein sehr kleines Molekiil, hat aber mit dgvke [C,H, ] = 96 Elementen bereits eine ver-
gleichsweise grofie vollstindige Kernpermutationsinversionsgruppe. Fiir groiere Molekiile
mit vielen identischen Kernen wird diese Gruppe sehr schnell sehr grofs, ebenso die Zahl ihrer
irreduziblen Darstellungen. Erfreulicherweise ist die Verwendung der vollstandigen Kernper-
mutationsinversionsgruppe zum Verstehen von Spektren oder der Symmetrieeigenschaften
von Molekiilen oft nicht notwendig. Stattdessen gentigt es, eine (kleine) Untergruppe der
vollstandigen Kernpermutationsinversionsgruppe, die MS-Gruppe, zu verwenden. Seit ihrer
Einfithrung wird diese Gruppe erfolgreich zur Analyse von hoch aufgeldsten Spektren von
Molekiilen eingesetzt. 45) Wie im nichsten Kapitel ausfiihrlich diskutiert, ist die MS-Gruppe
auch dazu geeignet, die beobachtbaren Kernspinisomere von Molekiilen zu bestimmen. Einige

der wichtigsten Eigenschaften von MS-Gruppen werden in diesem Kapitel besprochen. Wie

45) Die Originalarbeiten zur MS-Gruppe sind von Hougen (1962), Hougen (1963) und Longuet-Higgins (1963).
Inzwischen sind mehrere Biicher erschienen, die die Eigenschaften dieser Gruppe sowie deren Anwendung im
Detail diskutieren, vergleiche Bunker/Jensen (1998) und Bunker/Jensen (2005).
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sich die Symmetrien molekularer Wellenfunktionen mit Hilfe der MS-Gruppe bestimmen
lassen, ist Gegenstand des nichsten Kapitels.

Das Konzept der »ausfithrbaren« Permutationen beziehungsweise Permutationsinversio-
nen wird eingefiihrt und anhand einfacher Beispiele illustriert. Die Menge aller »ausfiihr-
baren« Operationen bildet die MS-Gruppe des jeweils behandelten Molekiils; einige der
wichtigsten Eigenschaften dieser Gruppe werden erldutert. Anschliefend wird erklért,
wie sich der Effekt der Operationen der MS-Gruppe auf die molekularen Koordinaten
bestimmen ldsst. Abgeschlossen wird dieser Abschnitt mit einer Diskussion der Beziehun-
gen der MS-Gruppe zu anderen, zum Teil sehr viel prominenteren Symmetriekonzepten
der molekularen Wissenschaften, und es wird erldutert, warum sich nur die MS-Gruppe

zur Identifikation der Kernspinisomere eines Molekiils eignet. Viele der hier genannten

Eigenschaften konnen in der Literatur zur MS-Gruppe nachgelesen werden. 4)

§1: »Ausfiihrbare« und »nicht-ausfiihrbare« Operationen - die Definition der MS-Grup-
pe Die grundlegende Idee zur Bestimmung der MS-Gruppe eines Molekiils ist es, bestimmte
Permutationen P beziehungsweise Permutationsinversionen P* aus der vollstindigen Kern-
permutationsinversionsgruppe zu entfernen. Das Kriterium fiir einen solchen Ausschluss ist
die »Ausfiihrbarkeit«, besser: die »Niitzlichkeit«, einer Permutation beziehungsweise Permu-
tationsinversion. Ob eine Permutation beziehungsweise Permutationsinversion niitzlich ist,
entscheidet die Antwort auf die Frage: Werden durch die jeweilige Permutation beziehungs-
weise Permutationsinversion zwei Versionen eines Molekiils ineinander tiberfiihrt, die durch
eine »uniiberwindbare« Barriere auf der Potentialenergiefliche getrennt werden? Ein Teil
dieser Frage wurde bereits in Kapitel 2, Abschnitt 3, Paragraph 4 beantwortet. Dort wurde her-
ausgearbeitet, dass eine Barriere zwischen zwei Minima als »uniiberwindbar« gilt, wenn das
Energiespektrum der Kontorsionsbewegung, die beide Minima miteinander verbindet, keine
Tunnelaufspaltung zeigt. Gehoren die Minima zur selben Struktur, sind die elektronischen
Energien exakt gleich, das heifst: entartet. Die zugehorige Kernkonfigurationen, das heifst
alle Bindungslangen und Bindungswinkel des Kerngeriists, sind an diesen beiden Punkten
der Energiepotentialenergiefliche gleich, gehéren aber zu unterschiedlichen Versionen des
Molekiils. Diese Versionen lassen sich nur durch eine unterschiedliche Nummerierung iden-
tischer Kerne voneinander unterscheiden. Zwei Versionen eines Molekiils sind genau dann
verschieden, wenn es keine starre Rotation des Kerngeriists gibt, die sie ineinander tiberfiihrt.
Einige Beispiele fiir verschiedene Versionen ausgewéahlter Molekiile sind in Abbildung
gezeigt; die Wahl fiel auf (i) Ammoniak NHj, (ii) Bortrifluorid BF; und (iii) Ethen C,H,. Es
wird deutlich, dass die Anzahl der Versionen durch zwei Faktoren bestimmt ist: Die Anzahl
im Molekiil enthaltener identischer Kerne und die Struktur des Molekiils. Beispielsweise gibt
es fiir Bortrifluorid in seiner Gleichgewichtsstruktur, in der alle drei BF Bindungslédngen iden-
tisch sind und alle vier Kerne des Molekiils in einer Ebene liegen, nur eine einzige Version,
vergleiche (ii.a) in Abbildung 3.1. Verldngert man jedoch eine der drei Bindungsldngen, so
existiert das Molekiil in drei verschiedenen Versionen, vergleiche (ii.b.) in Abbildung

Um nun zu verdeutlichen, was ausfiithrbare Permutationen beziehungsweise Permutati-
onsinversionen sind, soll Ammoniak NH; noch einmal mit einem seiner starren Gegenstiicke,
mit Stickstofftrifluorid NF, verglichen werden. Die Strukturen beider Molekiile an den Stellen
minimaler elektronischer Energie, vergleiche Abbildung 2.3 und 2.4, sind durch NH- bezie-

46) Die in diesem Kapitel angesprochenen Eigenschaften der MS-Gruppe konnen an anderer Stelle zum Beispiel in
Bunker/Jensen (1998), Bunker/Jensen (2005), Hougen (2009), Bunker/Jensen (2009), Steinborn (1993: Kapitel 7),
Kroto (2003: Kapitel 3) oder Papousek/Aliev (1982: Kapitel II) nochmals nachgelesen werden.
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Abbildung 3.1

Beispiele fiir die Versionen von Molekiilen: (i) Die beiden Versionen des Ammoniaks NH; fiir drei gleiche NH-
Bindungslédngen, (+) und (-); (ii) die Versionen des Bortrifluorids BF 5 fiir den Fall, dass (a) alle BF-Bindungsldngen
gleich lang sind, beziehungsweise (b) zwei Bindungslingen gleich, aber kleiner als die dritte Bindungslinge sind,
stets jedoch alle vier Atomkerne in einer Ebene liegen; (iii) die zwdlf Versionen des Ethens C,H, fiir seine
Gleichgewichtsstruktur.

hungsweise NF-Bindungen gleicher Linge gekennzeichnet. 47) Zu diesen Strukturen gehéren
je zwei Versionen, zu sehen in Abbildung 3.1 (i) als (+) und (-). Sie lassen sich nicht durch
eine Rotation des starren Kerngeriists ineinander tiberfiihren. Die vollstindige Kernpermuta-
tionsinversionsgruppe fiir beide Molekiile ist die in Beispiel 3.7 besprochene Gruppe D3}, (M).
Wie man durch Ausfiihrung aller Operationen dieser Gruppe zeigen kann, tiberfiihren die
Operationen 4®)

(1) (123) (132) (12)° (23)* (13)* (3.66a)
beide Versionen in sich selbst, die Operationen

(1) (123)° (132)° (12) (23) (13) (3.66b)

dagegen Version (+) in Version (-) und umgekehrt. Die MS-Gruppe ist fiir Ammoniak NH,
jedoch eine andere als fiir Stickstofftrifluorid NF,. Was beide Molekiile voneinander unter-
scheidet, ist die Hohe der Barriere zwischen Version (+) und Version (-): Im Falle des NH,
ist die Barriere {iberwindbar und alle Operationen der vollstindigen Kernpermutationsin-
versionsgruppe, vergleiche Gleichung ( ) und Gleichung ( ), miissen beriicksichtigt
werden; fiir NF; ist die Barriere zwischen Version (+) und (-) so hoch, dass die Tunnelung
zwischen Version (+) und Version (-) nicht beobachtbar ist und die Operationen aus Glei-
chung ( ) nicht beriicksichtigt werden miissen. Als Konsequenz ist die MS-Gruppe fiir
Stickstofftrifluorid NF; die Gruppe

Csy(M) = {(1),(123),(132),(12)",(23)%, (13)"} , (3.67a)

47) Der Unterschied zur Struktur des BF; ist, dass dort alle Atomkerne in einer Ebene liegen. Ist dies nicht mehr
der Fall, wie bei Ammoniak an den Stellen minimaler elektronischer Energie, so existieren mindestens zwei
Versionen des Molekiils.

48) Esistiiblich, die Identitat (1) mit £ zu bezeichnen. Auch davon wird hier Abstand genommen, um Verwechslungen
mit der Identitidtsoperation fiir Punktgruppen, die in der Regel ebenfalls mit £ bezeichnet wird, zu vermeiden.
Vergleiche auch Paragraph 4.
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Abbildung 3.2

Zur Ausfiihrbarkeit von Permutationen P und Permutationsinversionen P* am Beispiel des Ammoniaks NH,
und des Stickstofftrifluorids NF3 und der Operationen (123) beziehungsweise (123)*. Beide Molekiile existieren
. Fiir NH3 (links
im oberen Bild) ist die Barriere zwischen beiden Versionen (+) und (-) so niedrig, dass ein Tunneln von einer
) und Gleichung (. ) als
ausfiihrbar beriicksichtigt werden miissen. Fiir NF 3 (rechts im oberen Bild) ist kein solches Tunneln beobachtbar —

unterhalb der Inversionsbarriere in zwei Versionen, (+) und (-), vergleiche auch Abbildung
Version in die andere beobachtbar ist und alle Operationen P/P* aus Gleichung (
die Operationen aus Gleichung ( ) sind nicht ausfiihrbar. In den unteren Bildern ist je ein Beispiel fiir eine
versionerhaltene und eine versionverdndernde Operation gezeigt. Die hier eingefiihrten dquivalenten Rotationen

Rﬁ"/ 3 werden in Paragraph 3 ausfiihrlich erklirt.

und fiir Ammoniak NH,

Dsp(M) = {(1), (123), (132), (12), (23), (13), (1)%, (123)", (132)", (12)%, (23)", (13)} . (3.67b)

Die (Nicht-)Ausfiihrbarkeit dieser Operationen ist in Abbildung
(123) und (123)* noch einmal illustriert.
Doch was wire, wenn man auch fiir NF; alle Operationen aus Gleichung (

anhand der Operationen

) und
( ) verwendete, obwohl einige von ihnen als nicht-ausfiihrbar identifiziert wurden? Ihren
eigentlichen Nutzen fiir die Quantenmechanik haben nicht direkt die Symmetriegruppen
selbst, sondern deren irreduziblen Darstellungen. Sie werden benutzt, um die Eigenfunk-
tionen des Hamilton-Operators zu klassifizieren. Wenn man fiir NF; alle Operationen der
Gruppe D3, (M) als ausfiihrbar anndhme, hiefle das auch, dass die Eigenfunktionen des mole-
kularen Hamilton-Operators fiir beide Minima bestimmt werden miissten — schliefdlich wird
bei Verwendung dieser Gruppe angenommen, ein Tunneln zwischen diesen beiden Minima
sei beobachtbar. Als Ergebnis triten alle Eigenwerte des molekularen Hamilton-Operators
paarweise entartet auf und die zugehorigen Eigenfunktionen bildeten eine Basis fiir die Dar-
stellungen Ai’ DA, A; ®A; und E*@®E". Der entscheidende Punkt ist, dass diese Entartungen
systematisch auftreten, analog zu der in Kapitel 2, Abschnitt 3, Paragraph 4 besprochenen
systematisch auftretenden Entartung der Inversionszustinde zu yinv = 0,1, IV = 2 3 et
cetera. Die Unterscheidung der Darstellungen nach =+ ist fiir NF, also nutzlos, weil sich die
Energien zu den Darstellungen I; grundsétzlich nicht unterscheiden lassen. Diese Art der
Entartung bezeichnet man auch als strukturelle Entartung. Sie ist eine direkte Konsequenz der



Tatsache, dass Molekiile mit mehreren identischen Kernen in Form von unterschiedlichen Ver-
sionen existieren, siehe oben. Ein in diesem Zusammenhang vielleicht noch eindrucksvolleres
Beispiel ist Ethen, dessen zwolf Versionen fiir die Gleichgewichtsstruktur im elektronischen
Grundzustand ebenfalls in Abbildung 3.1 zu sehen sind. Im elektronischen Grundzustand ist
Ethen ein starres Molekiil, das heift, seine zwolf Versionen sind durch uniiberwindbare Bar-
rieren voneinander getrennt. Berechnete man dennoch fiir alle zw6lf Minima die molekularen
Eigenzustinde Ethens und benutzte alle 96 Operationen seiner vollstindigen Kernpermuta-
tionsinversionsgruppe zu deren Klassifikation, so trate jeder Eigenwert stets in zwolffacher
Entartung auf. Man gibe so jeder beobachtbaren Energie zwolf verschiedene Bezeichnungen,
obwohl nur eine davon niitzlich ist.

Fiir das nicht-starre Ammoniak verhilt es sich anders: Hier sind die beiden mdoglichen
Versionen des Molekiils durch eine tiberwindbare Barriere getrennt und alle Operationen der
Gruppe D3, (M) miissen berticksichtigt werden, um die Symmetrien der Eigenzustdnde des
Ammoniaks zu verstehen. Analog zu der in Kapitel 2, Abschnitt 3, Paragraph 4 besprochenen
Tunnelaufspaltung bei den Inversionszustdnden vV = 0 und v"V = 1 et cetera gehoren hier
die molekularen Eigenzustinde zu den Darstellungen I und I}, zu unterschiedlichen Ener-
gien, das heif$t, hier sind alle irreduziblen Darstellungen von D3y, (M) niitzlich. Im Allgemeinen
miissen aber auch bei nicht-starren Molekiilen zur Symmetrieanalyse ihrer Eigenzustiande
nicht alle Versionen des Molekiils berticksichtigt werden. Ein Beispiel dafiir ist das nicht-starre
Dibortetrafluorid B,F,, ein Analogon Ethens. Dessen beobachtbare Kontorsionsbewegung ist
eine Torsion der beiden BF, Fragmente gegeneinander. Bei einer solchen Torsion werden zwei
der zwolf Versionen aus Abbildung 3.1 ineinander tiberfiihrt, zum Beispiel die erste von links
aus Zeile eins in die Version in der Mitte der ersten Zeile. Wiirde man hier alle Versionen
beriicksichtigen, trdten alle molekularen Eigenzustdnde mit sechsfacher Entartung auf. Fiir
ein nicht-starres Molekiil ist also auch stets die Frage relevant, wie viele Minima durch die
beobachtbare Kontorsionsbewegunge(n) ineinander tiberfiihrt werden. Da fiir jede Version
die Zahl b,,, der ausfithrbaren Permutationen beziehungsweise Permutationsinversionen
gleich sind, ergeben sich fiir nicht-starre Molekiile mit x ineinander tiberfiihrbare Versionen
%Dgtarr ausfithrbare Operationen.

Fasst man all das Genannte zusammen, so lassen sich folgende Regeln fiir das Auffinden
der MS-Gruppe eines Molekiils ausgehend von dessen Gleichgewichtsstruktur formulieren:

1.) Man bestimme die vollstindige Kernpermutationsinversionsgruppe GVXF! des Molekiils.
2.) Man finde die Zahl der Versionen des Molekiils fiir die Gleichgewichtsstruktur. 49)

3.) Man finde die Zahl der iiberwindbaren Barrieren zwischen den verschiedenen Versionen
des Molekiils und bestimme, welche Operationen diese Versionen ineinander tiberfiihren.
Fiir starre Molekiile ist grundsétzlich nur eine Version relevant.

Die Gesamtheit der auf diese Weise gefundenen ausfiihrbaren Operationen bilden die MS-
Gruppe des Molekiils. 5°) Einige ihrer fiir den Verlauf dieser Arbeit relevanten Eigenschaften
werden im ndchsten Abschnitt diskutiert.

§2: Einige Eigenschaften von MS-Gruppen MS-Gruppen werden von der Gesamtheit aller
ausfiihrbaren Permutationen 7 und Permutationsinversionen 7* gebildet. Permutationen

49) Mit Hilfe der molekularen Punktgruppe ldsst sich die Zahl der Versionen eines Molekiils aus der Ordnung der
vollstindigen Kernpermutationsinversionsgruppe bestimmen. Vergleiche dazu die beiden folgenden Paragra-
phen.

50) Insbesondere fiir grofsere Molekiile ist dieses Vorgehen ausgesprochen ineffizient. Eine schnellere Methode ist
im Anhang von Bone/Rowlands/Handy /Stone (1991) zu finden.
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werden dabei stets als passiv aufgefasst, vergleiche Beispiel 3.1.5") Die dort genannten Ei-
genschaften von Permutationen gelten selbstverstdndlich auch fiir die Permutationen der

MS-Gruppe. Grundsitzlich sind nur zwei Arten von MS-Gruppen moglich:

0 Die MS-Gruppe enthilt zu jeder Permutation die zugehorige Permutationsinversion
Falls die MS-Gruppe zu jeder Permutation P die entsprechende Permutationsinversion 7*
enthilt, lisst sie sich schreiben als

GM =Gil®e, (3.68)

wobei GPM% die Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe ist, das heifit diejenige Unter-
gruppe, die alle ausfithrbaren Permutationen enthilt. Ein Beispiel fiir solche MS-Gruppen
ist die Gruppe D3 (M), Gleichung ( ), die sich schreiben lasst als

Dsn(M)=S;®¢€. (3.69)

Konsequenz dieser Gruppenstruktur ist, dass die irreduziblen Darstellungen der MS-Grup-
pe als I} bezeichnet werden kénnen, wobei I, die irreduziblen Darstellungen der Permu-
tationsuntergruppe GE,[% benennt. 5*) Zu diesem Typ MS-Gruppe gehéren auch jene, die
identisch zur vollstindigen Kernpermutationsinversionsgruppe des Molekiils sind - so wie

die oben genannte Gruppe D3y, (M) fiir Ammoniak.

0 Die MS-Gruppe enthilt zu keiner Permutation die zugehorige Permutationsinversion
Wenn die MS-Gruppe zu keiner der in ihr enthaltenen Permutationen die entsprechende
Permutationsinversion enthalt, ldsst sie sich nicht auf die Weise Gleichung (3.68) schreiben.
Zwar enthalten auch diese Gruppen eine Untergruppe GE,[%, die alle ausfiihrbaren Permu-
tationen enthélt — nur lassen sich keine allgemeinen Aussagen dartiber treffen, ob sich die
MS-Gruppe in Form eines direkten oder semi-direkten Produktes ihrer Permutationsun-
tergruppe GE,I% und einer weiteren Untergruppe schreiben lasst. Auch ist es nicht moglich,
die irreduziblen Darstellungen dieser MS-Gruppen eindeutig mit I}y zu bezeichnen, wobei
I, wieder eine irreduzible Darstellung der Permutationsuntergruppe GK,[% ist. Ein Vertreter
dieses Typs ist die aus Gleichung ( ) bekannte Gruppe C3,(M). An diesem Beispiel
wird auch deutlich: Enthélt eine MS-Gruppe mindestens eine Permutationsinversion, so
muss die Zahl der Permutationsinversionen der Zahl der Permutationen in der Gruppe
entsprechen; im vorliegenden Fall sind es je drei. Als Spezialfall gehdren zu dieser Art auch
solche MS-Gruppen, die gar keine Permutationsinversionen enthalten. Die MS-Gruppe ist
dann identisch zu ihrer Permutationsuntergruppe und man bezeichnet sie als chiral. 53)

Dass jede MS-Gruppe zu einer der beiden genannten Arten gehort, wird in Kapitel 4 eine wich-
tige Rolle spielen. Zusétzlich zu dieser Einteilung ist es méglich, einige allgemeine Aussagen
hinsichtlich der Klassenstruktur von MS-Gruppen zu treffen:

» Jede Permutation und Permutationsinversion vertauscht mit der Inversion (1), das heifst,
sollte sie ausfiihrbar sein, liegt die Inversion aller Koordinaten am Schwerpunkt des Mole-
kiils im Zentrum der MS-Gruppe und bildet eine Klasse fiir sich.

51) In manchen Biichern zur Anwendung von Permutationen auf quantenmechanische Fragestellungen wird statt-
dessen die aktive Konvention verwendet. Was bei einem Vergleich von Ergebnissen, die aus der Verwendung
beider Konventionen hervorgehen, zu beachten ist, wird in Bunker/Jensen (1998: S. 19 und 124 £.) und ausfiihrlich
in Bunker/Howard (1983) besprochen.

52) Die Bezeichnungen der irrreduziblen Darstellungen werden oft unter anderen Gesichtspunkten gewéhlt. Ver-
gleiche dazu den letzten Paragraphen dieses Abschnitts und Kapitel 4.

53) Nattirlich nicht ohne Grund: Jedes chirale Molekiil gehort zu einer solchen MS-Gruppe. Enthilt die MS-Gruppe
dagegen eine oder mehrere Permutationsinversionen, so ist das behandelte Molekiil in jedem Fall achiral.



» Grundsitzlich kénnen nur Permutationen oder Permutationsinversionen mit derselben Zy-
klenstruktur in einer Klasse liegen, wie (123) und (132) in der Gruppe C3,(M), miissen es
aber nicht, siehe (123) und (132) in Aj. Ist jedoch die MS-Gruppe identisch zur vollstandi-
gen Permutationsinversionsgruppe, dann miissen samtliche Zyklen mit der selben Struktur
in einer Klasse liegen, siehe D3y, (M). Niemals liegen Permutationen und Permutationsinver-

sionen in einer Klasse.

» Ist die MS-Gruppe zyklisch, haben alle Permutationen beziehungsweise Permutationsin-
versionen bis auf die Identitédt dieselbe Zyklenstruktur. Ist die Gruppenordnung ungerade,

enthélt die Gruppe ausschliefilich Permutationen.

Viele MS-Gruppen sind isomorph zu einer wichtigen Klasse von Symmetriegruppen, den
sogenannten Punktgruppen. Punktgruppen G"S sind die Symmetriegruppen geometrischer
Objekte; ihre Elemente sind solche Symmetrieoperationen, die das geometrische Objekt auf
sich selbst abbilden. Alle Symmetrieoperationen der Punktgruppe haben gemeinsam, dass
sie mindestens einen Punkt des Objekts unverdndert lassen — im Falle eines Molekiils ent-
spricht dieser Punkt dem Schwerpunkt. Man unterscheidet die Operationen nach Drehungen
6, wobei n = 360%¢ und ¢ den Drehwinkel angibt, und Spiegelungen o. Jede Punktgruppe
lasst sich aus diesen beiden Symmetrieoperationen generieren, das heifst, jedes Element der
Punktgruppe kann als Produkt dieser Operationen oder deren Potenzen geschrieben werden.
Die Darstellungen der Punktgruppe konnen dazu verwendet werden, die Schwingungswel-
lenfunktionen eines Molekiils und/oder dessen elektronischen Wellenfunktionen fiir ein
festgehaltenes Kerngertist zu klassifizieren. Im Zusammenhang mit molekularen Symmetrien
werden Punktgruppen ausfiihrlich in der Literatur diskutiert 54); eine Diskussion zum Begriff
»molekulare Symmetrie« im Zusammenhang mit der Punktgruppe wird in Paragraph 4 dieses
Abschnitts gegeben. Punktgruppen sind hadufig auch bei der Bezeichnung von MS-Gruppen
wichtig:
» Ist das untersuchte Molekiil starr, ist die MS-Gruppe isomorph zur Punktgruppe des Mo-
lekiils in dessen Gleichgewichtsstruktur. Die MS-Gruppe GM® wird dann wie die Punkt-
gruppe G'C benannt und mit dem Zusatz (M) versehen. Die beiden bereits eingefiihrten
MS-Gruppen D3 (M) und Cs, (M) sind also isomorph zu den Punktgruppen D3y, und Cs,,.
Auch die irreduziblen Darstellungen der MS-Gruppe werden i.d.R im Einklang mit der
Bezeichnung der irreduziblen Darstellungen der Punktgruppe gewéhlt. Wie schon mehr-
fach gesagt wurde, wird in dieser Arbeit von diesen Konventionen abgewichen, vergleiche

Kapitel 4.

» Ist das untersuchte Molekiil nicht-starr, so sind die Regeln fiir die Bezeichnungen der MS-
Gruppe nicht eindeutig. Ist die jeweilige MS-Gruppe isomorph zu einer Punktgruppe,
werden die MS-Gruppen gelegentlich nach dieser Punktgruppe benannt, oft aber auch nicht.
So wird die MS-Gruppe des nicht-starren Ammoniaks NH, auch mit D3, (M) bezeichnet,
die MS-Gruppe des nicht-starren Wasserstoffperoxids H,O, dagegen mit G4 und nicht
mit Cy, (M). 55 Die Empfehlung erfahrener Theoretiker auf dem Gebiet der molekularen

54) Zum Beispiel in Cotton (1971: Kapitel 3), McWeeny (2002: Kapitel 3), Tinkham (2003: Kapitel 4, Abschnitt 2),
Bishop (1993: Kapitel 3), Hamermesh (1989: Kapitel 2) und Jaffé /Orchin (2002: Kapitel 2 bis 4).

55) Die Bezeichung fiir die MS-Gruppe Ammoniaks, konnte man damit rechtfertigen, dass bei der Inversionsschwin-
gung tatséchlich eine Struktur analog zu BF; in Abbildung 3.1 (IL.a) mit der Punktgruppe D3, (M) durchlaufen
wird. Allerdings gilt Selbiges fiir H,O,: Dort ist die Kontorsionsbewegung eine Torsion der beiden OH-Fragmente
gegeneinander; entlang der Potentialenergiefldche zu dieser Bewegung wird ebenfalls ein Punkt durchlaufen
an dem die Punktgruppe isomorph zur MS-Gruppe ist. Es lassen sich aber auch viele Fille finden, bei denen
wihrend der Kontorsionsbewegung kein solcher Punkt durchlaufen wird, wie zum Beispiel bei Nitromethan
CH;3NO, oder Methanol CH,OH.
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Symmetrie ist es, jegliche MS-Gruppen nicht-starrer Molekiile als G;, zu bezeichnen, wobei 1
die Ordnung der MS-Gruppe ist. 5% Die Bezeichnung ist allerdings nicht eindeutig; etwaige

Doppelungen, so die Empfehlung weiter, sollen in Kauf genommen werden.

Die MS-Gruppe ist wie die vollstandige Permutationsinversionsgruppe eine echte Symme-
triegruppe des molekularen Hamilton-Operators, sodass dessen Eigenfunktionen nach den
irreduziblen Darstellungen der MS-Gruppe klassifiziert werden konnen. Was dabei zu beach-

ten ist, wird im néchsten Paragraphen erldutert.

§3: MS-Gruppen und molekulare Koordinaten Verwendet man das Modell des Hamilton-
Operators nullter Ordnung, so schreibt sich jeder molekulare Eigenzustand @M°! als Produkt
der Eigenfunktionen der einzelnen Bewegungsformen, das heifit der Translationen, Rotationen
et cetera, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 3 und insbesondere Gleichung ( ). Diese Eigen-
funktionen sind stets in bestimmten, voneinander unabhdngigen Variablen geschrieben, zum
Beispiel die Rotationseigenfunktionen in den Euler’'schen Winkeln x, 6, ¢. Jede Permutati-
on identischer Kerne dndert einen Teil dieser Variablen: die Euler’schen Winkel von y, 6, ¢
nach x’,0’, ¢’; die Kernspinvariablen X, X5, ... nach X{, X/, ...; die Schwingungskoordinaten
von Qy, Q,,... nach Qf, Qj, .... Die Koordinaten des Schwerpunkts bleiben durch eine Permu-
tation jedoch unverédndert — egal, wie oft man die Kerne auch umnummeriert, verschoben
wird das Molekiil dadurch nicht. Jede Operation O der MS-Gruppe, ob Permutation oder

Permutationsinversion, lasst sich deshalb schreiben als
O = Ogor Ovip- Oks , (3.70)

wobei @Rot die Operation zur Anderung der Rotationskoordinaten, @Vib die Operation zur
Anderung der vibronischen Koordinaten 57 und O die Operation zur Anderung der Kern-
spinvariablen bezeichnet. Alle diese Operationen vertauschen untereinander.

Um das Transformationsverhalten der molekularen Eigenfunktionen unter den Operatio-
nen der MS-Gruppe zu bestimmen, ist es notwendig die Operationen @Rot, Ovip und @Ks far
jede Permutation P und Permutationsinversion 7* zu kennen. Sie lassen sich im Einzelnen

wie folgt bestimmen:

0 Bestimmung der dquivalenten Rotationen ORrot
Zur Bestimmung der dquivalenten Rotationen Opotr muss zunichst eine Wahl getroffen wer-
den, wie das molekiilfeste Koordinatensystem, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 3, Paragraph
2, an das Molekiil angebracht wird. In Abbildung 3.3, Spalte eins, ist dies zum Beispiel fiir
BF; in seiner Gleichgewichtsstruktur zu sehen. Das molekiilfeste Koordinatensystem ist
dort so gewdhlt, dass fiir die Kernkoordinaten gilt: yp = 0, yp, < 0 und yp, > 0. Nach dieser
Festlegung wird die Permutation beziehungsweise Permutationsinversion des Interesses
ausgefiihrt, vergleiche Spalte zwei in Abbildung 3.3. Anschlieflend wird das molekiilfeste
Koordinatensystem wieder so an das Molekiil angebracht, dass es der zuvor getroffenen
Wahl entspricht, das heift fiir dieses Beispiel yr = 0, yp, < 0 und yg, > 0, vergleiche Spalte
drei in Abbildung 3.3. Durch einen Vergleich der molekiilfesten Achsen vor und nach Aus-

filhrung der Permutation beziehungsweise Permutationsinversion ergibt sich die gesuchte

56) Vergleiche dazu Bunker/Jensen (1998: Einleitung zu Anhang A) und Bunker/Jensen (2005: Kapitel 8, Abschnitt
2).

57) Unter den vibronischen Koordinaten versteht man die Gesamtheit aus allen Freiheitsgraden der Kernschwin-
gungen und der Elektronen. Warum Permutationen der Kerne Konsequenzen fiir die elektronischen Wellen-
funktionen haben, ist nicht offensichtlich, sondern liegt in der Methodik zur Bestimmung der elektronischen
Wellenfunktionen begriindet. Fiir eine detaillierte Diskussion siehe Bunker/Jensen (1998: Kapitel 12, Abschnitt
5).
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Abbildung 3.3

Zwei Beispiele fiir die Bestimmung der dquivalenten Rotationen fiir das BF ;-Molekiil in seiner Gleichgewichtsstruktur.
Fiir die Zuordnung der hier verwendeten molekiilfesten Achsen zu den Haupttrigheitsachsen des Molekiils, vergleiche
Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 3. Die Schreibweise (+e,) gibt an, ob die molekiilfeste e,-Achse aus der
Papierebene heraus (+) oder in die Papierebene hinein (=) zeigt.

dquivalente Rotation. Jede Operation der MS-Gruppe entspricht dabei einer der beiden
folgenden Arten von Rotation: einer Rotation RE um den Winkel B um die molekiilfeste
e,-Achse im mathematisch positiven Sinn oder einer Rotation RY um 180° um eine Achse
in der e,, e,- Ebene, die zur e,-Achse den Winkel a einschliefit (er wird in Bezug auf die
e,-Achse im mathematisch positiven Sinn gemessen). Beide Arten von Rotationen sind in
Abbildung illustriert. Fiir nicht-starre Molekiile muss die Operation Ogot durch das
Produkt Oy Okon ersetzt werden, wobei der Effekt beider Operationen auf die Koordinaten
0, ¢, X, p1, P2, ... erst durch die Definition des molekiilfesten Koordinatensystems festgelegt
wird. Dies wird fiir zwei Beispiele im ndchsten Kapitel besprochen.

Abbildung 3.4

Zur Definition der dquivalenten Rotatio-
nen Rf (links) und R% (rechts). Die Ko-
ordinatensysteme, die mit einem hochge-
stellten i versehen und gestrichelt darge-
stellt sind, entsprechen dem molekiilfes-
ten Koordinatensystem vor Ausfiihrung
der jeweiligen Operation. Die Schreib-
weise (+e,) gibt an, ob die molekiilfeste

e,-Achse aus der Papierebene heraus (+)

oder in die Papierebene hinein (=) zeigt.

0 Bestimmung der Operation Oviv
Zur Bestimmung der Operation Ovip, wird wie bei der Operationen Opot verfahren. Illus-
triert ist dieses Vorgehen fiir die drei BF Bindungsldngendnderungen des Bortrifluorids
BF, in Abbildung 3.5 als ein Beispiel fiir die Bestimmung des Transformationsverhaltens
molekiilfester Koordinaten. 5¥ Dort wird auch deutlich, dass sich die Schwingungskoor-

58) Der Zusammenhang zwischen den dort gezeigten Symmetriekoordinaten und den Schwingungskoordinaten
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(123) /or (RZ)’! 2
(R:7), C:

8
Rz ) — O

Abbildung 3.5

Zwei Beispiele zur Bestimmung des Effektes einer Permutation auf die vibronischen Variablen des BF 5 in dessen
Gleichgewichtsstruktur. Als Beispiel dienen hier die drei Bindungslangeninderungen ARy, AR, und ARj3. Die
Schreibweise (—e,) bedeutet, dass die molekiilfeste e,-Achse in die Papierebene hinein zeigt.

dinaten in einem raumfesten Koordinatensystem nicht dndern, sie also nicht tatsdchlich
rotiert werden; nur im molekiilfesten Koordinatensystem édndern sich diese Koordinaten.
Fiir ein starres Molekiil in dessen Gleichgewichtstruktur entspricht diese Anderung der
Anwendung einer der Operationen der Punktgruppe dieser Struktur. Fiir die Beispiele aus
Abbildung 3.5 sind dies C3 und 0yy- Beide Operationen gehoren zur Punktgruppe D3y, der
Punktgruppe des BF; in dessen Gleichgewichtstruktur.

0 Bestimmung der Operation Okg

Die Operation Oks lisst sich direkt aus der Permutation der Operation O ablesen. Fiir die
Beispiele aus Abbildung 3.3 und 3.5 sind dies zum Beispiel die Permutationen (1), (123)
und (23). Fiir die zweite Permutation, (123), hieBe Ogg zum Beispiel: ersetze Kernspinva-
riable X; durch X,, Kernspinvariable X, durch X5 und Kernspinvariable X3 durch X;. Da
Drehimpulse grundsétzlich unter Inversionen unverdandert bleiben, haben Permutation und
Permutationsinversionen zur gleichen Permutation denselben Effekt auf die Kernspinvaria-
blen, das heiflt, Ogg ist zum Beispiel fiir (23) und (23)* gleich.

Es ist durchaus moglich, dass zu zwei verschiedenen Operationen der MS-Gruppe die glei-
che Operation Orot 0der Oyyp, oder Ok gehort — nur die Kombination dieser Elemente muss
unterschiedlich sein. Hat man alle Operationen gefunden, ldsst sich das Transformationsver-
halten der molekularen Wellenfunktionen ®M°! beziehungsweise der Eigenfunktionen fiir die
einzelnen Bewegungsformen des Molekiils bestimmen. Wie dies fiir die hier relevanten Mole-
kiile geschieht, wird im néchsten Kapitel im Detail besprochen; eine allgemeine Diskussion
ist in der Literatur zu finden. 59 Die Eigenfunktionen jeder Bewegungsform, das heifit @Rt
@Vib und @K fiir einen vorgegeben elektronischen Zustand bilden unabhéngig voneinander
Basissysteme fiir die Darstellungen der MS-Gruppe des Molekiils. Die MS-Gruppe ist also ein
universelles Werkzeug zur Bestimmung der Symmetrien der Eigenfunktionen eines jeden Typs
von Freiheitsgrad des Molekiils (und deren Uberlagerungen).

Q1,Qy, ... ist kompliziert und wird zum Beispiel Bunker/Jensen (1998: Kapitel 10) oder Wilson/Decius/Cross
(1980: Kapitel 4) besprochen.

59) Ausfiihrlich zum Beispiel in Bunker/Jensen (1998: Kapitel 12).



Jedoch sind in der Chemie andere Symmetriekonzepte stark verankert, fiir die dies nicht
gilt. Insbesondere die Punktgruppen von Molekiilen kommen bei der Symmetrieanalyse (der
Eigenfunktionen) von Molekiilen zum Einsatz. Warum diese Konzepte jedoch nicht dazu ge-
eignet sind, die Kernspinisomere eines Molekiils zu bestimmen und warum die Punktgruppe
niemals die Symmetrie eines Molekiils beschreibt, wird im néachsten Paragraphen diskutiert.
Relevant fiir die Identifikation der Kernspinisomere eines Molekiils ist diese Diskussion zwar
nicht — jedoch ist sie fiir das Verstindnis der MS-Gruppe insbesondere von nicht-starren
Molekiilen durchaus wichtig.

§4: Uber die Beziehung der MS-Gruppe zu anderen Symmetriekonzepten Die MS-Grup-
pe ist in der Chemie und der molekularen Physik nicht etabliert. Zwar wird sie in der Theorie
zur hochauflésenden Spektroskopie als Methode zur Identifikation von Auswahlregeln ge-
schitzt; doch selbst in der Theoretischen Chemie blieb dieses Werkzeug bislang wenig beachtet.
So ist es auch heute noch auf fachwissenschaftlichen Tagungen tiblich, die Grundziige der
Theorie zur MS-Gruppe zu erldutern. Kaum jemand kédme jedoch auf die Idee selbiges im
Falle der molekulare Punktgruppe zu tun — sie gehort heute zum Grundbestand einer je-
den chemischen und physikalischen Ausbildung und findet zum Beispiel bei der Analyse
von IR- und Raman-Spektren oder der Entscheidung iiber »symmetrieerlaubte« Reaktionen
Anwendung. Die molekulare Punktgruppe hat jedoch ein Problem: Sie ist keine echte Sym-
metriegruppe eines Molekiils, genauer: dessen Hamilton-Operators; sie gehort zu dessen
Quasi-Symmetriegruppen. Unter einer solchen Quasi-Symmetriegruppe ldsst sich Folgendes
verstehen: Schreibt sich der Hamilton-Operator H eines Systems als

AH=H,+H, (3.71)

wobei H’ klein ist, und ist der Hamilton-Operator H; invariant unter den Operationen einer
Symmetriegruppe G, der Operator H’ jedoch nicht, so sagt man G sei eine Quasi-Symmetrie-
gruppe von H und H’ breche diese Symmetrie. Im Zusammenhang mit der Symmetrie von
Molekiilen sind drei Quasi-Symmetriegruppen relevant:

0 Die molekulare Rotationsgruppe
Die Menge aller starren Rotationen eines Molekiils um dessen molekiilfesten Achsen bilden
zusammen die molekulare Rotationsgruppe. Sie ist die Symmetriegruppe des starren Rota-
tors, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 3. Dort wurde gesagt, dass es — sieht man von linearen
Molekiilen ab — drei verschiedene Arten starrer Kreisel gibt: sphérische, symmetrische und
asymmetrische. Je nach Art des Kreisels ist die Rotationsgruppe unterschiedlich:

» Fiir einen sphérischen Kreisel heifit die Rotationsgruppe KM°! und enthélt alle Drehungen
eines Molekiils um alle molekiilfesten Achsen durch dessen Schwerpunkt. ¢°)

» Fiir einen symmetrischen Kreisel heifst die Rotationsgruppe D, und enthilt alle Drehun-
gen eines Molekiils um dessen Haupttridgheitsachse e, (prolater symmetrischer Kreisel)
beziehungsweise e, (oblater symmetrischer Kreisel), sowie samtliche Drehungen um 7
um alle Achsen, die in der Ebene des Schwerpunkts senkrecht zu den Achsen e, bezie-
hungsweise e, liegen.

» Fiir einen asymmetrischen Kreisel heifst die Rotationsgruppe D; und enthélt neben der
Identitit die drei Rotationen um 7= um die drei Hauptragheitsachen.

60) Die Gruppe KMol jst nicht zu verwechseln mit der dreidimensionalen Rotationsgruppe SO(3), die als Elemente
samtliche Drehungen um samtliche raumfeste Achsen durch den Schwerpunkt des Molekiils enthilt. Gelegentlich
findet man deshalb fiir die Gruppe SO(3) auch die Bezeichnung KR&um,
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Gebrochen werden die Symmetrien der Rotationsgruppe zum Beispiel durch Rotations-
Vibrations-Wechselwirkungen, den Renner-Teller-Effekt oder durch Rotations-Kernspin-
Kopplungen, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 5. Die Beziehung der Rotations-
gruppe zu den oben besprochenen Operationen O kann nicht allgemein angegeben
werden. Festhalten ldsst sich jedoch, dass die Gesamtheit aller d4quivalenten Rotationen
einer MS-Gruppe fiir symmetrische und sphérische Kreisel nur eine Untergruppe der jewei-
ligen Rotationsgruppe bilden kénnen — die MS-Gruppe ist endlich, die Rotationsgruppen
KMol und D, sind es nicht. Fiir asymmetrische Kreisel ist dies nicht unbedingt richtig: Dort
konnen die Operationen @Rot eine Gruppe bilden, die identisch zur molekularen Rotations-
gruppe D; ist. Ein Beispiel hierfiir ist Ethen in dessen Gleichgewichtsstruktur, vergleiche
Abbildung (iif). Fur nicht-starre Molekiile existiert in Form isometrischer Gruppen
eine Erweiterung der Rotationsgruppe eines Molekiils zu dessen Rotations-Kontorsions-
Gruppe. V)

Die molekulare Punktgruppe

Fiir ein starres Molekiil in dessen Gleichgewichtsstruktur bilden die Operationen @Vib die
Punktgruppe des Molekiils fiir diese Struktur. Jeder Permutation beziehungsweise Permu-
tationsinversion ldsst sich dabei eine andere Punktgruppenoperation zuordnen, so dass
die MS-Gruppe eines starren Molekiils isomorph zu dessen Punktgruppe ist. °>) Bei dieser
Zuordnung entspricht jeder Permutation eine eigentlichen Drehung C,, und jede uneigent-
liche Drehung S,;, das heifit eine Drehung C,, mit anschlieSender Spiegelung senkrecht zu
dieser Drehachse, einer Permutationsinversion 7*. Die Begriffe eigentliche und uneigentli-
che »Drehung« sind im Zusammenhang mit der molekularen Punktgruppe nicht wortlich
zu nehmen; sie entsprechen im Gegensatz zu den dquivalenten Drehungen der Rotations-
gruppen keinen echten Drehungen des Molekiils. Abbildung 3.5 macht dies deutlich: Eine
Permutation der Kerne ldsst die dort durch Pfeile angedeuteten molekiilfesten Koordina-
ten unverdndert, andert jedoch die Orientierung der molekiilfesten Achsen; die Koordina-
tendnderung kommt nur durch die Neuorientierung der molekiilfesten Achsen zustande.
Wendet man also die Operationen der molekularen Punktgruppe auf die molekiilfesten
Koordinaten an, so werden diese so transformiert, dass keine »physikalische«Bewegung
stattfindet. Um Missverstindnissen vorzubeugen, unterscheiden manche Autoren zwischen
der Punktgruppe eines geometrischen Objekts und der molekularen Punktgruppe. Auch
die Bezeichnung vibronische Symmetriegruppe ist geldufig. Punktgruppen kénnen unter
anderem dafiir verwendet werden, die Zahl der Versionen einer Struktur zu bestimmen: Sie
ergibt sich aus dem Verhéltnis der Ordnung der vollstandigen Kernpermutationsgruppe zur
Ordnung der molekularen Punktgruppe der betrachteten Struktur. 3 Fiir ein nicht-starres
Molekiil lassen sich keine allgemeinen Aussagen beziiglich der Beziehung der vibronischen
Gruppe zur MS-Gruppe treffen, da zum Einen die Bedeutung der Operationen Oy;, von
der Definition des molekiilfesten Achsensystems abhéngt, vergleiche Kapitel 4, und zum
Anderen das Molekiil in der Regel mehrere Punkte auf der Potentialenergiehyperfliche
durchlduft, die zu unterschiedlichen molekularen Punktgruppen gehoren. Die moleku-
lare Punktgruppe ist eine echte Symmetriegruppe des vibronischen Hamilton-Operator
AVi® + A fiir einen isolierten elektronischen Zustand eines nicht-rotierenden Molekiils. Ge-

61) Sie wird zum Beispiel in Bauder/Meyer/Gtinthard (1974) diskutiert.
62) Vergleiche dazu Hougen (1962). Auch Bunker/Jensen (1998: Kapitel 4, Abschnitt 5) und Steinborn (1993: Kapitel

7, Abschnitt 4) diskutieren diese Isomorphie.

63) Weiter oben im Text wurde die Ordnung der vollstindigen Kernpermutationsinversionsgruppe Ethens mit 96

angegeben. Ethen gehort in seiner Gleichgewichtsstruktur zur Punktgruppe D5y, einer Gruppe der Ordnung 8.
Das Verhiltnis beider Ordnungen ist 12, das heifst, zu dieser Struktur gehoren die in Abbildung 3.1 (iii) gezeigten
12 Versionen.



brochen werden Punktgruppensymmetrien zum Beispiel durch nicht-adiabatische oder
Rotations-Vibrations-Kopplungen.

0 Die Kernspinpermutationsgruppe
Die Menge aller voneinander verschiedenen Operationen Oxs bilden die Gruppe der aus-
fithrbaren Kernspinpermutationen. Eine physikalische Anwendung dieser Gruppe ist mir
nicht bekannt. Jedoch existiert eine Gruppe mit eben dieser Verwendung, die sogenannte
NMR-Untergruppe des Molekiils, deren Elemente ebenfalls Permutationen von Kernspins
entsprechen, den Permutationen der Kernspins magnetisch dquivalenter Kerne. Kerne ei-
nes Molekiils heifien genau dann magnetisch dquivalent, wenn die kernspinabhéngigen
Wechselwirkungen, vergleiche Kapitel 4, Abschnitt 5, zwischen ihnen identisch sind. Die
NMR-Untergruppe findet man nur gelegentlich in &lterer Literatur besprochen; als etablier-
tes Mittel zur Analyse von NMR-Spektren gilt sie m.E. nicht. 4 Da er selbst nicht von
kernspinbestimmten Wechselwirkung abhéngt, vergleiche Gleichung (2.33), ist sowohl die
Gruppe der ausfithrbaren Kernspinpermutationen als auch die NMR-Untergruppe eine
echte Symmetriegruppe des Hamilton-Operators nullter Ordnung. Gebrochen wird diese
Symmetrie, sobald intramolekulare Kernspinwechselwirkungen jeglicher Art berticksichtigt
werden. Je nachdem, welche Struktur die MS-Gruppe hat, vergleiche Paragraph 2 dieses
Abschnitts, ist die Gruppe der ausfiihrbaren Kernspinpermutationen entweder isomorph
zur Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe oder isomorph zur MS-Gruppe selbst. Der
erstgenannte Fall tritt ein, wenn zu jeder ausfiihrbaren Permutation, die entsprechende Per-
mutationsinversion ebenfalls in der MS-Gruppe liegt; die letztgenannte Moglichkeit, wenn
dies genau nicht der Fall ist. Eine entsprechende Beziehung der NMR-Untergruppe kann
weder fiir die MS-Gruppe noch fiir die Gruppe der ausfithrbaren Kernspinpermutationen

formuliert werden.

Keine der hier aufgelisteten Quasi-Symmetriegruppen ist dazu geeignet, die Kernspiniso-
mere eines Molekiils zu bestimmen: Die Operationen der Rotationsgruppen kénnen nur
zur Klassifikation von Rotationszustdnden verwendet werden; molekulare Punktgruppen
nur zur Klassifikation von vibronischen Zustinden eines isolierten elektronischen Zustands
eines nicht-rotierenden Molekiils; die Kernspinpermutationsgruppe beziehungsweise die
NMR-Untergruppe nur zur Klassifikation von Kernspinzustdnden. Verschiedene Kernspiniso-
mere werden jedoch anhand unterschiedlicher Symmetriekombinationen aus raumlichen und
Kernspinwellenfunktionen identifiziert. Das heif$t, es muss ein Symmetriekonzept verwendet
werden, mit dessen Hilfe sich alle Arten von Eigenfunktionen gemeinsam klassifizieren lassen —

so wie es mit Hilfe der MS-Gruppe moglich ist.

Die Menge aller »ausfithrbaren« Permutationen und Permutationsinversionen identischer
Kerne bildet die MS-Gruppe eines Molekiils. Jede Operation der MS-Gruppe setzt sich zu-
sammen aus einer dquivalenten Rotation, einer Transformation der vibronischen Variablen
und einer Umnummerierung der Kernspins des Molekiils. Jeder Typ von Eigenfunktion
des molekularen Hamilton-Operators ldsst sich mit Hilfe der MS-Gruppe klassifizieren,
egal ob es sich dabei um Rotations-, Vibrations-, elektronische und/oder Kernspinzustan-
de handelt. Dies macht die MS-Gruppe bei der Identifikation der Kernspinisomere zur
Methode der Wahl.

In diesem und dem letzten Kapitel wurden alle theoretischen Konzepte vorgestellt, die zur
Identifikation der Kernspinisomere eines Molekiiles nétig sind: die quantenmechanischen

Modelle zur Berechnung molekularer Eigenzustidnde auf der einen Seite, und die MS-Gruppe

64) So zum Beispiel in Woodman (1966).
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1 08 zur Bestimmung der symmetriegerechten Kombinationen dieser Zustande auf der anderen.

Wie sich Kernspinisomere von Molekiilen nun ganz konkret bestimmen lassen, wird anhand
KarrTEL 3

mehrerer Beispiele im nédchsten Kapitel besprochen.
Molekulare Symmetrien




»Wohl keine Entwicklung der modernen
Wissenschaft hat das menschliche Den-
ken nachhaltiger beeinflusst als die Ge-
burt der Quantentheorie. Jah wurden die
Physiker eine Generation vor uns aus
jahrhundertealten Denkmustern heraus-
gerissen und fiihlten sich zur Auseinan-
dersetzung mit einer neuen Metaphysik
aufgerufen. Bis zum heutigen Tag wih-
ren die Qualen, die dieser Prozess der
Neuorientierung bedeutete. Im Grunde
haben die Physiker einen schweren Ver-
lust erlitten: sie verloren ihren Halt in der
Realitét.«

Bryce DeWitt, Neill Graham

Eigenfunktionen von Kernspinisomeren

4 1 Zur Definition eines Kernspinisomers Die Existenz verschiedener Kernspiniso-
° mere einer chemischen Verbindung lésst sich als eine Konsequenz des Symmetri-
sierungspostulats verstehen. Dieses Postulat stellt Forderungen an die Wellenfunktionen eines
beliebigen Quantensystems. Egal, ob stationdr oder nicht — die Wellenfunktionen eines Viel-
teilchensystems mdiissen ein bestimmtes Verhalten unter der Permutation identischer Teilchen
zeigen: Sie miissen ihr Vorzeichen unter der Vertauschung genau eines Paares identischer
Fermionen wechseln, es aber unter der Vertauschung genau eines Paares identischer Bosonen
behalten.

So die allgemeine Aussage des Prinzips. Auf die Kerne eines Molekiils angewandt, be-
deutet es, dass die Wellenfunktionen eines Molekiils eben beschriebenes Verhalten unter der
Permutation identischer Kerne zeigen miissen. Wie in Kapitel 2, Abschnitt 1 erldutert, lasst
sich jede beliebige Wellenfunktion zur Beschreibung eines Molekiils als Linearkombination
molekularer Eigenzustinde @M°! schreiben; jedes Kernspinisomer kann also anhand seiner
molekularen Eigenzustdnde identifiziert werden. Wie im letzten Kapitel diskutiert, bilden
Permutationen Gruppen, was es ermoglicht, mit Hilfe der Darstellungen von Permutations-
gruppen das Symmetrisierungspostulat auf eine alternative Weise zu formulieren. Es wurde
ebenfalls erldutert, dass nicht alle Permutationen identischer Kerne niitzlich sind; manche gel-
ten als nicht-ausfiihrbar. Wie sich Kernspinisomere im Allgemeinen mit Hilfe der MS-Gruppe
— genauer: deren Permutationsuntergruppe GE/{% — bestimmen lassen, ist Gegenstand dieses
Abschnitts.

Das Symmetrisierungspostulat wird mit Hilfe der Darstellungen der Permutationsunter-
gruppe der MS-Gruppe formuliert. Bei Verwendung dieser Gruppe ist eine allgemeine
Definition eines Kernspinisomers eines Molekiils moglich; sie wird angegeben und disku-
tiert. SchlieSlich wird ein Uberblick dazu gegeben, welche Grenzen die Definition eines
Kernspinisomers hat. Alle genannten Aspekte sind nicht grundsétzlich neu und kénnen

in abgewandelter Form in der jeweils zitierten Literatur nachgelesen werden. *)

1) Vergleiche dazu insbesondere Bunker/Jensen (1998: Kapitel 8, Abschnitt 1 und 2).
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Die Symmetriegruppe, die sich zur Identifikation unterscheidbarer Kernspinisomere von Mole-
kiilen eignet, ist die Gruppe der ausfiihrbaren Permutationen Gi  fiir das behandelte Molekiil,
vergleiche Kapitel 3, Abschnitt 4, Paragraph 2. Unter den Operationen dieser Gruppe muss
die molekulare Wellenfunktion ®M°! nach jener Darstellung I'SY™ transformieren, deren Cha-
raktere die folgenden Forderungen erfiillen:

» C[P] = -1, falls P eine ungerade Anzahl ungerader Permutationen von identischen fermio-
nischen Kernen enthiilt.

» C[P] = +1 in allen anderen Féllen. Das schliest ein: P ist das neutrale Element (1); P ver-
tauscht ausschliefslich bosonische Kerne; P enthélt ausschliefilich gerade Permutationen
identischer fermionischer Kerne; oder P enthélt eine gerade Anzahl ungerader Vertauschun-

gen von identischen fermionischen Kernen.

Als Ergebnis dieser Forderungen muss die Darstellung I'Y™ in jedem Fall eindimensional,
irreduzibel und reell sein — eindimensional, weil der Charakter der Identitdt +1 entspricht;
irreduzibel, weil jede Eigenfunktion ®M°! des molekularen Hamilton-Operators nach einer
irreduziblen Darstellung dessen Symmetriegruppen transformieren muss; und reell, weil die
Charaktere der Darstellung I'Y™ grundsitzlich nur +1 sein kénnen. Fiir jedes Molekiil ist die
Darstellung I'SY™ eindeutig festgelegt, das heifit, jeder Gesamtzustand eines Molekiils kann
stets nur nach derselben einen Darstellung der Gruppe Gy, transformieren. Dass hier nur
die Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe statt der MS-Gruppe selbst verwendet wird, ist
berechtigt — das Symmetrisierungspostulat trifft nur Aussagen tiber das Verhalten molekularer
Zustiande unter Permutationen, nicht aber iiber das Verhalten unter Permutationsinversionen.
Bei Verwendung der MS-Gruppe konnen sogar Probleme bei der eindeutigen Identifikation
von Kernspinisomeren auftreten, wie im vierten Abschnitt dieses Kapitels diskutiert wird.

Das Auffinden der Darstellung I'Y™ ist die Voraussetzung zur Bestimmung der Kern-
spinisomere eines Molekiils. Hat man diese Darstellung gefunden, so sind unterschiedliche
Kernspinisomere durch unterschiedliche Kombinationen von rovibronischen Eigenfunktio-
nen, die Eigenfunktionen fiir Rotationen, Schwingungen und Elektronen einschliefilich des
Elektronenspins ®RVE mit der Symmetrie I'*VE und Kernspinwellenfunktionen ®XS mit Sym-
metrie I'S definiert. Die Darstellungen I'®VE und I'*S miissen dazu derart kombiniert werden,
dass

IRVE g [KS 5 pSym, (4.1)

das direkte Produkt der Darstellungen I'®VE und I'®S muss also identisch zur Darstellung
I'SY™ sein, oder sie enthalten. Der erste Fall tritt ein, wenn beide Darstellungen in Gleichung
(4.1) eindimensional sind und ihr direktes Produkt I'SY™ ergibt. Im zweiten Fall ist das di-
rekte Produkt auf der linken Seite in Gleichung (4.1) reduzibel; die beiden Darstellungen
T'RVE und T'*S gehoren dann zu einer mehrdimensionalen Darstellung. Klassifiziert man die
Eigenfunktionen ®RVE und @XS nach den irreduziblen Darstellungen der Gruppe G&%, sind
diese Kombinationen eindeutig; zu jeder Symmetrie im Ort ldsst sich genau eine passende
Symmetrie im Kernspin zuordnen. > Wie in Kapitel 2 dargelegt, ist es oft gerechtfertigt, jeden
molekulare Zustand in Form separabler Basisfunktionen ®@(°) zu schreiben. Die rovibronischen

Wellenfunktionen ®RVE sind in dieser Naherung gegeben als

@RVE - q)ROt. @Vib' @El (42&)

2) Dies lasst sich mit Hilfe der Darstellungstheorie auch beweisen. Der Beweis ist unter anderem Gegenstand der
Arbeiten Haase (22.11.2007, 26.06.2007).



fiir ein starres beziehungsweise als
@RVE — (DROt_ (DKon_ cDVib_ cDEI (42b)

fur ein nicht-starres Molekiil; sie bilden eine Basis fiir die Darstellung

TRVE _ Rot g pVib o [EI (4.3a)
beziehungsweise
FRVE — FROt ® TKon ® FVib ® FEI . (43b)

Jedes Kernspinisomer ist im Rahmen dieser Ndaherung somit durch unterschiedliche Kombi-
nationen aus Rotationszustianden, Schwingungszustdnden, elektronischen Zustidnden, gegebe-
nenfalls Kontorsionszustdnden und Kernspinzustinden gekennzeichnet. Nach Bestimmung
der Darstellung I'SY™ miissen die Symmetrien dieser Zustdnde bestimmt und so kombiniert
werden, dass sie im Einklang mit dem Symmetrisierungspostulat stehen; gegebenenfalls ist
eine Konstruktion symmetriegerechter Wellenfunktionen mit Hilfe von Projektionsoperatoren
erforderlich. Nach Abschluss dieser Prozedur hat man alle Informationen iiber ein Kernspin-
isomer, die zur Beschreibung seiner Quantendynamik notwendig sind.

Im spéteren Verlauf der Arbeit werden Ergebnisse zur Ausrichtung und zur Anregung uni-
direktionaler Rotationen von Molekiilen vorgestellt. Bei solchen Vorgéngen kann zusétzlich
angenommen werden, dass die Molekiile fiir die Dauer dieser Abldufe in ihrem vibronischen
Grundzustand Q)gl- oY b yerbleiben, vergleiche Kapitel 5. Fiir die hier untersuchten Molekiile
wird dieser Zustand stets als totalsymmetrisch unter den Operationen der MS-Gruppe und
deren Permutationsuntergruppe angenommen. 3) Die Bestimmung unterschiedlicher Kern-
spinisomere eines Molekiiles reduziert sich dann auf die Aufgabe, die symmetriegerechten
Kombinationen aus @*° und @K’ beziehungsweise ®R°t, @*on und ©XS zu finden. Solche

Kombinationen werden von nun an in der Form
Rot [T KS] beziehungsweise ~ [Rot-Ken [F KS] (4.4)

angegeben.

Kernspinisomere von chemischen Verbindungen anhand ihrer unterschiedlichen Kom-
binationen von Rotationszustdnden und Kernspinzustidnden zu definieren, entspricht der
tiblichen Vorgehensweise. 4 Jedoch ist diese Definition mit einigen Problemen verbunden;
mehrere Aspekte stellen die Annahme in Frage, es handele sich bei Kernspinisomeren um
verschiedene Spezies einer chemischen Verbindung, die sich eindeutig anhand ihrer Rotations-
beziehungsweise Rotations-Kontorsions-Spektren identifizieren lassen. Ein Punkt, der beson-
dere Beachtung verdient, ist die Definition eines Kernspinisomers selbst: Die Festlegung, dass
unterschiedliche Kernspinspinisomere durch unterschiedliche, symmetriegerechte Kombina-
tionen aus rovibronischen und Kernspinwellenfunktionen bestimmt sind, hat zur Konsequenz,
dass Kernspinisomere durch interne Wechselwirkungen, die mit den Kernspins eines Mole-
kiils verbunden sind, ineinander tiberfiihrt werden. Solche Wechselwirkungen »koppeln« die
rovibronischen Freiheitsgrade mit denen im Kernspin, sodass sich die Eigenfunktionen des
molekularen Hamilton-Operators genau genommen nicht als Produkte von rovibronischen

3) Wihrend fiir die starren Molekiile, die in dieser Arbeit untersucht werden, diese Annahme mit Sicherheit richtig
ist, lasst sich fiir nicht-starre Molekiile keine eindeutige Aussage treffen: Da sowohl die Eigenfunktionen fiir
die Schwingungen als auch die elektronischen Wellenfunktionen parametrisch von der Kontorsionsvariable p
abhingen, sind im Allgemeinen auch ihre Symmetrien fiir verschiedene Werte von p unterschiedlich. Fiir eine
Diskussion dieser Problematik vergleiche Kapitel 8 und 9.

4) Siehe zum Beispiel Bunker/Jensen (1998: Kapitel 8, Abschnitt 2).
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und Kernspinwellenfunktionen schreiben lassen. Kernspinisomere eines Molekiils stellen
also nur niherungsweise verschiedene Spezies einer chemischen Verbindung dar. Bekannt war
dies, zumindest indirekt, bereits den Entdeckern des Ortho- und Parawasserstoffs, Bonho-
effer und Harteck: Sie wussten, dass sich Parawasserstoff und Orthowasserstoff, wenn auch
langsam, ineinander umwandeln. Sie entdeckten auch, dass sich beide Isomere mit Hilfe von
Aktivkohle als Katalysator rasch ineinander tiberfiihren lassen — was sie schliefilich, so die Le-
gende, das Rennen um den ersten experimentellen Nachweis der Kernspinmodifaktionen des
Wasserstoffs gewinnen lieS. 5 Die Frage der Stabilitit von Kernspinisomeren wird im letzten
Abschnitt dieses Kapitels noch eingehender erldutert. Dort wird auch der Frage nachgegangen,
warum es {iberhaupt gerechtfertigt ist, von der Stabilitdt eines Kernspinisomers zu sprechen.

Ein weiterer Aspekt ist, dass die Giite der Ndherung separabler Basisfunktionen durch den
untersuchten physikalischen beziehungsweise chemischen Prozess bestimmt ist. Zum Bei-
spiel sind bei photochemischen Abldufen verschiedene ro(kon)vibronische Zustdnde mit unter-
schiedlichen Symmetrien relevant, sodass sich verschiedene Kernspinisomere im Allgemeinen
durch verschiedene Kombinationen aus ro(kon)vibronischen Zustinden und Kernspinzustan-
den definieren — und nicht nur als verschiedene Kombinationen aus Eigenfunktionen fiir
Rotation beziehungsweise Rotation-Kontorsion und Kernspin. Dieser Aspekt ist insbesondere
bei nicht-starren Molekiilen relevant und spielt zum Beispiel bei den in Kapitel 1, Abschnitt 3,
Paragraph 1 vorgestellten photochemischen Prozessen eine Rolle.

Der letzte Punkt, der hier genannt werden soll, betrifft die Giiltigkeit des Symmetrisie-
rungspostulats selbst. So gibt es vereinzelt kritische Beitrdge, die die Giiltigkeit des Symme-
trisierungspostulats in Frage stellen. Man versucht seit Langerem — bisher erfolglos —, die
Ungiiltigkeit des Prinzips durch den experimentellen Nachweis sogenannter paronischer
Zustande zu belegen. Man weif$ jedoch, dass etwaige Beobachtung der Verletzung dieses
Prinzips, eine extrem hohe spektrale Aufléosung und damit sehr lange Beobachtungszeiten
voraussetzen. © Die Prozesse, die hier untersucht werden, laufen auf vergleichsweise kurzen
Zeitskalen ab, sodass die gewonnenen Ergebnisse im Falle einer Widerlegung des Symmetri-
sierungspostulats dennoch giiltig blieben. Nichtsdestotrotz besteht die Moglichkeit, dass sich
die hier durchgéngig zur Grundlage gemachte Annahme, das Symmetrisierungspostulat sei

gliltig, als Irrtum erweisen kénnte.

Beobachtbare Kernspinisomere von Molekiilen konnen mit Hilfe der Permutationsunter-
gruppe der MS-Gruppe Gf/}é identifiziert werden. Hat man die Darstellung I'SY™ bestimmt,
nach der jeder molekulare Zustand ®M°! transformieren muss, ergeben sich unterschiedli-
che Kernspinisomere eindeutig als unterschiedliche Kombinationen jener rovibronischen
und Kernspinzustidnde, deren Symmetrien im Einklang mit Gleichung (4.1) stehen. Erlau-
ben es die experimentellen Rahmenbedingungen anzunehmen, die zu untersuchenden
Molekiile befanden sich in ihrem vibronischen Grundzustand, so sind unterschiedliche
Kernspinisomere durch unterschiedliche Kombinationen aus Rotations- beziehungsweise

Rotations-Kontorsions- und Kernspinzustidnden bestimmt, vergleiche Gleichung (4.4).

In den folgenden beiden Abschnitten werden die Kernspinisomere von Ethen und Propadien
reprasentativ fiir starre Molekiile und von Nitromethan und Dibortetrafluorid als Beispiel
fiir nicht-starre Molekiile identifiziert. Bis auf die Kernspinisomere Ethens geschieht dies fiir
alle Molekiile zum ersten Mal, das heifit, die Identifikation der Kernspinisomere der iibrigen

5) Das Nachsehen hatten Euken und Hiller. Siehe fiir die Details dieser Geschichte <http ://www.mpibpc.mpg.de/
kfb/home/Berlin/para-Wasserstoff/index. htm1> — Zugriff am 30. November 2011.

6) Siehe Bunker/Jensen (2009). In zitiertem Aufsatz ist auch eine ausfiihrliche Liste mit Literatur zu theoretischen
und experimentellen Untersuchungen zur Verletzung des Symmetrisierungspostulats angegeben.


http://www.mpibpc.mpg.de/kfb/home/Berlin/para-Wasserstoff/index.html
http://www.mpibpc.mpg.de/kfb/home/Berlin/para-Wasserstoff/index.html

Tabelle 4.1
Rotationskonstanten A, B, C in 10_23] und Asymmetriefaktoren x fiir Propadien und Ethen. 8)

Ain 10723 9,605 9,718
Bin 10723 0,584 1,984
Cin10-23 0,584 1,647
K -1 -0,917

Molekiile aus Abbildung 1.7 zahlt zu den Ergebnissen dieser Arbeit. Bestimmt werden die
Kernspinisomere mit Hilfe der Gruppe Gg}é Auch dies ist neu: tiblicherweise werden unter-
schiedliche Kernspinisomere mit Hilfe des sogenannten statistischen Gewichts berticksichtigt,
das mit Hilfe der MS-Gruppe bestimmt wird. 7 Dieses Verfahren eignet sich jedoch nur be-
dingt zur Bestimmung der Kernspinisomere eines Molekiils; die Verwendung der MS-Gruppe
kann zu Mehrdeutigkeiten fiihren. Eine detaillierte Diskussion inklusive eines Vergleichs mit
der Methode des statistischen Gewichts liefert — ebenfalls als Teil der Ergebnisse dieser Arbeit
— Abschnitt 4 dieses Kapitels.

4 2 Kernspinisomere starrer Kreisel Sowohl Ethen als auch Propadien sind starre
. Molekiile, zumindest solange sie im elektronischen Grundzustand und in niedrigen
Schwingungszustdnden verbleiben. Behandelt man sie fiir ihre Gleichgewichtsstruktur als
starren Rotator, gehoren beide Molekiile zu unterschiedlichen Typen Kreisel: Wie aus Tabelle

hervorgeht, handelt es sich bei Propadien um einen prolaten symmetrischen Kreisel, das
heifst A > B = € und « = —1; Ethen hingegen gehort mit A > B > € und x = -0,917 zu den
»prolatartigen« asymmetrischen Kreiseln (vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 3). Die
Definition der Hauptachsensysteme beider Molekiile ist in Abbildung 4.1 gezeigt.9 Ethen
und Propadien wurden nicht umsonst gewéahlt: Wie sich im Verlauf des Abschnitts zeigen
wird, existieren beide in vier verschiedenen Kernspinmodifikationen. Dies gestattet es, den
Einfluss der Asymmetrie eines starren Kreisels auf die Eigenschaften (der Quantendynamik)
seiner Kernspinisomere direkt zu studieren. Der hier gezeigte Ablauf ist reprasentativ fiir
die Bestimmung der Kernspinisomere eines jeden starren Molekiils und wird im Verlauf der
Arbeit noch mehrfach angewendet.

7) Siehe Bunker/Jensen (1998: Kapitel 8, Abschnitt 1 und 2).

8) Zur Berechnung der Rotationskonstanten wurde in beiden Fillen eigens eine Geometrieoptimierung auf
Grundlage quantenchemischer Methoden durchgefiihrt. Dazu wurde das Quantenchemieprogramm Gaussian
03 (vergleiche Frisch/Trucks/Schlegel /Scuseria/Robb/Cheeseman/Montgomery/ Vreven/Kudin/Burant/Mil-
lam /Iyengar/Tomasi/Barone/Mennucci/Cossi/Scalmani/Rega/Petersson/Nakatsuji/Hada/Ehara/Toyota/
Fukuda/Hasegawa/Ishida/Nakajima/Honda/Kitao/Nakai/Klene/Li/Knox/Hratchian/Cross/Bakken/
Adamo/Jaramillo/Gomperts/Stratmann/Yazyev / Austin/Cammi/Pomelli/Ochterski/ Ayala/Morokuma/
Voth/Salvador/Dannenberg/Zakrzewski/Dapprich/Daniels/Strain /Farkas/Malick /Rabuck /Raghavachari/
Foresman/Ortiz/Cui/Baboul/Clifford /Cioslowski/Stefanov /Liu/Liashenko/Piskorz /Komaromi/Martin/
Fox/Keith/Al-Laham /Peng/Nanayakkara /Challacombe /Gill/Johnson/Chen/Wong/Gonzalez/Pople: 2004)
verwendet. Als Methode wurde ein Coupled-Cluster-Ansatz vom Typ SD(T) unter der Verwendung einer
aug-cc-pVTZ Basis gewdhlt. Fiir eine Erklarung der Methode vergleiche Jensen (2007: Kapitel 4, Abschnitt 9); zur
Beschreibung des verwendeten Basissatzes siehe Jensen (2007: Kapitel 5, Abschnitt 4, Paragraph 6).

9) Fiir Propadien ist die Wahl des Hauptachsensystems nicht eindeutig, da die beiden Hauptragheitsachsen ey,

und e, bei einem prolaten symmetrischen Kreisel nicht genau festgelegt sind, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 4,
Paragraph 3. Es wurde hier so gewéhlt, dass die Kernspinisomere beider Molekiile direkt vergleichbar sind.

113

ABSCHNITT 4.2

Kernspinisomere starrer
Kreisel




114

KAPITEL 4

Eigenfunktionen von
Kernspinisomeren

)
: (I) € 3 1 3
e
Abbildung 4.1 -6 (+&,)
Die Gleichgewichtsstruktur von Ethen (i) und Propadien (ii) 5 6 —o 4 2
zusammen mit der Definition der Hauptachsensysteme und der (+e.) & (”)
gewdhlten Nummerierung identischer Kerne. Die Schreibweise ]
3
(+e,) beziehungsweise (+e.) bedeutet, dass die molekiilfeste 5 6,
e,- beziehungsweise e -Achse aus der Papierebene herauszeigt. 2

Die Kernspinisomere des Ethens und des Propadiens fiir den vibronischen Grundzustand
werden identifiziert. Dazu wird diskutiert, wie sich die Symmetrien der Rotationswellen-
funktionen symmetrischer und asymmetrischer Kreisel und die Symmetrien der Kernspin-
zustdnde eines Molekiils mit Hilfe der MS-Gruppe, beziehungsweise deren Permutations-
untergruppe bestimmen lassen. Die symmetrieerlaubten Kombinationen aus Rotations-
und Kernspinfunktionen werden angegeben, die Rotationsspektren der identifizierten Kern-
spinisomere verglichen und diskutiert. Wie sich die Symmetrien der Rotations- und Kern-
spinfunktionen mit Hilfe der MS-Gruppe bestimmen lassen, ist bereits in der Literatur
beschrieben worden und wird hier lediglich zusammengefasst. Die Identifikation der Kern-
spinisomere des Ethens und die Diskussion ihrer Rotationsspektren ist ebenfalls in der
Literatur zu finden; die Identifikation der Kernspinisomere Propadiens waren bislang noch

nicht dokumentiert. 1°)

§1: Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe und symmetrieerlaubte Darstellung fiir E-
then und Propadien Die MS-Gruppe des starren Ethens ist die Gruppe

Don(M) ={(1), (12)(34), (13)(24)(56), (14)(23)(56),
(1)7,(12)(34)", (13)(24)(56)", (14)(23)(56)°} , (4.5)

die des starren Propadiens dagegen

Dya(M) ={(1), (12)(34), (13)(24)(56), (14)(23)(56),
(1423)(56)", (1324)(56)", (12)", (34)°) . (4.6)

Die Bedeutung der Permutationen und Permutationsinversionen geht aus der Nummerierung
identischer Kerne aus Abbildung 4.1 hervor. Sie lassen sich durch Anwendung der in Kapitel 3,
Abschnitt 4, Paragraph 1 besprochenen Vorgehensweise zur Bestimmung der MS-Gruppe eines
Molekiils finden. Streicht man alle Permutationsinversionen aus den Gruppen in Gleichung

(4.5) und (4.6), erhélt man in beiden Fallen
Gyis[D2n(M)] = Gyg[Dag(M)] = Do (M) = {(1), (12)(34), (13)(24)(56), (14)(23)(56)} ,  (4.7)

das heifst, die Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe ist fiir beide Molekiile identisch. Die
Charaktertafel dieser Gruppe ist in Tabelle 4.2 zusammen mit den zugehdrigen dquivalenten
Rotationen @Rot gezeigt.

Wie ausgefiihrt, ist der erste Schritt zur Identifikation der Kernspinisomere beider Molekiile
die Bestimmung der Darstellung I'Y™. Dazu muss zunéchst geklart werden, welche Art von
Kernen durch die Operationen der Gruppe D, (M) vertauscht werden. Wie Tabelle aus

10) Die Identifikation der Kernspinisomere Propadiens sind unter anderem Gegenstand der Publikation Grohmann/
Leibscher (2010).



Tabelle 4.2

Charaktertafel der Gruppe D,(M) aus Gleichung (4.7). Die dquivalenten Rotationen Orot sind hier fiir die Typ
I"-Konvention und Typ I1I"-Konvention angegeben (vergleiche Tabelle fiir ihre Definition); by ist die Zahl der
Mitglieder einer Klasse.

Dy (M) (1) (12)(34)  (13)(24)(56)  (14)(23)(56)
bk 1 1 1 1
Opot (IN) RO RZ RE R
Orot II17) RO RY RE RI
A 1 1 1 1
B, 1 1 -1 -1
By 1 -1 1 -1
B. 1 -1 -1 1

Kapitel 1 zeigt, ist der Kernspin des Protons Z1y; = 1/2, der des Nuklids 2C betrigt Z 15 = 0.
Damit handelt es sich bei allen vier 'H-Kernen um Fermionen und bei den beiden 2C-Kernen
um Bosonen. Jede molekulare Wellenfunktion muss daher die Bedingungen

P ‘ (1) (12)(34) (13)(24)(56)  (14)(23)(56)
(4.8)

ﬁq)Mol +1- (DMol +1- @MO] +1- (DMO1 +1- (DMOI

erfiillen, weil jede der Permutationen der Gruppe D, (M) eine gerade Anzahl paarweiser Ver-

tauschungen fermionischer Kerne enthilt. Ein Vergleich mit Tabelle4.2 zeigt
FSym =A, (4.9)

das heif}t, jeder molekulare Zustand ®M°! muss totalsymmetrisch unter den Operationen der
Gruppe D;(M) sein.

Unter den oben beschriebenen Annahmen miissen nun jene Produkte ®@R°'. @XS gefun-
den werden, die nach der Darstellung I'Y™ = A transformieren. Dazu wird in den nichsten
beiden Paragraphen besprochen, wie sich zunédchst die Symmetrien der Rotations- und Kern-
spinwellenfunktionen mit Hilfe der MS-Gruppe, respektive deren Permutationsuntergruppe,

bestimmen lassen.

§2: Zur Symmetrie der Rotationseigenfunktionen starrer Kreisel Die Eigenfunktionen ei-
nes starren Rotators @R°! bilden eine Basis zu den irreduziblen Darstellungen der MS-Gruppe,
wie hier anhand der Eigenfunktionen des symmetrischen und asymmetrischen Kreisels im
Detail besprochen wird. ') In beiden Fllen ist das Transformationsverhalten der Eigenfunk-
tionen eines symmetrischen Kreisels entscheidend. In ihrer Eigenschaft als Eigenfunktionen
bilden sie zu jeder Energie E; s, des symmetrischen Kreisels eine Basis fiir eine der irredu-
ziblen Darstellungen dessen MS-Gruppe. Fiir einen asymmetrischen Kreisel dienen sie im
Rahmen eines Variationsverfahrens als Basis zur Berechnung seiner Eigenzustinde @;
vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 3. Jeder Eigenzustand des asymmetrischen Krei-
sels kann sich dabei nur aus symmetrischen Kreiselfunktionen mit derselben Symmetrie in der
MS-Gruppe des untersuchten asymmetrischen Kreisels zusammensetzen. Die Eigenzustdande
Dy r,m; haben dann dieselbe Symmetrie wie die Basisfunktionen, aus denen sie sich errechnen,

vergleiche Kapitel 3, Abschnitt 3, Paragraph 5.

11) Das Transformationsverhalten der Rotationseigenfunktionen eines sphéarischen Kreisels ist in Bunker/Jensen
(1998: S. 286 £.) angegeben, das der Eigenfunktionen eines linearen Rotors in Bunker/Jensen (1998: Kapitel 17,
Abschnitt 4) diskutiert.
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Die Eigenfunktionen des symmetrischen Kreisels sind Funktionen der Euler’schen Winkel
¢, 0, x. Der Effekt jeder Operation der MS-Gruppe und deren Untergruppen auf diese Win-
kel 1asst sich durch dquivalente Rotationen RE oder R7 quantifizieren, vergleiche Kapitel 3,
Abschnitt 4, Paragraph 3. Kennt man die dquivalenten Rotationen zu jeder Permutation, kann
mit Hilfe der Relationen >

RED) 1)y = expliky B) D)ty m, (4.10a)
RED) jymy = (—1) exp(=2ik;a) D) g, (4.10b)

das Transformationsverhalten der symmetrischen Kreiselfunktionen bestimmt werden. Es
wird deutlich: Durch die dquivalenten Rotationen werden nur Funktionen mit gleichem oder
entgegengesetztem Vorzeichen in k; ineinander tiberfiihrt; der Wert der Quantenzahl ] hat
zwar Einfluss auf das Transformationsverhalten, wird aber durch keine Operation verandert;
die Quantenzahl m; ist fiir das Transformationsverhalten der Funktionen @ 4, ,, irrelevant.
Jedes Paar an Eigenfunktionen D@y k;,my» P —k;,m, mit Ky = |k;| bildet eine Basis der MS-
Gruppe, wenn man sie als Spaltenmatrix anordnet '3), das heifit:

A D A (D
O[ “K"’"’] = Dia) .k, }[O][ “K”’”’] : (4.11)
(P],*K],m] s (P],*K],MI
Die darstellenden Matrizen aus Gleichung (4.11) ergeben sich aus Gleichung (4.10) und sind
gegeben als
iK 0 A
exp(iK;p) : falls Oy, = Rf
0 exp(-iK;p)
D{(D].iK],m]}[O] = ! (412)
0 -2iK A
1y XP(=2K )| e Oy = RT
exp(2iK;a) 0

wobei O, die zur Operation O gehorende dquivalente Rotation ist. Fiir den Spezialfall k; = 0

gilt hingegen
B
RE @y0,m; = Pr0,m (4.13a)
RZ(D],O,m] = (_1)]@],0,mj ’ (4.13b)

das heifit, die Symmetrie der Funktion @ ¢ ,,, ist allein durch die Gerad- beziehungsweise
Ungeradzahligkeit der Quantenzahl | bestimmt. Mit Hilfe der Gleichungen (4.11), (4.12) und
(4.13) ergeben sich die Darstellungen I'®°! fiir jeden Satz der Quantenzahlen J, k;, m;, sobald
man die dquivalenten Rotationen Oy zu jeder Operation der MS-Gruppe beziehungsweise
deren Permutationsuntergruppe gefunden hat. Dabei ist zu beachten, dass sowohl die Bedeu-
tung der Quantenzahl k; (beziehungsweise K;) als auch die dquivalenten Rotationen ORot Vo
der Wahl der Achsenkonvention bestimmt ist. Unterschiedliche Achsenkonventionen haben
ein unterschiedliches Transformationsverhalten der Funktionen & K;,m und damit eine un-
terschiedliche Gestalt der darstellenden Matrizen zur Folge. '4)
Die dquivalenten Rotationen fiir die Gruppe D, (M) sind in der Charaktertafel Tabelle

angegeben. Um alle darstellenden Matrizen der Gruppe D, (M) zu bestimmen, gentigt die

12) Fiir eine Herleitung dieser Gleichungen siehe Bunker/Jensen (1998: S. 277 ff.).

13) Die Anordnung der Basisfunktionen als Spalten- oder Zeilenmatrizen ist zur Erzeugung der Darstellungen der
MS-Gruppe nicht egal. Ordnet man sie als Zeile an, bilden die Funktionen @y k;,n; im Allgemeinen keine
Darstellung der MS-Gruppe. Eine Diskussion dieses Verhaltens liefert im Detail Bunker/Howard (1983).

14) Alles bisher Genannte kann nachgelesen werden in Bunker/Jensen (1998: Kapitel 6 und 12).



Kenntnis der Matrizen ihrer Generatoren (vergleiche Kapitel 3, Abschnitt 2, Paragraph 1). Eine
mogliche Préasentation dieser Gruppe ist
Dy(M) = ((12)(34), (13)(24)(56) |
((12)(34))* = ((13)(24)(56))* = ((12)(34)(13)(24)(56)) = (1)) . (4.14)
Unter Verwendung der Gleichungen (4.10) und der dquivalenten Rotationen aus Tabelle

schreiben sich die darstellenden Matrizen der Generatoren aus Gleichung (4.14) in der Basis
der Funktionen @; .x_ " das heifst bei Verwendung der Typ I"-Konvention mit K; = K,,, als

10
D{@,,iKa,m,}[(12)(34)]:(—1)K“[0 1] (4.15a)
D) .1,y 1[(13)(24)(56)] = (1) ((1) é] : (4.15b)

Die Matrix fiir das Element (14)(23)(56) ergibt sich aus
D@11, 1(14)(23)(56)] = Dyay ., 11(13)(24)(56)] Dy, ., 1 [(12)(34)]

— (_1V+Ka 01
=(-1) (1 O), (4.15¢)

vergleiche auch Gleichung (4.14); die Darstellung der Identitat (1) ist

D)., (1] = ((1) (1)] : (4.15d)

Das Charaktersystem der vier erhaltenen Matrizen ist fiir K, # 0 (der Fall K, = 0 wird im

Anschluss separat diskutiert)

P ‘ (1) (12)34)  (13)24)(56) (14)(23)(56)

, (4.16)

P 2 2. (~1)Ka 0 0

das heif$t, die Darstellung I Rot in der Basis der Funktionen Dy ik,,m; ist ftr K, # 0 reduzibel.
Eine Ausreduktion unter Verwendung von Gleichung (3.32) liefert

[Rot _ { AoB, fallsK,gerade 417)

B, @ B, falls K, ungerade

Die Basisfunktionen zu den gefundenen irreduziblen Darstellungen lassen sich mit Hilfe der
Projektionsoperatoren P!= finden, vergleiche Kapitel 3, Abschnitt 3, Paragraph 4. Wendet man
diese Operatoren fiir jede der in Gleichung (4.17) gefundenen irreduziblen Darstellungen auf

die Funktion @; .k, an, so erhdlt man nach anschlieSender Normierung die Basisfunktionen

1
+ —
Pj Ky = NG

Es handelt sich also bei den Rotationsfunktionen, die eine Basis fiir die irreduziblen Darstel-

(‘D],+Ka,nz] + (_1)](1)],—K,1,m]) . (4.18)

lungen der Gruppe D, (M) bilden, um modifizierte Wang-Funktionen (vergleiche Kapitel 2,
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Abschnitt 4, Paragraph 3). 15) Diese Funktionen transformieren gemdfs

. A falls K, gerade (4.22a)
J Ky By, falls K, ungerade

beziehungsweise
B B, falls K, gerade (4.22b)
J K my B. falls K, ungerade |

Fiir den Spezialfall K, = 0 existiert nur eine Funktion @ g ,,, ” deren Transformationsverhalten

sich direkt aus den Gleichungen (4.13) ablesen ldsst. Fiir sie gilt

A falls J gerade

(4.23)
B, falls ] ungerade

(D],O,m] = qjﬁo,nzj ~ {
Fiir Propadien hat man an dieser Stelle die Symmetrieanalyse der Rotationswellenfunktionen
@Rt abgeschlossen; mit Hilfe der Gleichungen (4.22) und (4.23) lasst sich die Symmetrie der
Rotationseigenfunktionen Propadiens fiir jeden Satz Quantenzahlen J, k,, m; bestimmen.

Fiir Ethen ist jedoch die bisherige Analyse nur der erste Schritt. Wie in Kapitel 2, Abschnitt
4, Paragraph 3 diskutiert wurde, ldsst sich jeder Eigenzustand eines asymmetrischen Kreisels
durch die Quantenzahlen J, 7, m; klassifizieren, wobei 7 = K, — K, ist. Somit ist es nicht nur not-
wendig, das Transformationsverhalten der symmetrischen Kreiselfunktionen bei Verwendung
der Typ I" Konvention zu kennen, sondern auch bei Verwendung der Typ 111" Konvention, das
heifst fiir K = K. Wiederholt man die obige Symmetrieanalyse fiir die Funktionen @ .x_u,,

so erhdlt man folgendes Ergebnis

(4.24)

[Rot _ A®B. falls K, gerade
| B,®B, falls K, ungerade

Die Basisfunktionen zu den irreduziblen Bestandteilen der Darstellung ' sind ebenfalls

Wang-Funktionen des Typs aus Gleichung (4.18). Fiir sie gilt

(4.25a)

. A falls K, gerade
®]’Kc'm] ~

B, falls K. ungerade

beziehungsweise

(4.25b)

_ B, falls K, ungerade
(D]K my =
e B. falls K, gerade

15) Die beiden Basissysteme (®j, Kgmy» Dy _K,m ]) und ((IJ]+ Koom)? (D]’ K, m]) sind {iber die Beziehung

@ oF oF
[ Koy | — | T Kamy beziehungsweise J Kasmy
qj]:—Karm]

e
o o _ u_l [ ],+Ka,m]] (4.19)
]:Ka'm] ]'me]

@],—Ku,m]

miteinander verkniipft, wobei die Transformationsmatrix

(v (=1
,(1 _(_1)]] (4.20)

orthogonal ist, das heif3t: UL = UT mitderzull transponierten Matrix UT. Es lasst sich nachweisen, dass durch
die Transformation

D{ . }[é] =uT.D{

(O] U (4.21)
ﬁKa,ln] }

(T)],iKg,"’lI

jede der Matrizen aus den Gleichungen (4.15) in eine Diagonalform tiberfiihrt wird.



und fiir K. =0

A falls ] gerade

Dy0,m; = Pfo,m; ~ { B (4.26)
C

falls ] ungerade

Fasst man diese Ergebnisse mit denen der Symmetrieanalyse fiir die Typ I"-Konvention zu-
sammen, so ergibt sich fiir die Symmetrien der Rotationszustinde eines asymmetrischen
Kreisels ¢

A falls K, gerade und K, gerade

B, falls K, gerade und K, ungerade

D) gy ~ (4.27)

B, falls K, ungerade und K, ungerade
B. falls K,ungerade und K, gerade

sofern man beachtet, dass sich jede Rotationseigenfunktion eines asymmetrischen Kreisels als
Linearkombination symmetrischer Kreiselfunktionen einer Symmetrie schreibt.

Um nun die gefundenen symmetriegerechten Rotationsfunktionen entsprechend dem
Symmetrisierungspostulat mit geeigneten Kernspinzustinden zu kombinieren, miissen die
symmetriegerechten Kernspinfunktionen DKs gefunden werden. Wie dies gelingt, ist Thema
des nachsten Abschnitts.

§3: Zur Symmetrie von Kernspinfunktionen Mochte man die Symmetrie der Kernspin-
zustdnde eines Molekiils bestimmen, so ergeben sich je nach Ziel dieser Symmetrieanalyse
mehrere Moglichkeiten. Haufig ist es der Fall, dass man die Wechselwirkung der Kernspins
untereinander und/oder mit den iibrigen Freiheitsgraden des Molekiils gar nicht explizit
berticksichtigen mochte. Schliefilich sind diese Arten der Wechselwirkungen im Vergleich zu
den anderen klein, sodass ihre Vernachldssigung oft auch legitim ist (vergleiche Kapitel 2,
Abschnitt 3, Paragraph 1). In diesem Fall braucht man lediglich die Anzahl, das heif$t, das sta-
tistische Gewicht der Kernspinzustdnde einer Symmetrie zu kennen, nicht aber ihre explizite
Form. Diese Moglichkeit soll zunédchst besprochen werden. Wie bei der expliziten Bestimmung
der Kernspinzustande zu verfahren ist, wird im Anschluss diskutiert.

In Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 4 wurde erkldrt, dass sich zur Beschreibung der Kern-
spinzustdnde eines Molekiils zwei Basissysteme eignen: die Produktbasis, in der jeder Ge-
samtkernspinzustand durch ein Produkt der Eigenfunktionen einzelner Kernspins gegeben
ist; und die gekoppelte Basis, in der sich jeder Gesamtkernspinzustand im Allgemeinen als
Linearkombination der Produktzustidnde schreibt, vergleiche dazu auch Beispiel 2.1. Beide
Basissysteme sind {iber eine unitdre Transformation miteinander verbunden, das heifst die
Charaktere der im Allgemeinen reduziblen Darstellung der MS-Gruppe beziehungsweise
deren Permutationsuntergruppe, die diese Zustdnde aufspannen, sind in beiden Basissyste-
men identisch, vergleiche Kapitel 3, Abschnitt 3, Paragraph 2. Es sind allein diese Charaktere,
die zum Auffinden der Anzahl der Kernspinzustinde einer Symmetrie notwendig sind. Ihre
Bestimmunyg ist in der Produktbasis womdglich einfacher zu verstehen: Jede Permutation P
der MS-Gruppe tiberfiihrt genau eine der Produktfunktion in genau eine andere Produktfunk-
tion. Einen Beitrag zum Charakter ¢! © [P] liefert eine Produktfunktion genau dann, wenn
die Permutation P die Produktfunktion in sich selbst {iberfiihrt. Zum Beispiel: Ethen in der
hier untersuchten Isotopenzusammensetzung C,H, = '>C'H, hat 2% = 16 Kernspinzustinde.

16) Die Symmetrien der Rotationszustdnde eines asymmetrischen Kreisels unter der Symmetriegruppe D, (M) oder
zu ihr isomorphen Rotationsgruppe D;, vergleiche Kapitel 3, Abschnitt 4, Paragraph 4, ist zum Beispiel in Bunker/
Jensen (1998: Kapitel 12, Abschnitt 3), Kroto (2003: Kapitel 3, Abschnitt 11) und Zare (1988: Kapitel 6, Abschnitt
3) beschrieben.
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120 Sie schreiben sich als 17)

Karmmer 4 a(Zy) a(%a) a(Xs) a(y) (4.282)
K o™ B(Z))- a(F,) a(Z3) a(Ey) (4.28b)
a(51) B(E)- a(F3) a(Ey) (4.28¢)

wobei a(X;) und B(X;) die beiden Einstellméglichkeiten des Kernspins des i-ten Protons
bezeichnen. Diese Funktionen werden immer dann durch eine Permutation ineinander tiber-
fithrt, wenn P ausschliefllich Kerne mit gleichem mz, vertauscht. So tiberfiihrt zum Beispiel
die Permutation (12)(34) die Funktion ( ) in sich selbst, aber keine der Funktionen des
Typs ( ) beziehungsweise ( ). Im Allgemeinen ist die Bestimmung des Charakters
cr © [P] zur Permutation P unter Verwendung der Formel 18)

Np I\_]p
P = ez [ |eze+) (4.29)
k=1 k’=1

moglich; das erste Produkt lauft hier {iber alle Gruppen von Kernspins mit gleichem mz,,
die von P ineinander {iberfiihrt werden; das zweite Produkt lduft tiber alle Kernspins mit
Kernspinquantenzahl 7., die nicht von P permutiert werden. Wendet man diese Formel zum
Beispiel zur Bestimmung des Charakters C re [(12)(34)] der Darstellung I KS in der Basis der

16 Kernspinzustiande Ethens an, so erhélt man
TKS 1 1

denn (12)(34) iiberfiihrt jede Produktfunktion, fiir die mz, = mz, und mz, = mz,, in sich, das
heifst die vier Funktionen

a(Xq) a(Xy) a(X3) a(Zg) (4.31a)
B(Z1)- B(Z2)- B(Z3)- B(LZ4) (4.31b)
a(Zy) a(Xy) p(Z3)- B(X4) (4.31c)
B(Z1): B(X2) a(Z3) a(Zy) . (4.31d)

Bei Wiederholung dieses Vorgehens fiir die iibrigen Operationen der Gruppe D, (M) fiir die
16 Kernspinzustdnde Ethens beziehungsweise Propadiens ergibt sich

P ‘ (1) (12)(34)  (13)(24)(56)  (14)(23)(56)
(4.32)
KS
P 16 4 4 4
Als Ergebnis einer Ausreduktion der Darstellung I'*® erhélt man dann
'"S=7.A®3B,®3B,®3B.. (4.33)

und hat die gesuchten Symmetrien der Kernspinzustande und ihre Anzahl gefunden.
Gelegentlich ist man aber doch an der Berticksichtigung kernspinabhidngiger Wechsel-

wirkungen interessiert. Dann sind auch die explizite Form der Kernspinfunktionen und die

zugehorigen Gesamtspinquantenzahlen 7 entscheidend. Fiir Ethen und Propadien gibt es die

17) Da die beiden Kerne 12C den Kernspin 0 tragen, existiert fiir beide genau eine Kernspinfunktion, die mit jeder
der vier angegeben Spinfunktionen multipliziert werden miisste. Da diese Funktionen jedoch invariant unter
den Operationen der MS-Gruppe sind, werden sie hier nicht mit berticksichtigt.

18) Vergleiche Bunker/Jensen (1998: S. 153).



Gesamtspinquantenzahlen

7 =2[1],1[3],0[2], (4.34)

wobei die Zahl in eckigen Klammern die Haufigkeit der jeweiligen Gesamtspinquantenzahl
angibt und fiir jeden Gesamtspin 7 die 27 + 1 Zustdnde zu my = -Z, -7 — 1, ..., T existieren,
vergleiche Tabelle 2.6 und Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 4. Die zu diesen Quantenzahlen
gehdrenden symmetriegerechten Kernspinfunktionen @;‘fml lassen sich mit Hilfe der Projek-
tionsoperatoren P'« aus den Zustinden der Produktbasis konstruieren. So ergeben sich zum

Beispiel zu den vier Zustdnden mit mz = 1

D_yir =B(21) a(22) a(X3) a(Zy) (4.35a)
Dy yy =a(Xy) B(Z2) a(Z3) a(Zy) (4.35b)
Dy =a(Xy) a(Xa) B(X3) a(Zy) (4.35¢)
Dypi =a(Xy) a(Xy) a(Zs)- B(Z4) (4.35d)

durch Anwendung des Projektionsoperators aus Gleichung (3.51) fiir jede irreduzible Dar-

stellung der Gruppe D;,(M) und anschliefende Normierung die vier Spinfunktionen CDIFf’mI

Dy =5 (P + Doy Py 4 Py ) (4362)
D} =2 (s P~ By~ D) (4.36b)
O =L (Dos = Py + By~ D) (4.360)
SISEIC AT ST S I (@.36d)

N

drei von ihnen gehdren zu je einer der drei B-Darstellungen und zu Z = 1, eine gehortzu I = 2
und my = 1 und transformiert wie A. Wie fiir die Funktionen aus Gleichung (4.36) gilt auch
ganz allgemein, dass sich symmetriegerechte Wellenfunktionen nur aus Produktfunktionen
mit mz , mz,, ... zum selben my = mz, + Mz, +... Zusammensetzen konnen — eine Permutation
bedeutet eine Umnummerierung der Kernspins, also lediglich eine Anderung der Reihenfolge
der Quantenzahlen mz , mz,, ..., nicht aber eine Anderung ihres Wertes. Das bedeutet auch,
dass sich die symmetriegerechten Kernspinwellenfunktionen fiir jedes my getrennt bestimmen
lassen und alle Kernspinwellenfunktionen eines mz’s fiir sich eine im Allgemeinen reduzible
Darstellung der MS-Gruppe beziehungsweise deren Permutationsuntergruppe aufspannen.
Moéchte man allerdings die Matrizen dieser Darstellung anhand des Transformationsverhal-
tens der symmetriegerechten Wellenfunktionen finden, so miissen einige Besonderheiten
beziiglich des Verhaltens von Spinfunktionen unter den Operationen der MS-Gruppe beachtet
werden. Genaueres ist an anderer Stelle zu finden '9); fiir ein Verstandnis der in dieser Arbeit
diskutierten Aspekte ist dies jedoch nicht relevant. Wiederholt man das oben beschriebene
Vorgehen fiir alle Kernspinzustdnde Ethens beziehungsweise Propadiens, so stellt man ferner
fest, dass alle Funktionen, die zu einem Z gehoren, nach derselben irreduziblen Darstellung
der Gruppe D,(M) transformieren, das heifst, jeder Gesamtspinquantenzahl lésst sich eine
Symmetrie der MS-Gruppe zuordnen. Fiir Ethen und Propadien sind dies
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A

(DI,WII ~

firZ = 2[1] oder Z = 0[2]

firZ = 1[1] (4.37)
fur Z = 1[1] ’ '
fir 7 = 1[1]

19) Siehe dazu Haase (26.06.2007) und Haase (22.11.2007).
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Abbildung 4.2

Die Rotationsspektren der vier Kernspinisomere Propadiens (links) und Ethens (rechts) fiir die Rotationszustdnde
zu ] =0,1,2. Die Bezeichnung der Zustinde wurde im Einklang mit der in Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 3
eingefiihrten Notation gewdhlt, das heit i, fiir die Energieniveaus eines prolaten symmetrischen Kreisels, Jk, k,
fiir die Energieniveaus eines asymmetrischen Kreisels; die Nomenklatur der Legende ist T’ Rot [T KS]. Jeder hier

gezeigte Zustand ist zusitzlich 2] + 1-fach in mj entartet. 22)

wobei die Zahl in Klammern wieder die Haufigkeit der jeweiligen Zusténde angibt. >°)
Nachdem die Symmetrien der relevanten Ortsfunktionen @*°t und Kernspinfunktionen

@XS gefunden wurden, miissen sie im nichsten Schritt so kombiniert werden, dass ihr(e)

Produkt(e) eine Basis zur Darstellung I'*Y™ bilden. Dies geschieht im folgenden Paragraphen.

§4: Die Kernspinisomere Propadiens und Ethens In Paragraph 1 dieses Abschnitts wurde
als symmetrieerlaubte Darstellung fiir Ethen und Propadien '™ = A gefunden. Beachtet
man die Rechenregeln des direkten Produkts zweier Darstellungen einer Gruppe, vergleiche
Kapitel 3, Abschnitt 3, Paragraph 3, so ergeben sich wegen

A®A=B,®B, =B, ®B, =B.®B, = A (4.38)
fiir beide Molekiile die vier symmetrieerlaubten Kombinationen, vergleiche Gleichung (4.4),

A[A] B,[B,] By By ] Bc[B]. (4.39)

Da die Gruppe D, (M) abelsch ist, sind die zugehorigen Basisfunktionen die direkten Produkte
aus den symmetriegerechten Rotations- und Kernspinfunktionen aus dem letzten Paragra-
), Gleichung (4.23) und Gleichung (
Propadien existieren demnach vier unterscheidbare Kernspinisomere, deren Rotationspektren
fiir beide Molekiile in Abbildung
Molekiile zur Illustration der bisher vorgestellten Konzepte qualitativ verglichen werden; ein

phen, vergleiche Gleichung ( ). Fir starres Ethen und
gezeigt sind. ) Im Folgenden sollen die Spezies beider

genauerer Vergleich ist in Kapitel 7 zu finden.

20) Die Konstruktion der symmetriegerechten Basisfunktionen (DIF””mZ aus den Produktfunktionen mit Hilfe der
Darstellungstheorie ist ein zentraler Aspekt der Quantentheorie von Drehimpulsen. Sie bietet eine weitere Mog-
lichkeit, die Produktfunktionen und die gekoppelten Drehimpulseigenfunktionen eines quantenmechanischen
Vielteilchensystems in Beziehung zu setzen. Mehr zu dieser Verbindung ist in der einschldgigen Literatur zur
Theorie quantenmechanischer Drehimpulse zu finden, zum Beispiel in Edmonds (1960: Kapitel 4) oder Hamer-
mesh (1989: Kapitel 9).

21) Die Kernspinisomere Ethens sind bereits in der Literatur dokumentiert, vergleiche Sun/Takagi/Matsushima
(2005) oder Hougen/Oka (2005). Bei einem Vergleich der genannten Arbeiten mit dem hier Diskutierten ist zu
beachten, dass die zitierten Autoren eine andere Nomenklatur fiir die irreduziblen Darstellungen der MS-Gruppe
verwenden.



Tabelle 4.3

Charaktertafel der Gruppen (a) Dpq(M) und (b) Dy (M) und (c) die Korrelationen und inverse Korrelationen der
Darstellungen beider Gruppen mit den Darstellungen der Gruppe D,(M). Fiir die Charaktertafel der Gruppe D, (M)
siehe Tabelle 4.2. Auch hier bezeichnen @Rot (I") und @Rot (II17"), die zur Operation O gehérige quivalente Rotation
bei Verwendung der Typ I" beziehungsweise 111"-Konvention (vergleiche Tabelle fiir ihre Definition). Siehe
hierzu auch Kapitel 3, Abschnitt 3, Paragraph 3, insbesondere Beispiel

(a) Charaktertafel der Gruppe D,q(M)

D2g(M) (1) (1423)(56) (12)(34) (13)(24)(56) (12
b 1 2 1 2 2
ORot (I) RO RJ™ RE RE RE,
Ay 1 1 1 1 1
Ay 1 1 1 -1 -1
B, 1 -1 1 1 -1
B, 1 -1 1 -1 1
E 2 0 -2 0 0

(b) Charaktertafel der Gruppe Doy (M)

Doh(M) (1) (12)(34) (13)(24)(56) (14)(23)(56) (1 (12)(34)" (13)(24)(56)" (14)(23)(56)"
K 1 1 1 1 1 1 1 1
Orot (IM) RO RY RY RE RO RY RY RE
Orot (IIT") RO RY RE RI RO RI RY R
At 1 1 1 1 1 1 1 1
B} 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
B/ 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
BY 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
A~ 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
B; 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
B, 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
B 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

(c¢) Korrelationstabellen und inverse Korrelationstabellen der Gruppen D3(M), Do, (M) und Dyg(M)

Dyg(M)  Da(M) Dy(M) D24(M) Doh(M)  D2(M) D3 (M) Don(M)
Aq A A A1 ®By A* A A At@A~
As B. B, A, ®B, B Ba B, B @B;
B; A By E B§ By, By B! ® B,
B, B, Bc E BY Bc B. Bl @B,
E By ® B

Die Rotationsenergien der vier Kernspinisomere Ethens sind in Abbildung 4.2 rechts zu
sehen. Jedes der vier Isomere lésst sich klar von den iibrigen unterscheiden, in Abbildung
gekennzeichnet durch vier unterschiedliche Farben. Mit Ausnahme der Anzahl verschiedener
Isomere entspricht dies der Erkenntnis {iber die Rotationsenergien der Kernspinisomere des
Wasserstoffs H, aus Kapitel 1, Abschnitt 2. Etwas anders verhilt es sich fiir die Rotations-
energien der Kernspinisomere Propadiens, zu sehen links in Abbildung 4.2. Zwar sind die
Kernspinisomere A[A] (griin) und B,[B,] (gelb) durch die zu Ethen analoge Alternation der
Zustande zu K, = 0 klar zu unterscheiden. Da jedoch alle Zustdnde zu gleichem K, = 0 stets

zweifach entartet sind, wie fiir einen prolaten symmetrischen Kreisel zwingend, weisen die

22) Die Berechnung der Spektren basieren auf den eigens berechneten Rotationskonstanten aus Tabelle 4.1. Die
Rotationsenergien des Ethens wurden mit Hilfe eines selbst geschriebenen Programms berechnet; zu dessen Kom-
pilierung wurde MatLaB verwendet, siehe MathWorks (2011) fiir die benutzte Version. Alle selbst geschriebenen

Programme werden separat als Erganzung zu dieser Arbeit vertffentlicht.
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1 24 Tabelle 4.4

Die vier symmetrieerlaubten Kombinationen aus Rotation und Kernspin fiir Ethen und Propadien, die die vier

Kaprrer 4 Kernspinisomere beider Molekiile definieren, sowie deren statistisches Gewicht.

Eigenfunktionen von

Kernspinisomeren TRot XS l;]St.G.
A A 7
B, B, 3
By By 3
B B 3

Kernspinisomere By[B},] und B.[B.] vollkommen identische Rotationsenergien auf. Dieser
Befund ist zunéchst iiberraschend — gibt es vielleicht fiir Propadien doch nur drei unterscheid-
bare Kernspinisomere statt der gefundenen vier? Um eine Antwort auf diese Frage zu finden,
sollte man sich Folgendes klarmachen: Auch wenn es korrekt ist, die moglichen Kernspin-
isomere eines Molekiils mit Hilfe der Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe zu finden,
so lassen sich dessen Rotations- und Kernspinzustidnde ebenso nach den Darstellungen der
MS-Gruppe Klassifizieren. Es kann dann wie im vorliegen Beispiel der Fall eintreten, dass
zwei Darstellungen der Permutationsuntergruppe in der MS-Gruppe zu einer Darstellung
hoherer Dimension zusammenfallen. Die Methode um herauszufinden, ob dies der Fall ist, ist
die inverse Korrelation (vergleiche Kapitel 3, Abschnitt 3, Paragraph 3). Wendet man dieses
Verfahren auf die Darstellungen der Gruppe D;(M) und der Gruppe D,q4, der MS-Gruppe
Propadiens an, so erhdlt man das Ergebnis aus Tabelle 4.3 (c). Dort ist zu sehen, dass die Dar-
stellungen By, und B, der Gruppe D,(M) mit der Darstellung E in D,4(M) korrelieren, was die
systematische Entartung der Rotationsenergien dieser beiden Kernspinisomere verstandlich
macht. Dieses Ergebnis bedeutet, dass sich die Kernspinisomere By, und B, fiir Propadien ohne
Einfluss eines externen Feldes energetisch nicht unterscheiden. Um abschlieflend zu entscheiden,
ob sich die beiden Spezies grundsatzlich nicht unterscheiden lassen, ist eine Diskussion der
Symmetrie eines Molekiils in externen Feldern notwendig; die Symmetrien eines Molekiils
in einem elektrischen und/oder magnetischen Feld sind mitunter andere als ohne Feld. Dies
wird in Kapitel 5, Abschnitt 5 ausfiihrlich besprochen.

In einem Gasverband gleicher Molekiile ist die relative Haufigkeit verschiedener Kern-
spinisomere unterschiedlich. Befindet sich das Gas im thermischen Gleichgewicht mit der
Temperatur T, so tritt jedes Kernspinisomer mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit auf, die
durch zwei Faktoren bestimmt ist: den in Kapitel 2, Abschnitt 3, Paragraph 4 eingefiihrten
Boltzmann-Faktoren W, der Rotationszustédnde des jeweiligen Isomers, und der Anzahl der
Kernspinzustdnde, die zu jedem Isomer gehoren. Die Boltzmann-Faktoren fiir jeden Rotations-

zustand sind gegeben durch

Rof
Ef k]t
exXp | T
FRot
T kymy = —gRot Ry = kg, kcoder t (4.40)

und - da sie fiir jeden Satz von Quantenzahlen ], kj, m; und damit fiir jede Symmetrie I'*" in
der Regel unterschiedlich sind - fiir jedes Isomer verschieden. Ist die Temperatur zum Beispiel
sehr niedrig, ist es sehr viel wahrscheinlicher in einem Gasverband von Molekiilen das A[A]-
Isomer zu finden, da fiir kleine Temperaturen vor allem der Rotationsgrundzustand besetzt ist.
In einem Gas, dessen Temperatur — rein hypothetisch — T = 0K betriige, finde man deshalb
auch nur das A[A]-Isomer vor. Der zweite Faktor, der die Haufigkeit eines Kernspinisomers
in einem Molekiilverband bestimmt, ist das statistische Gewicht. Diese Zahl gibt an, wie viele



Kernspinzustidnde zu einer symmetrieerlaubten Kombination aus Rotationsfunktionen und
Kernspinfunktionen (beziehungsweise aus Ort und Kernspin, siehe unten) gehéren. Fiir die
hier untersuchten Beispiele tritt zum Beispiel jeder Rotationszustand der A[A]-Spezies zu

einem Satz Quantenzahlen g5t

= 7-fach auf, da sich jede der sieben Kernspinfunktionen
mit A-Symmetrie, vergleiche Gleichung ( ), mit einer Rotationsfunktion mit A-Symmetrie
kombinieren lasst. 23 24) Die statistischen Gewichte der {ibrigen Kernspinisomere sind in
Tabelle 4.4 angegeben. Es sei darauf hingewiesen, dass diese Gewichte nicht bedeuten, dass
das Verhiltnis der Kernspinisomere stets 7 : 3 : 3 : 3 betrdgt. Wie oben beschrieben, ist das

Verhiltnis der einzelnen Kernspinisomere zueinander auch durch die Temperatur bestimmt.

Kernspinisomere starrer Molekiile sind bei tiefen Temperaturen und ohne Einwirkung
duflerer Felder durch unterschiedliche Kombinationen aus Wellenfunktionen fiir Rotation
und Wellenfunktionen im Kernspin bestimmt. Ihre Identifikation gelingt nach folgendem

Prinzip:
1.) Bestimmung der Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe des untersuchten Molekiils

2.) Bestimmung der durch das Symmetrisierungspostulat erlaubten irreduziblen Darstel-
lung Sy™

3.) Auffinden der irreduziblen Darstellungen, nach denen Rotations- und Kernspinfunk-
tionen transformieren, und gegebenenfalls Konstruktion der symmetriegerechten Ba-
sisfunktionen, vergleiche Gleichung (4.10) beziehungsweise (4.13) und Gleichung (4.29)

4.) Bestimmung der symmetrieerlaubten Kombinationen aus Rotations- und Kernspin-
funktionen, sowie deren statistisches Gewicht. Gegebenenfalls Anwendung des Ver-
fahrens der inversen Korrelation zur Bestimmung systematischer Entartungen der
Rotationsniveaus verschiedener Kernspinisomere

Unterschiedliche Kernspinisomere lassen sich nach Abschluss dieser Prozedur allein an-
hand der Rotationszustidnde einer bestimmten Symmetrie identifizieren. In einem Gas mit

der Temperatur T ist die Haufigkeit eines Kernspinisomers durch die Boltzmann-Faktoren

seiner Rotationszustiande und sein statistisches Gewicht bestimmt.

Wie dieses Vorgehen bei nicht-starren Molekiilen zu modifizieren ist und welche Probleme im
Zusammenhang mit diesen Modifikationen auftreten konnen, ist Gegenstand des néchsten
Abschnitts.

4 3 Kernspinisomere von Molekiilen mit ausfiihrbarer Torsion Die Identifikation
. ihrer Kernspinisomere ist fiir nicht-starre Molekiile um einiges schwieriger als fiir
starre. Das Problem, das sich fiir ein nicht-starres Molekiil im Allgemeinen auftut, ist die
Bestimmung des Hamilton-Operators fiir die Rotations-Kontorsions-Bewegungen FRot-Kon
und die Identifikation der Symmetrie seiner Eigenfunktionen. Um diesem Problem ange-
messen zu begegnen, wurden eine Reihe von Verfahren entwickelt, HRKon 7y formulieren.

23) Die Anzahl der Kernspinfunktionen mit einer bestimmten Symmetrie ist nicht immer identisch zum statistischen
Gewicht, wie im vorliegenden Fall der Vergleich mit Gleichung (4.33) suggeriert. Einige der Kernspinzustande
konnten eventuell »ausfallen«, weil keine Kombination dieser Zustdnde mit einer Ortsfunktion derart moglich
ist, dass das Produkt aus Ort- und Kernspinfunktionen oder Linearkombinationen dieser Produkte im Einklang
mit dem Symmetrisierungspostulat stehen.

24) Insbesondere in der Literatur zur Rotationsspektroskopie findet man unter der Bezeichnung »statistisches Ge-
wicht« statt der hier verwendeten Bedeutung die »Gesamtzahl der Zustdnde zu einer Energie«. Fiir das A[A]-
Isomer wire das statistische Gewicht dann gStG- = 7. (2] + 1) fiir jede Rotationsenergie.
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KAPITEL 4

Eigenfunktionen von
Kernspinisomeren

Diese unterschiedlichen Strategien sind stets mit der Wahl spezieller Koordinatensysteme
verbunden. Bei der Verwendung einiger der Koordinatensysteme ist die MS-Gruppe unter
Umstdnden zur Klassifikation der Rotations-Kontorsions-Zustande nicht ausreichend und es
muss statt ihrer eine erweiterte Molekiilsymetriegruppe, die EMS-Gruppe, verwendet werden.
Ziel dieses Abschnitts ist, all die genannten Aspekte im Zusammenhang mit der Identifikation
der Kernspinisomere von Molekiilen zu diskutieren.

Die Kernspinisomere des Nitromethans CH,NO, und Dibortetrafluorids B,F, werden be-
stimmt. > Dazu wird der Hamilton-Operator der Rotations-Kontorsions-Bewegungen fiir
ein Molekiil mit beobachtbarer Torsion diskutiert. Von den vielen existenten Strategien zur
Formulierung dieses Operators werden hier die Hauptachsenmethode und die Interne-
Achsen-Methode umrissen. Es wird auf die systematische Konstruktion der MS-Gruppe
eines Molekiils mit ausfithrbaren Torsionen nach Woodman und Soldan eingegangen. 2%
Mit Hilfe des entwickelten Formalismus werden die MS-Gruppen beider Molekiile be-
stimmt. Aufbauend auf den Symmetrieanalysen der Rotations-Torsions-Zustinde und der
Kernspinzustdnde beider Molekiile werden schliefilich ihre Kernspinisomere identifiziert.
Im Anschluss wird diskutiert, was eine erweiterte MS-Gruppe ist und unter welchen Be-
dingungen sie zur Identifikation der Kernspinisomere eines Molekiils verwendet werden
muss. Ziel dieser Diskussion ist es auch, einen Zusammenhang zwischen den bisherigen
Untersuchungen zur Quantendynamik fiir Molekiile mit einem Torsionsfreiheitsgrad und
den Ergebnissen der theoretischen Spektroskopie zur Problematik der EMS-Gruppe herzu-
stellen. Dazu wird ein hiufig verwendeter, zweidimensionaler Modell-Hamilton-Operator
zur Beschreibung der Rotations-Kontorsions-Dynamik vorgestellt und die Symmetrie sei-
ner Eigenfunktionen diskutiert.

Die Symmetrien der Rotations-Torsions-Eigenfunktionen von Nitromethan einschlief3-
lich ihrer statistischen Gewichte wurden schon von Bunker und Jensen >7) angegeben; die
Analyse der Symmetrien der Rotations-Torsions-Eigenfunktionen des Dibortetrafluorids ist
der Verdienst von Merer und Watson >%). Die Identifikation der Kernspinisomere beider Mo-
lekiile ist hingegen Ergebnis dieser Arbeit >9), ebenso die Diskussion des Zusammenhangs

von EMS-Gruppen und den Kernspinisomeren eines Molekiils.

§1: Zum Hamilton-Operator von Rotation und Torsion fiir zwei koaxiale Rotoren Fiir ein
Molekiil mit einem Kontorsionsfreiheitsgrad lasst sich der Hamilton-Operator FHROt=Kon ajige-

mein in der Form

o Rotkon 1 A I PO PR .
HioTion = 2 ZZI‘qq’]q]q’ 2 Z,(]pﬂpq)]q * 5”1/4[]()” P iopUon™ )1+ Eg'(p) - (441)
a q q

25) Beide Molekiile zeichnen sich durch vergleichsweise niedrige Torsionsbarrieren aus: Fiir Nitromethan ist
VOTor =4,17-10723], vergleiche Bunker/Jensen (1998: Kapitel 15, Abschnitt 5, Paragraph 4); die Barriere fiir
Dibortetrafluorid B,F, ist V(;ror = 3,18-10721], vergleiche Kochikov/Tarasov (2003). Zum Vergleich: Die Tor-
sionsbarriere von Ethen als Beispiel fiir ein starres Molekiil betrdgt VOTOlr =4,16-1071%] (entnommen: Wallace
(1989)).

26) Vergleiche Woodman (1970) und Soldan (1996b).

27) Vergleiche Bunker/Jensen (1998: Kapitel 15, Abschnitt 4, Paragraph 2).

28) Vergleiche Merer/Watson (1973).

29) Die Kernspinisomere Nitromethans werden in Grohmann/Leibscher (2010) diskutiert. Die ausfiihrliche Diskus-
sion der Kernspinisomere von Dibortetrafluorid ist hingegen noch nicht in Form einer Publikation veréffentlicht
worden.



angeben. 39) Hier steht g fur die molekiilfesten Koordinaten x, v, z, p; J r J v J , definieren die
molekiilfesten Komponenten des rovibronischen Drehimpulses 31); J 0 bezeichnet den Dre-
himpuls der Kontorsionsbewegung und ist explizit definiert als

5 ., 0

Jo = —lha—p ; (4.42)
p ist das Inverse des verallgemeinerten Tragheitstensors

p=1" (4.43)

geschrieben in den Koordinaten x,y, z, p; u = det y; und E5'(p) ist die Energie des elektro-
nischen Grundzustands als Funktion der Kontorsionsvariable p. Die Klammern im zweiten
und dritten Term auf der rechten Seite in Gleichung ( ) zeigen an, dass j p nur auf die
durch die Klammern eingeschlossene Faktoren wirkt. Der dritte Term in Gleichung (4.41)
fiihrt zu einer in der Regel kleinen Potentialkorrektur, die hdufig wie auch im Folgenden
vernachlassigt wird. 3> Die molekiilspezifische Grofe ist neben dem Potential Efl(p) der ver-
allgemeinerte Tragheitstensor I. Hat man einmal das molekiilfeste Koordinatensystem und die
Kontorsionsvariable p definiert, wird dieser symmetrische Tensor durch die 10 unabhéngigen

Komponenten
m m
Iqq = ZMi(riz + 512) Iqr = - ZMiqiri (444a)
i=1 i=1
und

= aq; 2 ar; 2 ds; 2 . ds; or;
Ty = )_M: [(a—p) (%) - (%) ] oy == )_M; (Gp-adp) e
spezifiziert, wobei hier qrs = xyz, zxy oder yzx, die Summen jeweils iiber alle Kerne des
Molekiils laufen und aufgrund der Symmetrie des Tensors I die Bedingungen I, = I,, bezie-
hungsweise I, = I, gelten. Je nach Wahl des molekiilfesten Koordinatensystems hat I und
dadurch auch der Operator HRt-Kon eine unterschiedliche Gestalt. Ziel ist es grundsitzlich,
ein Koordinatensystem zu finden, in dem diese Gestalt so einfach wie moglich ist, das heift
frei von »Kreuztermen« des Typs fq f g mitq, 9 =x,9zpundqg=q’.

Fiir den Fall, dass die Kontorsionsvariable p die Torsion zweier Molekiilfragmente be-
schreibt, existieren eine ganze Reihe verschiedener Methoden zur Formulierung von FRot-Tor
Zwei von ihnen werden in dieser Arbeit verwendet: die Hauptachsen-Methode (im Folgen-
den: HAM) und die Interne-Achsen-Methode (im Folgenden: IAM). 33) Bei der HAM wird
das molekiilfeste Koordinatensystem so gewdhlt, dass es fiir jeden Wert des Winkels p dem
Hauptachsensystem des Molekiils entspricht, das heifst I, = I, = I, = 0 fiirjedes p. Im All-
gemeinen ist es jedoch so, dass in diesem Koordinatensystem nach Berechnung von y Terme
des Typs /, q J g, 9% q in HRo=Tr yorhanden sind. In speziellen Fallen wird die HAM dennoch
verwendet, wie zum Beispiel fiir das im nédchsten Paragraphen besprochene Nitromethan
CH;NO,.

Das Ziel der IAM ist es, ausgehend vom Hauptachsensystem des Molekiils durch eine
geschickt gewahlte Koordinatentransformation Terme des Typs o J g, 9 # p systematisch zu

30) Vergleiche Bunker/Jensen (1998: Kapitel 15, Abschnitt 2).

31) Fiir ihre mathematische Form siehe zum Beispiel Bunker/Jensen (1998: S. 219 f.). Da die expliziten Ausdriicke
fiir das weitere Verstdndnis nicht relevant sind, werden sie hier nicht angegeben.

32) Zum Beispiel fiir Molekiile mit ausfiihrbaren Inversionen ist dies nicht gerechtfertigt, vergleiche dazu Bunker/
Jensen (1998: Kapitel 15, Abschnitt 2)

33) Beide Methoden werden zum Beispiel in Lin/Swalen (1959) oder Hougen/Kleiner/Godefroid (1994) besprochen.
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Abbildung 4.3

Zur Definition der Referenzstruktur, der Bindungslin-
gen und Bindungswinkel, beides Abbildung (a), sowie
des Torsionswinkels p, Abbildung (b) fiir Nitromethan
CH3NO,. Die Schreibweise (~e;) bedeutet, dass die

molekiilfeste e,-Achse in die Papierebene hineinzeigt.

eliminieren. Fiir zwei koaxiale Rotoren mit ausfithrbarer Torsion p ist dies oft auch moglich.
Jedoch hat diese Methode den Nachteil, dass die neuen Koordinaten oft schwer zu verstehen
sind und dariiber hinaus die MS-Gruppe zur vollstindigen Klassifikation der Eigenzustande
nicht mehr ausreicht. In den Paragraphen 3 und 4 wird dies im Detail fiir das hier unter-
suchte Dibortetrafluorid B,F, besprochen. Als zusitzliche Schwierigkeit sind in vielen Fillen
die Elemente des Tragheitstensors Funktionen der Kontorsionsvariable p, sodass — auch bei
Eliminierung aller Kreuzterme in der kinetischen Energie — eine vollstindige Trennung der
Torsionsbewegung von der Rotationsbewegung nicht moglich ist. Dies wird insbesondere in
Kapitel 8 noch von Bedeutung sein.

Hat man den Hamilton-Operator HR°-T°" nach der Wahl des Koordinatensystems berech-
net, lassen sich seine Eigenwerte und -funktionen mit Hilfe des Ritz’schen Variationsverfahrens
bestimmen. Als Basisfunktionen wahlt man in der Regel Funktionen des Typs

Dty by (0 b X0 ) = Pyt (0,6, ) Di (p) Ky = £Kp K, = +K, (4.45)

mit den Eigenfunktionen eines symmetrischen Kreisels @; t, ,,, als Funktionen der Euler’schen
Winkel 60, ¢, x und den Eigenfunktionen des freien, eindimensionalen Rotors (ka als Funk-
tion der Kontorsionsvariable p. Zur Identifikation der Kernspinisomere eines nicht-starren
Molekiils mit ausfithrbarer Torsion miissen die Symmetrien dieser Funktionen unter den
Permutationen der MS-Gruppe bestimmt und mit Kernspinzustinden ®*° passender Sym-
metrie kombiniert werden. Dies wird in den folgenden zwei Paragraphen fiir Nitromethan

und Dibortetrafluorid illustriert.

§2: Die Kernspinisomere des Nitromethans Zur Bestimmung des Hamilton-Operators
HRot=Tor £iir Nitromethan CH3N02 ist es tiblich, die HAM anzuwenden, das heif3t, das mole-
kiilfeste Koordinatensystem so zu wéahlen, dass es dem Hauptachsensystem Nitromethans
entspricht. Das Hauptachsensystem Nitromethans ist in Abbildung 4.3 (b) gezeigt. In die-
sem Koordinatensystem schreibt sich der Hamilton-Operator HR°T" fiir den elektronischen
Grundzustand in der Form

A Rot— 1 1 s 1 A | .

AR =~y [+ Sty + S a2 + pepledo + S ool + E6'(0) 5 (4.46)
die Definition der Elemente des inversen Tragheitstensors y ist in Details 4.1 zu finden, ihre
expliziten Werte zeigt Tabelle 4.5. Zwar ergeben sich bei einer solchen Wahl des Koordinaten-
systems Kreuzterme in der kinetischen Energie — der vierte Term auf der rechten Seite von

Gleichung (4.46) ist es in diesem Fall -, aber keines der Elemente von y ist abhangig von p. 35

34) Die Daten fiir die Struktur wurden der Literatur entnommen. Aus: Lide (2006: S. 9-40).

35) Vergleiche dazu auch Bunker/Jensen (1998: Kapitel 15, Abschnitt 4, Paragraph 2). Fiir diesen Befund gibt es auch
einen physikalischen Grund: Bei der hier getroffenen Wahl des Koordinatensystems kénnen lediglich die x und
y-Koordinaten der Protonen der Methylgruppe vom Torsionswinkel p abhéngen. Da die Methylgruppe fiir sich
jedoch ein symmetrischer Kreisel ist, miissen die Elemente Iy, I, fiir jeden Wert von p identisch und damit



Tabelle 4.5 12.9

Werte der Bindungslangen und -winkel fiir Nitromethan CH3NO,, vergleiche Abbildung (a), und die Werte fiir
die von null verschiedenen Elemente des p-Tensors bezogen auf das Achsensystem aus Abbildung (b). 3% ABSCHNITT 4.3
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ren[10710m] = 1,489 %yxx[w—ﬂj] = 0,044
renl107%m] = 1,008 B yy[10721] = 0,039
mo[10719m] = 1,224 W.10721] = 0,083
yonol°] = 107,0  u,o[1072Y] = 1,200
yuenl®] = 125,3 B p10721)] = 0,028

Die MS-Gruppe, unter deren Operationen der Hamilton-Operator aus Gleichung (4.46)
invariant bleibt, ist die Gruppe Gj,.3% Sie hat wie die MS-Gruppe eines jeden Molekiils
mit ausfiihrbaren Torsionen eine spezielle Struktur. Wie Woodman erkannte, l4sst sich die

MS-Gruppe eines solchen Molekiils im Allgemeinen schreiben als
GM® =T[GM]@4IG™], (4:50)

das heifit als semi-direktes Produkt der sogenannten Torsionsgruppe T[GMS] und der Frag-
mentgruppe $[GMS] des Molekiils. 37) Fiir die Untersuchungen dieser Arbeit ist lediglich ein
Spezialfall interessant: Beide nicht-starren Molekiile, die in dieser Arbeit untersucht werden,
haben nur einen Torsionsfreiheitsgrad; sie bestehen aus zwei koaxialen Rotoren. Fiir diesen
Typ von Molekiil wurde von Soldén eine Systematik zur Konstruktion der Torsionsgruppe
und der Fragmentgruppe entwickelt, die im Folgenden erldutert werden soll. 3®)

Fiir ein Molekiil mit zwei koaxialen Rotoren schreibt sich die Torsionsgruppe als ein direk-
tes Produkt zweier zyklischer Gruppen C(nii), i = 1,2, wobei n; die Zdhligkeit des i-ten internen

Rotors des Molekiils angibt; das heifdt

Die Torsionsgruppe ist stets eine invariante Untergruppe der MS-Gruppe des Molekiils. Da
die Gruppen cﬁji’ zyklisch sind, lassen sie sich beide aus je einem Element generieren. Die
Generatoren t; beider Gruppen schreiben sich als

tp=(12..m) mit ] = (1) (4.52a)

ty = ((ng +1) ... (my + 1)) mit ) =(1). (4.52b)
Es wird deutlich, dass die Zahligkeit des i-ten Rotors der Ordnung der Gruppe Csf,,) entspricht.
Wendet man diesen Formalismus auf Nitromethan an — vergleiche Abbildung 4.5 fiir die
Bedeutung der verwendeten Bezifferungen —, ist

t; = (123) (4.53a)

t, = (45), (4.53b)

unabhéngig von p sein.

36) Die MS-Gruppe von Nitromethan wird zum Beispiel in Bunker/Jensen (1998: Kapitel 15, Abschnitt 4, Paragraph
2) diskutiert.

37) Siehe dazu die Arbeit Woodman (1970).
38) Vergleiche dazu Soldan (1996a) und Soldan (1996b).



130

KAPITEL 4

Eigenfunktionen von
Kernspinisomeren

Details 4.1
Zur Berechnung der Elemente des inversen Tragheitstensors des Nitromethans CH3NO,,.

Fiir die in Abbildung 4.3 (a) und (b) gezeigten Koordinaten ergeben sich folgende Beziehungen

XH, = %H, cos(p) XH, = xcos(p + 2/3m) XH, = X cos(p + 4/3m) (4.47a)
yH, = XHl sin(p) VH, = xsin(p + %/3m) YH, = Xsin(p + 4/3m) (4.47b)
ZH, = TCN *+ 'CH €0s(7 = YHCN) ZH, = 2H, ZH, = 2H, (4:47¢)
xc=0 x0, = ™o cos(1/2yoNo) X0, = —*Oj4 (447d)
yc=0 yo, =0 yo, =0 (4.47¢)
ZC = TCN 20, = ™o sin(l/2yoNo) 20, = 70, (4.471)

mit ¥ = rcN cos(YHCN — /2). Zur Vereinfachung wurde hier angenommen, dass der Schwerpunkt des Molekiils
mit den Koordinaten des Stickstoffkerns N zusammentfallt, sodass xn = yN = zy = 0. Fiir die Untersuchungen in
Kapitel 6 ist diese Naherung angemessen. Unter Verwendung von Gleichung (4.44) erhdlt man anhand der obigen

Beziehungen
1
Iy = 2mozé + mczé + 3myg (59212_1 + zﬁ) Iy =0 (4.48a)
1
Iyy = 2mo(x(2) +z(2))+mczé+3mH(5:E12{+zI%I) I;=0 (4.48b)
I, = 2mox} + 3my iy 2z =0 (4.48¢)
und
Lpp = 3muxh Lp = -3muxh (4.48d)
Iyp=1yp =0, (4.48¢)

das heif3t keines der Elemente des Trégheitstensors I hangt von p ab. Durch Invertierung von I ergibt sich

1 1 Lop
- = = 4.49a

Fo = T oL, RS T2 o

und
Iz, IZP
foo = Hap = — i (4.49b)
7 Laalpp - I T Lalpp -1

was unter Verwendung von Gleichung (4.41) den Hamilton-Operator aus Gleichung (4.46) bestatigt.
sodass

T[Gy2] = {(1),(123), (132)} ®{(1), (45)} - (4.54)

Fiir Nitromethan ist die erhaltene Torsionsgruppe selbst zyklisch und isomorph zur Gruppe
Cs.

Zur Konstruktion der Fragmentgruppe 4[GMS] miissen zwei Falle unterschieden werden:
(i) beide interne Rotoren sind identisch, oder (ii) beide interne Rotoren sind unterschied-
lich. Fiir Nitromethan trifft der zweite Fall zu; der Fall identischer Rotoren wird im nichsten
Paragraphen fiir Dibortetrafluorid diskutiert. Sind die beiden Rotoren des Molekiils nicht
identisch, so ist die Fragmentgruppe eine Gruppe der Ordnung zwei. Sie wird generiert durch

die Permutationsinversion

b= (2n1)(3(ny = 1)).n. (g + 2)(my + nz))((nl +3)(my + 1y = 1))..(1)7, (4.55)

mit der Vereinbarung, dass die rechte Zahl in einer Transposition stets grofler sein muss als die
linke Zahl. Fiir Nitromethan erhélt man mit #; = 3 und n, = 2 beispielsweise den Generator

b= (23)°, (4.56)



Tabelle 4.6
Die Charaktertafel der Gruppe T[G1,] inklusive der dquivalenten Rotationen Orot bei Verwendung der Typ I"-
beziehungsweise Typ I11"-Konvention (vergleiche Tabelle fiir ihre Definition), der Ordnung jeder Klasse by und

der Wirkung der Operationen je einer Klasse auf den Torsionswinkel aus Abbildung 4.3. Es ist g = exp (i7/3).
T[G12) (1) (123) (132) (45)  (123)(45) (132)(45)
bi 1 1 1 1 1 1
Orot I RO RO RO RT RT RT
Orot (IIT7) RO RO RO RE R R
P pp-3n p+3n  p+m  p+E  p-%
A 1 1 1 1 1 1
A” 1 1 1 -1 -1 -1
E] 1 -ug X 1 - —xg
E} 1 % = 1 —xg -u
EY 1 -Xg -ug -1 X g
EJ 1 = ~%g -1 e e

und damit

3[G12] ={(1),(23)"} . (4.57)

Setzt man die auf diese Weise erhaltene Torsions- und Fragmentgruppe in Gleichung (4.50)
ein, ergibt sich die gesuchte MS-Gruppe des Molekiils.

Die MS-Gruppe des Nitromethans G, ldsst sich dem eben diskutierten Formalismus
folgend schreiben als

G2 ={(1),(123),(132), (45), (123)(45), (132)(45)} ®{(1), (23)"} . (4.58)

Durch einen Vergleich mit Gleichung wird deutlich, dass die Torsionsgruppe identisch zur
Permutationsuntergruppe von Gy, ist. Dies gilt auch allgemein fiir nicht-identische koaxiale
Rotoren, da die Fragmentgruppe neben der Identitidt nur eine einzige Permutationsinversion
enthalt. Ihre Charaktertafel ist in Tabelle 4.6 zusammen mit den dquivalenten Rotationen und
dem Transformationsverhalten des Winkels p zu sehen. Mit Hilfe dieser Gruppe lassen sich
die Kernspinisomere des Nitromethans bestimmen.

Im ersten Schritt muss wieder zundchst die symmetrieerlaubte Darstellung I'SY™ fiir die
molekularen Zustdnde des Nitromethans gefunden werden. Da durch die Operationen der
MS-Gruppe lediglich die Sauerstoffkerne und die Protonen der Methylgruppe permutiert
werden, sind nur die Kernspins dieser Kerne relevant. In der hier betrachteten Isotopenzu-
sammensetzung ist T 16 = 0, das heifst, die Sauerstoffnuklide sind Bosonen; die Protonen der
Methylgruppe mit jeweils Spin 7 1j; = /2 sind dagegen Fermionen, vergleiche auch Tabelle
Jede molekulare Wellenfunktion Nitromethans muss somit nach der Darstellung

rsm = A’ (4.59)

transformieren. Unter den im ersten Abschnitt dieses Kapitels genannten Annahmen miissen

zur Identifikation der Kernspinisomere des Nitromethans jene Produkte

@Rot. QDTOI" (DKS (460)
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oder Linearkombinationen solcher Produkte gefunden werden, welche nach der Darstellung
I'SY™ transformieren. Bei einem nicht-starren Molekiil ist dazu notwendig, die Symmetrien der
Wellenfunktionen @R, ®T°r und ©XS unter den Operationen von T[G,] zu bestimmen. Wie
dies fiir die Rotations- und Kernspinfunktionen ®@R° und ®* funktioniert und welche Beson-
derheiten bei der Bestimmung ihrer Symmetrien zu beachten ist, wurde bereits besprochen.
Folgt man dem obigen Ablauf — (i) Bestimmung der Darstellungen in der Basis der Funktionen
Dy 1k;,m beziehungsweise @7, g, @Iz,mzz ,... und deren Charaktere mit Hilfe von Gleichung
(4.11) beziehungsweise Gleichung (4.29); (ii) Bestimmung der irreduziblen Bestandteile der er-
haltenen Darstellung mit Hilfe von Gleichung (3.32); (iii) Bestimmung der Basisfunktionen zu
den gefundenen irreduziblen Darstellungen -, so findet man fiir die Basisfunktionen @; , Kjm;

A’ falls Kj = K, und gerade oder Kj = K, und gerade

@ ~ A’ falls K; = K, und gerade oder K;j = K, und ungerade
Jkgmy A” falls K; =K, und ungerade oder K; = K, und ungerade

A” falls K; =K, und ungerade oder Kj = K. und gerade

(4.61)

wobei die Bedeutung von K; durch die Wahl der Achsenkonvention bestimmt ist, vergleiche
Tabelle 2.2, und fiir die acht Kernspinzustiande Nitromethans

A fiir T =30[1]
7, ~3 B, fir T=10[1] . (4.62)
E, fir 7 =1/[1]

Zur Bestimmung des Transformationsverhaltens der Torsionswellenfunktionen @™ ist die
Kenntnis des Verhaltens der freien Rotorfunktionen @, Kor vergleiche Gleichung ( ) mit
K, = |k,l, unter den Operationen der (Permutationsuntergruppe der) MS-Gruppe notwendig:
Entweder die Funktionen &, K, sind identisch zu den Torsionseigenfunktionen ®1° — dies
ist der Fall, wenn VOTor = 0 —, oder die Torsionseigenfunktionen ®Tor gchreiben sich als Line-
arkombinationen der Funktionen @, k, — dies gilt, falls V" # 0. Grundsitzlich gilt fiir die
darstellenden Matrizen in der Basis der freien Rotorfunktionen

exp(iK,y) 0
0 exp(-iK,y)
Do, 0] = , (4.63)

falls O = P

[ 0 exp(iK,7)
exp(—ipr)

wobei P in beiden Féllen derselben Permutation entspricht, und y den Winkel bezeichnet, um

falls O = P*

dessen Wert sich der Torsionswinkel p durch die Ausfithrung der Permutation P gedndert
hat. Wie auch schon bei den Rotationsfunktionen miissen die Funktionen zur Erzeugung der
Matrizen Dyg, k) [O] als Spalte angeordnet werden. Die Wirkung der Operationen der Gruppe
T[G,] auf den Torsionswinkel p aus Abbildung 4.3 (b) ist in Tabelle 4.6 angegeben. Damit
lasst sich zeigen, dass die Matrizen Dyq, k) [O] die Darstellungen

A’ falls K, =0
A’ falls K, =6q
rrer =4 a7 falls K, =6q-3 mit g € IN (4.64)
El®E, falls K,=6g=1
E/®E) falls K,=6q+2



Tabelle 4.7

Symmetrieerlaubte Kombinationen aus Rotations-, Torsions- und Kernspinwellenfunktionen fiir Nitromethan. Bei

St.G.

den statistischen Gewichten g wurden die Spinzustdnde des Stickstoffkerns nicht beriicksichtigt, da er keinen

Einfluss auf die relative Haufigkeit der Kernspinisomere hat.

rXs [Rot-Tor rRot rTor gSt,G‘
A A A A 4
(Ortho) A A”

7 7 7
E, E) A E) 2

7

(Para-1) A" E} 2

7
E) E) A E) 2
(Para-2) A" EY 2

bilden. Die zugehorigen Basisfunktionen lassen sich entsprechend mit Hilfe von Projektions-

operatoren konstruieren, mit dem Ergebnis

A" falls K,=0 A’ falls K,=0
A’ falls K, =6q A’ falls K, =6q
P, ~{ A” falls K,=69-3 D, ~1 A” falls K,=69-3 , (4.65)
B} falls K,=6q+1 E, falls K,=6q+1
Bl falls K, =6q+2 EY falls K,=6q+2

) bezeichnen. Die Kern-
spinisomere Nitromethans ergeben sich nun aus den symmetrieerlaubten Kombinationen
rRot=Tor| PKS1- sje sind in Tabelle

verschiedenen Kernspinmodifikationen, die hier als Ortho-, Para-1- und Para-2-Nitromethan

wobei @, K, wieder die freien Rotorfunktionen aus Gleichung (
gezeigt. Wie dort zu sehen ist, existiert Nitromethan in drei

bezeichnet werden. 39 Da die Gruppe T[G,] abelsch ist, lassen sich die zugehorigen Eigen-
funktionen der Kernspinisomere als direktes Produkt der Wellenfunktionen aus Gleichung
(4.61), Gleichung (
schiedlichen Kernspinisomere nicht mehr allein anhand ihrer Rotationszustdnde identifizieren

) und Gleichung ( ) schreiben. Interessant ist, dass sich die unter-
lassen, wie es bei starren Molekiilen der Fall ist. Fiir Nitromethan sind unterschiedliche Kern-
spinisomere nur durch die Symmetrien ihrer Rotations-Kontorsions-Zustdnde eindeutig zu
unterscheiden. Das Rotations-Torsions-Spektrum Nitromethans wird fiir ein spezielles Szena-
rio in Kapitel 6 detaillierter besprochen; fiir diese Diskussion sind jedoch einige Ergebnisse
aus Kapitel 5 nétig.

Das hier beschriebene Vorgehen funktioniert fiir jedes Molekiil, dessen Hamilton-Operator
tiir die Rotations-Torsions-Bewegung durch Anwendung der HAM gefunden wurde. Verwen-
det man stattdessen die IAM, miissen einige Besonderheiten berticksichtigt werden, auf die

im folgenden Paragraphen am Beispiel des Dibortetrafluorids eingegangen wird.

§3: Die Kernspinisomere Dibortetrafluorids Wie in der Literatur zur theoretischen Behand-
lung von Molekiilen mit einem Torsionsfreiheitsgrad ausfiihrlich beschrieben, gelingt es fiir
Molekiile mit zwei identischen Rotoren mit einer Zihligkeit > 2, die kinetische Energie in der
Form

reimee 1 1 1 1
HROt Tor:E”lxx])?+§”lyy]y2+§’/lzz]22+Eﬂpp]g‘i—Egl(p)’ (4:66)

39) In Anlehnung an die Kernspinisomere des Methylfluorids, vergleiche zum Beispiel Nagels/Schuurma/Chapovs-
ky/Hermans (1996).
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(o.D

Abbildung 4.4

Definition der Referenzstruktur, der Bindungsldngen und Bindungswinkel, beides Bild (a), sowie des Torsionswinkels
p in IAM-Koordinaten, Bild (b.i), beziehungsweise in HAM-Koordinaten, Bild (b.ii), fiir Dibortetrafluorid B,F,. Die
Schreibweise (—e,) bedeutet, dass die molekiilfeste e,-Achse in die Papierebene hinein zeigt.

zu schreiben, sofern man die IAM verwendet. 49) Die Elemente des p-Tensors lassen sich fiir
Dibortetrafluorid analog zu Nitromethan aus den Bindungsldngen und Bindungswinkeln
der Referenzstruktur berechnen. Die Referenzstruktur Dibortetrafluorids ist in Abbildung

(a) gezeigt; die Definition des internen Achsensystems in Abbildung 4.4 (b.i) zu sehen; die
verwendeten Werte fiir Bindungslangen und Bindungswinkel sind in Tabelle 4.8 angegeben.
Fiir zwei identische Rotoren, die sich gegeneinander drehen, ist das molekiilfeste Achsensystem
stets so gewdhlt, dass die e,-Achse den dihedralen Winkel ¢ = x; — x; halbiert. Die Winkel
X1 und x, entsprechen dabei dem Eulerwinkel yx fiir Rotor 1 und 2, siehe Abbildung
(b.ii). Warum die Winkel auf diese Weise gewdhlt werden und warum der dihedrale Winkel
¢ vom Torsionswinkel p unterschieden werden muss, bedarf einer gesonderten Diskussion,
vergleiche Paragraph 4 dieses Abschnitts. In dem Koordinatensystem (b.ii) aus Abbildung
nehmen die Elemente des inversen Tragheitstensors die in Tabelle 4.5 gezeigte Form an. 4*) Wie
sich erkennen lésst, sind im Falle des B,F, die Elemente ., und p,, von der Torsionsvariable
p abhangig, sodass die Rotations- und Torsionsbewegung nicht entkoppelt werden kénnen,
obwohl sich AF¥on-Rot iy der Form Gleichung (4.66) schreiben ldsst. Diese Problematik wird
in Kapitel 8 noch von Bedeutung sein; hier soll nur die Bestimmung der Kernspinisomere
besprochen werden, fiir die dieses Problem nicht relevant ist.

Um die Kernspinisomere Dibortetrafluorids zu finden, miissen die symmetrieerlaubten
(Linearkombinationen der) Produkte aus den Funktionen ®I,k],m1,kpl vergleiche Gleichung
(4.45), und ®X5 mit Hilfe der Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe gefunden werden.
Die MS-Gruppe von Dibortetrafluorid ist G 4. 4> Auch diese Gruppe ldsst sich mit Hilfe des im
letzten Paragraphen eingefiihrten Formalismus systematisch konstruieren. Die Konstruktion

der Torsionsuntergruppe gelingt wieder durch Verwendung von Gleichung (4.52); sie lautet
T[Gi6] ={(1), (12)} ®{(1), (34)} = {(1), (12),(34), (12)(34)} . (4.67)

Die Bedeutung der hier angegeben Permutationen geht aus der in Abbildung 4.4 (a) gezeigten
Nummerierung identischer Kerne hervor. Die Konstruktion der Fragmentgruppe muss fiir
den Fall zweier identischer koaxialer Rotoren modifiziert werden. Sie schreibt sich fiir diesen
Fall als das direkte Produkt

BGCM1=35,0%;, (4.68)

40) Die IAM wird fiir koaxiale Rotoren in Soldan (1996b) systematisch abgehandelt.
41) Die hier berechneten Elemente des inversen Tragheitstensors bestétigen die Ergebnisse von Merer /Watson (1973).

42) Die MS-Gruppe G1¢ wird unter anderem in Merer/Watson (1973), Soldan (1996b) und Bunker/Jensen (1998:
Kapitel 15, Abschnitt 5, Paragraph 6) besprochen. Sie findet auch Anwendung bei der Behandlung elektronisch
angeregter Zustinde des Ethens C,H,, kiirzlich zum Beispiel in der Arbeit Lasorne/Robb/Meyer/Gatti (2010).



Tabelle 4.8
Werte der Bindungsléngen und -winkel fiir Dibortetrafluorid B,F ,, vergleiche Abbildung (a), und die Werte fiir

(b.i).43)

die von null verschiedenen Elemente des p-Tensors bezogen auf das Achsensystem aus Abbildung

2
b (s + pyy) = %2
rp[1071%m] = 1,730 =gz, o)
2 12 cos(2
rpr[1071%m] = 1,321 b (s = 1yy) = C;SZ( ¢)
202y, 174h4 5 cos?(2p)
Hzz
yeeB[°] = 117,4
mit B[10724]] = 2,706
2
B2 [10724]] = 6,929
2
B nppl10724] = 6,929

wobei die Gruppen 4; und 4; jeweils Gruppen der Ordnung 2 sind. Sie werden generiert

durch die Elemente

(4.69a)
(4.69Db)

by = (2n1)(3(m1 = 1)((n1 + 2)(my + 1)) (1 + 3)(my + 13 = 1))...(1)"
I, = (1(1/11 + 1))(2(7’11 + 1/12))...(711(711 + 2))((?11 +ny + 1)(1’11 + 1y + 2))(1)’f
mit I1; als Generator der Gruppe %, und hi; als Generator der Gruppe %,. Auch hier gilt: Die

linke Zahl in einer Transposition muss stets kleiner sein als die rechte. Fiir Dibortetrafluorid

ergibt sichmit ny =n, =2

= (1) (4.70a)

hp, = (13)(24)(56)", (4.70b)
sodass sich die Fragmentgruppe schreibt als

3[Gie] = {(1), (13)(24)(56)"} @ {(1), (1)} - (4.71)

Die vollstandige Gruppe erhélt man wieder durch Berechnung des semi-direkten Produktes
T[G14]®5[G16]; das Ergebnis ist
Gy ={(1),(12),(34), (12)(34), (13)(24)(56), (14)(23)(56), (1423)(56), (1324)(56)}
®{(1), (1)}
= Gys[Gisl@{(1), (1)) (4.72)

43) Zur Bestimmung der Rotationskonstanten wurde eigens eine Geometrieoptimierung auf Grundlage quanten-
chemischer Methoden durchgefiihrt. Fiir die Berechnung wurde das Quantenchemieprogrammes GAUSSIAN
(Frisch/Trucks/Schlegel /Scuseria/Robb/Cheeseman/Montgomery / Vreven/Kudin/Burant/Millam/Iyen-
gar/Tomasi/Barone/Mennucci/Cossi/Scalmani/Rega/Petersson/Nakatsuji/Hada/Ehara/Toyota/Fukuda/
Hasegawa /Ishida/Nakajima/Honda/Kitao/Nakai/Klene/Li/Knox/Hratchian/Cross/Bakken/Adamo/
Jaramillo/Gomperts/Stratmann/Yazyev / Austin/Cammi/Pomelli/Ochterski/ Ayala/Morokuma/Voth/Salva-
dor/Dannenberg/Zakrzewski/Dapprich/Daniels/Strain / Farkas /Malick /Rabuck/Raghavachari/Foresman/
Ortiz /Cui/Baboul/Clifford /Cioslowski/Stefanov /Liu/Liashenko/Piskorz /Komaromi/Martin /Fox /Keith /
Al-Laham/Peng/Nanayakkara/Challacombe/Gill/Johnson/Chen/Wong/Gonzalez/Pople: 2004) benutzt;
als Methode wurde ein Coupled-Cluster Ansatz vom Typ SD(T) unter Anwendung einer aug-cc-pVTZ Basis
verwendet. Die Werte fiir Bindungsldngen und Bindungswinkel entsprechen denen der planaren Struktur; es
wurde angenommen, dass sie sich bei einer Torsion der beiden BF,-Gruppen nicht &ndern.
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1 36 Tabelle 4.9

Transformationsverhalten der Winkel 0, ¢, x1, x2, x und p unter den Generatoren der Gruppen D,4q(M) und D4q(EM)

KariTEL 4 bei Verwendung der Typ I"-Konvention (vergleiche Tabelle fiir ihre Definition). Es ist x = 1/2(x1 + x2) und
=12 - .
Eigenfunktionen von p= V202~ x1)
Kernspinisomeren
(1) (14)(23)(56) (1423)(56) (1y
-0 -0 0
P+ ¢+m ¢
X1 TT— X2 TT— X2 X1
X2 T— X1 —X1 X2
X T—X X +72 X+
P 4 p -2 p+m
éRot(I’) Rg/z 7?‘;-[71/4 Rg

Hier lasst sich erkennen, dass die Permutationsuntergruppe G2 [G1] im Falle von B,F, nicht
identisch zur Torsionsgruppe ist; letztere ist lediglich eine Untergruppe von Gy [Gy4]. Dies
giltallgemein: Da die Fragmentgruppe stets eine Gruppe der Ordnung 4 ist, muss sie neben der
Identitédt genau eine weitere Permutation enthalten, sodass die Torsionsgruppe des Molekiils
nur einen Teil aller ausfithrbaren Permutationen enthalt. Wie sich zeigen ldsst, ist die Gruppe
G&% [G16] isomorph zur MS-Gruppe D,4(M). Eine mogliche Prasentation letzterer ist

D2a(M) = ((1423)(56), (14)(23)(56)] ((1423)(56))* = ((14)(23)(56))° = (1)) - (4.73)

Ihre Charaktertafel ist in Tabelle 4.3 (a) gezeigt, wenn man dort jede Permutationsinversion
P* durch die ihr entsprechende Permutation P ersetzt. Zur Bestimmung der Kernspinisome-
re Dibortetrafluorids gilt es nun das Gleiche zu finden wie fiir Nitromethan: die Produkte
@Rot=Tor. KS deren Symmetrie im Einklang mit dem Symmetrisierungspostulat steht.

Dibortetrafluorid besteht in der hier betrachteten Isotopenzusammensetzung auschliefs-
lich aus fermionischen Kernen —jeder Fluorkern tragt den Spin T 19p = 1/2, jedes Nuklid des
Bors den Kernspin T 115 = 32, vergleiche Tabelle 1.1. Laut den Forderungen des Symmetrisie-
rungspostulats, vergleiche Abschnitt 1 dieses Kapitels, muss jeder molekulare Zustand unter
den Permutationen (1), (12)(34), (1423)(56), (1324)(56) aus Gleichung (4.72) das Vorzeichen
behalten beziehungsweise unter den Permutationen (12), (34), (13)(24)(56), (14)(23)(56) das
Vorzeichen wechseln; er muss nach der Darstellung

rsy™ = A, (4.74)

transformieren.

Die Bestimmung der Darstellung I'*°-1°r in der Basis der Funktionen @j, Ky, my k, ist mOg-
lich, sobald man das Transformationsverhalten dieser Funktionen beziehungsweise der vier
Winkel 0, ¢, x und p unter den Operationen der Gruppe D,4(M) kennt. Um dieses Verhalten
zu bestimmen, findet man in der Literatur zur Spektroskopie solcher Molekiile folgendes
Vorgehen: Man bestimmt zunédchst das Transformationsverhalten der Koordinaten 6, ¢, x;
und x,, wobei x; und x, den Euler’schen Winkeln x des Fragments 1 beziehungsweise 2
entsprechen, vergleiche Abbildung 4.4 (b.ii). Das Verhalten dieser Koordinaten unter den
Generatoren der Gruppe D,4(M) ist in Tabelle 4.9 gezeigt. Definiert man anschlieSend

1
xX=5 (x1+x2) (4.75a)



Tabelle 4.10

Ergebnis der Analyse der Darstellung I'Rot-Tor

und K, = |ky|. 4°)

in der Basis der Funktionen aus Gleichung (

). Es ist K] = |k]|
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I‘RothOr K] KP

Aq 0 (Jmod?2 =0) mod2 =10
mod 4 =0 (= 0) mod2 =0
mod 4 =2 mod 2 =0 (= 0)

Aj 0 (Jmod2 = 0) mod2 =0
mod 4 =0 (= 0) mod2 =0
mod4 =2 mod 2 =0 (= 0)

B 0(Jmod?2 =0) mod2 =0 (= 0)
mod 4 =0 (= 0) mod 2 =0 (= 0)
mod4 =2 mod2 =0

B, 0 (Jmod 2 = 0) mod 2 =0 (= 0)
mod4 =0 (= 0) mod 2 =0 (= 0)
mod4 =2 mod2 =10

E mod?2 =0 mod2 =0

1
p=5x2—-x1), (4.75b)

2

so ergibt sich das ebenfalls in Tabelle 4.9 gezeigte Transformationsverhalten des Rotations-
winkels x und des Torsionswinkels p, mit dessen Hilfe sich die Symmetrie der Funktionen
D) k;,my k, analysieren lasst. 44) Das Ergebnis dieser Analyse ist in Tabelle zusammenge-
fasst. 45)

Die Kernspinzustande Dibortetrafluorids lassen sich analog zu dem in Abschnitt 2, Para-
graph 3 besprochenen Vorgehen bestimmen. Da jeder Fluorkern den Spin 7 19 = 1/2 und jeder
Kern des Bors den Kernspin 7 11 = 32 trigt, gibt es insgesamt (2- ¥2 + )2 (2-1/2 + 1)* = 256

Kernspinzustinde. Sie transformieren in der Gruppe Dy, (M) nach der Darstellung
'S =78.A,®6-A,®10-B; ® 66-B, ®48-E . (4.76)

Im nédchsten Schritt miissen diese Kernspinzustdnde mit den Rotations-Torsions-Zustdnden
derart kombiniert werden, dass die Produkte aus beiden nach der Darstellung A, transfor-
mieren, vergleiche Gleichung (4.74).

XS gind in Tabelle Zu se-

Die symmetriegerechten Kombinationen aus I'*t-T°r ynd
hen. Es ist zu erkennen, dass Dibortetrafluorid in Form von fiinf Kernspinisomeren existiert.
Wie auch schon bei Nitromethan lassen sich unterschiedliche Kernspinisomere nur anhand
ihrer Rotations-Torsions-Zustidnde eindeutig identifizieren. Dartiber hinaus fillt bei genauerer
Betrachtung von Tabelle auf, dass es Paare der Quantenzahlen K; und K, gibt, die zu

mehreren Kernspinisomeren gehéren. Das heifit jedoch nicht notwendigerweise, dass sich die-

44) Ausfihrlich diskutiert dieses Vorgehen zum Beispiel Bunker/Jensen (1998: Kapitel 15, Abschnitt 4, Paragraph 4
bis 6).

45) Die dort gezeigten Ergebnisse lassen sich unter Berticksichtigung der Diskussion aus Paragraph 4 dieses Ab-
schnitts aus den Resultaten von Merer/Watson (1973) ableiten.

46) Die Modulo-Funktion mod gibt an, wie grof der Rest ist, der bei der Division zweier ganzer Zahlen g, b {ibrig
bleibt. So heifst Ky mod 4 = 0, dass Kj durch vier teilbar ist.
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Tabelle 4.11

Symmetrieerlaubte Kombinationen aus Rotations-, Torsions- und Kernspinwellenfunktionen fiir Dibortetrafluorid.

FKS rRot—Tor gSt.G.
A Ay 78
Ay Ay 6

B, B, 10
B, B, 66

E E 48@

@ Man beachte, dass fiir das direkte Produkt
EQE=A1®A,®B; ®B)

gilt, das heif3t, von den vier Zustidnden, die Basis zur Darstellung E ® E sind, transformiert nur einer nach A;.

se Kernspinisomere energetisch nicht unterscheiden lassen: Wie in Tabelle auch deutlich
wird, stimmen keine zwei Kernspinisomere in allen Basisfunktionen iiberein. Das Spektrum
Dibortetrafluorids wird in Kapitel 8 genauer diskutiert; auch dafiir sind Ergebnisse aus Kapitel
5 notwendig.

Die Bestimmung der Kernspinisomere Dibortetrafluorids ist an dieser Stelle beendet; die
symmetrieerlaubten Kombinationen aus Rotations-Torsions- und Kernspinfunktionen wurden
erfolgreich identifiziert. Das Vorgehen wurde im Vergleich zu Nitromethan, siehe Paragraph 2
dieses Abschnitts, jedoch etwas modifiziert: Die Symmetrien der Rotations-Torsionszustande
wurden hier direkt bestimmt. Nicht ohne Grund: Moéchte man die Rotations- und die Torsi-
onsfunktionen getrennt nach den Darstellungen der MS-Gruppe klassifizieren, so stellt man
fest, dass dies fiir ungerade Werte der Quantenzahlen K; und K, nicht moglich ist. Zwar ist
dieses Problem fiir die Ergebnisse aus Kapitel 6 und 8 nicht relevant — dort wird entweder
die HAM verwendet (Kapitel 6), bei der dieses Problem nicht auftritt, oder es besteht kein
Interesse daran, die Rotationsdynamik und die Torsionsdynamik der Molekiile separat zu
untersuchen. Studiert man die Literatur zur Symmetrie nicht-starrer koaxialer Rotoren, ist es
jedoch kaum méglich, nicht mit diesem Problem konfrontiert zu werden. Dariiber hinaus ist
dieses Problem von der Gemeinschaft der Quantendynamiker noch nicht aufgegriffen worden,
obwohl die Wellenpaketdynamik koaxialer Rotoren seit Langerem intensiv erforscht wird. 47)
Diese Liicke ein Sttick zu schlieflen und Anhaltspunkte fiir etwaige Folgearbeiten zu liefern,
ist Ziel des folgenden Paragraphen.

§4: Kernspinisomere und EMS-Gruppen Die ungewohnlichen Symmetrieeigenschaften
von Molekiilen mit einem Torsionsfreiheitsgrad wurden bereits 1964 von Hougen fiir die
Beispiele Ethan und Dimethylacethylen publik gemacht. 4¥) Das Problem, das sich fiir die-
se Molekiile ergibt, ist das gleiche wie fiir Dibortetrafluorid: Verwendet man die IAM zur

Bestimmung des Hamilton-Operators HR°t-T°" 50 lassen sich weder die Rotations- noch die

47) Vergleiche dazu zum Beispiel Al-Jabour (2011); Alfalah/Kinzel/Gonzalez-Vasquez/Gonzélez (2010); Assmann/
Sanz Sanz/Pérez-Hernandez/Worth/Gonzalez (2010); Belz (2011); Bredtmann (2009); Bychkov/Grishanin/Zad-
kov/Takahashi (2002); Deeb /Leibscher/Manz/Muellern/Seideman (2007); Flof8 (2009); Fujimura/Gonzalez/
Kroner/Manz/Mehdaoui/Schmidt (2004); Grohmann/Deeb /Leibscher (2007); Hoki/Kroner/Manz (2001); Zh-
danov/Zadkov (2010).

48) Die Aufarbeitung der Geschichte der Symmetrie zweier koaxialer Rotoren ist in Bunker/Jensen (1998: Kapitel 15,
Abschnitt 4, Paragraph 4) zu finden. Die erste Hélfte des vorliegenden Paragraphen stiitzt sich im Wesentlichen
auf die dort nachzulesende Argumentation.



Torsionseigenfunktionen nach den irreduziblen Darstellungen der MS-Gruppe klassifizieren.
Hougen erkannte, dass die Ursache dieses Problems auf das Transformationsverhalten der
Rotations- und Torsionswinkel x und p zuriickzufiihren ist - sie sind »doppelwertig« 49). Um
dies zu verstehen, ist es hilfreich, zunéchst das Transformationsverhalten der Winkel x; und
X» zu diskutieren. Ihre Definition ist fiir Dibortetrafluorid in Abbildung (b.ii) gezeigt; sie
legen jeweils den Euler’schen Winkel y fiir Rotor 1 und Rotor 2 fest. Wendet man auf diese

Koordinaten die Operation (12) zweimal an, so erhélt man

(12)(12)x1 = xa (4.77a)
(12)(12)x2 = x2 - (4.77b)

Dieses Ergebnis steht im Einklang mit den Operationen der MS-Gruppe: die zweifache An-
wendung der Operation (12) muss die Identitét (1) ergeben. Die Verwendung der Koordinaten
X1 und x; ist jedoch nicht sinnvoll, méchte man die Torsionen und die Rotationen von B,F,
separat untersuchen. Fiir diesen Zweck ist es notwendig, die Winkel x und p einzufiihren,
vergleiche Gleichung (4.75). Warum die Winkel auf diese Weise definiert werden miissen, wird
am Ende dieses Paragraphen diskutiert. Mit Hilfe von Tabelle 4.9 ldsst sich nun zeigen, dass

(12)12)x =x+m (4.78a)
(12)(12)p=p—-1; (4.78b)

die Ausfithrung von (12)(12) tiberfiihrt die Winkel x und p nicht in sich selbst, obwohl dies
laut (12)(12) = (1) der Fall sein sollte. Um diesen Widerspruch aufzuldsen, war es die Idee
Hougens, ein neues Element (1)’ zu definieren, das auf die Winkel x und p die Wirkung

(WWx=x+m (4.79a)
1)p=p+m (4.79b)

hat, alle tibrigen Koordinaten des Molekiils aber unverdndert ldsst. Fiigt man dieses neue
Element zu den Generatoren der MS-Gruppe hinzu, erhélt man einen Satz von Operationen,
mit Hilfe derer sich die erweiterte MS-Gruppe, die EMS-Gruppe des Molekiils konstruieren
lasst. 5°) EMS-Gruppen werden im Allgemeinen mit G, (EM) bezeichnet, wobei n der Ordnung
der MS-Gruppe entspricht. Fiir Dibortetrafluorid B,F, ist dies die Gruppe G;4(EM). 5*) Da das
Element (1)” hier die Ordnung zwei hat, bezeichnet man sie auch als Doppelgruppe. Mit ihrer
Hilfe ist es moglich, die Rotations- und Torsionszustidnde des Dibortetrafluorids getrennt zu
klassifizieren.

Zur Identifikation der Symmetrien separater Torsions- oder Rotationszustdnde der ein-
zelnen Kernspinisomere Dibortetrafluorids muss statt der Permutationsuntergruppe der MS-
Gruppe die Untergruppe der EMS-Gruppe verwendet werden, die alle Permutationen P
enthélt und alle Operationen, die sich als (1)’ = P’ schreiben. Diese Untergruppe wird hier
mit G}, bezeichnet. Sie schreibt sich als

Gls = DaaM) @ {(1), (1)} . (4.80)

Ihre Charaktertafel ist in Tabelle zu sehen. Fiir die irreduziblen Darstellungen dieser Grup-

pe ergeben sich neben den »einwertigen« Darstellungen I'® neue, sogenannte »doppelwertige«

49) Dies gilt, wenn beide Rotoren identisch sind. Fiir zwei nicht-identische Rotoren spricht man von »Mehrwertig-
keit«.

50) Die systematische Konstruktion von EMS-Gruppen fiir zwei koaxiale Rotoren mit beliebiger Zahligkeit behandelt
Hougen/DeKoven (1983) und Soldén (1996a).

51) Ihre Eigenschaften werden zum Beispiel in Merer/Watson (1973) besprochen.
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Tabelle 4.12

Die Charaktertafel der Gruppe Gi6 zusammen mit den Aquivalenten Rotationen bei Verwendung der Typ I"-
Konvention (vergleiche Tabelle fiir ihre Definition) und dem Transformationsverhalten der Winkel x und p. Die
Wirkung der Operationen dieser Gruppe lassen sich anhand von Tabelle bestatigen. Die Abkiirzungen sind wy =
(1423)(56), wy = (14)(23)(56), die hochgestellten Indizes bedeuten e wie »einwertig« und d wie »doppelwertig«.

Gié(M) (1) w3 Luf UJ%LU3 wy  wWow3 wq wiw3 Wjwy; Wjwows
b 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
OR(17) R RF RF R RF R, RE, RE, 7Ry
X X xX+m X+ X X T—X n/zx W/ZX )1(1/; }7(1/2
P p  p+m p p+m p p+m  p-T2 p+T2  p+T2  p-T/2
AS 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
AS 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
BS 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
BS 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
E° 2 2 -2 -2 0 0 0 0 0 0
Ad 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
Ad 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
B¢ 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
BY 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
Ed 2 -2 -2 2 0 0 0 0 0 0

Darstellungen I'Y. Beide Typen von Darstellungen unterscheiden sich durch die Bedingungen

1P = [P (4.81a)
) = - P (4.81b)

Mit Hilfe dieser nunmehr zehn irreduziblen Darstellungen lassen sich die Funktionen @j , .,
und @y, fir alle Quantenzahlen k; und k,, separat klassifizieren. Nach Bestimmung des Trans-
formationsverhaltens der Winkel x und p unter den Operationen der Gruppe G} funktioniert
dies analog zu dem bereits besprochenen Vorgehen zur Bestimmung der Symmetrien von

Rotations- beziehungsweise Torsionseigenzustanden. Man findet dann zum Beispiel

Dy ky,my ~ Ed falls k; ungerade (4.82a)
(ka ~ A‘l1 ® B‘l1 falls k, ungerade,, (4.82Db)

das heifst, fiir ungerade Quantenzahlen k; und k, transformieren die Funktionen @; y, ,, und
D, nach »doppelwertigen« Darstellungen. 52) Das Produkt aus beiden Funktionen transfor-
miert jedoch nach E°, einer »einwertigen« Darstellung — im Einklang mit der Analyse der
Produktfunktionen aus Paragraph 3 dieses Abschnitts. Da sowohl die Kernspinwellenfunktio-
nen @ als auch die Gesamtwellenfunktion @M°! unter der neu eingefiihrten Operation (1)’
invariant bleiben, gilt im vorliegenden Fall: Transformiert eine dieser Funktionen in D,4(M)
nach der Darstellung I, so muss sie in G} nach der Darstellung Iy transformieren. Im Allge-
meinen muss das Verfahren der inversen Korrelation verwendet werden, um die Symmetrien
der Kernspinzustiande @XS beziehungsweise der molekularen Zustinde @™°! in der erweiter-
ten MS-Gruppe zu finden.

52) In der Arbeit von Merer/Watson (1973) findet man eine ausfiihrliche Analyse der Rotations-Torsions-Funktionen
mit Hilfe der Gruppe G1¢(EM).



In der Literatur zur theoretischen Spektroskopie wurde die Problematik der »Doppelwer-
tigkeit« der Winkel x und p bereits ausfiihrlich beschrieben, siehe oben. Bei der Beschreibung
der Quantendynamik koaxialer Rotoren fand dieser Aspekt hingegen noch keine Beachtung.
Dies ist sicher auch auf die unterschiedlichen Zielstellungen beider Disziplinen zurtickzufiih-
ren: Wahrend das Ziel der theoretischen Spektroskopie eine moglichst genaue Beschreibung
des Rotations-Torsions-Spektrums mit all seinen erlaubten und nicht-erlaubten Ubergéngen
ist, verfolgt die Quantendynamik oft die Absicht, zeitlich sehr begrenzte Abldufe zu charak-
terisieren. Ein genaues Verstdndnis der Auswahlregeln eines Rotations-Torsions-Spektrums
erfordert jedoch eine separate Klassifikation der Rotations-Torsions-Zustdnde, die, wie gezeigt,
ohne Verwendung der EMS-Gruppe nicht moglich ist. Dariiber hinaus miissen fiir ein hoch-
aufgelostes Spektrum die Rotations-Kontorsions-Energien sehr genau bestimmt werden. Dies
ist jedoch numerisch sehr aufwendig; die Verwendung von Symmetrien kann hier zu sehr star-
ken Vereinfachungen fiihren. Bei der theoretischen Beschreibung der Quantendynamik von
Rotations-Torsions-Bewegungen ist hingegen eine sehr genaue Kenntnis der Eigenenergien
des Hamilton-Operators hdufig nicht nétig. Wie in Kapitel 2 mehrfach hervorgehoben wurde,
ist die erforderliche Genauigkeit durch die Dauer des untersuchten Prozesses bestimmt. Die-
se Uberlegung macht die Bemiihungen plausibel, die Quantendynamik von Molekiilen mit
moglichst einfachen, aber effizienten Modellen zu charakterisieren. Da die Berticksichtigung
von Symmetrien bei der Berechnung der Eigenfunktionen fiir diese Modelle technisch nicht
zwingend notwendig ist, sondern nur bei speziellen Fragestellungen wie denen dieser Arbeit
relevant wird, fanden sie bei dem Grofsteil der Untersuchungen zur Quantendynamik von
Rotations-Torsions-Bewegungen bislang keine Beachtung.

Fiir die Beschreibung der Rotations-Torsions-Dynamik koaxialer Rotoren hat sich ein zwei-
dimensionales Modell durchgesetzt, das in Kapitel 8 dieser Arbeit zur Anwendung kommt. 53)
Eine Annahme dieses Modells ist, dass die Molekiile entlang ihrer Haupttragheitsachse zum
kleinsten Tragheitsmoment e, bereits perfekt ausgerichtet wurden (wie dies funktionieren
kann, erklart Kapitel 5, Abschnitt 4), sodass e, parallel (oder anti-parallel) zur raumfesten
ez-Achse ist. Die verbleibenden zwei Freiheitsgrade der Rotations-Torsions-Bewegung ent-
sprechen dann genau den Winkeln x; und x; beziehungsweise x und p (beziehungsweise p).
Der Hamilton-Operator fiir dieses Modell schreibt sich in den Koordinaten x; und x; als

A0 = 01 20 S - ), (4.83)
wobei ;,t(zlz) = 1/1%¥ und pt(zzz) = 1/11?) die inversen Trigheitsmomente von Rotor 1 beziehungsweise
2 bezogen auf die Haupttrdagheitsachse, entlang derer die Molekiile ausgerichtet wurden,
definieren. Da das Potential von der Differenz der beiden Winkel x; und x, abhéngt, ist es
tiblich, diese Differenz als Torsionswinkel festzulegen, das heifst

p=Xx1-Xx2- (4.84)
Der verbleibende Freiheitsgrad x wird hingegen als
1L 1)

X1t X2
I(l) + I<2) I(l) + 1(2)

zZz zz z2z zz

(4.85)

X:

definiert. Schreibt man den Hamilton-Operator HRT~2P in diesen neuen Koordinaten, so erhalt
man

1
21red

A RT— 1 .
FRT-2D _ ])%Jr

72 El,/ ~
i, 2+ EE\p) (4.86)

53) Ausfiihrlich beschrieben ist das Modell zum Beispiel in Hoki/Kréner /Manz (2001).

141

ABSCHNITT 4.3

Kernspinisomere von
Molekiilen mit
ausfithrbarer Torsion




142

KAPITEL 4

Eigenfunktionen von
Kernspinisomeren

mit
Tges = I(le) + IZ’ »Gesamttragheitsmoment« (4.87a)
10.1@
Tred = ﬁ »reduziertes Tragheitsmoment« . (4.87b)
IZZ IZZ

Dieses Vorgehen ist eng verwandt mit der bereits diskutierten Internen-Achsen-Methode.
Auch bei Anwendung dieser Strategie erhdlt man die Definition Gleichung (4.85) fiir den
Euler’schen Winkel .54 Bildet man den Grenzwert Pax — 0, pyy — 0 in Gleichung (4.66)
und beachtet, dass I le) = I(ZZZ) , sodass y,, = /I, und durch die unterschiedliche Definition
des Torsionswinkels | 5 =4 g und 4 Hop = /1,4 ist, SO zeigt man die Aquivalenz der Gleichung
(4.66) und Gleichung (

Der einzige Unterschied zwischen beiden Vorgehensweisen ist also die Definition des Tor-

) fiir ein perfekt ausgerichtetes Dibortetrafluorid.

sionswinkels. Wie bereits im letzten Paragraphen hervorgehoben wurde, miissen die Winkel
x und p wie in Gleichung (4.75) definiert werden. Dafiir sprechen mehrere Griinde. Einer ist,
dass bei der Verwendung der Koordinaten x und p das Problem der »Doppelwertigkeit« des
Winkels y nicht mehr durch die Einfiihrung einer EMS-Gruppe gelst werden kann. Da der
Winkel g nicht »doppelwertig« ist, transformieren die Torsionseigenfunktionen @y fiir alle
Quantenzahlen k; nach einer »einwertigen« Darstellung der EMS-Gruppe. Das hat zur Konse-
quenz, dass fiir ungerade Quantenzahlen k; neben den Rotationsfunktionen @ 4, ,,, auch das
Produkt @ i, Pi; nach einer »doppelwertigen« Darstellung transformiert. Ein Widerspruch
- verwendet man statt der Winkel x und p die Winkel x; und yx,, transformiert jede Rotations-
Torsions-Funktion nach einer »einwertigen« Darstellung. Das zweite Argument betrifft das
fiir den Fall Egl()(l -x2)=0
gezeigt wird, hat bei der Wahl der Koordinaten y; und x, der Hamilton-Operator andere

Spektrum des Hamilton-Operators HRT=2P. Wie in Details

Eigenwerte als bei der Verwendung der Koordinaten x und g, sodass die Rotations-Torsions-
Energien des Molekiils je nach gewdhltem Koordinatensystem unterschiedlich sind. Auch das
ist ein Widerspruch: Energien miissen unabhingig von der Wahl des Koordinatensystems
sein. Wahlt man statt y und p jedoch die Koordinaten x und p, so treten keine Widerspriiche
auf.

Wie erwéhnt, blieb dieses Dilemma in den Untersuchungen zur Wellenpaketdynamik von
Rotations-Torsions-Bewegungen bislang unberiicksichtigt. Es ist schwierig abzuschétzen, wel-
che Konsequenzen sich aus den hier angestellten Uberlegungen ergeben — vielleicht gibt es
auch keine. Ziel ist hier auch nicht, eine Losung anzubieten — wie im vorangegangen Para-
graphen erldutert, spielen diese Uberlegungen fiir die Ergebnisse dieser Arbeit keine Rolle.
Es sollte lediglich auf diesen Widerspruch mit der Hoffnung hingewiesen werden, dass er in
Zukunft genauer untersucht wird.

Die Kernspinisomere nicht-starrer Molekiile lassen sich auch bei tiefen Temperaturen
nicht mehr allein anhand ihrer Rotationsspektren identifizieren; im Allgemeinen sind
unterschiedliche Kernspinisomere durch unterschiedliche Rotations-Torsions-Zustande
bestimmt. Kennt man das Transformationsverhalten der Rotations-Kontorsionsvariablen ist
das Verfahren ihrer Bestimmung analog dem eines starren Molekiils. Jedoch ist die Bedeu-
tung dieser vier Koordinaten 6, ¢, x, p bei nicht-starren Molekiilen mit einer ausfithrbaren
Torsion nicht eindeutig, sondern je nach Wahl der Methode zur Bestimmung des Hamilton-
Operators HROKon ynterschiedlich. Wird die Interne-Achsen-Methode verwendet, lassen

sich die Eigenfunktionen fiir Rotationen beziehungsweise Torsionen nicht separat nach

den Darstellungen der MS-Gruppe klassifizieren; die Verwendung einer EMS-Gruppe ist

54) Beschrieben zum Beispiel in Soldan (1996b).



Details 4.2
Zur Berechnung des Spektrums von ART-2D |y den Koordinaten X1 und x3, x und p beziehungsweise x und p.

Nimmt man an, dass fiir das Potential EOEI( X1 - x2) = 0 gilt, so sind die Eigenwerte Ey, r, und Eigenfunktionen
@y, k, des Hamilton-Operators aus Gleichung (4.83) gegeben durch

h2
Ekyky = By +Ely = 57 (K +K3) (4.88a)
1 . .
(Dkl,kz (x1,x2) = (I)kl (Xl)®k2()(2) = E eXP(llel)eXP(lkzXz) ’ (4.88b)

1 2)

wobei I =1, = I(Zz und kj und k; ganze Zahlen sind. Letzteres folgt aus der Forderung, dass die Funktionen @y,
die Bedingung @y, (x;) = Py, (x; + 27) mit i = 1,2 erfiillen miissen. Die Eigenwerte Eerkﬁ und Eigenfunktionen
Dk, ks des Hamilton-Operators aus Gleichung (4.86) hingegen sind:

nroo
Bty ks = Bk + Bky = 57 (k3 +K3) (4.89a)
_ o1 ) o
Pry ks (X P) = Pry, (X) P () = 5 expliky x) explikyp) (4.89b)

und es wird stets davon ausgegangen, dass k) und k; ganz und unabhingig voneinander sind. Wie sich durch Einsetzen
einiger Wertepaare von Quantenzahlen fiir k; und k; in Gleichung (4.88) beziehungsweise von ky und k in Gleichung
(4.89) bestatigen lasst, sind die Eigenwerte Eg, , und E ky kg in beiden Koordinatensystemen unterschiedlich — ein
Widerspruch. Die Ursache hierfiir ist folgende: Zwischen den Winkeln x1, x2 und y, g besteht die Beziehung

x = (o) - xn=ax+r (4.90)
p=x1-x2 X2 =Xx-02
Setzt man die rechte Beziehung in Gleichung (4.88b) ein, erhélt man nach einigen Umformungen
1 . . <
(I)k)(’k‘3 =5 exp(i(ky + k2)x) exp(i((k1-k2)/2)p) . (4.91)

Damit @y (x +2m) = Pk (x) und CDk(s(p +2m) = CDkﬁ(ﬁ) miissen ky = (k1 + kp) und k5 = (k1-k2)/2 ganze Zahlen sein;
flr kp lasst sich dies fiir k1 — ko ungerade nicht erfiillen, das heifSt, diese Félle miissen ausgeschlossen werden. Bei
Verwendung der Koordinaten x und p tritt dieses Problem indes nicht auf. Hier gilt

x = (x1+x2)2 o X1=x+tp ) (4.92)
p = (x1-x2)2 X2=Xx-p
sodass
1 . .
Py k, = 5, explitky + ko)) expli(ky — k2)p) ; (4.93)

die Bedingungen @k)( (x +2m) = @k)( (x) und Cka (p+2m) = (ka (p) stehen im Einklang mit allen moglichen Werten
fiir k1 und kj. Das bedeutet auch, dass

noo o
Ekxlkp = EkX + Ekp = i (kX + kp) (4.94a)
1 . .
Pry k(X0 ) = Pry (X) P, () = oy exp(iky x) exp(ikpp) , (4.94b)

mit den Bedingungen k) = k; + ky und ky, = k; — k die korrekte Alternative zu Gleichung (4.88) ist, wie sich durch
Einsetzen einiger Paare k) und k), bestdtigen lasst.

notwendig. Ob dies auch Auswirkungen auf die Identifikation der Energiezustande der
einzelnen Kernspinisomere hat, hangt von der Art der Untersuchung ab.

Folgt man den bisher besprochenen Vorgehensweisen zur Bestimmung der Kernspinisomere
starrer und nicht-starrer Molekiile, so lassen sich die in den Kapiteln 6 bis 8 vorgestellten Er-
gebnisse verstehen. Zum Abschluss dieses Kapitels sollen noch zwei bislang nicht begriindete
Annahmen etwas genauer diskutiert werden: Auf der einen Seite wird das hier vorgestellte
Verfahren mit den in der Literatur bekannten Prozeduren zur Berticksichtigung des Symme-
trisierungspostulats verglichen und einige wesentliche Probleme dieser Verfahren herausgear-

beitet; andererseits wird besprochen, warum es Kernspinisomere streng genommen gar nicht
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gibt, es aber dennoch gerechtfertigt ist, von verschiedenen Kernspinspezies zu sprechen und

wodurch die Stabilitdt von Kernspinisomeren bestimmt ist.

4 Welche Probleme bei der Identifikation von Kernspinisomeren auftreten kon-
. nen ... Die hier verwendete Methodik ist nicht grundsitzlich neu. Natiirlich, bis
auf die des Ethens wurden die Kernspinisomere der hier untersuchten Molekiile noch nicht
explizit angegeben, geschweige denn ihre Eigenschaften studiert. Dennoch: Mit dem statisti-

schen Gewicht g5t&

existiert ein bereits gut beschriebenes Konzept, mit dessen Hilfe sich die
Zahl der Kernspinzustinde, die mit jedem rovibronischen Zustand zur Erfiillung des Symme-
trisierungspostulats kombiniert werden miissen, mit der MS-Gruppe systematisch berechnen
lassen. 55 Allerdings ist die Verwendung des statistischen Gewichts zur Bestimmung der
Kernspinisomere einer chemischen Verbindung gelegentlich problematisch: Bei der in der
Literatur besprochenen Vorgehensweise konnen Mehrdeutigkeiten auftreten, die dazu fiihren,
dass sich eine Symmetrie im Ort nicht mehr eindeutig einer Symmetrie im Kernspin zuordnen
lasst — die Definition eines Kernspinisomers, wie in Gleichung (4.4) angegeben, wére dann
hinféllig. Im Folgenden wird anhand zweier Beispiele diskutiert, wann und warum Wider-
spriiche bei der Identifikation der Kernspinisomere von Molekiilen auftreten kénnen und
warum die Berechnung der statistischen Gewichte nicht ausreicht, um die Kernspinisomere

eines Molekiils zu identifizieren.

Anhand des Beispiels von Propadien wird illustriert, dass die Identifikation der Kernspin-
isomere fiir Molekiile, deren MS-Gruppen sich nicht als direktes Produkt ihrer Permuta-
tionsuntergruppen und der Inversionsgruppe schreiben lassen, unter Umstdnden nicht
eindeutig moglich ist. Es wird herausgearbeitet, warum diese Mehrdeutigkeiten auftreten
konnen und wie sie sich vermeiden lassen. Im Anschluss daran wird das in diesem Kapitel
durchgéingig verwendete Verfahren zur Bestimmung der Kernspinisomere eines Molekiils
mit dem statistischen Gewicht verglichen, und die Unterschiede zwischen beiden Verfahren
herausgestellt. Die hier gefiihrte Diskussion wurde als Teil der Ergebnisse dieser Arbeit

bereits veroffentlicht. 50)

Die in der Literatur dargestellte Prozedur zur Berticksichtigung des Symmetrisierungspostu-
lats entspricht im Wesentlichen der in Abschnitt 1 vorgestellten mit dem Unterschied, dass
statt ihrer Permutationsuntergruppe die MS-Gruppe des Molekiils verwendet wird. Die MS-
Gruppe von Propadien, D,4(M), ist in Tabelle 4.3 (a) angeben. Jede molekulare Eigenfunktion
Propadiens kann innerhalb dieser Gruppe nach zwei Darstellungen If Y™ transformieren; sie

lauten
™= A, (4.95a)
sy =B, . (4.95b)

Diese beiden Darstellungen haben unter Permutationen den gleichen Charakter, unterscheiden
sich aber hinsichtlich des Charakters jeder Permutationsinversion im Vorzeichen. Die Rotati-

onseigenfunktionen des Propadiens qjl,ka,mj transformieren in D,4(M) nach der Darstellung

Al®A, falls k, gerade und k,mod4 = 0
rret=! B, @B, falls k, gerade und k,mod4 = 0 (4.96)
E falls k, ungerade

55) Die Berechnung des statistischen Gewichts wird in Bunker/Jensen (1998: Kapitel 8, Abschnitt 4) besprochen.
56) Vergleiche dazu Grohmann/Leibscher (2011).



ftr k, # 0 und fir k, = 0 nach

[Rot _ Ay falls J gerade (4.97)
A, falls J ungerade
die 16 Kernspinzustdnde Propadiens bilden in D,4(M) die Darstellung
I'S=6.A,®1-B,®3 B, ®3E. (4.98)

Um die Kernspinzustdnde zur Erfiillung des Symmetrisierungspostulats mit den passenden
Rotationszustdnden zu kombinieren, miissen diejenigen (Linearkombinationen der) Produk-
te ORoL. XS gefunden werden, die in der MS-Gruppe nach den Darstellungen A; oder B,
transformieren. Mochte man diese Kombinationen finden, erdffnet sich folgendes Problem:
Die Kernspinzustdnde mit A;-Symmetrie lassen sich mit Rotationszustinden mit A;- oder
B;-Symmetrie kombinieren; beide Kombinationen erfiillen das Symmetrisierungspostulat.
Entsprechendes gilt fiir die Kernspinzustdnde mit B; -Symmetrie: Sie lassen sich sowohl mit Ro-
tationszustdnden mit A - als auch mit solchen von B;-Symmetrie kombinieren. Es ist also nicht
moglich, ein Kernspinisomer als eindeutige Kombination I Rot| PKS] (beziehungsweise im All-
gemeinen I'RVE[TKS)) festzulegen. Korreliert man mit Hilfe der in Tabelle 4.3 (c) angegebenen
Korrelationstabellen die Darstellungen der MS-Gruppe mit denen ihrer Permutationsunter-
gruppe, so losen sich die Mehrdeutigkeiten auf: In der Permutationsuntergruppe fallen die
Darstellungen A; und By zur Darstellung A zusammen und eine eindeutige Kombination der
Rotations- und Kernspinfunktionen ist moglich.

Verfahrt man jedoch in gleicher Weise fiir Ethen, so ergibt sich ein anderer Zusammenhang.
Die MS-Gruppe ist hier D, (M), deren Charaktertafel Tabelle (b) zeigt. In dieser Gruppe
muss jeder molekulare Zustand nach den Darstellungen

Y™ = At (4.99)
F_Sym - A” (499b)

transformieren. Die Rotationsfunktionen Ethens transformieren in D4}, (M) nach der Darstel-

lung
A* falls K, gerade und K, gerade
[Rot _ B% falls K, gerade und K, ungerade (4.100)
B, falls K,ungerade und K, ungerade
Bf falls K, ungerade und K, gerade
die Kernspinzustande nach
S =7.A"®3.Bf®3-Bf ®3-B . (4.101)

Kombiniert man diese Zustinde miteinander, sodass ihr Produkt nach At oder A~ trans-
formiert, so zeigt sich: Im Falle Ethens konnen die Kernspinzustdnde eindeutig den Rota-
tionszustanden zur Erfiillung des Symmetrisierungspostulats zugeordnet werden. Die vier

Kernspinisomere heiffen dann
A*[AY] B; [B!] By [B;] B! [B!] . (4.102)

Eine Identifikation der Kernspinisomere Ethens ist also auch mit Hilfe der MS-Gruppe ein-
deutig moglich.

Eine Erkldrung, warum im Falle Propadiens bei Verwendung der MS-Gruppe zur Iden-
tifikation der Kernspinisomere Widerspriiche auftreten, bei Ethen jedoch nicht, liefert die
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Gruppenstruktur der MS-Gruppen beider Molekiile, vergleiche dazu auch Kapitel 3, Abschnitt
4, Paragraph 2: Die MS-Gruppe des Ethens ldsst sich als direktes Produkt ihrer Permutati-
onsuntergruppe GE,[% und der Inversiongruppe € schreiben (im Folgenden MS-Gruppe vom
Typ-I); fuir die MS-Gruppe des Propadiens ist dies nicht moglich (im Folgenden MS-Gruppe
vom Typ-II). Fiir Typ-I treffen folgende Aussagen zu:

» Dieirreduziblen Darstellungen der MS-Gruppe GMS lassen sich mit I, . bezeichnen, wobei
T, die irreduziblen Darstellungen der Permutationsuntergruppe Gy,o der MS-Gruppe GMS
sind, vergleiche Kapitel 3, Abschnitt 4, Paragraph 2. Fiir die MS-Gruppe des Ethens zum
Beispiel geht dies aus den Charaktertafeln Tabelle 4.2 und 4.3 (b) hervor.

» Jede Kernspinfunktion, die in GK/{% nach der Darstellung IS transformiert, gehort in der
Gruppe GMS in jedem Fall zur Darstellung I'X}, siche Gleichung ( ) fiir das Beispiel
Ethen. Grund hierfiir ist, dass fiir jeden Kernspin ¢! © [P]=cr © [P*] gilt, vergleiche auch
Kapitel 3, Abschnitt 4, Paragraph 3.

» Jede Rotationswellenfunktion (beziehungsweise ro(kon)vibronische Eigenfunktion), die
in Gg}é nach der Darstellung I*°! transformiert, kann in GM® zu den Darstellungen I}$!
oder I} gehoren.

Aus diesen Eigenschaften folgt: Sowohl in der Permutationsuntergruppe als auch in der MS-
Gruppe gibt es bei vorgegebenen Darstellungen I'X°! beziehungsweise I'}%! nur je eine Darstel-
lung I’ ;(/S beziehungsweise I f,i, die zur Erfiillung des Symmetrisierungspostulats mit I'*°t
kombiniert werden kann. Beide Darstellungen, I’} und I[X°! gehéren zum selben Kernspin-
isomer, da sie mit derselben Darstellung I’ Df(,SJr
Die Ursache fiir die eindeutige Zuordnung ist, dass die Darstellung IS aus Gyy3 eindeutig

mit der Darstellung I'X} aus GMS korreliert.

kombiniert werden miissen. Anders formuliert:

Fir MS-Gruppen des Typs-1I, zu denen auch die MS-Gruppe von Propadien gehort, ist
dies nicht moglich. Dort gilt stattdessen:

» Die irreduziblen Darstellungen der MS-Gruppe GM® lassen sich nicht mit I, , bezeich-
nen, wobei I, die irreduziblen Darstellungen der Permutationsuntergruppe G&% der MS-
Gruppe GMS sind, vergleiche Kapitel 3, Abschnitt 4, Paragraph 2. Dies wird fiir die MS-
Gruppe des Propadiens durch Vergleich der Charaktertafeln Tabelle 4.2 und 4.3 (a) deutlich.

» Jede Kernspinfunktion, die in Gﬂé nach der Darstellung IS transformiert, kann in der

GMS nach einer der zwei Darstellungen I'XS oder I’XS transformieren, wobei sowohl

Gruppe
XS als auch I*S mit der Darstellung IS korreliert. Zum Beispiel geht aus Tabelle 4.3,
Gleichung (4.33) und Gleichung (4.98) hervor, dass jeder Kernspinzustand von Propadien,

der in D,(M) nach A transformiert, in D,4(M) nach A; oder B; transformieren kann.

» Jede Rotationswellenfunktion (beziehungsweise ro(kon)vibronische Eigenfunktion), die
in G&% nach der Darstellung I, transformiert, kann in GMS zur Darstellung I'*°t oder I}t
gehoren.

In solchen Gruppen korreliert die Darstellung IS der Gruppe GE,[SS nicht eindeutig mit einer
Darstellung der MS-Gruppe, was zur Konsequenz hat, dass es vier Moglichkeiten gibt, die
Darstellungen FCROt, I‘C-R"t, Fclfs und I’C.Ifs, so zu kombinieren, dass ihr Produkt die Darstellungen
ﬂsym oder I'SY™ enthilt. Eine Identifikation der Kernspinisomere als eindeutige Kombina-
tion aus 'R und IS ist fiir Molekiile, die zu diesem Typ MS-Gruppe gehéren, somit nicht
ohne weiteres moglich. Eine Identifikation verschiedener Kernspinisomere mit Hilfe der MS-

Gruppe gelingt hier, indem man die Paare der Darstellungen I' les und Fgfs bestimmt, die



mit der gleichen Darstellung IS in der Gruppe GPMSS korrelieren. Sie gehdren zum gleichen
Kernspinisomer. Entsprechendes gilt fiir die Rotationszustdnde mit den Symmetrien IX°t,
IR auch sie gehoren zu einem Kernspinisomer. Um deren statistisches Gewicht zu erhalten,
miissen die Faktoren arxs und apxs addiert werden. Beriicksichtigt man diese Besonderheiten,
lassen sich die Kernspi;ﬁsomereceines Molekiils auch mit Hilfe der MS-Gruppe finden.

Es lésst sich anhand der Gruppenstruktur der MS-Gruppe noch eine weitere Schlussfol-
gerung ziehen. Wie in Abschnitt 2, Paragraph 4 diskutiert, tritt bei Propadien die Besonder-
heit auf, dass die Energien von zwei seiner Kernspinisomere systematisch zusammenfallen.
Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die Darstellungen der Gruppe GPM%, nach denen die
Rotationsfunktionen transformieren, mit der gleichen entarteten Darstellung der MS-Gruppe
korrelieren. Dieser Fall kann jedoch nur dann eintreten, wenn die MS-Gruppe des Molekiils
zum Typ-II gehort. Fiir Gruppen des Typs-I schreiben sich die Charaktere ihrer Darstellungen
als

Cla*[P] = +1. fa[P) (4.103a)
cla[P*] = 21- Cle[P], (4.103b)

wobei I, fiir eine Darstellung der Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe G}z steht, verglei-
che dazu auch Kapitel 3, Abschnitt 3, Paragraph 3. Das heifst: Alle Darstellungen der Gruppe
Gyys korrelieren mit Darstellungen der MS-Gruppe, die dieselbe Dimension haben. Ein sys-
tematisches Zusammenfallen von Rotationszustdnden mit unterschiedlichen Symmetrien in
der Gruppe GPM% ist fiir MS-Gruppen vom Typ-I somit ausgeschlossen. Fiir Gruppen des Typs-
II gilt dies hingegen nicht: Hier konnen Darstellungen der Gruppe GE,[% in der MS-Gruppe
zu Darstellungen hoherer Dimension zusammenfallen. Es ldsst sich somit festhalten, dass
nach der Bestimmung der Kernspinisomere mit Hilfe der Permutationsuntergruppe der MS-
Gruppe nur fiir MS-Gruppen des Typs-II das Verfahren der inversen Korrelation angewendet
werden muss, um etwaige systematischen Entartungender Rotationszustdnde (beziehungs-
weise der ro(kon)vibronischen Eigenzustdnde) verschiedener Kernspinisomere zu bestimmen.
Derartige Entartungen bedeuten jedoch nicht, dass sich diese Kernspinisomere nicht durch
den Einsatz elektrischer und/oder magnetischer Felder, unterscheiden liefSen. Dies bedarf
einer gesonderten Diskussion, wie sie in Kapitel 5, Abschnitt 4 zu finden ist.

Zum Abschluss dieses Abschnitts soll noch Bezug auf ein anderes, in der theoretischen
Spektroskopie fest verankertes Verfahren zur Bertiicksichtigung des Symmetrisierungspostu-
lats genommen werden. Es soll hier insbesondere herausgestellt werden, welche Unterschiede
zum bisherigen Vorgehen bestehen und wie sich die Ergebnisse beider Vorgehen vergleichen
lassen. Zunéchst ist hervorzuheben, dass mit der Bestimmung des statistischen Gewichts nicht
das Ziel verfolgt wird, die Kernspinisomere einer Verbindung zu identifizieren. Das ist einsich-
tig: Fuir spektroskopische Untersuchungen von chemischen Verbindungen werden im Allge-
meinen Proben verwendet, die alle Kernspinisomere dieser Verbindung enthalten. Da man in
der Regel aber das Spektrum dieser Probe verstehen mochte, nicht aber das Spektrum einzel-
ner Kernspinisomere, ist lediglich entscheidend, wie oft ein bestimmter ro(kon)vibronischer
Zustand auftritt, nicht aber zu welchem Kernspinisomer er gehért. 57) Diese Zahlen liefert das
statistische Gewicht. Sie lassen sich als Haufigkeiten einer bestimmten irreduziblen Darstel-
lung innerhalb der Darstellung 'St verstehen. Fiir die Charaktere dieser Darstellung gilt:

57) Dies gilt auch fiir die Arbeit Quack (1977): Obwohl dort die Konsequenzen des statistischen Gewichts auf die
Reaktionswahrscheinlichkeiten in Streuprozessen an verschiedenen Beispielen diskutiert werden, wird nicht die
Frage aufgeworfen, wie sich die einzelne Kernspinisomere hinsichtlich ihrer Reaktionswahrscheinlichkeiten von-
einander unterscheiden. Dementsprechend fehlt auch dort die Diskussion, wie sich die einzelne Kernspinisomere
mehratomischer Molekiile identifizieren lassen.
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P =0, (4.104b)

das erste Produkt in der oberen Gleichung tiber alle Gruppen von je 1y Kernspins mit gleichem
mz, 1duft, die von P ineinander tiberfiihrt werden; das zweite Produkt lauft iiber alle Kernspins
mit Kernspinquantenzahl Z;, die nicht von P permutiert werden. 53 Nach Ausreduktion
der Darstellung I'*C: gibt der Faktor ar, die Zahl der Kernspinzustdnde an, die zu einem
ro(kon)vibronischen Zustand der Symmetrie I}, in der MS-Gruppe gehoéren. Fiir Ethen ergibt
sich zum Beispiel

*¢ =7.A*®3.B; 3B @3Bl ®@7-A" ®3-B, ®3-B, ®3-B_ . (4.105)

Aus dieser Gleichung geht nicht hervor, wie viele Kernspinisomere es fiir Ethen gibt — die
Schlussfolgerung, es seien acht, wire falsch, siehe oben. Sie gibt an, wie viele Kernspinzustinde
zu jeder ro(kon)vibronischen Eigenfunktion einer Symmetrie gehoren, wenn diese Symmetrie
auftritt. Fiir Ethen findet man beispielsweise, dass jede Rotationswellenfunktion, die in der
Gruppe G&% nach der Darstellung A transformiert, in der MS-Gruppe nach der Darstellung
A* transformiert; die Darstellung A~ tritt gar nicht auf, siehe Gleichung ( ). Fiihrt man
eine entsprechende Berechnung fiir Propadien durch, stiinde man zudem vor dem gleichen
Problem wie auch schon bei der Bestimmung der Kernspinisomere mit Hilfe der MS-Gruppe:

zwei verschiedene Darstellungen I'RVE

gehorten zum selben Kernspinisomer. Zwar liefle sich
dies unter Beriicksichtigung der oben genannten Hinweise prinzipiell beheben — ob und
welche der gefundenen Symmetrien iiberhaupt zu den Rotationszustinden gehéren, wiisste
man aber auch dann nicht. Obwohl also das statistische Gewicht und die Verwendung der
MS-Gruppe korrekt die Haufigkeit eines ro(kon)vibronischen Zustands wiedergibt, ist es zur

Identifikation der Kernspinisomere eines Molekiils ungeeignet.

Bei der Identifikation der Kernspinisomere von Molekiilen, die sich nicht unter Einfluss
eines externen elektrischen und/oder magnetischen Feldes bewegen, konnen fiir Molekiile,
deren MS-Gruppe sich nicht als direktes Produkt seiner Permutationsuntersgruppe und
der Inversionsgruppe schreiben, Komplikationen auftreten. Zum einen kénnen die Rota-
tionsniveaus verschiedener Kernspinisomere systematisch zusammenfallen. Hat man die
Kernspinisomere des Molekiils mit Hilfe der Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe
bestimmt, muss anschlieSend das Verfahren der inversen Korrelation verwendet werden,
um diese systematischen Entartungen zu bestimmen. M6chte man dagegen die Kernspin-
isomere direkt mit Hilfe der MS-Gruppe des Molekiils bestimmen, so muss man beachten,
dass im Allgemeinen zwei Darstellungen I'*S und I'*°t zum selben Kernspinisomer geho-
ren. Dies ist auch ein Grund, warum sich das statistische Gewicht nicht dazu eignet, die
ro(kon)vibronischen Niveaus eines Kernspinisomers direkt zu bestimmen. Ein anderer ist,
dass nicht jede Symmetrie mit einem von Null verschiedenen statistischen Gewicht tat-

sdchlich der Symmetrie eines Rotationszustands beziehungsweise Rotations-Kontorsions-

Zustands entsprechen muss.

Die hier besprochenen Aspekte gelten nur fiir Molekiile, die nicht unter Einfluss eines externen
Feldes stehen. Welche Besonderheiten fiir Molekiile in Feldern zu beachten sind, wird in
Kapitel 5, Abschnitt 4 besprochen.

58) Siehe dazu auch Bunker/Jensen (1998: Kapitel 8, Abschnitt 4).



4 5 ... und warum es sie gar nicht wirklich gibt Echte Kernspinisomere gibt es nicht:
. Die Grundannahme, jede molekulare Wellenfunktion liefse sich als Produkt aus
Orts- und (Kern-)Spinfunktionen schreiben, ist strenggenommen falsch. Ein solcher Ansatz
geht mit der Vorstellung einher, die Kernspins in einem Molekiil wechselwirkten weder un-
tereinander, noch mit anderen Freiheitsgraden des Molekiils. Doch diese Vorstellung stimmt
nicht: Die Kernspins in einem Molekiil treten durch die dipolare Kopplung in Wechselwirkung;
sie werden durch die Elektronen des Molekiils in Form der chemischen Verschiebung und
der J-Kopplung beeinflusst; sie interagieren tiber die quadrupolare Wechselwirkung mit den
elektrischen Felder im Molekiil; oder sie werden durch die von den Rotationen des Molekiils
erzeugten Magnetfelder gestort. 59 All diese Wechselwirkungen haben gemein, dass sie im
Vergleich zu den Energien der Rotations-, Torsions-, Vibrations- und Elektronenbewegung sehr
klein sind, weshalb sie bei der Behandlung der Quantendynamik von Molekiilen in aller Regel
vernachldssigt werden. Sie hier jedoch komplett zu ignorieren, wére leichtsinnig — lassen doch
solche Wechselwirkungen die in diesem Kapitel benutzte Definition von Kernspinisomeren
fraglich erscheinen. Nicht ganz zu Unrecht: Es ist bekannt, dass Kernspinisomere aufgrund
der oben genannten Wechselwirkungen instabil sind. ® Berticksichtigt man die aufgelisteten
kernspinbedingten Wechselwirkungen, so schreiben sich die molekularen Eigenfunktionen
als Linearkombinationen der Eigenfunktionen verschiedener Kernspinisomere, vergleiche
dazu auch Kapitel 2, Abschnitt 3. Kernspinisomere werden also durch die intramolekularen
Kernspinwechselwirkungen gemischt beziehungsweise ineinander iiberfiihrt. Im Folgenden
wird ein Uberblick dariiber gegeben, wie sich diese internen Mischungen experimentell nach-
weisen lassen, welche Faktoren die Mischung von Kernspinisomeren beeinflussen und welche
Konsequenzen sich daraus fiir die Untersuchungen dieser Arbeit ergeben.

Als Belege fiir die Instabilitidt von Kernspinisomeren von Molekiilen werden die Phdnomene
des intensity borrowing ®und die (direkte) Konversion von Kernspinisomeren durch die
dipolare Wechselwirkung besprochen. Fiir Letztere werden die Faktoren diskutiert, die eine
Konversion verschiedener Isomere ineinander begiinstigen. Dartiber hinaus werden eine
Reihe von Molekiilen aufgelistet, fiir die man eine Konversionen ihrer Kernspinisomere
bereits beobachten konnte. Die hier diskutierten Sachverhalte sind bekannt und kénnen in

den jeweils zitierten Literaturstellen im Detail nachgelesen werden.

Dass Molekiile eigentlich als Mischformen ihrer Kernspinisomere existieren, wurde bereits in
hochaufgel6sten Spektren beobachtet. So konnten in den Spektren von Methan CH,, Schwe-
felhexafluorid SF,, Iod I,, Césium Cs, oder dem Wasserstoffion H; Ubergénge zwischen

verschiedenen Kernspinisomeren dieser Molekiile nachgewiesen werden. )

Fiir spektro-
skopische Untersuchungen sind solche Uberginge insofern interessant, als sie Intensitdten
»leihen«: Unter der Annahme, Kernspinisomere seien »exakte« molekulare Erscheinungsfor-
men, wiren spektroskopische Uberginge zwischen verschiedenen Kernspinmodifikationen
eines Molekiils »verboten«, egal ob fiir die Untersuchungen elektrische, magnetische oder elek-
tromagnetische Strahlung eingesetzt wird, vergleiche dazu auch Kapitel 5, Abschnitt 5. Durch
ihre Mischung werden aber auch Uberginge zwischen den Energieniveaus verschiedener
Kernspinisomere moglich, sodass die ro-vibronischen Uberginge zwischen den Energienive-
aus eines Kernspinisomers an Intensitét verlieren.

59) Fiir eine detaillierte Ubersicht zu den Wechselwirkungen der Kernspins eines Molekiils vergleiche zum Beispiel
Levitt (2008: Kapitel 8, Abschnitt 5) oder Ernst/Bodenhausen/Wokaun (1987: S. 44 ff.).

60) Siehe dazu zum Beispiel die Ubersichtsartikel von Chapovsky/Hermans (1999) oder Bunker /Jensen (2009) und
die dort zitierte Literatur.

61) Die Bezeichnung intensity stealing ist ebenfalls geldufig.

62) Siehe Bunker/Jensen (2009) fiir eine Auflistung solcher Nachweise.
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Die Mischung zwischen verschiedenen Kernspinisomeren ist aber auch fiir einen anderen
Prozess wichtig: die Konversion von Kernspinisomeren. Auch wenn dieser Prozess in dieser
Arbeit nicht untersucht wird — zumindest nicht im eigentlichen Sinne —, so ist er doch fiir die
Beurteilung der Erkenntnisse dieser Arbeit wesentlich. Denn damit man die Quantendyna-
mik von Kernspinisomeren untersuchen kann, sollten sie sinnvoller Weise zumindest fiir die
Dauer der Untersuchung stabil sein. Doch viel weifs man iiber die Stabilitdt von Kernspin-
isomeren nicht; die Zahl der untersuchten Systeme ist klein. Lediglich fiir Wasserstoff H,,
Methanal H,CO (besser bekannt als Formaldehyd), Methylfluorid CH;F, Ethen C,H,, Was-
ser H,O, Ammoniak NH; und Methan CH, wurde untersucht, wie schnell sich verschiedene
Kernspinisomere ineinander umwandeln und welche Faktoren es sind, die diese Umwandlung
begtinstigen. Anhand dieser Systeme fand man heraus: Die Konversionsraten hdangen wesent-
lich von der Isotopenzusammensetzung der untersuchten Molekiile ab, sind bei niedrigen
Driicken hauptsdchlich durch die (Rotations-)Energieunterschiede zwischen den einzelnen
Kernspinisomeren bestimmt und zeigen bei verschiedenen Molekiilen eine véllig unterschied-
liche Temperaturabhédngigkeit. Besonders erwdhnenswert ist, dass sich durch Erhéhung des
Gasdruckes die Konversion der Kernspinisomere unterdriicken lédsst. Es hat sich ferner ge-
zeigt, dass die Konversionsraten vorrangig durch die internen Kernspinwechselwirkungen,
im Besonderen die dipolare Wechselwirkung bestimmt sind. Andere mogliche Prozesse wie
die Uberfithrung eines Kernspinisomers in ein anderes durch chemische Reaktionen sind —
bei Abwesenheit von Katalysatoren — unwahrscheinlich. ®3) Zur theoretischen Deutung von
Konversionraten hat sich ein Modell basierend auf der Quantenrelaxiationstheorie bewéihrt.
Die Charakteristika dieses Modells konnen an anderer Stelle nachgelesen werden. 64

Doch auch wenn ihre Definition auf einer Ndherung beruht: Bisher wurden weder durch
ein Experiment noch durch ein theoretisches Modell Argumente dafiir geliefert, die Aussage,
Kernspinisomere seien unterschiedliche Modifikationen derselben chemischen Verbindung,
als grundsitzlich falsch abzulehnen. Denn beide Effekte — die spektroskopischen Ubergénge
zwischen verschiedenen Kernspinmodifikationen auf der einen und die Konversion verschie-
dener Kernspinspezies auf der anderen Seite — sind klein beziehungsweise setzen fiir ihre
Beobachtung eine lange Experimentierdauer voraus. In den Kapiteln 7 und 8, in denen die
Ergebnisse zur Ausrichtung von Molekiilen vorgestellt werden, wurden diese Effekte vernach-
lassigt — die Ausrichtung von Molekiilen findet auf der Skala von Picosekunden statt, das heif3t
innerhalb kiirzerer Zeiten als jede bisher bekannte Konversion von Kernspinisomeren von
Molekiilen, deren elektronischer Grundzustand einem Singulett-Zustand entspricht, so wie
es fiir alle der hier untersuchten Molekiile der Fall ist. 5 Bei den Simulationen zum Erhalt der
Ergebnisse aus Kapitel 6 jedoch spielen die hier genannten Aspekte in mehrfacher Hinsicht
eine wichtige Rolle, vergleiche dazu Kapitel 6 und Kapitel 9.

Streng genommen handelt es sich bei Kernspinisomeren um keine stabilen Modifikationen
einer chemischen Verbindung. Durch kernspinabhingige interne Wechselwirkungen, wie
der dipolaren Kopplung, liegen Molekiile stets in Mischformen ihrer Kernspinisomere
vor. Diese Mischungen sind jedoch so klein beziehungsweise dauern (vergleichsweise)

so lange, dass sie fiir viele quantendynamische Untersuchungen in sehr guter Naherung

vernachldssigt werden kénnen.

63) Siehe dazu Chapovsky/Hermans (1999).

64) Siehe dazu Chapovsky (1991).

65) Singulett-Zustdnde zeichnen sich durch einen elektronischen Gesamtspin von S = 0 aus. Fiir Molekiile deren
elektronischer Gesamtspin von null verschieden ist, ist hingegen bekannt, dass Kernspinkonversionen sehr viel

schneller ablaufen kénnen. So zum Beispiel bei Vinylradikalen, vergleiche Tanaka/Hayashi/Ohtsuki/Harada/
Tanaka (2010).



Wie sich Kernspinisomere bestimmen lassen, wurde nun ausfiihrlich erkldrt. Wie sie sich 1 5 1

mit Hilfe von elektrischen, magnetischen und elektromagnetischen Feldern manipulieren
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»Alles ist moglich, vorausgesetzt, dass es
gentigend unverniinftig ist.«

Niels Bohr

Molekiile in Feldern

5 1 Felder — Mittel der Kontrolle und Aufklirung Molekiile genau zu charakterisie-
° ren und durch die Kontrolle ihrer Reaktionen iiberlegt in neue Molekiile umzu-
wandeln, sind Ziele, die Chemiker aller Disziplinen einen. Fiir das Erreichen dieser Ziele hat
sich der Einsatz elektrischer, magnetischer und/oder elektromagnetischer Felder als aufSer-
ordentlich niitzlich erwiesen. Einerseits fanden sie im Rahmen spektroskopischer Methoden
Anwendung bei der Charakterisierung von Molekiilen; auf der anderen Seite werden sie er-
folgreich auf dem Gebiet der Quantenkontrolle zur Steuerung von Molekiilen eingesetzt.
Die Schliisselrolle der Spektroskopie in den molekularen Wissenschaften wurde schon
frither in dieser Arbeit betont, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 3, Paragraph 1. Die Vermessung
(einzelner Bereiche) des Energiespektrums eines Molekiils beziehungsweise der zugehorigen
Zeitskalen liefert die unterschiedlichsten Informationen iiber dessen Eigenschaften: elektroni-
sche Struktur, chemische Zusammensetzung, Rotations- oder Kraftkonstanten, Dipolmomente,
Bindungsldngen oder Hinweise auf ihre Symmetrieeigenschaften — zur Charakterisierung von
Molekiilen ist die Spektroskopie ein wertvolles, wenn nicht das wichtigste Werkzeug. Dariiber
hinaus gestatten die modernen Verfahren der Ultrakurzzeitspektroskopie, molekulare Pro-
zesse wie etwa chemische Reaktionen mit Hilfe von Laserpulsen in Echtzeit zu verfolgen. )
Es sind insbesondere die Fortschritte und Entwicklungen im Bereich der Laserphysik, die es
erlauben, Felder aber nicht nur zur Beobachtung von Molekiilen einzusetzen, sondern auch
zu deren Steuerung und Kontrolle. In den zahlreichen Arbeiten zur Femtosekundenchemie 2
wurde es schon oft in beeindruckender Weise demonstriert: Der Einsatz gepulster Laser er-
moglicht unter anderem die selektive Dissoziation oder Assoziation einzelner molekularer
Fragmente, die Steuerung von Ladungstransfer in Form von Elektronen oder Protonen, die

Kontrolle von Isomerisierungsreaktionen oder die Trennung verschiedener Modifikationen

1) Einen ansprechenden Uberblick zu den spektroskopischen Methoden und ihrer Anwendung in den molekularen
Wissenschaften gibt zum Beispiel Haken/Wolf (2003: Kapitel 8 bis 20); neuere Entwicklungen werden in Laane
(2009) besprochen.

2) Eine Femtosekunde entspricht 10715 s. Zum Vergleich: Die Zeitskala der klassischen Periodendauer einer Mole-
kiilschwingung entspricht ungefihr 10714, vergleiche auch Kapitel 2, Abschnitt 3, Paragraph 1.
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eines Molekiils, zum Beispiel verschiedener Isotopomere. 3) Doch damit nicht genug: Inzwi-
schen ist es gelungen, Laserpulse mit einer Dauer kleiner als 100 Attosekunden #) zu erzeugen,
die es erlauben die Bewegungen von Elektronen nicht nur in Echtzeit zu beobachten, sondern
auch zu manipulieren. 5 Auf dem Gebiet der Attosekundenchemie steht man jedoch erst am
Anfang ©; man darf gespannt sein, welche Konsequenzen sich insbesondere fiir mehratomige
Molekiile aus den derzeitigen Entwicklungen ergeben.

In den folgenden Kapiteln wird demonstriert, dass sich Felder auch dazu eignen, die Quan-
tendynamik der Kernspinisomere von Molekiilen selektiv zu steuern. Dazu wird der Einsatz
verschiedener Arten von Feldern diskutiert: magnetischer und elektromagnetischer, statischer
wie zeitabhdngiger, gepulster als auch nicht gepulster, resonanter oder nicht-resonanter. Der
Zugang, der in dieser Arbeit gewdhlt wurde, ist ein theoretischer; die Einfliisse der externen
Felder auf die Kernspinisomere der gewéhlten Molekiile wird mit Hilfe von Simulationen ihrer
Quantendynamik, basierend auf der Losung der zeitabhingigen Schrédinger-Gleichung, Glei-
chung (2.1), quantifiziert. Ziel des vorliegenden Kapitels ist es, die den Simulationen zugrunde
liegenden Strategien nebst der damit verbundenen theoretischen Konzepte vorzustellen. Dies
umfasst die theoretische Beschreibung von Feldern (Abschnitt 2), einige Methoden zur Losung
der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung (Abschnitt 3) sowie die Grundlagen zur Ausrich-
tung von Molekiilen (Abschnitt 4). Da die Identifikation von Kernspinisomeren auf Grundlage
von Symmetrieprinzipien geschieht, ist auch eine Diskussion der Symmetrien eines Molekiils
in Feldern notwendig; sie schliefit dieses Kapitel ab.

5 2 Einige Eigenschaften von Feldern Zur theoretischen Behandlung der Wechsel-
. wirkung von Molekiilen mit externen Feldern ist es iiblich, eine halbklassische
Néaherung zu verwenden: Das Molekiil wird quantenmechanisch behandelt, die externen
Felder mit Hilfe der klassischen Maxwell-Theorie. Dariiber hinaus wird haufig von der Di-
polndherung Gebrauch gemacht, deren Grundannahme es ist, dass Molekiile allein tiber ihre
permanenten oder induzierten Dipolmomente mit den externen Feldern in Wechselwirkung
treten. Beide Annahmen bilden in dieser Arbeit die Grundlage zur Quantifizierung des Einflus-
ses eines externen Feldes auf ein Molekiil im Allgemeinen und auf dessen Quantendynamik
im Speziellen. In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften des Hamilton-Operators fiir Mo-
lekiil und Feld sowie die Charakteristika von Feldern herausgearbeitet und anhand relevanter

Beispiele illustriert.

Der Hamilton-Operator fiir Molekiil und Feld wird im Rahmen der Dipolndherung und
fur moderate Feldstdrken angegeben und diskutiert. Die Kenngrofien von magnetischen,
elektrischen und elektromagnetischen Feldern auf Grundlage der klassischen Maxwell-
Theorie werden besprochen und anhand von Laserfeldern illustriert. Es folgt eine knappe
Darstellung der Theorie der Wechselwirkung der Kernspins eines Molekiils mit externen
Magnetfeldern. Insbesondere wird der Zeeman-Effekt, die Anregung von Zeeman-Niveaus
mit Hilfe zeitabhdngiger Magnetfelder, sowie der Einfluss interner Wechselwirkungen auf
Energiezustidnde in externen Magnetfeldern erldutert. Alles in diesem Kapitel Beschriebene

ist bekannt und kann in der zitierten Literatur nachgelesen werden.

3) Einen Uberblick zu dlteren Arbeiten geben Zewail (1994) oder Manz/Wéste (1995), aktuellere Zusammenfassun-
gen sind zum Beispiel in Hertel/Radloff (2006) oder Carley /Heesel /Fielding (2005) zu finden.

4) Eine Attosekunde entspricht 10718 s. Zum Vergleich: Die Zeitskala, auf der nach klassischer Vorstellung das
Elektron im Wasserstoffatom einmal den Atomkern umléuft, entspricht ungefihr 10717 s, vergleiche auch Kapitel
2, Abschnitt 3, Paragraph 1.

5) In die grundlegenden Konzepte der Attosekundenphysik fiihrt beispielsweise Krausz/Ivanov (2009) ein.

6) Fiir einen Uberblick siehe Bandrauk/Manz/Vrakking (2009).



§1: Der Hamilton-Operator fiir Molekiil und Feld Welche Form der Hamilton-Operator
fiir Molekiil und Feld annimmt, ist abhidngig von der Stirke der Felder, mit denen die Molekiile
manipuliert werden sollen. Fiir nicht allzu starke Felder — was darunter zu verstehen ist, erklart

Paragraph 2 dieses Abschnitts — zerfdllt dieser Hamilton-Operator in zwei Terme
A = AMol L gWW | (5.1)

in den Hamilton-Operator fiir das Molekiil HM®! ohne Feld und den Hamilton-Operator fiir
die Wechselwirkung mit den externen Feldern H"W. Welche Naherungen fiir den Hamilton-
Operator HM°! in der Regel verwendet werden und welche Gestalt er unter diesen Naherungen
annimmt, wurde bereits in Kapitel 2, Abschnitt 3 besprochen. Die explizite Form des Operators
HWW ist je nach Art des Feldes und dem Grad der Néherung unterschiedlich. Im Rahmen der
Dipolnédherung schreibt er sich als

AW =_d.F, (5.2)

wobei d den Operator fiir das elektrische oder magnetische Dipolmoment und F das ein-
gesetzte Feld (beziehungsweise die eingesetzten Felder) bezeichnet. Das Dipolmoment wird
somit quantenmechanisch behandelt und das Feld in seiner klassischen Form représentiert. 7)
Mit Dipolmoment ist hier nicht notwendigerweise das permanente Dipolmoment des Mole-
kiils gemeint. In Abschnitt 3 dieses Kapitels wird mit der Ausrichtung von Molekiilen ein
Beispiel besprochen, bei dem das durch das externe elektrische Feld induzierte elektrische
Dipolmoment entscheidend ist. Die Berechnung elektrischer Dipolmomente und der daraus
abgeleiteten Groflen ist mit Hilfe der Quantenchemie moglich. # Magnetische Dipolmomente
sind weniger zuganglich: Sieht man von einigen Elementarteilchen ab, lassen sich magnetische
Dipolmomente nur schwer berechnen, siehe auch Paragraph 3 dieses Abschnitts. Dipolmomen-
te sind als molekulare Eigenschaft fiir ein spezifisches Molekiil festgelegt; die zur Steuerung
und Kontrolle von Molekiilen interessante Grofie ist das externe Feld beziehungsweise die ex-
ternen Felder. Einige ihrer fiir diese Arbeit relevanten Eigenschaften werden nun besprochen.

§2: Kenngrofsen von (Laser-)Feldern Im Sinne einer klassischen Behandlung werden elektri-
sche, magnetische und elektromagnetische Felder mit Hilfe der Maxwell-Theorie beschrieben,
die dhnlich der Quantenmechanik auf einigen wenigen Grundgleichungen, den Maxwell-
Gleichungen, basiert. Die Maxwell-Theorie bildet ebenso wie die Quantenmechanik einen
Grundpfeiler der Physik; ein Abriss der Theorie kann in zahlreichen Biichern nachgelesen
werden. 9 Jedes Feld wird dort durch ein Vektorfeld F beschrieben, zum Beispiel in der Form
F = (Fx, Fy, Fz), wobei Fx, Fy und F; die drei laborfesten, kartesischen Komponenten von
F bezeichnen. Im Allgemeinen hingen diese drei Komponenten sowohl vom Ort als auch von
der Zeit ab, das heifdt: 7o = Fo(X, Y, Z, t) mit Q = X, Y, Z; Spezialfille sind statische (zeitlich
konstante) beziehungsweise homogene (rdumlich konstante) Felder.

Ein wichtiger Typ von Feld ist der des Laserfeldes. Er eignet sich zur Beschreibung von
Laserpulsen, die zum Beispiel zur Ausrichtung von Molekiilen (vergleiche Abschnitt 3 die-
ses Kapitels) Verwendung finden. Laserfelder sind sowohl Funktionen der Zeit als auch des
Ortes. Wie jede Form von elektromagnetischer Strahlung besteht Laserstrahlung aus einem
zeitabhédngigen elektrischen Feld E und einem zeitabhdngigen magnetischen Feld B, die bei-

7) Der allgemeine Hamilton-Operator fiir ein quantenmechanisches System und Feld wird zum Beispiel in Haken/
Wolf (2003: Kapitel 16) oder Schleich (2001: Kapitel 14) ausfiihrlich besprochen.

8) Beschrieben zum Beispiel in Jensen (2007: Kapitel 11, Abschnitt 3), Piela (2007: Kapitel 12, Abschnitt 2 und 3)
oder Helgaker/Jorgensen/Olsen (2000: Kapitel 15, Abschnitt 5).

9) Eines dieser vielen ist Shadowitz (1975).
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de senkrecht zueinander und jeweils senkrecht zur Ausbreitungsrichtung e, der Strahlung
oszillieren. Wie sich jedoch zeigen ldsst, ist es moglich die Wechselwirkung des Feldes mit
dem Molekiil ausschlielich mit Hilfe des elektrischen Feldes E auszudriicken. '®) Auferdem
kommt nur linear polarisiertes Laserlicht zur Anwendung, das heifst solches, dass sich in eine
bestimmte Richtung ausbreitet. Falls die Ausbreitung in Richtung der laborfesten ey-Achse

erfolgt 'V, lasst sich die elektrische Komponente des Feldes so wahlen, dass ')

E(t) = Ege(t)cos (wt —K-Y) ez; (5.3)

Ej bezeichnet die Amplitude, w die Zentralfrequenz, e(t) die Einhiillende als Funktion der
Zeit 13), und K die Wellenzahl der Laserstrahlung, die tiber

27
= 4
K 1 (5.4)

mit dessen Wellenldnge A verkniipft ist. Wird dartiber hinaus zur Beschreibung der Wech-
selwirkung des Molekiils mit dem Laserfeld die Dipolndherung verwendet, gilt K- Y =~ 0,
das heifit, es wird dann (unter anderem) angenommen, das Laserfeld sei tiber das Volumen
des Molekiils zu einem festen Zeitpunkt raumlich konstant. '4) Zur Charakterisierung des
Laserpulses im Rahmen der Dipolndherung sind demnach drei Grofien von Bedeutung: die
Amplitude des Feldes E,, die Zentralfrequenz w und die Einhiillende €(t).

0 Amplitude und Intensitit
Die Amplitude E, bestimmt die maximale Stirke des Laserpulses, das heifst dessen maxi-
male Intensitét I, Sie ist fiir ein Feld der Form Gleichung (5.3) gegeben durch

Imax = c&olEol*, (5.5)

mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ und der Permitivitdt des Vakuums ¢;, und zu unterscheiden
von der momentanen Intensitdt des Lasers

Imorn(t) = C50|E(t)|2 . (5.6)

Zur Ausrichtung von Molekiilen verwendet man typischerweise Laserpulse mit maxima-
len Intensitdten im Bereich von I,y = 1, ..., 100 TW/em? (1TW/em? = 1012 W/em?), vergleiche
Abschnitt 3 dieses Kapitels. Nach heutigem Stand der Technik sind dies Felder mittlerer
Stirke; Laserpulse mit Intensitdten von I, = 102 Wem? liegen durchaus im Bereich des
Moglichen. '5)

10) Dies ist eine Frage der Eichung. Die hier durchgehend verwendete Formulierung entspricht der sogenannten
Langen-Eichung. Vergleiche dazu zum Beispiel Yang (1976) oder Schleich (2001: Kapitel 14).

11) Héufig findet man fiir diese Form von Feld die ungenaue Formulierung, der Laser sei in ez-Richtung polarisiert.
Wird im Folgenden von Polarisation gesprochen, so ist damit stets die Richtung der elektrischen Komponente
des Laserfeldes gemeint.

12) Wenngleich der angegebene Ausdruck fiir die elektrische Komponente des Laserpules oft Verwendung findet,
so ist er nur ndherungsweise korrekt. Genau genommen muss der Laser zunéchst durch das Vektorpotential
A(t) charakterisiert werden, aus dem sich dann das elektrische Feld durch gewisse Vorschriften errechnen lasst.
Fiir die hier durchgefiihrten Untersuchungen ist die Art der Beschreibung angemessen, da die Einhiillende des
Lasers e(t) im Vergleich zur Laserfrequenz sich nur langsam dndert. Hinweise zur exakten Behandlung geben
zum Beispiel Schleich (2001: Kapitel 14) oder Steinfeld (1993: Kapitel 1, Abschnitt 6).

13) Im Allgemeinen ist die Einhiillende auch noch eine Funktion des Ortes. Von dieser Moglichkeit wird hier
abgesehen.

14) Diskutiert werden dieser und weitere, sich aus der Dipolndherung ergebende Zusammenhénge zum Beispiel in
Schleich (2001: Kapitel 14, Abschnitt 3).

15) Siehe dazu Schworer (2006).



0 Zentralfrequenz

Die Zentralfrequenz w entscheidet, welcher Typ von molekularer Bewegung durch den
Laserpuls angeregt wird. Entspricht sie der Ubergangsfrequenz w,, u zweier molekularer
Eigenenergien, E, und E,, so ist das Feld resonant zu diesem Ubergang; man spricht dann
von resonanter Anregung. Ist die Frequenz dagegen zu keinem Ubergang identisch, so
bezeichnet man das Laserfeld als nicht-resonant. Der Begriff Resonanz sollte in diesem
Zusammenhang jedoch nicht missverstanden werden: Da ein Laserpuls zeitlich begrenzt ist,
enthélt das Feld E nicht nur eine Frequenz, sondern eine ganze Bandbreite (2 verschiedener
Frequenzen. Die Bandbreite (2 ist tiber

Qty, = Ach (5.7)

mit der Pulsdauer t,/, des Laserlichts verbunden; A, ist eine Konstante, die je nach Pulsform
unterschiedlich ist. Auch der hier eingefiihrte Begriff der Pulsdauer verleitet zu Fehlschliis-
sen: Die Pulsdauer entspricht der Halbwertsbreite des Pulses (oft auch full width at half
maximum), die definiert ist als

max |e(t)?

. 2
ty, =t =t mit  e(t;)]" = )

fuir i=1,2 und £ #t,, (5.8)

das heifit als das Zeitintervall, in dem das Betragsquadrat der Einhiillenden grofSer ist
als die Hélfte seines Maximalwerts. Die Halbwertsbreite muss von der Gesamtdauer des
Laserpulses tp,}s unterschieden werden. Welche der beiden Grof8en im Folgenden gemeint
ist, geht aus dem besprochenen Kontext hervor.

0 Einhiillende
Die Einhiillende () eines Laserpulses bestimmt dessen Form. Sieht man von den zeitab-
hingigen magnetischen Feldern ab, vergleiche Paragraph 3 dieses Abschnitts, wird in dieser
Arbeit durchgehend ein gauférmiger Laserpuls verwendet. *® Fiir diesen Pulstyp schreibt
sich die Einhiillende als

2In2

€(t) = egexp [— ;1 tz] (5.9)
tl/z

und es ist A, = 41n 2, vergleiche Gleichung (5.7). Eine andere Form, die in dieser Arbeit

Verwendung findet, ist der Rechteckpuls, siehe unten.

Neben Laserfeldern wird in dieser Arbeit auch der Einfluss von Magnetfeldern auf die Quan-
tendynamik von Molekiilen diskutiert. Einige Eigenschaften dieser Felder und die physikali-
schen Phdnomene, die mit der Wechselwirkung von Molekiilen mit Magnetfeldern verbunden
sind, werden im néchsten Paragraphen besprochen.

§3: Kernspins in Magnetfeldern Sie gilt fiir die Chemie als wichtige Disziplin der Spektro-
skopie: die magnetische Kernresonanzspektroskopie, auch: NMR. Ihr Ziel ist wie das eines
jeden Verfahrens der molekularen Spektroskopie die Vermessung eines Teils des Spektrums
eines Molekiils, um Aufschluss tiber dessen Eigenschaften zu erhalten. Der Teil des Spek-
trums, der fiir die Kernresonanzspektroskopie zugénglich ist, liegt im Bereich von 10726 ], die
Ubergangsfrequenzen w,, u im MHz-Bereich; vermessen wird es durch den Einsatz statischer
und zeitabhdngiger Magnetfelder. Wie der Name der Methode deutlich macht, ist dies die

16) Gauf3formige Laserpulse erfreuen sich bei Experimentatoren grofer Beliebtheit, bereiten Theoretikern hinge-
gen hdufig Schwierigkeiten. So haben derartige Pulse keinen definierten Anfangspunkt, was numerisch nicht
umzusetzen ist. Es wurden daher eine Vielzahl von alternativen Pulsformen entwickelt, um einen Gaufipuls
numerisch anzundhern. Vergleiche dazu zum Beispiel Barth/Lasser (2009).
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Energieskala, auf der die Wechselwirkungen mit und aufgrund des Kernspins entscheidend
sind. Obwohl in Kapitel 6 keine Fragestellung von spektroskopischer Natur untersucht wird,
gleicht das dort diskutierte Szenario dem eines typischen Experiments der Kernresonanz-
spektroskopie. Im Folgenden werden deshalb kurz die Charakteristika der bei einem solchen
Experiment eingesetzten Felder und der mit ihnen verbundenen Wechselwirkungen disku-
tiert.

Wird ein Molekiil einem statischen Magnetfeld ausgesetzt, so beobachtet man im Allgemei-
nen ein Aufspalten seiner molekularen Zustdnde proportional zur Starke des Magnetfeldes
und abhéngig vom elektronischen, Schwingungs-, Rotations- und Kernspinzustand des Mo-
lekiils. Dieser Befund ist bekannt als Zeeman-Effekt. Fiir die Kernresonanzspektroskopie ist
lediglich die Aufspaltung der Kernspinzustdnde interessant: Der theoretischen Beschreibung
von Kernresonanzspektren liegt die Vorstellung zugrunde, man kénnte die Kernspins eines
Molekiils als autarkes Teilsystem betrachten und dieses mit Hilfe eines stark vereinfachten,
effektiven Hamilton-Operators beschreiben, der die Einfliisse der tibrigen Freiheitsgrade mit
Hilfe spezieller Terme berticksichtigt. '7) Da man typischerweise das statische Magnetfeld in
ez-Richtung polarisiert wahlt, das heifst: B = (0, 0, By), schreibt sich der Hamilton-Operator
zur Quantifizierung des Zeeman-Effekt als *®)

A% = -d,;°8. B, (5.10)

wobei d. '*% die ez-Komponente des Teils des magnetischen Dipolmoments ist, der auf die
Kernspins zuriickzufiihren ist. Sie schreibt sich fiir ein System aus n; Kernspins explizit als *9)

ng
;=) vz, (5.11)
i=1

wobei 7. 7z, die ez-Komponente des Operators des i-ten Kernspins bezeichnet, vergleiche auch
Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 4. Das hier eingefiihrte gyromagnetische Verhiltnis y; ist
eine fiir jede Kernsorte charakteristische Eigenschaft. Es ist eines jener Merkmale von Kernen,
beziehungsweise Quantenteilchen im Allgemeinen, deren Berechnung sich fiir Theoretiker
als auflerordentlich schwierig gestalteten: Bisher gelang es nur fiir wenige Quantenobjekte,
die gyromagnetischen Verhéltnisse korrekt zu berechnen; fiir viele, darunter alle Atomker-
ne, ist eine experimentelle Bestimmung notwendig. >°) Fasst man die beiden Ausdriicke aus

Gleichung (5.10) und Gleichung (5.11) zusammen, so erhdlt man
ng
AZee = _ Z w?T, (5.12)
i=1
mit der Larmor-Frequenz des i-ten Kerns wizee = y;By. Wie sich der Effekt des statischen

Magnetfelds auf ein untereinander nicht-wechselwirkendes Spinsystem aus drei Protonen

auswirkt, ist in Beispiel 5.1 und Abbildung 5.1 illustriert. Die dort besprochenen und gezeigten

17) Eine Rechtfertigung dieser Annahme wird in Levitt (2008: Kapitel 8, Abschnitt 1) gegeben. Sie ist auch bekannt
als Spin-Hamiltonian hypothesis.
18) Wie einleitend zu diesem Paragraphen beschrieben, fiihrt ein externes Magnetfeld auch zur Wechselwirkung

mit anderen Freiheitsgraden neben den Kernspins im Molekiil. Méchte man diese Einfliisse quantifizieren, muss
der hier angegebene Hamilton-Operator modifiziert werden; vergleiche Bowater/Brown/Carrington (1973).

19) In dem hier angegebenen Ausdruck ist die chemische Verschiebung nicht berticksichtigt; der Ausdruck ist nur
glltig, sofern die chemische Verschiebung klein ist, wovon im Folgenden stets ausgegangen wird. Vergleiche
dazu auch Ernst/Bodenhausen/Wokaun (1987: S. 45) und die Anmerkungen in Kapitel 6.

20) Vergleiche dazu Piela (2007: Kapitel 12, Abschnitt 6, Paragraph 2).



Beispiel 5.1

Zum Einfluss magnetischer Felder auf ein isoliertes Spinsystem am Beispiel von drei Spin-1/2-Teilchen. 21)

Ein System aus drei Spin-1/2-Teilchen wird durch den Gesamtspin Z = 3/2, 1/2 charakterisiert; vergleiche Kapitel
2, Abschnitt 4, Paragraph 4, insbesondere Tabelle 2.6. Betrachtet man die vier Zustinde zu Z = 3/2, so sind sie
bei Vernachladssigung aller intramolekularen Kernspinwechselwirkungen energetisch entartet. Werden Sie einem
statischen, linear in ez-Richtung polarisierten Magnetfeld ausgesetzt, so wird die Wechselwirkung der Kernspins
mit dem Magnetfeld durch den Operator HZee, Gleichung ( ), beschrieben. Die Energieverschiebung erhélt man
aus der Bestimmung seiner Eigenwerte; sie lassen sich unter Verwendung von Gleichung (2.43. b) direkt als

EZe¢ = himy w?ee (5.13)

angeben, wobei fiir Z = 3/2 die Quantenzahl my die Werte +3/2, +1/2, —1/2, =3/2 annehmen kann und wlzee = w%ee =

w%ee = w?e ist. Die Zeeman-Aufspaltung ist fiir den hier betrachten Fall in Abbildung 5.1 (b) illustriert. Insbesondere
ist interessant, dass die Energiedifferenz benachbarter Zustinde stets gleich ist; sie betragt fiw?¢. Verwendet man
nun ein Feld der Form wie in Gleichung (5.16), so werden Ubergénge zwischen Zeeman-Zustinden erzeugt, die
sich um +1 im Wert fiir m7 unterscheiden. Dies lésst sich wie folgt verstehen: Sieht man von der Zeitabhéngigkeit
des Feldes ab — wie sie sich berticksichtigen lasst, erklart Abschnitt 3 dieses Kapitels —, ist die Wechselwirkung des
Spin-Systems durch die Operatoren Z. x; und die Frequenzen w?F bestimmt. Da fiir ein System aus n7 identischen

RF _ RF
1=

Kernen yy = ... = yy gilt, ist die Frequenz w ... = wy; fiir alle Kernspins gleich und

.fx :le +...+fxnz . (5.14)
Der hier eingefiihrte Operator fiir die ex-Komponente des Gesamtkernspins lasst sich auch schreiben als
Ix=12(L,+1), (5.15)

wobei 7, den sogenannten Aufsteigeoperator und Z_ den Absteigeoperator bezeichnet. Diese Operatoren erhohen
beziehungsweise erniedrigen den Wert der Quantenzahl m7 um 1, sofern mz nicht bereits dem grof3t- beziehungs-

weise kleinstmdglichen Wert entspricht. Wihlt man die Frequenz des Feldes als w = w?e®

, werden dementsprechend
Ubergénge gleicher Stirke zwischen benachbarten Zeeman-Niveaus erzeugt. Da die Energiedifferenz zwischen
diesen Niveaus identisch ist (siehe oben), werden durch das zweite Feld alle Zeeman-Niveaus angeregt. Im Kernre-

sonanzspektrum eines solchen - fiktiven! — Systems sihe man nur ein Linie passend zur Frequenz w?¢®
Zee

, vergleiche
Abbildung 5.1 (). Ein solches Spektrum sidhe man auch fiir ein isoliertes Proton im Magnetfeld — w*®® entspricht der

Frequenz des Ubergangs zwischen den beiden Zusténden mg;=1/; = +1/2!

Aspekte gelten auch allgemein: Energien von Kernspinzustdnden eines aus n7 identischen
Kernspins bestehenden Spinsystems zu gleichem 7 aber unterschiedlichem m; spalten bei
Anwesenheit eines statischen Magnetfelds in 27 + 1 Zustdnde unterschiedlicher Energie auf,
mit einer Energiedifferenz benachbarter Zustinde von w?®® = ... = hw%?e = hw?®. Diese
unterschiedlichen Energieniveaus kénnen durch (mindestens) ein weiteres, zeitabhdngiges
und senkrecht zum ersten Feld stehendes Magnetfeld B = (B; cos(wt), 0, 0) angeregt werden.
Die Wechselwirkung eines Molekiils mit dem zweiten Feld wird durch den Hamilton-Operator

m
ARF = b(t)B, cos(wt) ZwﬁFin (5.16)

i=1
quantifiziert; 0" = By y;; die Grofe 1 x, bezeichnet die ey-Komponente des Operators fiir
den i-ten Kernspin; die Einhiillende b(t) wird typischerweise als Rechteckpuls gewahlt, das
heifdt in der Form

1 falls 0<t<t
b(t) = ams s BE s tras (5.17)
0 sonst

21) Die genannten Eigenschaften der Auf- und Absteigeoperatoren werden zum Beispiel in Edmonds (1960: Kapitel
2, Abschnitt 3) bewiesen.
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Abbildung 5.1

Schema zum Einfluss von Magnetfeldern auf ein isoliertes Spinsystem, bestehend aus drei Spin-1/2-Teilchen: (a)
illustriert den feldfreien Fall; (b) das Spinsystem unter Einfluss eines statischen, in ez-Richtung polarisierten
Magnetfelds; (c) den Einfluss eines zusitzlichen, zeitabhingigen Magnetfeldes, polarisiert in ex-Richtung (die
senkrechten Linien veranschaulichen die méglichen Uberginge).

mit der Gesamtpulsdauer fp,s. 22) Gilt fiir die Frequenz des Feldes w = wizee, so ist das Feld
resonant zur Zeeman-Aufspaltung der Energieniveaus des Kernspins Z;. Es werden dann
durch das Feld Uberginge zwischen Zustdnden erzeugt, die sich um die Werte +1 in der
Quantenzahl mz, unterscheiden, siehe Abbildung 5.1 und Beispiel 5.1. Wie sich die Zeitab-
héngigkeit des Feldes berticksichtigen ldsst, wird in Abschnitt 3 dieses Kapitels erldutert.

Gaébe es Kernresonanzspektren isolierter, untereinander nicht-wechselwirkender Spinsys-
teme, so wéren sie nur wenig interessant: Je nach der Wahl der Frequenz w sdhe man genau
eine Linie, die der Ubergangsfrequenz w?¢ des jeweiligen Spinsystems entsprache, verglei-
che auch Beispiel 5.1.23) Reale Kernresonanzspektren allerdings sind weitaus vielfaltiger.
Grund hierfiir sind die internen Wechselwirkungen zwischen den Spins und den anderen
molekularen Freiheitsgraden. Fiir die Kernresonanzspektroskopie sind die relevanten: die che-
mische Verschiebung, die dipolare Wechselwirkung, die J-Kopplung und die quadrupolare
Wechselwirkung. >4 Sie alle bewirken, dass Kernspinzustidnde einer bestimmten Gesamt-
kernspinquantenzahl 7 in der Regel nicht entartet vorliegen, sondern sich in ihren Energien
unterscheiden, auch wenn das Molekiil keinen externen Magnetfeldern ausgesetzt ist. Existie-
ren im betrachteten Molekiil keine Kerne mit einem Quadrupolmoment, das heifit mit Z; > 1/2,
so ist die dipolare Wechselwirkung die grofite Wechselwirkung zwischen Kernspins. Der
Hamilton-Operator fiir diese Wechselwirkung schreibt sich fiir ein Molekiil mit m Kernen
als 25

m
HDD = % Z EBP (f, Ai/ -3 (fl eii/) (fi" eii/)) 5 (518)

die Konstante

DD _ Mo ViV
wobei p die magnetische Feldkonstante bezeichnet, heifit dipolare Kopplungskonstante; die

Vektoren e;;» sind die Einheitsvektoren entlang der Verbindungslinie zwischen i-tem und

22) Eine ausfiihrlichere Beschreibung liefert zum Beispiel Levitt (2008: Kapitel 10, Abschnitt 8).

23) So sdhe man zum Beispiel im Spektrum Ethens C,H, genau eine Linie, die zur Frequenz w?ee = ¥pBo gehorte.
Die Grofe y;, bezeichnet dabei das gyromagnetische Moment des Protons.

24) Im Einzelnen vorgestellt werden diese Wechselwirkungen zum Beispiel in Levitt (2008: Kapitel 9).

25) Vergleiche Levitt (2008: S. 212).



i’-tem Kern, r;;, quantifiziert den Abstand beider Kerne. > Aus Gleichung (5.18) geht hervor,
dass die dipolare Wechselwirkung explizit vom Abstand der Kerne abhdngt. Wie in Kapi-
tel 6 fiir ein einfaches Modellsystem gezeigt wird, hat dies auch zur Folge, dass sich durch
die Berticksichtigung der dipolaren Wechselwirkung auch die iibrigen Eigen-Energien eines
Molekiils, zum Beispiel dessen Torsionsenergien, verschieben kénnen — mit erstaunlichen

Konsequenzen fiir die Quantendynamik der Kernspinisomere des betrachteten Systems.

Fur Felder, deren Intensitdten im 1TW/cm?-Bereich liegen, ist es moglich den Hamilton-
Operator fiir Molekiil und Feld in der Form AM®! + AWW zu schreiben, die Dipolnaherung
zu verwenden und das Feld mit Hilfe der Maxwell-Theorie zu beschreiben. Felder werden
in dieser Naherung charakterisiert durch ihre Einhiillende, ihre Zentralfrequenz und ih-
re Intensitdt. Magnetische Felder wechselwirken in erster Ndherung mit den Spins eines
Molekiils; statische Felder fiithren zu einer Zeeman-Aufspaltung molekularer Eigenzustin-
de, zeitabhdngige Magnetfelder konnen zur Anregung dieser Zeeman-Zustidnde fiihren.
Fiir ein detailliertes Verstandnis von Kernspinspektren, die mit Hilfe von Magnetfeldern

aufgenommen werden, ist unter anderem die dipolare Wechselwirkung wesentlich.

Die in diesem Abschnitt charakterisierten Felder finden neben der Kernresonanzspektroskopie
die unterschiedlichsten Anwendungen zur Analyse und Manipulation von Molekiilen. Laser-
felder werden beispielsweise bei der theoretischen Beschreibung der Ausrichtung von Molekii-
len durch Laserpulse benutzt, wie in Abschnitt 4 dieses Kapitels nachzulesen ist. Zuvor wird
zusammengefasst, welche Strategien zur Losung der zeitabhédngigen Schrodinger-Gleichung

in dieser Arbeit zur Anwendung kommen.

5 3 Zur Losung der zeitabhidngigen Schrodinger-Gleichung Bei den Prozessen, die
. in dieser Arbeit untersucht werden, dient der Einsatz von Feldern der Manipulation
und Kontrolle von Molekiilen. Das Ziel ist es dabei grundsétzlich, den Zustand des Molekiils
zu dndern und durch das Feld ein Wellenpaket zu erzeugen, das die gewtiinschten Eigenschaf-
ten zeigt. Angenommen wird dabei stets, dass sich das System vor der Wechselwirkung in
einem Energie-Eigenzustand befindet, beziehungsweise im thermischen Gleichgewicht, in
dem jeder Energie-Eigenzustand mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit auftritt, vergleiche
Kapitel 2, Abschnitt 4. Schematisch ldsst sich das Vorgehen als

wa(t) i
Dy ——5 Y cpexp (—%Ent) D, (5.20)
n

zusammenfassen, wobei n beziehungsweise 1 hier wieder eine kollektive Quantenzahl be-
zeichnet; die linke Seite von Gleichung (5.20) symbolisiert das System (beziehungsweise einen
Reprasentanten des Systems) vor der Wechselwirkung, die rechte Seite das System nach der
Wechselwirkung mit dem externen Feld. Gegenstand dieses Abschnitts ist die systematische
Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten c,;, das heifst die Quantifizierung des Einflusses

einer von auflen angelegten, zeitabhingigen Wechselwirkung auf den Zustand der Molekiile.

Zwei Verfahren zur Losung der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung werden bespro-
chen: die zeitabhéngige Storungstheorie und die Naherung des plétzlichen Ubergangs. Die
Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten in Gleichung (5.20) werden angegeben und
die fiir ihre Bestimmung zentralen Gréflen diskutiert. Im Anschluss daran wird erldutert,

wie die Verfahren erweitert werden miissen, wenn sich das System vor der Wechselwirkung

mit dem Feld im thermischen Gleichgewicht befand. Die hier erlduterten Methoden sind

26) Vergleiche dazu zum Beispiel Levitt (2008: Kapitel 9).
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| nicht neu und kénnen in den zitierten Literaturstellen im Detail nachgelesen werden.

§1: Zeitabhingige Storungstheorie Um die Wirkung eines oder mehrerer zeitabhéngiger
Felder auf ein Molekiil zu bestimmen, muss die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung, Glei-
chung (2.1), fiir Molekiil und Feld gelost werden, das heifit — unter den in Abschnitt 2, Pa-
ragraph 1 dieses Kapitels genannten Bedingungen - fiir den (Gesamt-)Hamilton-Operator
H(t) = AMOl + AWW(t). Dazu wird iiblicherweise angenommen, dass es moglich sei, einzelne
molekulare Freiheitsgrade, das heifit Schwingungen, Rotationen et cetera, selektiv anzure-
gen. Wie es im vierten Abschnitt dieses Kapitels beschrieben wird, liegt beispielsweise der
Theorie zur Ausrichtung die Idee zugrunde, die Rotations- beziehungsweise die Rotations-
Kontorsionsfreiheitsgrade eines Molekiils liefsen sich gezielt und unabhéngig von den iibrigen
Freiheitsgraden durch den Einsatz nicht-resonanter Laserpulse steuern. Ausgehend von dieser
Pramisse wird die zeitabhidngige Schrodinger-Gleichung, Gleichung (2.1), nur fiir die durch
das Feld manipulierten Freiheitsgrade geltst, das heifst:

ih% w(t) = (A" + AVW() w(1), (5.21)

wobei H™¢ den Hamilton-Operator fiir die manipulierten Freiheitsgrade des Molekiils be-
zeichnet. Diese Gleichung exakt zu 16sen, ist selbst fiir die reduzierte Zahl von Freiheitsgraden
sehr schwierig; haufig muss auf eines der vielen existierenden Naherungsverfahren zurtick-
gegriffen werden. 27)

Ein Verfahren ist die zeitabhidngige Storungstheorie. Idee dieser Theorie ist folgende: Das
zu behandelnde System wird aufgeteilt in ein »ungestortes« System, beschrieben durch den
zeitunabhéngigen Hamilton-Operator HI%), und eine »Storung«, quantifiziert durch den zeit-
abhingigen Hamilton-Operator IH’(t). > Um die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung fiir
das Gesamtsystem mit dem Hamilton-Operator A(t) = H + () zu 16sen, schreibt man
zundchst W(t) als Linearkombination stationdrer Zustande

W(t)= ) cult)exp (—%E,[f)]t) ol (5.22)

[

wobei @r[lo] die Eigenfunktionen von I[°l zum Eigenwert EHO] bezeichnet und n wieder eine kol-
lektive Quantenzahl ist. Setzt man diesen Ansatz in die zeitabhédngige Schrodinger-Gleichung
ein, erhdlt man das Gleichungssystem

d i . ,
acn/(t) =2 En Cn(t) exp (iwypt) H, (2) (5.23)
mit
E,-E
Wy (En 2 n) (5.24)

— die zeitliche Entwicklung des Gesamtsystems ist bei Wahl des Ansatzes aus Gleichung (5.22)
allein durch die Stérung I’ bestimmt. Bislang wurde noch keine Naherung verwendet; die
Losung von Gleichung (5.23) ist - bei Beriicksichtigung aller Eigenfunktionen von (% in der
Entwicklung aus Gleichung (5.22) und nach der erfolgreichen Berechnung der Matrixelemente

H/, - &quivalent zur Losung der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung, Gleichung (5.21).

n’'n
Im Rahmen der Bestimmung der Wellenfunktion W¥(t) mit Hilfe der zeitabhidngigen St6-

27) Ein Uberblick zu diesen Verfahren findet sich zum Beispiel in Tannor (2007: Kapitel 11).

28) Mit dem »ungestorten« System sind nicht zwangslaufig die (relevanten Freiheitsgrade der) Molekiile ohne Feld
gemeint, deshalb auch die Einfiihrung der neuen Symbolik. Es kann auch sinnvoll sein, einen Teil des externen
Feldes als Teil des »ungesttrten« Systems zu betrachten; vergleiche Kapitel 6.



rungstheorie wird nun zunéchst angenommen, dass sich durch die Einwirkung des Feldes
in Form der Storung I’ die Koeffizienten c,(t) nur wenig von ihrem urspriinglichen Wert
cn(to) unterscheiden. Befindet sich das System vor der Einwirkung der Stérung zum Beispiel

im Eigenzustand @1[1?)], dann ist

ealto) = 0pn und () = cu(ty) (5.25)
Setzt man diese Bedingung auf der rechten Seite von Gleichung (5.23) ein, erhdlt man

d [ i . ,
acn, () = —7, €XP (m)n/not) IHH,HO(t) . (5.26)

Dies ist die Bestimmungsgleichung fiir die Koeffizienten aus Gleichung (5.23) in erster Ord-
nung Stérungstheorie. Sobald man die Matrixelemente des Stéroperators IH,,,, berechnet hat,
erhélt man unter Berticksichtigung der Anfangsbedingung Gleichung (5.25)

.t
1 - 1 . ’ ’ ’ ’
cl)(t) = Sy - %j exp (1wyny ') Hipy, (')At (5.27)
to

Wiederholt man dieses Verfahren und setzt Gleichung (5.27) auf der linken Seite von Glei-
chung (5.23) ein, so erhdlt man eine Differentialgleichung zur Bestimmung der Koeffizienten
in Stérungstheorie zweiter Ordnung et cetera. Durch dieses iterative Vorgehen lasst sich die
Losung der Koeffizienten systematisch verbessern. 29)

Damit die Storungstheorie sinnvoll ist, sollte die Stérung klein im Vergleich zu den Dif-
ferenzen der Eigenenergien des ungestorten Systems sein. Andernfalls miisste das eben be-
schriebene Vorgehen oft wiederholt werden, wobei der Aufwand zur Bestimmung der Koeffi-
zienten mit jeder weiteren Ordnung erheblich zunimmt. Dar{iber hinaus setzt der Gebrauch
der zeitabhédngigen Storungstheorie zwei Dinge voraus: (i) die Eigenfunktionen und -werte
des Hamilton-Operators H° miissen bekannt sein und (ii) die Matrixelemente der Storung
H’ miissen sich in der Basis der Eigenfunktionen &? (moglichst einfach) berechnen lassen. Die

zeitabhédngige Storungstheorie findet in dieser Arbeit in Kapitel 6 Anwendung.

§2: Ndherung des plotzlichen Ubergangs Einen etwas modifizierten Zugang zur Lésung
der zeitabhingigen Schrédinger-Gleichung liefert die Naherung des plétzlichen Ubergangs,
auch bekannt als sudden approximation. Hier wird angenommen, die Wechselwirkung zwischen
Molekiil und Feld finde so schnell statt, dass sich die Molekiile wahrend der Wechselwirkung
nicht bewegten und TRed ~ 0. Diese Annahme erlaubt es, die Losung von Gleichung ( )

als

i ww
tp(t0+):exp(—%f A (t)dt) Wty ) (5.28)

to

29) Das hier beschriebene Vorgehen ist nur eine Moglichkeit zur Ableitung der Koeffizienten CLP ] (t) in p-ter Ordnung

Storungstheorie. Sie findet sich auch in den Biichern von Schatz/Ratner (2002: Kapitel 4, Abschnitt 2 und 3)
oder Haken/Wolf (2003: Kapitel 17, Abschnitt 2). Eine alternative Behandlung, die auf der Einfiihrung eines
Storparameters beruht, ist zum Beispiel in Cohen-Tannoudji/Diu/Laloé (1999: Kapitel 13, Abschnitt 1 und 2) zu
finden.
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zu schreiben 39 31); W(t,.) ist hier die Wellenfunktion zum Zeitpunkt des Abschaltens des
Feldes, W(t;-) beschreibt das System unmittelbar vor Einschalten des Feldes. Da sich das
System vor der Wechselwirkung in einem molekularen Eigenzustand befinden soll, das heifst
W(ty-) = Dy, ist es sinnvoll die Wellenfunktion W(fy+) nach den Eigenfunktionen ®Red yon
Ared zu entwickeln

W(tor) = ) enyltor) Dy (5.29)
n
und anschliefsend die Entwicklungskoeffizienten c;, zu berechnen. Die Bestimmung der
Entwicklungskoeffizienten geschieht im Rahmen der Untersuchungen dieser Arbeit auf zwei
Weisen: analytisch und numerisch.

Mochte man die Koeffizienten analytisch bestimmen, gelingt dies folgendermafien: Setzt
man den Ansatz aus Gleichung (5.29) in Gleichung (5.28) ein und berticksichtigt, dass sich
das System vor Einschalten der Wechselwirkung in einem Eigenzustand befand, das heifst
W(typ-) = Py, so erhidlt man

: to+ .
Zcuq)u = exp (—% j HWW(t)dt) Dy, - (5.30)
n fo-

Multipliziert man anschlieffend beide Seiten von Gleichung (5.30) von links mit @, und
integriert tiber den Wertebereich der manipulierten Freiheitsgrade ¢, ..., 4; des Molekiils,
ergibt sich

. i [l
Cy = J j Dy (q1 -0 q1) €XP (_E f HWW(t)dt) Do (1, q1)dV (5.31)
1 q1 to-
wobei die explizite Form des Volumenelements dV durch die Koordinaten gy, ..., g; bestimmt
ist. 3)

Oft ist die Bestimmung der Integrale in Gleichung (5.31) analytisch nicht méglich und
numerisch sehr aufwendig. Alternativ ist es dann sinnvoll, Gleichung (5.26) in eine Matrix-
Gleichung umzuformen. Dies gelingt mit Hilfe eines Tricks 33): Zunichst wird ein fiktiver
Parameter # eingefiihrt, sodass

(1) = exp (—;7% Ltm HWW(t)dt) Y(to-) (5.32a)

und
W(n=0)=Y(t-) (5.32b)
W(n=1)=W(tp+). (5.32¢)

30) Die Ndherung des plétzlichen Ubergangs wird zum Beispiel in Messiah (1990: Kapitel 17, insbesondere Abschnitt
2) diskutiert.

31) Auch fiir den Hamilton-Operator H'ed + AWW [sst sich eine derartige Losung formal angeben, jedoch ist
dann die Verwendung eines Zeitordnungsoperators notwendig, vergleiche zum Beispiel Schatz/Ratner (2002:
Kapitel 4, Abschnitt 3). Dort wird auch der Bezug zur zeitabhdngigen Storungstheorie hergestellt. Ein solcher
Zeitordnungsoperator konnte auch notwendig sein, sollte das Molekiil zwei oder mehr Feldern gleichzeitig
ausgesetzt sein.

32) Die hier verwendete Methode der spektralen Zerlegung einer Wellenfunktion in Eigenfunktionen kann nachge-
lesen werden in zum Beispiel Tannor (2007: Kapitel 11, Abschnitt 1).

33) Die folgende Darstellung ist in abgewandelter Form in Gershnabel/ Averbukh (2008) zu finden.



Schreibt man nun W(#) als

W) =) ealn)®y, (5.33)
n
differenziert beide Seiten von Gleichung ( ) nach 7 und wendet anschliefSend die Schritte
aus Gleichung (5.30) und Gleichung (5.31) auf die sich ergebenden Gleichungen an, so erhalt
man ein System gekoppelter Differentialgleichungen der Form

dep(n) i WW
& _—%;cn(q)wn,n . (5.34)

wobei WWW die Matrixelemente des Operators WWW = Li)oj AWW(t)dt in der Basis der Funk-
tionen @, sind. Dieses Gleichungssystem kann mit Hilfe eines Computerprogrammes in der
Regel problemlos gelost werden. Man erhilt die gesuchten Koeffizienten c(¢]) nach Losung
von Gleichung (5.34) aus ¢, (7 = 1) = cy(tg+). Jedoch: Wie schon bei der zeitabhdngigen Sto-

rungstheorie, miissen auch hier die Matrixelemente Wn‘,I‘IN

bekannt sein, beziehungsweise sich
moglichst ohne grofien Aufwand berechnen lassen, damit die Anwendung der Naherung der
plotzlichen Anderung sinnvoll ist.

Bei den bisherigen Uberlegungen wurden keine Hinweise darauf gegeben, wie sich Sys-
teme behandeln lassen, die sich vor dem Einsatz des Feldes im thermischen Gleichgewicht

befanden. Dies wird im nidchsten Abschnitt erldutert.

§3: Zur Beriicksichtigung der Temperatur Wie in Kapitel 4, Abschnitt 2, Paragraph 4 ausge-
fuhrt wurde, ist die Haufigkeit eines Kernspinisomers in einem Gasverband (unter anderem)
durch die Temperatur bestimmt. Wiirde man die Temperatur nicht berticksichtigen, und damit
implizit annehmen, die Temperatur des Systems betriige T = 0K, befdnden sich alle Molekiile
in ihrem Grundzustand. Davon abgesehen, dass dies ein rein hypothetisches Szenario ist, wére
in einem solchen Fall die Untersuchung nur einer Kernspinmodifikation méglich; alle Energie-
niveaus der anderen Kernspinisomere wéren nicht besetzt. Nur wenn die Temperatur endlich
ist, das heifst T > 0K, tritt jedes Kernspinisomer mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit auf.
Es ist somit notwendig, die bisherigen Strategien zur Losung der zeitabhdngigen Schrédinger-
Gleichung so zu modifizieren, dass die endliche Anfangstemperatur berticksichtigt wird. Eine
Vorgehensweise, die dies erlaubt, ist:

1.) Man bestimmt mit Hilfe von

ERed
exp (__kBT
Wy, = ———=—— mit E;‘;d = Eigenwerte von Ared, 3 = Zustandssumme (5.35)

3

die Zahl der Zustande, die im thermischen Gleichgewicht signifikant besetzt sind, fiir
die Freiheitsgrade, die durch das externe Feld manipuliert werden sollen. Da besetzt
streng genommen heifst, W,, > 0 und dies fiir T # OK fiir jeden der unendlich vielen
molekularen Zustdande gilt, muss bei numerischen Berechnungen eine untere Schranke
definiert werden, zum Beispiel wno < 1075, ab der man die molekularen Zustinde als
nicht besetzt erachtet.

2.) Man 16st die zeitabhidngige Schrodinger-Gleichung mit der Anfangsbedingung W, ,(to) =
Dy, fiir jeden, im Sinne von Schritt 1.) besetzten Zustand, zum Beispiel mit Hilfe einer
der in Paragraph 1 und 2 dieses Abschnitts vorgestellten Methode, und erhélt W, (t) fiir
diesen Startzustand.

3.) Man berechnet fiir die aus Schritt 2.) erhaltene Wellenfunktion W, ,(f) den Erwartungs-
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wert <A>q/{n0 (t) fiir jede Observable A, deren zeitliche Entwicklung man in Abhédngigkeit

}
vom eingesetzten Feld untersuchen méochte.

4.) Man mittelt die Erwartungswerte aus 3.) tiber die thermische Anfangsverteilung mit Hilfe
von

R ngrie €XP (_ ig(? )
wWnm=) —z—

np=1

(Aw, (), (5.36)

wobei ny,; die Zahl der berticksichtigten Zustdnde ist.

Prinzipiell ist diese Vorgehensweise stets anwendbar. Sie wird jedoch bei hoheren Temperatu-
ren und schweren Molekiilen sehr schnell sehr aufwendig - fiir schwere Molekiile und/oder
hohe Temperaturen sind im thermischen Gleichgewicht anfanglich eine grofie Zahl molekula-
rer Eigenzustdnde besetzt. Eine Alternative fiir solche Fille bietet die Dichtematrixpropaga-
tion. 34)

Abschliefiend noch zwei grundsitzliche Bemerkungen: Wenn ein System sich vor der
Wechselwirkung mit einem externen Feld im thermischen Gleichgewicht befand, so ist dies
wihrend und nach der Wechselwirkung gewohnlich nicht mehr Fall. Durch das Feld werden
auch die Besetzungsgrade der molekularen Zustdnde verdndert und in der Regel zeitabhéngig
— die Bedingungen fiir ein thermisches Gleichgewicht sind dann nicht mehr erfiillt. Das bedeu-
tet insbesondere auch, dass das System keine definierte Temperatur mehr besitzt. Der zweite
Aspekt betrifft die Bedeutung der Wellenfunktion: Man sollte nicht vergessen, dass es fiir ein
thermisches System nicht mehr moglich ist, eine Wellenfunktion fiir ein Molekiil anzugeben,
auch nicht als »thermisch gemittelte« Wellenfunktion analog zu den thermisch gemittelten
Erwartungswerten, Gleichung (5.36). Siehe dazu auch Kapitel 2, Abschnitt 3, Paragraph 4.

Die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung fiir Molekiil und Feld kann in der Regel nur mit
Hilfe eines Naherungsverfahrens gelost werden. Ist die Wechselwirkung mit dem Feld klein
gegen die Energiedifferenzen der manipulierten Freiheitsgrade, so kann die zeitabhingige
Storungstheorie verwendet werden. Die Koeffizienten in Gleichung (5.20) lassen sich dann
mit Hilfe von Gleichung (5.27) bestimmen. Ist das eingesetzte Feld nicht schwach, aber kurz,
so ist die Anwendung der Ndherung des plétzlichen Ubergangs moglich. Die Koeffizienten
in Gleichung (5.20) kénnen dann durch Loésung von Gleichung (5.34) bestimmt werden.
Zur Berticksichtigung der Temperatur vor der Wechselwirkung mit dem Feld muss die
zeitabhidngige Schrodinger-Gleichung fiir jeden Anfangszustand gel6st werden, der im
thermischen Gleichgewicht (nennenswert) besetzt ist, und anschlielend die Erwartungs-
werte der Observable des Interesses mit Hilfe von Gleichung (5.36) iiber die thermische

Anfangsverteilung gemittelt werden.

Zur Beschreibung der Quantendynamik von Kernspinisomeren fehlt noch ein wichtiger Aspekt:
Die Identifikation von Kernspinisomeren beruht auf Symmetrieprinzipien; die Symmetrien
von molekularen Systemen in externen Feldern sind in der Regel andere als fiir freie Molekiile.
Welche Konsequenzen sich daraus ergeben, wird in Abschnitt 5 dieses Kapitels besprochen.
Zuvor jedoch soll auf die Konzepte und theoretischen Grundlagen der Ausrichtung von Mo-
lekiilen eingegangen werden.

5 4 Ausrichtung und Orientierung von Molekiilen mit Laserpulsen Ein sehr beein-
. druckendes Beispiel fiir die verschiedenartigen Eigenschaften von Kernspinisome-

ren ist ihr unterschiedliches Ausrichtungsverhalten. Bei geeigneter Wahl der Parameter des

34) Eine Einfithrung in die Theorie zur Dichtematrixpropagation bietet Blum (1981).
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Abbildung 5.2

Zwei Beispiele fiir molekulare Prozesse, bei denen die Ausrichtung der Molekiile im Raum von Bedeutung ist. Links:
chemische Reaktionen vom Typ nukleophile Substitution zweiter Ordnung; rechts: photochemische Anregung von
Molekiilen durch Wechselwirkung des Dipolmomentes des Molekiils de1ek mit einem linear polarisierten Laserpuls E,

hier gezeigt fiir Fulven.

Laserpulses ist es mdoglich, so eine der Botschaften in Kapitel 1, Abschnitt 3, Paragraph 2, eines
der beiden Kernspinisomere homonuklearer, zweiatomiger Molekiile parallel zur Achse des
eingestrahlten Lasers auszurichten und das zweite senkrecht dazu. Sogar ein Kernspinisomer
selektiv auszurichten, ist — dann mit Hilfe zweier Laserpulse — moglich. Die Ausrichtung von
Molekiilen scheint also eine vielversprechende Methode zu sein, um Kernspinisomere von
mehratomigen, nicht-linearen Molekiilen selektiv zu steuern. Doch: Warum ist es eigentlich
notig ist, die Ausrichtung von Molekiilen im Raum zu manipulieren? Welche Methoden gibt
es heute, um Molekiile auszurichten beziehungsweise zu orientieren? Wie lassen sie sich theo-
retisch beschreiben und fiir welche anderen Prozesse konnen sie verwendet werden? Diese

Fragen zu beantworten, ist Ziel dieses Abschnitts.

Die Abhingigkeit der Orientierung molekularer Prozesse wird am Beispiel der nukleophi-
len Substitution zweiter Ordnung und photoinduzierter Reaktionen illustriert. Die konzep-
tionellen und theoretischen Grundlagen der laserinduzierten Ausrichtung symmetrischer
und asymmetrischer Kreisel werden fiir das adiabatische und nicht-adiabatische Regime
entwickelt. Die Bedeutung des Ausrichtungsfaktors ((cos? 0)) wird erlautert und seine
Berechnung fiir das nicht-adiabatische Regime erklédrt. Der Abschnitt schliefst mit einer
Auflistung gegenwartiger Forschungsinhalte, fiir die die genannten Methoden zur Aus-
richtung genutzt werden. Im Speziellen wird die Moglichkeit diskutiert, mit Hilfe zweier

Laserpulse molekulare Rotoren zu konstruieren. Alles Genannte ist bereits bekannt und

kann in der zitierten Literatur nachgelesen werden. 35

§1: Warum Ausrichtung und Orientierung fiir Molekiile wichtig sein kann Fiir die Not-
wendigkeit der Ausrichtung von Molekiilen gibt es zahllose Beispiele. Man wird kaum ein
Buch der Organischen Chemie studieren kénnen, ohne dabei auf die Selektivitit beziehungs-
weise Spezifitdt chemischer Reaktionen zu stofsen. Egal ob Regio-, Stereo-, oder Chemoselekti-
vitat beziehungsweise -spezifitit: bei vielen Arten von bevorzugtem Reaktionsverhalten spielt
die relative Orientierung der Reaktionspartner zueinander eine wesentliche Rolle. Intuitiv ist
das auch einsichtig, sind Molekiile doch in der Regel keine spharischen Objekte. Und ist nicht

35) Es sind bereits mehrere zusammenfassende Artikel zur Ausrichtung und Orientierung von Molekiilen erschie-
nen, so zum Beispiel Stapelfeldt/Seideman (2003) und Seideman/Hamilton (2005). Die meisten im Folgenden
genannten Aspekte konnen dort nachgelesen werden. Weitere Artikel, die spezielle Themen im Zusammenhang
mit der Ausrichtung von Molekiilen behandeln, werden im Verlauf des Abschnitts in den ihnen entsprechenden

Zusammenhdngen zitiert.
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die Chemie gepragt von der Vorstellung, chemische Reaktionen von Molekiilen fanden (oft)
aufgrund der Wechselwirkung ihrer funktionellen Gruppen statt?

Ein prominentes eindrucksvolles Beispiel fiir die Abhdngigkeit der Reaktionswahrschein-
lichkeit von der relativen Orientierung der Reaktionspartner zueinander ist die nukleophile
Substitutionsreaktion zweiter Ordnung, die sogenannte Sy;2 -Reaktion. Dieser Mechanismus
ist typisch fiir Reaktionen an primédren Kohlenstoffatomen, wie der Reaktion von Methylver-
bindungen CH;X mit Nukleophilen Nu ~, zum Beispiel Hydroxiden OH ~. Er lauft nach dem
Prinzip ab

CH;3X+Nu~™ — CH;Nu+X7, (5.37)

wobei Nu ~ das »angreifende« Nukleophil und X~ die sogenannte Abgangsgruppe bezeich-
net. Das Interessante an dieser Reaktion ist, dass sie bevorzugt dann ablduft, wenn das Nukleo-
phil Nu ~ sich nicht direkt der Abgangsgruppe X annéhert, sondern entlang der Methylgruppe
CH,. Dieser Ablauf ist in Abbildung 5.2 illustriert; man spricht von einem sogenannten »Riick-
seitenangriff«. 3®) Der Erfolg der Reaktion ist somit mafigeblich durch die relative Stellung
von Nukleophil Nu = und Methylverbindung CH, X bestimmt. Nukleophile Substitutionen
sind ein Beispiel fiir chemische Reaktionen, die aufgrund von Stofiprozessen stattfinden. Ein
anderer Typ sind solche, die durch die Wechselwirkung mit Laserstrahlung induziert werden,
zum Beispiel Photoreaktionen. Als ein Beispiel wurde nun schon mehrfach die Photoisome-
risierung des Fulvens angefiihrt, vergleiche Kapitel 1 und 2. Solche Prozesse sind ebenfalls
abhédngig von der Orientierung des Molekiils zum Feld. Und auch das ist verstandlich: Wie
aus Gleichung (5.2) hervorgeht, ist die Wechselwirkung des Molekiils mit einem externen Feld
durch das Skalarprodukt aus Feldvektor E und dem Vektor des elektrischen Dipolmoments
des Molekiils d®'°* bestimmt; der Hamilton-Operator fiir die Wechselwirkung ist also je nach
relativer Orientierung der beiden Vektoren zueinander unterschiedlich. Dies ist in Abbildung

rechts noch einmal schematisch gezeigt.

Neben diesen beiden Beispielen existieren noch viele weitere, die allesamt Anlass dazu
geben, die Ausrichtung von Molekiilen steuern und kontrollieren zu wollen. Um eine der-
artige Kontrolle zu erlangen, wurden eine Reihe von Strategien entwickelt, die im nédchsten

Paragraphen kurz umrissen werden.

§2: Strategien zur Ausrichtung und Orientierung von Molekiilen Bevor nun ein kurzer
Uberblick zu den existierenden Methoden zur Ausrichtung und Orientierung von Molekiilen
gegeben wird, soll zunichst klargestellt werden, was der Unterschied zwischen beiden Begrif-
fen ist. Illustriert ist er in Abbildung 5.3 am Beispiel des Wassers H,O: Von (eindimensionaler)
Orientierung spricht man, wenn die Hauptrdgheitsachsen der Molekiile parallel zueinander
und parallel zum eingestrahlten Feld sind, von Ausrichtung dagegen, wenn sie parallel oder
anti-parallel zur Richtung des elektrischen Feldes stehen. Aufgrund ihrer Quantennatur ist es
nur dann moglich, Molekiile zu orientieren, wenn sie ein permanentes Dipolmoment besitzen,
andernfalls lassen sie sich »nur« ausrichten. Wie in Kapitel 2, Abschnitt 3, Paragraph 2 erldu-
tert wurde, wird die Orientierung eines Molekiils im Raum durch die drei Euler’schen Winkel,
den Rotationsfreiheitsgraden des Molekiils, festgelegt. M6chte man also die Orientierung be-
ziehungsweise die Ausrichtung eines Molekiils steuern, so miissen die Rotationszustidnde des
Molekiils manipuliert werden.

Versuche, Molekiile moglichst effizient auszurichten beziehungsweise zu orientieren, gibt

36) Die Reaktionsraten sind noch durch diverse andere Faktoren bestimmt, wie dem Losungsmittel, dem Substitu-
tionsgrad des Kohlenstoffatoms, der Art des Nukleophils Nu ~ et cetera; fiir Details siehe zum Beispiel Vollhardt/
Schore (2000: Kapitel 6). Obwohl es gern als Paradebeispiel zitiert wird, sei darauf hingewiesen, dass unter
Umstédnden statt einer Sy;2 eine Reaktion des Typs Syi ablaufen kann, vergleiche dazu Briickner (2003: S. 93 £.).
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es schon lange. Bereits in den spéten siebziger Jahren des letzten Jahrhunderts war es mit Hilfe
der Hexapol-Fokussierungs-Technik durch den Einsatz starker, statischer, elektrischer Felder
moglich, Molekiile zu orientieren. Jedoch gilt die Methode als experimentell aufwendig. Als
Alternative hierzu bietet sich die Methode der brute-force orientation 37) an, die ihren Namen der
extremen Stirke der eingesetzten Felder zu verdanken hat. Beide Methoden sind zwar in der
Lage, Molekiile zu orientieren, funktionieren jedoch nur dann gut, wenn das zu orientierende
Molekiil ein starkes Dipolmoment aufweist und sich die Molekiile gut kiihlen lassen. 3®)

Als Moglichkeit, die diese Defizite nicht teilt, hat sich die Orientierung und Ausrichtung mit
Hilfe von Laserpulsen etabliert. Durch ihre Anwendung ist es nicht nur realisierbar, Molekiile
ohne permanentes Dipolmoment entlang einer der Hauptachsen, das heifit eindimensional,
auszurichten. Sie ldsst auch eine Erweiterung auf die dreidimensionale Ausrichtung von Mo-
lekiilen zu. Ihr Einsatz stellt somit in Aussicht, die rdumliche Ausrichtung beziehungsweise
Orientierung eines Molekiils vollstindig zu kontrollieren. Dariiber hinaus fanden ihre zahl-
reichen methodischen Facetten Anwendung in den verschiedensten Kontexten der Steuerung
und Kontrolle von Molekiilen, wie im dritten Paragraphen dieses Abschnitts unterstrichen
wird. Die vielfaltigen methodischen Feinheiten der laserinduzierten Ausrichtung von Molekii-
len wird durch die beiden Extreme der adiabatischen und der nicht-adiabatischen Ausrichtung
umrahmt. Im Grenzfall der adiabatischen Ausrichtung ist die Pulsdauer tps sehr viel grofier
als eine typische Rotationsperiode des Molekiils (sie ldsst sich mit Hilfe von tgo; = #21 abschit-
zen39)), das heif}t tpy)s > troy; im Falle der nicht-adiabatischen Ausrichtung ist tpy)s < fRrot-
In beiden Szenarien wird die Frequenz des Laserpulses in der Regel als nicht-resonant ge-
wiéhlt, das heif$t, sie ist sehr viel grofier als die Energiedifferenz zweier Rotationszusténde,
aber deutlich kleiner als die Energiedifferenz zweier vibronischer Zustinde. 4°) Mit Hilfe
beider Methoden ist es méglich, sowohl eine eindimensionale als auch eine dreidimensio-

nale Ausrichtung von Molekiilen zu erreichen, das heifst eine Ausrichtung einer oder aller

37) Siehe dazu Stapelfeldt/Seideman (2003).

38) Tatsdchlichist es gelegentlich schwierig, Molekiile auf tiefe Temperaturen herunterzukiihlen. Der Aufsatz Schnell /
Meijer (2009) verschafft einen Uberblick zu den gegenwartigen Moglichkeiten.

39) Fiir lineare und symmetrische Kreisel l4sst sich dies als exakte Rotationsperiode interpretieren, wie auch weiter
unten im Text und in Kapitel 7 noch einmal deutlich wird. Fiir asymmetrische Kreisel ldsst sich eine solche
Periode nicht mehr exakt definieren, siehe dazu auch Kapitel 7.

40) In der Literatur wird noch zwischen den Fillen quasi-resonant und nicht-resonant unterschieden. Tatsachlich ist
es mit Hilfe von Laserpulsen mit einer Frequenz resonant zu einem Schwingungsiibergang oder elektrischen
Ubergang moglich, eine Ausrichtung von Molekiilen zu erreichen. Von dieser Moglichkeit wird hier abgesehen,
vergleiche jedoch: Stapelfeldt/Seideman (2003).
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Abbildung 5.4
Comic zur Wirkung eines ultrakurzen, nicht-resonanten
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drei Hauptachsen des Molekiils zu den Polarisationsachsen des eingesetzten Feldes. Eindi-
mensionale Ausrichtung ist durch die Verwendung linear polarisierter Laserpulse moglich,
dreidimensionale Ausrichtung mit Hilfe von elliptisch polarisierten Laserfeldern oder einer
Kombination linear polarisierter Pulse mit unterschiedlichen Polarisationsrichtungen. Verwen-
det man Methoden der adiabatischen Ausrichtung, so kommt die Ausrichtung der Molekiile
durch die Erzeugung sogenannter pendular states zustande. In dieser Arbeit wird diese Technik
nur fiir qualitative Argumentationen herangezogen, vergleiche Abschnitt 5 dieses Kapitels;
eine ausfiihrliche Darstellung ist in der eingangs zu diesem Abschnitt zitierten Literatur zu
finden. Ein Nachteil dieser Methode ist, dass die Ausrichtung der Molekiile nur wahrend
der Wechselwirkung erhalten bleibt — wird das Laserfeld abgeschaltet, ist die Ausrichtung
verschwunden. Strategien, die unter die Methodik der nicht-adiabatischen Ausrichtung fallen,
leiden unter diesem Manko nicht: Auch nach Abschalten des Lasers gibt es Zeitpunkte, zu de-
nen die Molekiile eine deutliche Ausrichtung zeigen. Bei dieser Variante wird die Ausrichtung
von Molekiilen durch die Erzeugung von Rotationswellenpakten erreicht. Da der Laserpuls
wegen seiner geringen Dauer nur sehr kurz auf die Molekiile einwirkt, fungiert er — klassisch
gesprochen — als »Kick« 41); illustriert ist dies in Abbildung 5.4. Die durch den Kick erzeugten
Wellenpakete zeigen zu bestimmten Zeiten eine Rephasierung 4, sogenannte Rekurrenzen.
Demonstriert wurde dies bereits in Kapitel 1: In Abbildung 1.5 ist das periodische Verhalten
von Wellenpaketen nach der Wechselwirkung mit einem kurzen, linear polarisierten Laserpuls
zur eindimensionalen Ausrichtung am Beispiel von N, illustriert. Dort ist auch zu sehen, wie
die eindimensionale Ausrichtung von Molekiilen quantitativ erfasst wird — mit Hilfe des Aus-
richtungsfaktors (cos? 6) beziehungsweise dem thermisch gemittelten Ausrichtungsfaktor
((cos? 0)). Fiir diesen Faktor gilt

0<{{(cos’O)) <1; (5.38)

die Bedeutung seiner Werte ist in Tabelle 5.1 angegeben. Mit seiner Hilfe ldsst sich entscheiden,
ob die Wahrscheinlichkeit, ein Molekiil entlang der Polarisationsachse der Feldes zu finden,
gegeniiber dem Wert im thermischen Gleichgewicht hoher oder geringer ausfillt. Mochte
man also eine gute (Anti-)Ausrichtung der Molekiile entlang der Feldachse erreichen, so
miissen die Parameter des Lasers, vergleiche Abschnitt 2, Paragraph 2 dieses Kapitels, so
gewdhlt werden, dass dieser Faktor méglichst grofs beziehungsweise klein wird. Wie sich der
Ausrichtungsfaktor durch Losung der zeitabhédngigen Schrodinger-Gleichung berechnen ldsst,

41) Man kann zeigen, dass das Verhalten von Molekiilen direkt nach der Wechselwirkung auch klassisch zu verstehen
ist; dies erlaubt die hier verwendete klassische Nomenklatur. Vergleiche dazu zum Beispiel Seideman (1999).

42) Die Sprachregelung fiir Kohdrenz und Rephasierung ist nicht eindeutig und oft miteinander vermischt. Haufig
wird auch davon gesprochen, dass die Wellenpakete zum Zeitpunkt einer Rekurrenz »Kohédrenzen« zeigen. Dies
ist jedoch irrefithrend, weil Wellenpakete iiber den ganzen Zeitraum kohéarent sind, sofern nicht die Umgebung
des Gases mitbetrachtet wird. Es wird deshalb hier von Rephasierung gesprochen.



Tabelle 5.1

Die Bedeutung der Werte des (gegebenenfalls thermisch gemittelten) Ausrichtungsfaktors ((cos? 6)) zur Quantifizie-
rung der eindimensionalen Ausrichtung eines Molekiils. In der Regel wihlt man das elektrische Feld des Laserpulses
entlang der laborfesten ez -Achse polarisiert, sodass der Winkel 6 den Winkel zwischen laborfester ez -Achse und
der molekiilfesten e,-Achse bezeichnet, vergleiche auch Abbildung und Tabelle

Ausrichtungsfaktor Bedeutung

((cos? 0)) = 1/3 isotrope Verteilung

Die Wahrscheinlichkeit, die Hauptachse eines Molekiils unter einem bestimmten
Winkel 6 zu finden, ist fiir jeden Winkel gleich. Fiir ein Molekiil in einem Gasverband
von Molekiilen im thermischen Gleichgewicht ist dies stets der Fall.

({cosZ 0)) > 1/3 Molekiile zeigen Ausrichtung

Die Wahrscheinlichkeit, die Hauptachse eines Molekiils entlang der Polarisations-
richtung des elektrischen Feldes des Laserpulses zu finden, ist gegeniiber dem ther-
mischen Gleichgewicht erhoht. Ist ({cos? B)) = 1, so ist die Wahrscheinlichkeit, die
Hauptachse eines Molekiils entlang der Feldachse zu finden, identisch zu 1.

({cos2 0)) < /3 Molekiile zeigen Anti-Ausrichtung

Die Wahrscheinlichkeit, die Hauptachse eines Molekiils entlang der Polarisations-
richtung des elektrischen Feldes des Laserpulses zu finden, ist gegeniiber dem ther-
mischen Gleichgewicht erniedrigt. Ist ({cos? B)) = 0 ist die Wahrscheinlichkeit, die
Hauptachse eines Molekiils senkrecht der Feldachse zu finden, identisch zu 1.

In allen drei Fillen sollte beachtet werden, dass mit Hilfe des Faktors ((cos? 6)) nur Aussagen iiber die Ausrichtung
der e,-Achse zur ez-Achse getroffen werden konnen; er erlaubt keine Schlussfolgerungen iiber die Ausrichtung der
anderen beiden Hauptachsen.

wird im néchsten Paragraphen entwickelt.

§3: Theorie zur eindimensionalen Ausrichtung von Molekiilen Um den Einsatz nicht-
resonanter Laserpulse zur Ausrichtung von Molekiilen zu simulieren, wird zunédchst ange-
nommen, das Laserfeld manipuliere ausschlieilich die Rotationsfreiheitsgrade des Molekiils,
sodass ™4 = ARt in Gleichung (5.21). Der Hamilton-Operator fiir das nicht-resonante La-
serfeld kann dann geschrieben werden als 43)

AWW = —%e+(t)~ a-e(t). (5.39)

In Gleichung (5.39) bezeichnet e(t) die Einhiillende der elektrischen Komponente des Laser-
feldes und a den Tensor der dynamischen Polarisierbarkeit des Molekiils, der tiber

delek,ind(t) = a-€(t) (5.40)

in Beziehung mit dem durch das Feld im Molekiil induzierten Dipolmoment d¢¢%ind steht. 44)
Es ist bemerkenswert: Fiir die Ausrichtung mit Hilfe von Laserpulsen ist einerseits nur die
Einhiillende des Laserpuls entscheidend; andererseits spielt das permanente Dipolmoment
des Molekiils keine Rolle und nur die dynamische Polarisierbarkeit des Molekiils ist fiir die

Wechselwirkung mit dem Laserpuls von Belang. Die dynamische Polarisierbarkeit ist im All-

43) Ein Beweis basierend auf der Entwicklung nach molekularen Eigenfunktionen ist zum Beispiel im Anhang
von Seideman/Hamilton (2005) zu finden; eine alternative Beweisfithrung auf Grundlage des sogenannten
(¢, t")-Formalismus liefert Moiseyev /Seideman (2006). Beide Beweise setzen die Giiltigkeit der Dipolndherung
voraus und machen Gebrauch der sogenannten Néherung rotierender Phasen, besser bekannt als rotating wave
approximation.

44) Dass Dipolmoment und Polarisierbarkeit als molekularen Grofien nicht als Operatoren gekennzeichnet sind,
ist beabsichtigt: Um beide Gleichungen, Gleichung (5.39) und Gleichung (5.40), zu erhalten, wird tiber alle
vibronischen Zustande gemittelt, das heifit, es handelt sich in beiden Gleichungen um Erwartungswerte.
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gemeinen abhidngig vom vibronischen Zustand des Molekiils. Ihre raumfesten Komponenten
schreiben sich fiir den vibronischen Grundzustand als 45)

- E; N N
e (x, 0, ¢) = ZZ o D Ou_ ?;)lw)z (deQIEk){o,o},{i,n}(dg?k){i,n},{o,o} ’ (5.41)

i#0 n¢0 Ei- 0;H=0)

wobei: i den elektronischen und n den Schwingungszustand charakterisiert, vergleiche auch
Kapitel 2, Abschnitt 3, Paragraph 2 beziehungsweise 3; E; , die Energien zu den vibronischen
Zustanden cpfl. @YV® bezeichnen; (dAteek){ignr},{i,n} die Matrixelemente des Operators fiir das
elektrische Dipolmoment in der Basis der vibronischen Funktionen ®F!- @Y benennen; und
w die Zentralfrequenz des eingesetzten Laserpulses ist. In der Regel werden bei theoretischen
Arbeiten zur Ausrichtung statt der hier angegeben dynamischen vibronischen Polarisierbar-
keiten die statischen elektronischen Polarisierbarkeiten verwendet. Dies hat sich bislang als
verniinftige Naherung erwiesen. 4°)

Wie im vorangegangen Paragraphen erldutert, ist eine eindimensionale Ausrichtung durch
Verwendung eines linear-polarisierten Laserpulses moglich, zum Beispiel von der Form wie
in Gleichung (5.3). Wie in Details 5.1 gezeigt wird, reduziert sich der Hamilton-Operator aus
Gleichung (5.39) fiir einen solchen Puls auf

AW = —|e(t)? (al>%1DF , + a1>?U(DF , + DF ;) (5.42a)

fiir einen asymmetrischen Kreisel, beziehungsweise fiir einen symmetrischen Kreisel wegen
al??l = 0 auf

BWW _ —|e(t)|2a[2’0]D(2),0 ) (5.42b)

Hier bezeichnen

205, = Qyx — Ay

[2.0] _

a B (5.43a)
und

gl221 = ST Gy (5.43b)

46

die molekiilfesten, irreduziblen Komponenten des Tensors 47) der dynamischen Polarisierbar-
keit a; die Diﬂ Lk sind die in Kapitel 2, Abschnitt 5, Paragraph 3 eingefiihrten Wigner’schen
Rotationsmatrizen als Funktionen der Euler’schen Winkel 8, ¢, x. Die Verwendung der irre-
duziblen Komponenten des Polarisierbarkeitstensors statt der kartesischen ist, wie sich weiter
unter zeigen wird, zum Verstehen der Wirkung des Feldes auf die Rotationszustinde ®@*°t von
Vorteil. Die Herleitung in Details 5.1 geht implizit von zwei Annahmen aus: (i) das Molekiil ist
starr und (ii) das Hauptachsensystem des Tragheitstensors I fallt mit dem Hauptachsensystem
des Polarisierbarkeitstensors a zusammen. Ist das behandelte Molekiil nicht-starr, so muss die
hier formulierte Theorie erweitert werden, sieche Kapitel 8. Damit Annahme (ii) gerechtfertigt
ist, muss das Molekiil zur MS-Gruppe Cj, C,,(M) oder D,(M) oder einer Gruppe hoherer

45) Siehe zum Beispiel Seideman/Hamilton (2005).
46) Siehe dazu Artamonov/Seideman (2008).
47) Zur Theorie irreduzibler Tensoroperatoren siehe Zare (1988: Kapitel 5).

48) Vergleiche dazu auch Artamonov/Seideman (2008). Fiir die hier verwendeten Relationen Gleichung (5.50)
zwischen den Euler’schen Winkeln 6, ¢, x und den Wigner’schen Rotationsmatrizen D{”/ ky siehe Zare (1988: S.
89).



Details 5.1
Zur Herleitung der Hamilton-Operatoren aus den Gleichungen (. ) und ( ). 48)

Schreibt man den Hamilton-Operator aus Gleichung (5.39) zunéchst in laborfesten Koordinaten, so ist

axx axy @xy
HWW:71/4(0 0 e"(t)) ayy ayy ayy
ay, ay, azz)\et)

_ L)

I (5.44)

Da die Polarisierbarkeit eine molekiilspezifische GrofSe ist, das heif3t tiblicherweise im molekiilfesten Koordinaten-
system berechnet wird, muss im néchsten Schritt Gleichung (5.44) in molekiilfeste Koordinaten umgerechnet werden.
Dies ist mit Hilfe der in Details 2.1 eingefiihrten Richtungskosinus méglich. Der Polarisierbarkeitstensor a ist ein
Tensor zweiter Stufe; die Umrechnungsvorschriften zwischen raum- und laborfestem Koordinatensystem fiir die
Elemente eines solchen Tensors lauten allgemein:

2 _ 2)
Toor = Z Sq0Sya T - (5.45)
q 9

{2} {2}

wobei 77, die molekiilfesten und TQZQ, die raumfesten Komponenten des Tensors T bezeichnen. Wie sich mit Hilfe
der GIn. (2.29) zeigen ldsst, ist

9 4
= ayS2, + awsfz + 2282, + 20,y Sxz Syz +20y;Sy7 27 + 20x2 857 S27 - (5.46)

Fiir die hier untersuchten Molekiile fallt das Hauptachsensystem des Molekiils stets mit dem Hauptachsensystem
des Polarisierbarkeitstensors zusammen, sodass ay, = ay; = ax; = 0 und man erhalt

azz = axS, + aws§Z +az;S%, . (5.47)
Benutzt man die explizite Form der Richtungskosinus,

Sxz =sin6-cos xy Syz =sin6-sin x S,z =cosB, (5.48)
so folgt nach einigen Umformungen

azz = (D‘W - ocxx)sin2 0-sin? X+ (az; - ozx,()cos2 0+ ayy - (5.49)

Verwendet man nun noch die folgenden Beziehungen zwischen den Richtungskosinus und den Wigner’schen Rotati-
onsmatrizen D£ 1k
cos” 0 = 1/3(2Df ; + 1) sin® 0-sin” x = 1/2- 6 (2D] y + 1) - Y6 (D , + D§ _,) (5.50)

und vernachléssigt den konstanten Faktor @, —da er nur zu einer Verschiebung der Energien des Molekiils fiihrt,
fiir die durch den Puls angeregte Dynamik aber Energieunterschiede entscheidend sind, ist er irrelevant —, so erhalt
man die in den Gleichungen ( ) und ( ) angegebenen Hamilton-Operatoren.

Symmetrie gehoren 49). Dies ist fiir alle hier untersuchten Molekiile der Fall. 5° Im Folgenden
wird die Losung der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung, Gleichung (5.21), fiir AR+ FWW
fiir die beiden Grenzfille der adiabatischen und nicht-adiabatischen Ausrichtung besprochen.

Bei der adiabatischen Ausrichtung ist tpyjs > trot, Was es erlaubt, das Feld als zeitlich kon-

49) Hohere Symmetrie heif3t hier: eine Symmetriegruppe mit einer grofieren Zahl an Symmetrieoperationen.

50) Eine molekulare Eigenschaft kann nur dann von Null verschieden sein, wenn sie in der MS-Gruppe des Molekiils
nach der totalsymmetrischen Darstellung transformiert. Wie sich durch eine Studie der Charaktertafeln der
MS-Gruppen von Molekiilen, zum Beispiel in Bunker/Jensen (1998: Anhang B), bestétigen ldsst, transformieren
die Aulerdiagonalelemente eines Tensors zweiter Stufe fiir die Gruppen C3(M) C,y (M) und D5 (M) (oder hoherer
Symmetriegruppen im obigen Sinne) nicht nach dieser Darstellung und miissen zwangsldufig verschwinden.
Jeder molekulare Tensor zweiter Stufe hat dann dasselbe Hauptachsensystem, die Haupttragheitsachsen (oder sie
lassen sich zumindest als gemeinsam wéhlen). Fiir die Gruppen niedrigerer Symmetrie stimmt dies in der Regel
nicht: Hier konnen auch Auflerdiagonalelemente nach der totalsymmetrischen Darstellung transformieren und
verschiedene molekulare Tensoren zweiter Ordnung haben in der Regel unterschiedliche Hauptachsensysteme.
Siehe dazu auch Details 5.2 in Abschnitt 5 dieses Kapitels.
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stant anzusehen, das heifit e(t) = €y = max(e(t)). Der resultierende Hamilton-Operator ARt 4
HWW ist dann zeitunabhingig. Die Losungen der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung,
Gleichung (5.21), lassen sich deshalb schreiben als

i e 17 .

Wi iy = Py €XP (_ZEfrﬁ//m/ t) mit k; = k,, k. oder 7, (5.51)
wobei @ Ty die Eigenfunktionen und E Ty die Eigenwerte des Operators HR°t + FWW
bezeichnen. Sie werden {iblicherweise mit Hilfe des Ritz’schen Variationsfahrens (vergleiche
Kapitel 2, Abschnitt 2, Paragraph 3) bestimmt. Als Ansatz wahlt man

Dy = Y Ly Py o (5.52)
Lk my

wobei @j, Ky my die Eigenfunktionen des symmetrischen Kreisels sind und k; = k,, k., je nach

Art des manipulierten Kreisels, beziehungsweise verwendeter Achsenkonvention. 5" Wie



mehrfach beschrieben, erhélt man die Koeffizienten ¢ x, ,,, durch Diagonalisierung der Ma-
trixdarstellung der Operatoren HR°t + YW, Die Matrixdarstellung HX°' wurde bereits aus-
fuhrlich diskutiert, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 3. Die Matrixdarstellung von
gWwW HWW

schreibt sich als —|eo|> W; die Elemente von W sind vom Typ 5%

’ 2 ’ 2
Wiy Ay my) = a[z'lcl](—l)k’+m’\/2]+1\/2]’+1~[ I ) I ]( I J ] (5.53)

-m; 0 my —k; c ki
mit ¢ = 0, £2 und nur dann von Null verschieden, wenn
J-2l<]'<J+2 und k;=kjlk;£2| und my =my; (5.54)

vergleiche auch Gleichung (2.48) aus Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 1. Da fiir einen symme-
trischen Kreisel al>?! = 0, gilt dort k; = k; und k; ist auch bei eingeschaltetem Feld eine echte
Quantenzahl. Der Erhalt der Quantenzahl m; ist durch das eingesetzte Feld bestimmt und
unabhingig vom Typ des Kreisels; fiir den hier besprochenen Fall eines linear-polarisierten
Pulses bleibt m1; stets erhalten. Hat man die Matrixelemente des Operators HR° + HWW be-
rechnet und die sich ergebende Matrix diagonalisiert, erhdlt man die sogenannten pendular
states. Diese Zustinde werden iiblicherweise durch die drei »Quantenzahlen« J, 12] und 7y
gekennzeichnet. Ihre Bedeutung ist je nach Kreisel und Art der Ausrichtung verschieden:
Bleiben Sie aufgrund des Kreiseltyps und der Form des Laserfeldes erhalten, so entspricht
ihre Bedeutung der gleichen, wie im feldfreien Fall; bleiben sie nicht erhalten - sie sind dann
keine echte Quantenzahl mehr —, geben sie an, mit welchem Zustand sie im feldfreien Fall
korrelieren. Mit Hilfe des Ausrichtungsfaktors (cos? 9>@j’%]’m] lasst sich schliefSlich der Grad
der Ausrichtung des Molekiils in einem pendular state quantifizieren.
Im nicht-adiabatischen Fall kommt die Ausrichtung der Molekiile durch die Erzeugung
von Wellenpaketen der Form
i

W=y c],k,,m](tm)exp( hE]’k])cD],k],m] mitk; = ko ko tund £ >t (5.55)

Lky,my
zustande. Da fiir die zur Erzeugung der Pakete eingesetzten Pulse tp,)s < tro; gilt, konnen
die Koeffizienten in Gleichung (5.55) mit Hilfe der Naherung des plotzlichen Ubergangs
bestimmt werden, vergleiche Abschnitt 3, Paragraph 2 dieses Abschnitts. Eine analytische
Bestimmung dieser Koeffizienten ist nur fiir lineare Molekiile und einfache Modelle méglich,
vergleiche Kapitel 8; fiir die Molekiile aus Kapitel 7 und zum Teil auch aus Kapitel 8 ist
jedoch eine numerische Berechnung notwendig. Wie erldutert, ist zur Anwendung dieser
Methode die Kenntnis der Matrixelemente des Operators WWW = L;Of AWW(t)dt notwendig.

Er schreibt sich im Falle einer eindimensionalen Ausrichtung als, vergleiche Gleichung ( )
beziehungsweise Gleichung ( )
YW (t) = —le(t)* W, (5.56)

wobei W zeitunabhingig ist, das heif}t
—_ R to+
WWW = —wf le(t)*dt . (5.57)
to—

Das Integral iiber die Zeit ldsst sich auswerten, sobald man die Pulsform e(t) spezifiziert hat.

51) Auch fiir einen asymmetrischen Kreisel wird dieser Ansatz gewéhlt, da man die Eigenfunktionen des asym-
metrischen Kreisel tiblicherweise als Linearkombinationen der Eigenfunktionen des symmetrischen Kreisels
berechnet, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 3.

52) Siehe zum Beispiel Gershnabel/Averbukh (2008).
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Man erhilt dann
WWW = e W (5.58)

mit der integrierten Feldstarke |€[2. Als Basis zur Berechnung der Matrixdarstellung von WWW
werden in der Regel die Eigenfunktionen eines symmetrischen Kreisels verwendet, auch dann,
wenn es sich bei dem untersuchten Molekiil um einen asymmetrischen Kreisel handelt. Die
Matrixdarstellung schreibt sich dann als WWW = —|e> W, wobei die Matrix W der des adia-
batischen Falls entspricht, vergleiche Gleichung (5.53) fiir ihre Matrixelemente. Hat man die
Matrix W berechnet und anschlieffend Gleichung (5.34) gel6st, erhélt man die Koeffizienten
zur Bestimmung des Wellenpaketes Gleichung (5.55) am Ende des Laserpulses. Um die Aus-
richtung der Molekiile zu quantifizieren, muss schlieflich noch der Erwartungswert (cos> 6)
als Funktion der Zeit berechnet werden. Wie in Kapitel 2, Abschnitt 2, Paragraph 3 beschrieben,
lasst sich der Erwartungswert eines Operators A fiir eine Superposition aus Eigenfunktionen,
wie Gleichung (5.55), aus der Kenntnis der Matrixdarstellung des Operators in der Basis der
Eigenfunktionen bestimmen, vergleiche insbesondere Gleichung (2.19). Die Matrixelemente
des Operators cos? 0 sind bei Verwendung der Eigenfunktionen eines symmetrischen Kreisels
als Basis gegeben durch 53)

29 1 2 k]+nl]\/2—\/2/— J 2 ] o2 7 .
(cos= 0Ny kb1 k) = 3 T 371 J+ivel -m; 0 my)\-k 0 k)’
(5.59)
der Erwartungswert ist somit
(cos? B)(t) Z Z 1K) m t0+ Crk;, m](tm)exp(lw{], ’,m}],{],k,,m,}t)x
I k],m ],k],i’l’l]
2
x(cos 9){]’,kl',m;},{],k],m]} , (5.60)
wobei
E]/k'm'_E]k m
Ky Ky my
1 = .61
g iy | h (5-61)

und kann nach der Bestimmung der Koeffizienten cj, k., (to+) und der Bestimmung der Ma-
trixdarstellung von cos? 0 berechnet werden. Das Verfahren zur Berechnung des thermisch
gemittelten Ausrichtungsfaktors ((cos? 0)) zur Beriicksichtigung der Temperatur des Systems
zur Zeit ty- ist in Abschnitt 3, Paragraph 3 dieses Kapitels beschrieben. Wie in Abbildung

zu erkennen, ist der Ausrichtungsfaktor fiir lineare Molekiile periodisch in der Zeit. Die

sogenannte Rekurrenzzeit
t = .62
Rek B (5.62)

gibt an, nach welcher Zeit sich der Ausrichtungsfaktor eines linearen oder symmetrischen
Kreisels wiederholt. Fiir asymmetrische Kreisel ldsst sich eine derartige Rekurrenzzeit nicht
angeben, wie in Kapitel 7 noch mehrfach demonstriert wird. 54 55)

53) Siehe zum Beispiel Gershnabel/ Averbukh (2008).

54) Der Grund hierfiir ist, dass bei einem asymmetrischen Kreisel verschiedene Zustdnde in k; gemischt werden.
Dies fiihrt zum Auftreten verschiedener Arten von Rephasierungen des Wellenpakets, die auf verschiedenen
Zeitskalen stattfinden. Vergleiche dazu Felker (1992).

55) Die vollstindige Theorie zur dreidimensionalen Ausrichtung von Molekiilen kann nachgelesen werden in:
Artamonov /Seideman (2008). Dort sind auch viele hier genannten Details zu finden. Die Theorie zur nicht-
adiabatischen Ausrichtung wird auch in Seideman/Hamilton (2005) entwickelt.



Zum Abschluss dieses Kapitels folgen nun noch einige Beispiele aus aktueller Forschung,
die sich die Moglichkeiten der Ausrichtungen zu nutze machen.

§4: Von Orbitaltomographie bis zu unidirektionalen Rotationen: Ausrichtung und Orien-
tierung heute Die Ausrichtung und Orientierung von Molekiilen gehort gegenwirtig zu
einem der bedeutendsten Forschungsfeldern der molekularen Physik, wie unter anderem die
vielen Publikationen zu diesem Thema zeigen. 5% Dariiber hinaus wird die Ausrichtung von
Molekiilen und ihre Methodik auch in anderen Zusammenhéngen eingesetzt, so zum Beispiel
zur Trennung von Stereoisomeren 57), zur Kontrolle der Streuung von Molekiilen 58), zur
Bestimmung von Tonisationswahrscheinlichkeiten 59, zur Darstellung von Orbitaldichten
und zur Erzeugung Hoherer Harmonischer 9, sowie zur Rontgenstreuung ®V).

Eine Anwendung von molekularer Ausrichtung, die auch fiir diese Arbeit relevant ist, ist
die Erzeugung unidirektionaler Rotationen mit Hilfe zweier Laserpulse. Die Idee, Molekiile
mit Hilfe zweier nicht-resonanter Laserpulse zu unidirektionalen Rotationen anzuregen, geht
auf Fleischer und Mitarbeiter zurtick. Ihrem Vorschlag folgend, wird zundchst durch einen
nicht-resonanten Laserpuls ein Rotationswellenpaket erzeugt, das, wie oben beschrieben, ein
charakteristisches Rekurrenzmuster im Ausrichtungsfaktor (cos? 0) zeigt. Verwendet man
nun zu einem Zeitpunkt, an dem die Ausrichtung der Molekiile am grofsten ist, einen zweiten
Laserpuls mit einem Polarisationswinkel von 45° zum ersten Laserpuls, so ist es méglich,
unidirektionale Rotationen anzuregen. °>). Fleischer und Mitarbeiter zeigten dies anhand
von Simulationen fiir N,; Kitano und Mitarbeiter bestétigten diese Theorie experimentell fiir
Benzen. °3) Die von Fleischer und anderen entwickelte Strategie wurde von Flof auch dafiir
eingesetzt, unidirektionale Torsionen anzuregen — und zeigte damit, dass es mit Hilfe der
Lasertechniken, die zur Ausrichtung von Molekiilen verwendet werden, méglich ist, mole-
kulare Rotoren zu konstruieren. ®4) Die Konstruktion molekularer Motoren und molekularer
Maschinen im Allgemeinen fasziniert Naturwissenschaftler schon seit Jahrzehnten. 5) Grund-
legendes Prinzip solcher Maschinen ist es, unter Einwirkung externer Energien, zum Beispiel
elektromagnetischer Strahlung, bestimmte molekulare Bewegungen auszufiihren; im Falle
eines molekularen Rotors sind dies in der Regel gerichtete (interne) Rotationen. Auch die Unter-
suchungen dieser Arbeit leisten fiir dieses Forschungsfeld einen allgemeinen Beitrag. So wird

56) Eine kleine Auswahl mit Schwerpunkt auf der Ausrichtung mehratomiger, nicht-linearer Molekiile sind: Filsin-
ger/Kiipper/Meijer/Holmegaard /Nielsen/Nevo/Hansen/Stapelfeldt (2009); Guerin/Rouzée/Hertz (2008);
Hertz/Rouzée/Guérin/Lavorel/Faucher (2007); Ho/Miller/Santra (2009); Holmegaard / Viftrup /Kumarappan/
Bisgaard /Stapelfeldt/Hamilton/Seideman (2007); Nevo/Holmegaard /Nielsen/Hansen/Stapelfeldt/Filsinger /
Meijer /Kiipper (2009); Pabst/Santra (2010); Peronne/Poulsen/Bisgaard /Stapelfeldt/Seideman (2003); Poulsen/
Peronne/Stapelfeldt/Bisgaard / Viftrup /Hamilton/Seideman (2004); Ramakrishna/Seideman (2007); Rouzée /
Boudon/Lavorel /Faucher (2006); Rouzée/Guérin/Faucher/Lavorel (2008); Rouzée /Hertz/Lavorel /Faucher
(2008); Viftrup /Kumarappan/Holmegaard /Bisgaard /Stapelfeldt/ Artamonov /Hamilton/Seideman (2009).

57) Vergleiche zum Beispiel Filsinger/Meijer/Hansen/Maurer/Nielsen/Holmegaard /Stapelfeldt (2009).
58) Vergleiche zum Beispiel Gershnabel / Averbukh (2010a,b).
59) Vergleiche zum Beispiel Loriot/Hertz/Rouzée/Sinardet/Lavorel /Faucher (2006).

60) Vergleiche zum Beispiel Guo/Liu/Zeng/Yu/Li/Xu (2009); Holmegaard /Hansen/Kalhoj/Kragh/Stapelfeldt/
Filsinger /Kiipper/Meijer / Dimitrovski/ Abu-Samha/Martiny /Madsen (2010); Kajumba/Torres /Underwood /
Robinson/Baker/Tisch/Nalda/Bryan/Velotta/ Altucci/Procino/ Turcu/Marangos (2008) .

61) Vergleiche zum Beispiel Pabst/Ho/Santra (2010).

62) Im Detail wird dies erldutert in Fleischer /Khodorkovsky/Prior/Averbukh (2009).
63) Siehe Kitano/Hasegawa/Ohshima (2009).

64) Vergleiche dazu Flof3 (2009).

65) Es sind bereits mehrere Sammelbédnde zu diesem Thema erschienen, zum Beispiel Feringa (2001) oder Balzani/
Credi/Venturi (2004). Neuere Ubersichtsartikel zu diesem Thema sind zum Beispiel Kay/Leigh/Zerbetto (2007),
Feringa (2007) oder Michl/Sykes (2009).
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in Kapitel 8 unter Verwendung der Strategie von Fleischer gezeigt: Verschiedene Kernspiniso-
mere eignen sich in unterschiedlicher Weise als molekulare Rotoren, da sie die Energie des
Laserfeldes in verschiedener Weise in ihren Rotations- und Torsionsfreiheitsgraden speichern.

Molekiile lassen sich durch die Manipulation ihrer Rotationszustdnde entlang durch exter-
ne Felder vorgegebener Achsen ausrichten beziehungsweise orientieren. Zur Ausrichtung
von Molekiilen mit Hilfe von Laserpulsen existieren je nach Dauer des eingesetzten Pulses
zwei Grenzfille, die adiabatische (tpy)s > #21) und die nicht-adiabatische Ausrichtung
(tpuis < W21). Im adiabatischen Fall entsteht die Ausrichtung durch die Erzeugung von
pendular states, im nicht-adiabatischen Fall durch die Erzeugung von Wellenpaketen. Quan-
titativ ldsst sich die nicht-adiabatische Ausrichtung mit Hilfe der Methode des pl&tzlichen
Ubergangs behandeln; dazu ist die Losung von Gleichung (5.34) fiir WWW = |e>W unter
Berticksichtigung von Gleichung (5.53) und Gleichung (5.57) notwendig. Der Erfolg des
eingesetzten Laserpulses kann mit Hilfe des Ausrichtungsfaktors aus Gleichung ( )
quantifiziert werden, beziehungsweise dessen thermisch gemitteltes Analogon, vergleiche
Gleichung (5.36) unter Berticksichtigung von Gleichung (5.60). Die Methoden zur Aus-
richtung werden auch zur Konstruktion molekularer Rotoren eingesetzt: Mit Hilfe zweier
zeitlich versetzter Laserpulse unterschiedlicher Polarisation ist die Anregung unidirektio-

naler Rotationen und Torsionen méglich.

Um ein vollstdndiges Verstdndnis der Quantendynamik von Kernspinisomeren wahrend und
nach der Wechselwirkung mit externen Feldern zu erméglichen, wird zum Abschluss dieses
Kapitels darauf eingegangen, wie die bisher benutzten Symmetriekonzepte fiir ein Molekiil

im Feld modifiziert werden miissen.

5 5 Symmetrien in Feldern Wie in Kapitel 4 ausfiihrlich dargelegt, basiert die Identi-
. fikation von Kernspinisomeren auf Symmetrieprinzipien. Jedoch ist bekannt, dass
durch externe Felder, seien es elektrische, magnetische oder elektromagnetische, die Symme-
trie des Gesamtsystems in der Regel verdndert wird und es einer Modifikation der in Kapitel 3
und 4 vorstellten Methoden bedarf. Die zentralen Konzepte zur Beschreibung der Symmetrien

von Molekiil und Feld herauszuarbeiten, ist Ziel dieses Abschnitts.

Die von Watson eingefiihrten Null-Feld-Gruppen GNF, Elektrische-Feld-Gruppen GFF und
Magnetische-Feld-Gruppen GMF werden vorgestellt. Im Anschluss werden diese Konzepte
auf die adiabatische und nicht-adiabatische Ausrichtung tibertragen und es wird gezeigt:
Durch die Ausrichtung bleiben einige der Permutationen der MS-Gruppe nicht linger
ausfiihrbar. Um dies zu verstehen, wird das Konzept der »Version« auf die »feldgeklei-
dete Version« eines Molekiils erweitert. Die Anwendung der Elektrische-Feld-Gruppen
GEF und Magnetische-Feld-Gruppen GMF auf die Ausrichtung von Molekiilen, die Nicht-
Ausfithrbarkeit von Permutationen aufgrund der Anwesenheit starker elektrischer Felder
als auch das verbundene Konzept der feldgekleideten Version, sind neue Erkenntnisse
dieser Arbeit. ©0)

§1: Die Konzepte der Magnetischen-Feld-Gruppe und Elektrischen-Feld-Gruppe In Ka-
pitel 3 wurde ausgefiihrt, dass sich Symmetrieoperationen eines quantenmechanischen Sys-
tems dadurch definieren, dass sie den Hamilton-Operator des Systems invariant lassen. Mochte
man also die Symmetrieoperationen des Systems Molekiil im Feld bestimmen, so miissen die-
jenigen Operationen gefunden werden, die den Operator HM°! + AWW nicht verandern. Wie

66) Sie sind in Teilen veroffentlicht, sieche Grohmann/Leibscher (2011).



dies auf Grundlage der MS-Gruppe geschieht, wurde durch Watson im Detail beschrieben. 67)
Seine Uberlegungen basieren auf den Annahmen: (i) das Feld werde klassisch beschrieben; (ii)
die Dipol-Naherung sei giiltig; (iii) das Feld sei raumlich homogen — im Einklang mit den in
dieser Arbeit benutzten Ndherungen, vergleiche Abschnitt 2 dieses Kapitels. Ausgangspunkt
der Beschreibung der Symmetrie von Molekiil und Feld ist die sogenannte Null-Feld-Gruppe

GNF = 50(3) 9 GMS, (5.63)

das direkte Produkt aus der Gruppe aller Drehungen des Schwerpunkts SO(3) und der MS-
Gruppe GMS des Molekiils. Je nach Form des eingesetzten Feldes wird diese Symmetriegruppe
reduziert zur Magnetischen-Feld-Gruppe GMF oder Elektrischen-Feld-Gruppe GFF. Grundla-
ge der Ableitung der jeweiligen Symmetriegruppe ist bei Verwendung der Dipolndherung
der Hamilton-Operator aus Gleichung (5.2); entscheidend fiir die Struktur der Gruppen GMF
und GFF ist das Transformationsverhalten des jeweiligen molekularen Dipolmoments.

Fiir ein Molekiil in einem magnetischen Feld reduziert sich die Null-Feld-Gruppe zur
Magnetischen-Feld-Gruppe GM. Sie lasst sich im Rahmen der Dipolndherung fiir ein beliebi-
ges Molekaiil als

GMF = gRed o GMS (5.64)

formulieren; GMS ist die MS-Gruppe des Molekiils und KR¢d die Gruppe aller Drehungen, die
das magnetische Feld B unverdndert lassen. Die Struktur der Gruppe als direktes Produkt
kann anhand der Transformationseigenschaften des magnetischen Dipolmoments verstanden
werden: Das magnetische Dipolmoment setzt sich zusammen aus den Gesamtdrehimpulsen
des Molekiils, vergleiche Gleichung (5.10) und Gleichung (5.16). 68) Es bleibt demnach unver-
dndert unter Permutationen und Permutationsinversionen von Elektronen beziehungsweise
identischer Kerne — die MS-Gruppe des Molekiils bleibt auch bei eingeschaltetem Feld ei-
ne echte Symmetriegruppe und nur Elemente der Raumkugeldrehgruppe SO(3) gehen als
Symmetrieelemente verloren. Zum Beispiel wird die Gruppe SO(3) zur Gruppe K¢ = C,
erniedrigt, wenn man zur Manipulation des Molekiils ein linear polarisiertes Magnetfeld
verwendet. Die Gruppe C,, enthilt dann alle Drehungen um die Achse des eingesetzten Fel-
des. Als Folge bleibt die Quantenzahl m; (beziehungsweise im Allgemeinen m) in diesem
Feld erhalten, da die Elemente der Gruppe C,, dann den Operator 7, (beziehungsweise F 7)
invariant lassen. Dies gilt im Ubrigen auch fiir linear-polarisierte elektrische Felder. Dass die
molekularen Zustdnde auch in einem Magnetfeld mit Hilfe der MS-Gruppe des Molekiils
klassifiziert werden konnen, wird in Kapitel 6 noch einmal aufgegriffen.

Fiir ein Molekiil in einem elektrischen Feld lédsst sich dessen Symmetriegruppe im All-
gemeinen nicht in der Form aus Gleichung (5.64) formulieren. Der Grund hierfiir ist das
Transformationsverhalten des elektrischen Dipolmoments in raumfesten Koordinaten: Wie in
Details erlautert wird, bleibt es zwar unverdndert unter der Permutation von identischen
Kernen, wechselt jedoch sein Vorzeichen unter Permutationsinversionen. Als Konsequenz
bleibt der Hamilton-Operator in Gleichung (5.2) mit Sicherheit nur invariant unter den Opera-
tionen der Gruppe

GEE = kRed @ GPY, (5.65)

red —

67) Dies kann nachgelesen werden in Watson (1974, 1975). Zuvor hatte Bunker bereits Auswahlregeln fiir den Stark-
Effekt bei Molekiilen auf Grundlage der MS-Gruppe formuliert; vergleiche Bunker (1973). Fiir einen Uberblick
eignet sich auch Bunker/Jensen (1998: Kapitel 14, Abschnitt 4 und 5).

68) Ein allgemeiner Ausdruck fiir das magnetische Dipolmoment ist in Bowater /Brown/Carrington (1973).
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wobei G&% die Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe des Molekiils bezeichnet und KRed

die Gruppe aller Drehungen, die den Feldvektor des elektrischen Feldes unverandert lassen.
Wie Watson durch eine eingehende Analyse jedoch herausfand, gibt es mitunter noch mehr
Operationen, die den Hamilton-Operator fiir Molekiil und Feld invariant lassen. Dies sind
aus Permutationsinversionen und Operationen der Raumkugeldrehgruppe zusammenge-
setzte Operationen; sie sind von Molekiil zu Molekiil verschieden, sodass die vollstandige
Elektrische-Feld-Gruppe GEF nicht allgemein formuliert werden kann. ¢9)

Bei seinen Uberlegungen ging Watson davon aus, dass die Molekiile iiber ihre permanenten
Dipolmomente mit dem dufieren Feld wechselwirken. Fiir die Ausrichtung von Molekiilen
ist eine andere Art von Wechselwirkung interessant: die Wechselwirkung des Molekiils tiber
das durch das Feld induzierte Dipolmoment beziehungsweise die (Dipol-)Polarisierbarkeit
des Molekiils, vergleiche Abschnitt 4 dieses Kapitels und insbesondere Gleichung (5.39) und
Gleichung (5.40). Die Elektrische-Feld-Gruppe ist fiir diesen Fall eine andere als die aus Glei-
chung (5.65). Wie in Details 5.2 diskutiert wird, sind sowohl die null verschiedenen raumfesten
Komponenten des Polarisierbarkeitstensors des Molekiils a invariant unter den Operationen
der MS-Gruppe. 7°) Die Elektrische-Feld-Gruppe schreibt sich somit fiir eine Wechselwirkung
der Art Gleichung (5.39) als

GFF = KRed @ GMS (5.66)

— die MS-Gruppe des Molekiils ist also auch eine Symmetriegruppe des Hamilton-Operators
aus Gleichung (5.39). Fiir die Matrixelemente der Matrix W aus Gleichung (5.53) hat das zur
Konsequenz, dass sie nur zwischen solchen Rotationszustdnden von null verschieden sein
konnen, die zur selben Darstellung in der MS-Gruppe des Molekiils gehoren. Die Matrix
W zerféllt also in Blocke zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen der MS-Gruppe, und
jeder Block kann separat von den tibrigen diagonalisiert werden. Daraus folgt auch, dass sich
sowohl die pendular states aus Gleichung (5.52) im Falle der adiabatischen Ausrichtung als
auch die Wellenpakete aus Gleichung (5.55) im Falle der nicht-adiabatischen Ausrichtung nur
aus Rotationseigenfunktionen zusammensetzen kénnen, die in der MS-Gruppe nach dersel-
ben irreduziblen Darstellung transformieren. Der Einfluss des Feldes auf das Molekiil kann
somit fiir jedes Kernspinisomer getrennt untersucht werden; das Feld kann keine Ubergénge
zwischen verschiedenen Kernspinisomeren erzeugen. 7*) Die Gestalt der Gruppe KR¢d ist je
nach Polarisation der eingesetzten Laserpulse unterschiedlich. Fiir ihre Bestimmung muss das
Transformationsverhalten der Einhiillenden e(t) unter Drehungen um die raumfesten Achsen
bestimmt werden. Fiir ein linear in ez-Richtung polarisiertes Feld ist e(t) invariant unter Dre-
hungen um die raumfeste e;-Achse, sodass auch hier K**¢ = C,,. Da elektrische Felder nicht in
Wechselwirkung mit den Spins in einem Molekiil treten und bei der theoretischen Behandlung
der Ausrichtung von Molekiilen der quantitative Einfluss des Kernspins auf die molekularen
Eigenzustdande vernachldssigt wird, bleibt die Quantenzahl wiahrend der Wechselwirkung m1;
erhalten. 72)

Im Folgenden werden die hier beschriebenen Konzepte verwendet um: (i) abschlieflend zu
diskutieren, wie viele unterscheidbare Kernspinisomere starres Propadien hat; (ii) den Fall zu
untersuchen, dass durch den Einsatz eines Feldes bestimmte Permutationen der MS-Gruppe
nicht langer ausfiihrbar sind.

69) Im Detail besprochen in Watson (1975).
70) Siehe dazu auch Bunker/Jensen (2005: S. 268).
71) Man beachte jedoch die Diskussion aus Kapitel 4, Abschnitt 5.

72) Bei Berticksichtigung intramolekularen Spineffekte bliebe auch hier nur mp eine Quantenzahl fiir das System
Molekiil im Feld.



Details 5.2

Diskussion der Invarianz des Hamilton-Operators Gleichung aus (5.39).73)

Im Folgenden wird das Transformationsverhalten des Hamilton-Operators aus Gleichung (5.39) unter den Operatio-
nen der MS-Gruppe untersucht. Da die Vektoren e als extern vorgegebene Gréfien invariant unter den Operationen
der MS-Gruppe sind, reduziert sich die Frage nach der Symmetrie des Hamilton-Operators aus Gleichung (5.39)
auf die Frage nach dem Transformationsverhalten der raumfesten Komponenten des Operators fiir die vibronische
Polarisierbarkeit a, Gleichung (5.41), unter den Operationen der MS-Gruppe. Die Symmetrie der Komponenten a g g’
kann mit Hilfe der vanishing integral rule bestimmt werden. Sie besagt, dass die Matrixelemente eines Operators A

~ . I
(4) :f f (@,ﬁ“) Albo,”dv, (5.67)
i q1 an

in der Basis der Funktionen @2, &7, die auch Basis zu den irreduziblen Darstellungen I;y und I, einer Gruppe G
sind und hier als unabhingig voneinander angenommen werden, nur dann von null verschieden sein kénnen, wenn

Li®Ig®D, 2L mit [;s = totalsymmetrische Darstellung der Gruppe G, (5.68)

vergleiche dazu auch den Spezialfall Gleichung (3.60). Die Matrixelemente selbst transformieren totalsymmetrisch un-
ter den Operationen der jeweiligen Symmetriegruppe. Die Bedingung fiir die Anwendung dieses Theorems ist, dass
der Operator A unter den Operationen der Gruppe G nach einer irreduziblen Darstellung I 3 der Gruppe transformiert.
Wie aus Gleichung (5.41) hervorgeht, sind die Komponenten der vibronischen Polarisierbarkeiten durch die Produkte
von Matrixelementen des Typs (! Sek){i’,n’],(i,u] bestimmt — alle iibrigen Grofien in Gleichung (5.41) sind Zahlen, die
unter jeder Operation der MS-Gruppe unverandert bleiben. Um die vanishing integral rule zur Diskussion der Symme-
trie der Matrixelemente (afgek){i/'nr},{i’n} unter den Operationen der MS-Gruppe anwenden zu kénnen, miissen wie
oben angegeben zwei Bedingungen erfiillt sein: (i) die vibronischen Eigenfunktionen ®; ;, miissen nach den irredu-
ziblen Darstellungen der MS-Gruppe klassifizierbar sein und (ii) die Operatoren fiir die raumfesten Komponenten
des elektrischen Dipolmoments zfeQIEk miissen irreduzibel unter den Operationen der MS-Gruppe transformieren.
Dass jeglicher Typ molekularer Eigenfunktionen — und somit auch die vibronischen Eigenfunktionen — irreduzibel
unter den Operationen der MS-Gruppe irreduzibel transformiert, oder entsprechende Linearkombinationen gebildet
werden konnen, die irreduzibel unter den Operationen der MS-Gruppe transformieren, wurde bereits in Kapitel
3, Abschnitt 4, Paragraph 3 erldutert. Was zu diskutieren bleibt, ist die Symmetrie der raumfesten Komponenten
des Operators fiir das elektrische Dipolmoment zfteek . Wie Bunker und Jensen zeigen, transformiert jede raumfeste

Komponente dieses Operators nach der Darstellung I'* der MS-Gruppe. Diese eindimensionale Darstellung hat die

Eigenschaft
P = +1 (5.69a)
TP =-t (5.69b)

— die raumfesten Komponenten des Operators des elektrischen Dipolmoments transformieren also irreduzibel unter
den Operationen der MS-Gruppe. Da somit beide Bedingungen erfiillt sind, ldsst sich die vanishing integral rule auf

die Berechnung der Matrixelemente (d Sek)[i,/n, ,{i,n) anwenden, und man erhélt als Bedingung

oy ® i 2T .70

Die Elemente (dAteek){i/’n/]/{i’n] sind somit invariant unter den Operationen der MS-Gruppe und damit ebenso die
raumfesten Komponenten der vibronischen Polarisierbarkeit. Man beachte, dass die hier angefiihrte Argumentation
nicht auf starre Molekiile beschrénkt ist. Auch die raumfesten Komponenten der vibronischen Polarisierbarkeit
nicht-starrer Molekiile sind invariant unter den Operationen der MS-Gruppe.

§2: Zur Unterscheidung von Kernspinisomeren in beziehungsweise nach der Wechselwir-
kung mit Feldern InKapitel 4 blieb die eine Frage offen: Unter welchen Bedingungen kénnen
Kernspinisomere, deren Rotationszustdande im feldfreien Fall symmetrie-bedingt zusammen-
fallen, durch den Einsatz eines elektrischen Feldes unterschieden werden? Die Bedingung

dafiir, dass sie unterschieden werden konnen, ist, dass die symmetrie-bedingten Entartun-

73) Zur Diskussion der vanishing integral rule siehe Bunker/Jensen (1998: Kapitel 6, Abschnitt 5) und Hamermesh
(1989: Kapitel 6). Sie ist in der hier angegebenen Formulierung nicht auf Diagonalelemente von nicht invarianten
Operatoren anwendbar, sieche dazu Hamermesh (1989: S. 173 ff.) und Ziilicke (1985: S. 314). Fiir die Diskussion
der Symmetrie des Operators des elektrischen Dipolmoments siehe Bunker/Jensen (1998: Kapitel 14, Abschnitt
1).
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Abbildung 5.5

lllustration zur adiabatischen Ausrichtung von Dibortetrafluorid B,F, unter der Annahme, dass al20] 5 4221 yng
al20] unabhangig vom Torsionswinkel p, vergleiche Gleichung (' ) und die Diskussion in Kapitel 8. Zu sehen ist
hier fiir das Potential aus Gleichung (. ) ein Schnitt entlang x = konst.; 6 bezeichnet hier den Winkel zwischen
der raumfesten ez-Achse und der molekiilfesten e,-Achse. Die resultierende Potentialkurve hat je ein Minimum
bei 6 = 0 und 0 = 7t; fiir © = 0 sind Hauptachse e, des Molekiils und der Feldvektor E des Laserfeldes parallel,
fiir 6 = © anti-parallel zueinander. Die griinen und orangefarbenen Linien reprdsentieren jeweils die Energien der
zwei energetisch niedrigsten pendular states. Im linken Bild ist der Fall einer moderaten Potentialbarriere gezeigt:
Es lasst sich eine Tunnelaufspaltung in den beiden Energieniveaus beobachten; ein Tunneln durch die Barriere
Vo = |€0|20([2'0] zwischen den beiden feldgekleideten Versionen des Molekiils ist beobachtbar; alle Operationen
der MS-Gruppe bleiben auch im Feld erhalten. Im rechten Bild ist der Fall einer sehr hohen Potentialbarriere zu
sehen: Die Energien der pendular states sind paarweise entartet; es gibt kein beobachtbares Tunneln zwischen den
feldgekleideten Versionen des Molekiils; alle Operationen der MS-Gruppe, die 6 in 0 + 7t transformieren, sind nicht
ldnger ausfiihrbar.

gen durch das Feld aufgehoben werden. Notwendige Voraussetzung dafiir wiederum ist,
dass nur die Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe als Symmetriegruppe des Operators
AMol + FWW erhalten bleibt, nicht aber die MS-Gruppe des Molekiils. Wie im ersten Paragra-
phen dieses Abschnitts ausgefiihrt, kann dies nur dann der Fall sein, wenn das Molekiil ein
permanentes elektrisches Dipolmoment besitzt. Fiir starre Molekiile ldsst sich ableiten, dass
dies nur fiir Molekiile der MS-Gruppen C,(M) oder C,,, (M) moglich ist. 74) Da die MS-Gruppe
Propadiens, D,4(M), nicht zu diesen MS-Gruppen gehort, lassen sich die Kernspinisomere,
deren Rotationsenergien im feldfreien Fall systematisch zusammenfallen, auch durch den
Einsatz eines elektrischen Feldes nicht unterscheiden. Die Diskussion aus Kapitel 4, Abschnitt
4 kann nun abgeschlossen werden: Kernspinisomere fiir MS-Gruppen des Typs-1I, deren
Rotations-Kontorsions-Zustdnde systematisch zusammenfallen, lassen sich durch den Einsatz
von elektrischen Feldern genau dann unterscheiden, wenn das Molekiil ein permanentes
Dipolmoment besitzt.

§3: Symmetrie und adiabatische Ausrichtung von Molekiilen Die bisherige Diskussion
beschrankt sich auf den Fall, dass bestimmte Operationen der Null-Feld-Gruppe GNF verloren
gehen, da sie nicht mehr zu den Operationen zihlen, die den Hamilton-Operator Ml + FWW
invariant lassen. Das eingesetzte Feld kann aber auch dazu fiihren, dass bestimmte Ope-
rationen nicht mehr ausfiihrbar sind, analog zu den nicht-ausfithrbaren Operationen der

GVKPT jm Falle eines Molekiils ohne Feld,

vollstindigen Kernpermutationsinversionsgruppe
vergleiche Kapitel 3, Abschnitt 4, Paragraph 2.

Ein Beispiel fiir einen solchen Fall ist die adiabatischen Ausrichtung von Molekiilen,

74) Siehe dazu Steinborn (1993: Kapitel 5, Abschnitt 5, Paragraph 3 und Kapitel 6, Abschnitt 5, Paragraph 4).



illustriert in Abbildung am Beispiel des Dibortetrafluorids unter der Annahme, dass
al20l > 4221 und al?9], a[22] unabhingig vom Torsionswinkel. Wie dort zu sehen ist, wird
durch AWW aus Gleichung (5.39) im adiabatischen Limit eine Potentialbarriere V, = |eo|?a!>°]
erzeugt, deren Hohe durch die Feldstidrke des eingesetzten Pulses bestimmt ist. Im linken
Bild ist der Fall einer moderaten Feldstdrke zu sehen; gezeigt sind in griin und orange die
Energien der niedrigsten zwei pendular states. Es ist zu erkennen, dass diese beiden Zustande
eine Tunnelaufspaltung zeigen, das heifit es fiir die Molekiile noch moglich ist, durch die von
dem Feld erzeugte Potentialbarriere V|, zu tunneln. Fiir eine hohe Feldstérke ist eine solche
Tunnelaufspaltung im Energiespektrum der pendular states nicht zu beobachten; die parallel
ausgerichtete Version und die anti-parallel ausgerichtete Version, die feldgekleideten Versionen
des Molekiils, sind strukturell entartetet, vergleiche Kapitel 3, Abschnitt 4, Paragraph 2.75)
Das hat auch zur Folge, dass, obwohl alle Operationen der MS-Gruppe trotz Einwirkung des
Feldes Symmetrieoperationen bleiben, einige von ihnen nutzlos werden. Wie aus Abbildung

abgelesen werden kann, sind dies die Operationen der MS-Gruppe, die 6 in 6 + 7 trans-
formieren. Fiir das hier diskutierte Beispiel, Dibortetrafluorid B,F,, sind dies die Operationen

(1) (12)* (34)° (12)(34) (13)(24)(56) (14)(23)(56) (1324)(56) (1423)(56), (5.71)

wie ein Vergleich von Tabelle 4.9 unter Beachtung der Aussagen zur Struktur der MS-Gruppe
des Dibortetrafluorids G4 aus Kapitel 4, Abschnitt 3, Paragraph 4 zeigt. Die verbleibenden
acht Operationen bilden eine Gruppe, die ich die Feld-eingekleidete-Gruppe

G® [Gi6] ={(1), (12), (34), (12)(34),
(13)(24)(56)", (14)(23)(56)", (1324)(56)", (1423)(56)*} (5.72)

nenne. Wie sich unter Anwendung der Konzepte aus Kapitel 3 bestatigen ldsst, ist die Gruppe
Ge fiir das hier diskutierte B,F, isomorph zur Gruppe D,4. Wie mehrfach begriindet, verglei-
che den ersten Teil dieses Abschnitts und insbesondere Kapitel 4, Abschnitt 4, ist zur Analyse
der Kernspinisomere des Molekiils im Feld lediglich die Permutationsuntergruppe interessant.
Streicht man aus der Gruppe Gleichung (5.72) alle Permutationsinversionsoperationen, so
erhélt man

GRY [Gre] = {(1),(12), (34), (12)(34)}, (573)

eine Gruppe die isomorph zur Gruppe C,, (M) ist. Es ist somit moglich, die Zahl der ausfiihr-
baren Permutationen durch ein externes Feld (weiter) zu reduzieren. Diese Uberlegungen sind
der Ausgangspunkt der Simulationen aus Kapitel 8. Dort werden auch die Eigenschaften der
Gruppe Ger [G16] nédher diskutiert.

Die Anzahl der Symmetrieoperationen fiir ein Molekiil wird durch ein externes Feld im All-
gemeinen reduziert. Jedoch bleibt die Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe sowohl
beim Einsatz eines magnetischen als auch eines elektrischen Feldes eine echte Symme-
triegruppe des Systems Molekiil und Feld. Eine widerspruchsfreie Identifikation seiner
Kernspinisomere ist somit auch fiir ein Molekiil im Feld méglich. Es kann aber sein, dass

die Zahl der ausfithrbaren Permutationen durch ein Feld weiter reduziert wird. Dies ist bei

75) Auch hier gelten die gleichen Einschrankungen wie in Kapitel 2, Abschnitt 3, Paragraph 3: Da die Tunnelaufspal-
tung niemals exakt null wird, hangt das Kriterium der Ausfiihrbarkeit auch von der Zeitskala des Experimentes
ab. In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass die Tunnelzeiten sehr viel grofer sind als die Dauer der
Untersuchungen an den ausgerichteten Molekiilen. Eine allgemeine Antwort auf die Frage zu geben, ob diese
Annahme gerechtfertigt ist, ist nur schwer moglich, da dies von der Polarisierbarkeit der untersuchten Molekiile
abhangt.
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der eindimensionalen, adiabatischen Ausrichtung mit Hilfe nicht-resonanter Laserpulse
mitunter der Fall: Fiir hohe Feldstdarken sind Permutationen, die den Euler’schen Winkel 0
in @ + 1 transformieren, nicht langer ausfiihrbar.

In den nédchsten drei Kapiteln wird anhand einiger Beispiele ausgefiihrt, in welcher Form
sich die Quantendynamik von Kernspinisomeren unterscheidet und diskutiert, wie diese
Unterschiede nutzbar gemacht werden kénnen.



»Eine wirklich gute Idee erkennt man dar-
an, dass sie von vornherein ausgeschlos-

sen erscheint.«

Albert Einstein

Dipolar-getriebene kernspinselektive

unidirektionale Rotationen

6 1 Kernspinkonversionen als Antrieb unidirektionaler Rotationen? Dass dem Zu-
° sammenspiel von intramolekularen Rotationen und der dipolaren Wechselwirkung
zwischen den Protonen einer Methylgruppe CH, eine besondere Rolle bei der Erklarung ei-
ner Reihe beobachteter Eigenschaften von methylhaltigen Verbindungen zukommt, zihlt in
der community der Kernresonanzspektroskopie fast schon zu den Klassikern. Bereits 1971
entdeckte beispielsweise Haupt, dass eine rasche Temperaturdnderung eines methylhaltigen
Festkorpers zu einer ausgepragten Kernspinpolarisation fiihrt. V) Auch wenn die Ursachen
fiir diese Polarisation komplex und noch nicht abschlieSend geklart sind ), so ist bislang
unbestritten, dass eine davon die dipolare Kopplung der Torsions- und Kernspinzustdnde der
Methylgruppen ist. Auch bei der Erkldrung anderer Phdnomene, die sich bei methylhaltigen
Verbindungen beobachten lassen, weifs man um die zentrale Rolle der dipolaren Wechselwir-
kung: Sie ist ein bestimmender Faktor der sogenannten Spin-Gitter-Relaxation 3, der bereits in
Kapitel 4, Abschnitt 5 diskutierten Konversion von Kernspinisomeren 4 und der Tunnelzeiten
von CH,X-artigen Systemen durch Torsionsbarrieren 5),

Anlass fiir die Untersuchungen dieses Kapitels gab jedoch eine andere Beobachtung:
Clough und andere berichteten, dass es durch Anregung von Ubergingen zwischen verschie-
denen Torsionsniveaus mit Hilfe eines zeitabhdngigen Magnetfeldes moglich ist, unidirektio-
nale Rotationen anzuregen. ® Als Ursache fiir diesen experimentellen Befund nannten sie zwar

1) Vergleiche dazu Haupt (1971, 1972). Dort findet sich auch eine Diskussion des wenig offensichtlichen Zusam-
menhangs zwischen Temperatur und dipolarer Wechselwirkung.

2) Vergleiche dazu zum Beispiel Hausler (1990) und Wiirger (1990).
3) Vergleiche zum Beispiel Diezemann/Sillescu/Putten (1991); Emid/Wind (1974).

4) Siehe dazu Chapovsky (1991); Diezemann/Héusler (1993); Hausler (1990); Nagels/Bakker/Hermans (1998);
Nagels/Calas/Hermans/Chapovsky (1996); Nagels/Schuurma/Chapovsky/Hermans (1996); Wiirger (1990).

5) Berichtet wird dariiber zum Beispiel von Apaydin/Clough (1968); Clough (1971); Clough/Horsewill/McDonald /
Zelaya (1985); Freed (1965).

6) Siehe Clough/Horsewill/Johnson/Sutcliffe/ Tomsah (1995).
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den Einfluss der dipolaren Wechselwirkung auf die Torsionniveaus, legten allerdings keine
quantitativen Argumente vor, die ihre These unterstiitzten. Dass die beobachtete Anregung
von Methylrotationen im Zusammenhang mit spinabhingigen Wechselwirkungen stehen
muss, ist, wie spéter noch ausfiihrlich diskutiert wird, einsichtig: unter Vernachlédssigung aller
(kern-)spinabhdngigen intramolekularen Wechselwirkungen lassen sich keine Anregungen
von (Methyl-)Torsionen mit Hilfe von Magnetfeldern erzeugen. Diese Beobachtungen sollen
hier als Inspiration dazu dienen, einerseits den Einfluss der dipolaren Wechselwirkung auf
die Torsionsenergien der Kernspinisomere eines methylhaltigen Systems zu erforschen, und
andererseits die daraus resultierenden Konsequenzen auf die Quantendynamik der einzelnen
Kernspinisomere nach Wechselwirkung mit einem zeitabhéngigen Magnetfeld zu quantifizie-
ren. Im Detail wird dazu wie folgt vorgegangen:

Die Energieniveaus fiir Torsion beziehungsweise Rotation werden zunéchst fiir die Kern-
spinisomere einer abstrakten, vollkommen im Raum ausgerichteten Methylgruppe fiir den
Fall einer verschwindenden Torsionsbarriere identifiziert. Im Anschluss daran werden die
erhaltenen Ergebnisse auf zwei Beispielmolekiile, das in Kapitel 4 bereits diskutierte Nitro-
methan CH;NO, sowie Methanol CH;OH, tibertragen und die Mdoglichkeiten diskutiert,
wie sich die hier gemachten Annahmen experimentell umsetzen liefien. Ausgehend von
der Erhaltung des Gesamtdrehimpulses F werden die Eigenfunktionen und Eigenwerte
des Hamilton-Operators fiir einen rdumlichen Freiheitsgrad, das heif3t eine Rotation oder
Torsion, und die dipolare Kopplung, H™d = H(p + HPP, mit Hilfe des Ritz’schen Variati-
onsverfahrens exakt gelost. Das sich ergebende Spektrum wird mit dem Spektrum von I:I(,,
verglichen, und die Unterschiede werden diskutiert. Anschlieffend wird der Einfluss eines
statischen und zeitabhingigen Magnetfelds auf die Energieniveaus von H™¢ untersucht. Es
wird in Stérungstheorie erster Ordnung gezeigt, dass durch das eingesetzte Feld unidirek-
tionale Torsionen angeregt werden konnen. Bis auf wenige, durch Zitate gekennzeichnete

Ausnahmen ist alles hier Genannte Ergebnis dieser Arbeit. 7)

6 2 Ein einfaches Modell In diesem Abschnitt werden in Paragraph 1 zundchst die
. Kernspinisomere einer abstrakten starren Methylgruppe CHj identifiziert, die sich
um eine Achse senkrecht zu der von den Protonen aufgespannten Ebene frei drehen kann. Zur
Beschreibung dieser Drehbewegung, die eine Torsion oder Rotation der Methylgruppe darstel-
len kann, wird das Modell des ebenen starren Rotators aus Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 2
verwendet. In Paragraph 2 werden anhand der Molekiile Nitromethan CH;NO, und Metha-
nol CH,OH die Bedingungen diskutiert, fiir die das hier vorgestellte Modell verwendbar ist.
Dazu werden auch Ergebnisse aus Kapitel 4, Abschnitt 3, Paragraph 2 mit den hier erhaltenen
Resultaten verglichen. Im Anschluss daran wird gezeigt, dass sich die Eigenfunktionen fiir die
Torsion und die dipolare Wechselwirkung mit Hilfe von Symmetrieprinzipien auf geschickte
Art analytisch bestimmen lassen. Schliefilich wird das Spektrum des Hamilton-Operators fiir
die Drehbewegung und die dipolare Wechselwirkung im Detail analysiert (beides Paragraph
3). Die Erkenntnisse dieses Abschnitts sind wesentlich fiir das Verstdndnis der Ergebnisse der
quantendynamischen Untersuchungen aus Abschnitt 3.

§1: Kernspinisomere einer starren Methylgruppe Das Prozedere zur Bestimmung der Kern-
spinisomere eines Molekiils ist ausfiihrlich in Kapitel 4 beschrieben worden; die notwendigen
Modifikationen des Vorgehens bei Molekiilen in Feldern wurden in Kapitel 5, Abschnitt 5,
Paragraph 2 und 3 besprochen. Enthilt ein Molekiil eine starre Methylgruppe, fiir die eine

7) In leicht abgeénderter Form sind die Ergebnisse dieses Kapitels als Grohmann/Leibscher (2010) erschienen.



Tabelle 6.1
Die Charaktertafel der Gruppe A3z. Der Winkel ¢ steht hier fiir einen Rotationsfreiheitsgrad oder einen Torsionsfrei-
heitsgrad. Es ist x3 = exp (211/3); dbx gibt die Ordnung der jeweiligen Klasse an. 8)

Az (1) (123) (132)
b 1 1 1
% [ @ - %n @+ %TL
A 1 1 1
Eq 1 3 n3
E, 1 n3 3

Rotation oder Torsion beobachtbar ist, so muss dessen MS-Gruppe die Permutationen (1),
(123) und (132) enthalten, siche dazu auch Abbildung 2.5. Diese drei Operationen bilden
eine Untergruppe der MS-Gruppe des Molekiils, die im Folgenden mit A3 bezeichnet wird,
vergleiche dazu auch Kapitel 3, Abschnitt 3, Paragraph 2. Die Charaktertafel dieser Gruppe
ist in Tabelle 6.1 gezeigt. Ebenfalls in Tabelle 6.1 zu sehen, ist das Transformationsverhalten
des Winkels ¢, der hier eine Torsion oder Rotation der Methylgruppe in der Ebene, die von
den drei Protonen aufgespannt wird, bezeichnet. Ein Beispiel, fiir das ¢ einen Torsionswinkel
beschreibt, ist das in Kapitel 4, Abschnitt 3, Paragraph 2 besprochene Nitromethan mit der
MS-Gruppe G1,, Gleichung ( ); ein Beispiel, fiir das ¢ eine Rotation bezeichnen kann, ist
das in Kapitel 3, Abschnitt 3, Paragraph 2 beschriebene Stickstofftrifluorid NF; mit der MS-
Gruppe C;,(M), Gleichung ( ). Wie behauptet, ist in beiden Féllen die Gruppe A3 eine
Untergruppe der MS-Gruppe.

Erster Schritt bei der Identifikation der Kernspinisomere einer starren Methylgruppe ist
die Bestimmung der Darstellung I'Y™. Da durch die Operationen (1), (123), (132) keine oder
simultan zwei Paare von Protonen vertauscht werden, lautet sie in der Gruppe A;

rsm=a. (6.1)

Jede Wellenfunktion zur Beschreibung des Zustands einer Methylgruppe muss im Einklang
mit der Bedingung Gleichung (6.1) stehen. Wie eingangs zu diesem Abschnitt erldutert, soll
in diesem Kapitel die Quantendynamik eines raumlichen Freiheitsgrades, einer Rotation oder
Torsion, untersucht werden. Die Identifikation der Kernspinisomere reduziert sich somit auf
die Bestimmung der Kombinationen I'?’[I'*%], die im Einklang mit Gleichung (6.1) stehen,
wobei I'? die irreduzible Darstellung der Gruppe A3 bezeichnet, nach der die Eigenfunktionen
des Torsions- oder Rotationsfreiheitsgrads transformieren, und I'*S die irreduzible Darstellung
ist, nach der die Kernspinzustdnde des jeweiligen Molekiils in der Gruppe A3 transformieren.

Um die Torsion beziehungsweise Rotation der Methylgruppe zu quantifizieren, wird hier
das Modell des starren Rotators in der Ebene verwendet. Der Hamilton-Operator fiir dieses
Modell ist gegeben durch

. F .
H, = ﬁ]é + Egl((p) (6.2a)
1.
=31, Jo+ EgN o), (6.2b)

8) Man beachte, dass das Transformationsverhalten des Winkels ¢ von seiner Definition abhingt, die fiir Torsion
und Rotation verschieden sein kann.
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mit der Konstante
h2
fF= 7V(p<p ’ (6.3a)

siehe Gleichung (2.49), beziehungsweise dem Tragheitsmoment

-1 (6.3b)

o=
Koo

siehe auch Gleichung ( ) und Gleichung (4.46). Das Potential Egl (@) istnur fiir die Beschrei-
bung einer Torsion relevant; falls ¢ einen Rotationsfreiheitsgrad beschreibt, verschwindet es.
Fiir die hier durchgefiihrten Untersuchungen wurde stets angenommen, dass Egl((p) =0.Im
nédchsten Paragraphen wird fiir zwei Beispiele diskutiert, wie sinnvoll diese Annahme ist.
Die Eigenfunktionen @  und Eigenwerte Ey  des Operators H(p lassen sich fiir EE'(¢) = 0
analytisch angeben. Sie lauten

1
@ = ——exp ik, 6.4a
ko = 5= P (ikp9) (6.4a)
beziehungsweise
42
—FR2 = 2
Ey, =Fki = mkq) , (6.4b)

siehe dazu auch Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 2. Es wird insbesondere bei der Diskussion
der Ergebnisse von Vorteil sein, die Energie und die Zeit in skalierten Einheiten anzugeben.
Als Referenzeinheiten werden typischerweise

2
o (6.52)

i

Coh
r=2 (6.5b)

verwendet. 9)

Wie sich das Transformationsverhalten der Wellenfunktionen @  unter den Operationen
von MS-Gruppen bestimmen l4sst, wurde ausfiihrlich in Kapitel 4, Abschnitt 3, Paragraph 2
besprochen. Folgt man dem dort beschriebenen Vorgehen, erhélt man fiir die Funktionen @ ,

Gleichung (6.4a), das Ergebnis

o A falls K, mod3=0 (6.62)
o7 By falls K, mod3 %0 '

o A falls K, mod3=0 (6.6b)
Ko E, falls K, mod3=%0 .

mit K, = |k,|. Zur Erfiillung der Bedingung Gleichung (6.1) miissen zu diesen Eigenzusténden
die Kernspinzustidnde passender Symmetrie gefunden werden. Da jedes Proton die Kernspin-
zustdnde m7 = +1/2 annehmen kann, existieren fiir eine abstrakte Methylgruppe insgesamt
23 = 8 Kernspinzustdnde. Wie sich die Symmetrien dieser acht Zustédnde bestimmen lassen,
wurde im Detail in Kapitel 4, Abschnitt 2, Paragraph 3 erldutert. Es ergibt sich zunéchst

'S = 4A @ 2E, ® 2E, . 6.7)

Da in den spéteren Untersuchungen dieses Kapitels kernspinabhéingige Wechselwirkungen
berticksichtigt werden, ist die Kenntnis der expliziten Form der symmetriegerechten Kernspin-

9) Siehe dazu zum Beispiel Leibscher/Schmidt (2009).
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Abbildung 6.1 4
Das Spektrum Ekq) der Kernspinisome-
re einer abstrakten Methylgruppe. Die 5 — — 3
Energie ist hier in skalierten Einheiten
angegeben, siehe Gleichung (6.5). Die — )
Legende hat die Bedeutung I'?[I'XS], 1
siehe auch (6.9). 0 e (]

zustdnde @£ Ijzz erforderlich. Sie lassen sich mit Hilfe von Projektionsoperatoren konstruieren,
vergleiche dazu Kapitel 3, Abschnitt 3, Paragraph 3. Man erhilt das Ergebnis

a(Z1)a(X)a(zs) (m1 = +32)
A = % (B(Z1)a(Z2)a(Z3) + a(X1)B(E2)a(X3) + a(Xr)a(X2)B(X3))  (mz =+1/2) (6.83)
Yomg = % (@(Z1)B(X2)B(X3) + B(Z1)a(Z2)B(X3) + B(X1)B(L2)a(X3))  (mz =-1/2) '
B(Z1)B(E2)B(E3) (mg = -32)
beziehungsweise
oF % (BENa(E2)a(T3) + x5 a(Z1)B(F2)a(53) + x3a(Z1)a(Z2)B(F3))  (mg = +1/2)
ame | g (@(ZDB(E2)B(Zs) + G A(Z1)a(E2)p(T3) + x3p(Z1)B(E2)a(Ts)) (g = -1/2)
(6.8b)
und
of: | v (FEDaEaEs)r e xaa(ZpEa(ls) vasa(Ena(X)p(Xs) (mr = +12)
ame | s (@(ZDB(E2)B(Z5) + x3p(Z1)a(E2)p(Z3) + )G H(Z1P(E)a(T)) (g = ~1/2)

(6.8¢)

mit %3 = exp (27¥/3). Fiir eine abstrakte Methylgruppe mit ausfiihrbarer Torsion oder Rotation
existieren somit drei Kernspinisomere, da sich die drei Kombinationen

A[A] (Ortho-Isomer) (6.9a)
Eq[E;] (Para-1-Isomer) (6.9b)
E,[Eq] (Para-2-Isomer) (6.9¢)

aus Gleichung (6.6) und Gleichung (6.8) zur Erfiillung von Gleichung (6.1) finden lassen. Die
Energieniveaus E kp fiir die drei Kernspinisomere aus Zeile (6.9) sind in Abbildung 6.1 gezeigt.
Wie dort zu sehen ist, treten die Energien der Isomere E; [E, ] und E,[E | stets paarweise entar-
tet auf; sie lassen sich energetisch nicht unterscheiden. Wie in Paragraph 3 dieses Abschnitts

diskutiert wird, ist diese Entartung — wie auch die paarweise Entartung der Energieniveaus
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Details 6.1
Nachweis, dass ohne Beriicksichtigung interner Kernspinwechselwirkungen durch ein Magnetfeld keine rdumlichen

Bewegungsformen wie Rotationen oder Schwingungen angeregt werden kénnen. 10)

Die Idee des Modells des Hamilton-Operators nullter Ordnung H (0), siehe Gleichung ( ), und der nuclear spin
hypothesis ist es, dass die Kernspins eines Molekiils und die tibrigen molekularen Freiheitsgrade getrennt voneinander
behandelt werden kénnen: Im Rahmen des Modells des Hamilton-Operators nullter Ordnung dient der Kernspin
lediglich der Erfiillung des Symmetrisierungspostulats, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 3; der Einfluss der tibrigen
Freiheitsgrade auf die Energieniveaus des Kernspins wird im Rahmen der nuclear spin hypothesis zur quantitativen
Beschreibung von Kernmagnetresonanzspektren lediglich iiber spezielle Konstanten, das heifit in gemittelter Form
berticksichtigt, vergleiche Kapitel 5, Abschnitt 2, Paragraph 3. Nimmt man an, dass beide Modelle giiltig seien, so
werden alle kernspinabhéngigen, intramolekularen Kopplungen unterschiedlicher Freiheitsgrade vernachléssigt
und die Wechselwirkung eines Molekiils mit einem Magnetfeld findet — sofern der elektronische Grundzustand des
Molekiils ein Singulett-Zustand ist — ausschlief3lich iiber dessen Kernspin statt. Nimmt man an, die eingesetzten
Magnetfelder seien in der Form gewahlt, wie sie fiir ein Experiment der Kernresonanzspektroskopie tiblich sind, so ist
die zeitabhédngige Schrodinger-Gleichung fiir ein Molekiil in einem statischen und einem zeitabhdngigen Magnetfeld
durch

ih%lp(t) = (A9 + AZee + ARF(h) w (1) (6.10)
gegeben, wobei AO in Gleichung (2.33), HAZee in Gleichung (5.10) und ARF jn Gleichung (5.16) definiert ist. Mit Hilfe

der unitdren Transformation

W(t)=Xtw(), (6.11)
mit

X :exp(—%(H(O) +wfz)t) (6.12)
erhilt man nach einigen Umformungen die effektive Schrédinger-Gleichung

ih% ¥(t) = A g . (6.13)

Der hier eingefiihrte effektive Hamilton-Operator

geff = _(wZee +w)fz - Ry (6.14)
ist zeitunabhéngig; w bezeichnet die Frequenz des zeitabhéingigen, ©?¢¢ die Frequenz des statischen Magnetfelds.
Durch diese Transformation, die aufgrund ihrer Unitaritdt die Erwartungswerte jeder denkbaren Observablen un-
verindert lasst, ist es also moglich, den Hamilton-Operator nullter Ordnung H(©) vollstindig zu eliminieren; der
effektive Hamilton-Operator ist nur noch abhéngig von den Operatoren fiir den Gesamtspin Zx und 7. Die effektive
Schrodinger-Gleichung, Gleichung (6.13), lasst sich mit Hilfe des Ansatzes

P(t)=) en(t)Pp (615)
n

16sen, wobei 12 die kollektive Quantenzahl aus Gleichung (2.35) und @y, die separablen Basisfunktionen aus Glei-
chung (2.34) bezeichnet. Wie in Kapitel 5, Abschnitt 3, Paragraph 1 beschrieben, fiihrt ein solcher Ansatz auf ein
System gekoppelter Differentialgleichung fiir die Koeffizienten cyy; ihre Bestimmung erfordert die Kenntnis der Ma-
trixdarstellung von H eff in der Basis der Funktionen @py. Da Heff ausschlieflich von den Operatoren fiir den Kernspin
abhéngt, kann es keine von null verschiedene Matrixelemente zwischen Basisfunktionen zu verschiedenen Rotations-
quantenzahlen, Schwingungsquantenzahlen, Kontorsionsquantenzahlen oder elektronischen Quantenzahlen geben.
Nur zwischen Zustdnden mit unterschiedlichen Kernspinquantenzahlen kann es solche nicht verschwindenden
Matrixelemente geben. Anders formuliert: Die Wechselwirkung, die durch Heff beschrieben wird, fiihrt zu keinerlei
Anregung von Zustdnden zu unterschiedlichen Rotationsquantenzahlen, Schwingungsquantenzahlen et cetera und
damit zu keiner Anregung von Rotationswellenpaketen, Schwingungswellenpaketen et cetera.

des A[A]-Isomers — systematisch und ein Ergebnis der Zeitumkehrsymmetrie. Im weiteren
Verlauf dieses Kapitels werden sie deshalb schlicht als Para-Isomer bezeichnet.
Wie in der Einleitung zu diesem Kapitel bereits erwdhnt wurde, ist eine Anregung von

10) Mehr {iber den hier verwendeten Ansatz zur Transformation der Schrodinger-Gleichung findet sich zum Beispiel
in Levitt (2008: Kapitel 7).



Rotationen beziehungsweise Torsionen mit Hilfe von Magnetfeldern ohne Beriicksichtigung
intramolekularer kernspinabhingiger Wechselwirkungen nicht méglich. In Details 6.1 wird
eine quantitative Begriindung fiir die Richtigkeit dieser Aussage geliefert. Dort zeigt sich, dass
bei Vernachlédssigung der genannten Wechselwirkungen keine Wellenpakete aus Zustdnden
zu rdumlichen Freiheitsgraden — egal welcher Art — erzeugt werden kénnen. In Paragraph 3
dieses Abschnitts wird das hier eingefiihrte Modell deshalb um eine Form dieser Wechselwir-
kungen, der dipolaren Wechselwirkung erweitert. Es bildet die Grundlage fiir die Ergebnisse
aus Abschnitt 3 dieses Kapitels. Im Folgenden sollen die Ergebnisse dieses Paragraphen mit
den Resultaten aus Kapitel 4, Abschnitt 3, Paragraph 2 verglichen werden. Ziel ist es insbe-
sondere, die Bedingungen zu formulieren, unter denen das hier eingefiihrte Modell fiir reale

Molekiile zur Anwendung kommen kann.

§2: Zwei Beispiele: Nitromethan und Methanol Das bislang allgemein formulierte Modell
soll hier fiir zwei konkrete Molekiile diskutiert werden: Nitromethan CH,NO, und Methanol
CH,;O0H. Beides sind nicht-starre Molekiile; in beiden Féllen ist die Kontorsionsbewegung
eine Torsion der Methylgruppe CH;. In diesem Paragraphen soll hauptséachlich auf quali-
tativer Grundlage erldutert werden, welche Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit des in
Paragraph 1 dieses Abschnitt eingefiihrten Modells erfiillt sein miissen, und wie der Einfluss
der vernachldssigten Faktoren, insbesondere des Torsionspotentials, zu beurteilen ist. Die
Kenntnis der Ergebnisse aus Kapitel 4, Abschnitt 3, Paragraph 2 werden dafiir vorausgesetzt.

Die erste Bedingung, die zur Anwendbarkeit des obigen Modells erfiillt sein muss, ist
die Ausrichtung des Molekiils entlang der Rotations- beziehungsweise Torsionsachse der
Methylgruppe. Moglichkeiten, dies zu erreichen, wiren zum einen die in Kapitel 5, Abschnitt
4 diskutierte Ausrichtung von Molekiilen mit Hilfe nicht-resonanter Laserpulse. Andere Va-
rianten waren die Adsorption des Molekiils auf die Oberfldche eines Festkorpers oder der
Einschluss des Molekiils in eine Kristallstruktur '*). Nachfolgend soll die Moglichkeit der
eindimensionalen Ausrichtung etwas genauer besprochen werden, das heifst der Ausrichtung
der Hauptachsen beider Molekiile entlang der Feldachse eines in ez-Richtung polarisierten
Laserfeldes. Den Uberlegungen werden die Annahmen zugrunde gelegt, dass sich die Rotati-
onsfreiheitsgrade unabhéngig von der Torsionsbewegung des Molekiils manipulieren lassen,
und der Ansatz *?)

@Rot-Tor  pRot, qTor (6.16)

sich als akzeptable Naherung erweist. Diese Hypothese ist fiir Nitromethan aus drei Griinden
verniinftig: (i) keine der Konstanten aus Gleichung (4.46) ist abhéngig vom Torsionswinkel
p, siehe Tabelle 4.5; (ii) die Elemente des Trdgheitstensors piy, pyy, pz, und p,, sind deutlich
kleiner als das Element p,,; (iii) wie durch einige Testrechnungen tiberpriift wurde, sind
die Komponenten des Polarsierbarkeitstensors des Nitromethans nicht abhédngig vom Tor-
sionswinkel. Alle drei genannten Argumente machen die Pradmissen plausibel, dass durch
die Felder, die zur Ausrichtung des Nitromethans eingesetzt werden, keine Torsionsniveaus
angeregt werden und sich die Torsion im Anschluss an die Ausrichtung selektiv durch den
Einsatz von Magnetfeldern manipulieren lésst.

Wie in Kapitel 5, Abschnitt 5, Paragraph 3 besprochen, hat diese Ausrichtung Konsequen-
zen flir die Anzahl der ausfiihrbaren Symmetrieoperationen des Molekiils: sie wird in der

11) Letzteres wurde fiir Nitromethan bereits experimentell nachgewiesen. Siehe dazu Nakagawa /Immel/Lichtentha-
ler/Lindner (2000).

12) Zwar sind ihre Interessen andere, jedoch wihlen Bunker/Jensen (1998: Kapitel 15, Abschnitt 4, Paragraph 2) fiir
ihre Uberlegungen zur Diskussion der Torsions- , Rotations- und Schwingungsspektren einen entsprechenden
Ansatz.
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Regel verringert. Durch das Laserfeld wird ein Potential erzeugt, dass zu einer strukturellen
Entartung mehrerer feldeingekleideter Versionen des jeweils untersuchten Molekiils fiihrt. Im
Falle einer eindimensionalen Ausrichtung sind alle feldgekleideten Versionen eines Molekiils
strukturell entartet, die durch eine Anderung des Euler’schen Winkels 6 auseinander her-
vorgehen. Alle Operationen der MS-Gruppe, die eine derartige Wirkung auf den Euler’schen
Winkel 6 haben, verlieren ihren Nutzen und werden »nicht-ausfiihrbar«. Fiir ein eindimen-
sional ausgerichtetes Nitromethan bleiben somit die Operationen

Gl™D[Gy,] = {(1), (123), (132), (45), (123)(45), (132)(45)} (6.17)

niitzlich, das heift, die feldeingekleidete Gruppe G'~P [G,] eines eindimensional ausge-
richteten Nitromethans ist identisch zu dessen Torsiongruppe T[G;,], vergleiche Kapitel 4,
Abschnitt 3, Paragraph 2. Warum diese Operationen ausfiihrbar bleiben, ist einsichtig: sie be-
schreiben Drehungen um die Haupttriagheitsachse des Nitromethans. Hat man die Hauptrag-
heitsachse entlang einer Feldachse ausgerichtet, dndert keine dieser Operationen die Orientie-
rung der Hauptrigheitsachse zur Achse des Feldes. Die Charaktertafel dieser Gruppe wurde
bereits angegeben; sie ist in Tabelle 4.6 gezeigt. Das hier erhaltene Ergebnis gilt fiir Molekiile,
die aus zwei koaxialen, nicht identischen Fragmenten bestehen, die sich beobachtbar gegenein-
ander drehen kénnen, auch allgemein: Nach einer Ausrichtung des Molekiils entlang seiner
Hauptachse ist die verbleibende Symmetriegruppe des ausgerichteten Molekiils identisch zur
Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe.

Welche Konsequenzen hat diese Ausrichtung auf die Unterscheidbarkeit der verschiede-
nen Kernspinisomere des Molekiils? Keine! Da die Symmetriegruppe des Nitromethans im
Feld identisch zur Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe ist, bleibt das Ergebnis das glei-
che wie im feldfreien Fall, vergleiche Kapitel 4, Abschnitt 3, Paragraph 2. Sofern man davon
ausgeht, dass sich vor der Wechselwirkung mit dem zur Ausrichtung eingesetzten Laserpuls
gasformiges Nitromethan im thermischen Gleichgewicht befindet, ist jeder Rotations-Torsions-
Zustand @R @TOr gemif seinem Boltzmann-Faktor besetzt, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt
3, Paragraph 5. Unter der Annahme, Gleichung (6.16) sei giiltig, werden durch die zur Aus-
richtung eingesetzten Felder nur Rotationszustdnde der gleichen Symmetrie gemischt, siehe
Kapitel 5, Abschnitt 5. Welche Rotationszustdnde zu welchem Kernspinisomer fiir Nitrome-
than ohne Feld gehoren, wurde in Kapitel 4, Abschnitt 3, Paragraph 2 identifiziert. Es wurde
gezeigt, dass sich jedem Kernspinisomer sowohl Rotationszustinde mit A’-Symmetrie als
auch A”-Symmetrie zuordnen lassen. Durch die Ausrichtung wird somit aus jedem Rotations-
eigenzustand mit A’-Symmetrie ein pendular state mit A’-Symmetrie erzeugt und aus jedem
Rotationseigenzustand mit A”-Symmetrie ein pendular state mit A”-Symmetrie. Bei einer eindi-
mensionalen Ausrichtung sind die unterschiedlichen Kernspinisomere durch unterschiedliche
Kombinationen I'R-Tor[ XS] bestimmt, wobei I'*t-T°r und I'*S jeweils irreduzible Darstel-
lungen der Gruppe G'"P[G,] bezeichnen. Sie wurden bereits in Kapitel 4, Abschnitt 3,
Paragraph 2 identifiziert, vergleiche Tabelle 4.7, und lauten

A’[A7] (Ortho-Nitromethan) (6.18a)
E{[E5]  (Para-1-Nitromethan) (6.18b)
E)[E]] (Para-2-Nitromethan) ; (6.18¢)

sie entsprechen den in Paragraph 1 identifizierten Kernspinisomeren der abstrakten Methyl-
gruppe, siehe

Die Torsion des Nitromethans mit Hilfe des Modells eines eindimensionalen, freien Ro-
tors zu beschreiben, ist angesichts seiner niedrigen Torsionsbarriere — sie betrdgt V" =
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Abbildung 6.2
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4,17-10723]13) — eine iiberzeugende Niherung. Ungeachtet dessen ist es fiir die spateren
Diskussionen interessant, den Einfluss des Torsionspotentials EL!(p) zu untersuchen. Fiir ein
eindimensional ausgerichtetes Nitromethan muss das Torsionpotential E(];:l(p) in Gleichung
(6.2) *4) invariant unter den Operationen der Gruppe Gle1-D[G,,], siehe Gleichung (6.17), sein
—-da Tp = f/n2f p invariant unter den Operationen der Gruppe Gfe1-D[G,] ist, und A" als
Hamilton-Operator des Systems notwendigerweise invariant unter den Operationen dieser
Gruppe sein muss, vergleiche Kapitel 3, Abschnitt 1, muss Egl(p) zwingend invariant unter den
Operationen von Gf1P[G ,] sein. Wie sich mit Hilfe der Charaktertafel Tabelle 4.6 bestatigen
lasst, ist das einfachste, nicht konstante Potential E(];:l(p), das diese Forderungen erfiillt, von
der Form

VTor
E(];:l = OT(l + cos(6p)) s (6.19)

siehe dazu auch Gleichung (2.52). Wie in Kapitel 2, Abschnitt 4, Paragraph 2 beschrieben
wurde, ldsst sich fiir ein Potential dieser Art die stationdre Schrédinger-Gleichung in die
Mathieu-Gleichung iiberfiihren. Die Torsionsenergien E'°T ergeben sich dann aus Gleichung

(2.55) zu

VTOI’
. o= 2060 Yo

R, =508t Ty (6.20)

wobei a[g die charakteristischen Werte der Mathieu-Gleichung fiir ein sechszéhliges Potential
bezeichnen; die Energien wurden hier in skalierten Einheiten angegeben, sieche Gleichung (6.5).
Die Energieeigenwerte E R, Gleichung ( ), sind als Funktion der Barrierenhthe VOT"r im obe-
ren Bild von Abbildung 6.2 gezeigt. Es ldsst sich erkennen, dass sich die Torsionsenergien des

13) Aus: Bunker/Jensen (1998: Kapitel 15, Abschnitt 5, Paragraph 4).

14) Wird im Folgenden von Torsion gesprochen, so ist in Gleichung (6.2) ¢ durch p zu ersetzen.
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Nitromethans mit Barriere nur wenig von den Torsionsenergien ohne Barriere unterscheiden
- so wie es zu erwarten war. Neben dieser Einsicht sind fiir die Diskussion der Ergebnisse des
dritten Abschnitts dieses Kapitels noch weitere Aspekte interessant. So bleiben zum Beispiel
alle Torsionszustande, die zu dem E/ [E} |-Isomer oder E)[E] |-Isomer gehoren, stets paarweise
entartet, unabhédngig von der Barrierenhéhe VOT"r . Fur das Kernspinisomer A’[A’] gilt dies
nicht: Fiir alle Torsionszustdnde, die aus einem freien Rotorzustand mit k, = 0 hervorgehen,
wird diese Entartung aufgehoben. Der Energieunterschied zwischen diesen fiir V" = 0 ent-
arteten Zustanden wéchst mit steigender Barrierenhohe V,°". Mit wachsender Barriere tritt
jedoch noch ein anderer bemerkenswerter Effekt auf: Die Unterschiede in den Energien der
ersten sechs Torsionsniveaus nehmen ab, sodass sich die Energieniveaus in Einheiten mit je
sechs Energieniveaus gruppieren. Im Grenzfall V°" — oo sind diese Energieniveaus exakt
entartet, sodass jede Torsionsenergie sechsfach auftritt. Diese Entartung ist verstandlich, be-
denkt man, dass bei einer unendlich hohen Barriere die Torsion des Nitromethans nicht langer
ausfiihrbar ist. Die sechs Minima reprasentieren dann sechs strukturell entartete Versionen
eines starren Nitromethans. *©)

Ein anderer interessanter Fall ist die Torsion von Methanol CH,OH. Die MS-Gruppe die-
ses Molekiils ist die Gruppe C3,(M), siehe Gleichung ( ). Richtet man dieses Molekiils
entlang seiner Hauptachse aus, bleiben lediglich die Operationen der Gruppe Aj; aus Tabelle

ausfithrbar — Methanol existiert demnach ebenfalls in Form der drei Kernspinisomere

A[A] (Ortho-Methanol) (6.21a)
Eq[E;] (Para-1-Methanol) (6.21b)
E,[Eq] (Para-2-Methanol) . (6.21¢)

Wie sich mit Hilfe der gleichen Argumentation wie fiir Nitromethan und unter Verwendung
von Tabelle 6.1 bestétigen ldsst, kann das Torsionspotential E(];:l(p) fir Methanol in der Form

VTor
Egl ~ OT(l + cos(3p)) (6.22)

mit VJ° = 7,3764-1072!] '7) gendhert werden, um die Symmetrieanforderungen an den
Hamilton-Operator H™° zu erfiillen. Die Torsionsenergien E™°" ergeben sich dann zu
Tor

Eg, = g agfp] + VOT , (6.23)
wobei a[;j die charakteristischen Werte der Mathieu-Gleichung fiir ein dreizédhliges Potenti-
al bezeichnen. Auch hier wurden skalierte Einheiten verwendet, siehe Gleichung (6.5). Die
Anderung in der Symmetrie des Potentials hat auch erstaunliche Konsequenzen fiir die Tor-
sionsenergien als Funktion der Barrierenhohe, zu sehen im unteren Bild von Abbildung
Zwar gibt es fiir moderate Barrierenhéhen starke Ahnlichkeiten zu den Torsionsenergien eines
sechszéhligen Potentials — alle Energieniveaus der Kernspinisomere E; [E, ] und E,[E; | bleiben
stets entartet; die Energieniveaus der A[A]-Spezies, die aus Eigenzustdnden des freien Rotors
zu k, # 0 hervorgehen, sind fiir eine endliche Barriere nicht mehr entartet und ihr Energie-
unterschied steigt mit wachsendem V. Im Grenzfall hoher Barrieren jedoch ergibt sich ein

15) Man beachte, dass die Bezeichnungen der irreduziblen Darstellungen — und damit auch der Kernspinisomere
des jeweiligen Molekiils - je nach Struktur der Permutationsuntergruppe der MS-Gruppe des Molekiils un-
terschiedlich sein kénnen, siehe zum Beispiel die Kernspinisomere des Nitromethans weiter oben in diesem
Paragraphen.

16) Die MS-Gruppe des Nitromethans reduziert sich dann zur Gruppe Cg(M).

17) Entnommen: Kirtman (1962).



anderes Bild als bei einem sechszéhligen Potential. Dort gruppieren sich die Torsionsniveaus
nicht zu sechs entarteten Eigenwerten, sondern nur zu jeweils drei. Auch das ist verstandlich:
Fiir eine unendlich hohe Torsionsbarriere sind die drei Versionen des Methanols, die durch die
Torsion ineinander tiberfithrt werden, strukturell entartet — und mit ihnen die Torsionsniveaus.

Beide besprochenen Molekiile sind natiirlich nur Beispiele. Prinzipiell lassen sich die Uber-
legungen aus Paragraph 1 auf jedes Molekiil mit einer Methylgruppe iibertragen. Die hier
vorgestellte Diskussion wird jedoch fiir die Interpretationen aus Abschnitt 3 dieses Kapitels
von Bedeutung sein. Im Folgenden wird nun das Modell aus Paragraph 1 um eine kernspi-
nabhéngige Wechselwirkung erweitert, und die Konsequenzen dieser Erweiterung werden
diskutiert.

§3: Eigenfunktionen fiir Torsionen und dipolare Kopplung Fiir Kerne mit einem Spin
Z < 1 ist die dipolare Kopplung HPP die grofite intramolekulare Wechselwirkung der ein-
zelnen Spins untereinander, vergleiche Kapitel 5, Abschnitt 2, Paragraph 3. Die allgemeine
Form des Hamilton-Operators, der diese Wechselwirkung quantifiziert, ist in Gleichung (5.18)
angegeben. Zundchst soll der Einfluss der dipolaren Kopplung auf die Torsionsniveaus aus
Paragraph 1 dieses Abschnitts identifiziert werden. Neben der bereits vorausgesetzten Aus-
richtung wird dazu zusétzlich die Annahme gemacht, dass die dipolare Wechselwirkung
zwischen den drei Protonen der Methylgruppe CH; und dem Kohlenstoffnuklid vernachlds-

8)

sigt werden kann. '®) Die explizite Form von HPP lautet dann

A A

2
A 7/ 3 . 7S 2 * ~
£PD _ Ho 7p [Z exp (21(,))( L+ n3l 1+ 131 1 )+h.a.

T 47 R3 —37-1 -17—2
1,. - PN PN A s A s A oA
- (T LT v DT a4 (T2 + T T + IZlIza)] : (6.34)

wobei: h.a fiir hermitesch-adjungiert steht; »; = exp (271¥/3) ist; R den Abstand zwischen den
Protonen der Methylgruppe festlegt und in Abbildung 2.5 definiert ist; y, das gyromagnetische
Verhiltnis des Protons bezeichnet; und p, die magnetische Feldkonstante benennt. *9) Die
Operatoren IAJ_,I, miti =1, 2, 3 sind definiert als

1., =1y, +ily, (6.35)

und heifsen Auf- beziehungsweise Absteigeoperatoren. Sie erh6hen beziehungsweise ernied-
rigen den Wert von mz, um eins, das heifst,

'fii @Zi,mzi = J(Il + mI,)(Il * mIi + 1) (DIi,mIiil : (636)
Wie sich der Hamilton-Operator Gleichung (6.34) aus der allgemeinen Form Gleichung (5.18)
herleiten lasst, wird in Details diskutiert.

Um den Einfluss der dipolaren Wechselwirkung auf die Energieniveaus zu quantifizieren,
werden mit Hilfe des Ritz’schen Variationsverfahren die Eigenwerte und -funktionen des

Hamilton-Operators
A=A, + APP (6.37)

mit Hq) aus Gleichung (6.2) fiir EEl((p) = 0 und APP aus Gleichung ( ) berechnet. Als
Ansatz werden Produktfunktionen des Typs

QI = @I, pI'® (6.38)

18) Siehe dazu auch Hausler (1990).

19) Der Form des Hamilton-Operators fiir das Modell einer ausgesrichteten Methylgruppe wurde bereits von meh-
reren Autoren angegeben, wie zum Beispiel Haupt (1971) oder Hausler (1990).
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Details 6.2
Zur Herleitung der dipolaren Wechselwirkung zwischen den drei Protonen einer Methylgruppe, siehe Gleichung

(6.34).

Im Folgenden werden die wesentlichen Schritte zur Berechnung des Hamilton-Operators fiir die dipolare Wechsel-
wirkung zwischen den drei Protonen einer Methylgruppe, Gleichung (6.34), aus der allgemeinen Form Gleichung
(5.18) angegeben und diskutiert, ohne dabei alle Zwischenschritte ausfiihrlich zu formulieren. Zunéchst ist es sinnvoll,
Gleichung (5.18) mit Hilfe des dipolaren Tensors D; jin der Form

3 3
DD _ 240 11 +t 5.7
H —ypanEZZIVDUPII/ (6.24)
i=11i'=1
mit
Djy =1-3e;j- e:'rir (6.25)

und i,i’ = 1, 2, 3 zu schreiben. Wihlt man als Basis raumfeste kartesische Koordinaten, so ergibt sich mit Hilfe von

1 Xjr = X
€i’ = 3 (ex ey ez)|vi-Yil, (6.26)
0

die explizite Form von D;; zu

1-3RY(X;r — X;)2 YR2(X; - X;)(Yp - Y;) 0
D;r =1 -¥R¥(Xp - X;)(Yy - Y;) YRA(Yy — Y;)? of. (6.27)
0 0 1

Hier wurde benutzt, dass im Rahmen des in diesem Kapitel verwendeten Modells die Methylgruppe entlang der
raumfesten ez-Achse ausgerichtet ist. Fithrt man im néchsten Schritt fiir jedes Proton Polarkoordinaten (R, ¢;) mit

2 2
¢1=p 2= b1 2= g4 S ¢3=d1-2m3=p- (628)

ein, vergleiche auch Abbildung 2.5, so errechnen sich die Elemente von D;; zu

(Dji)xx = =1/2=1/2(cos(2¢;7) + cos(2¢;) — 2 cos(p;7 + i) (6.29a)
(Djir)yy = —12+ 1/2(cos(2¢ /) + cos(2¢;) — 2 cos(¢p;r + ¢P;)) (6.29b)
(Diir)zz =1 (6.29¢)
(Dji)xy = —1/2(sin(2¢7) + sin(2¢;) — 2sin(Ppys + ¢i)) = (D7) yx (6.29d)
(Diir)xz = (Djjr)yz = (Djjr)zy = 0. (6.29¢)

Benutzt man statt der kartesischen Basis die sogenannten irreduziblen Basisvektoren

e, = -1/\V2(ex +iey) (6.30a)
e_ =1/\2(ex —iey) (6.30b)
e =eyz, (6.30¢)
so ergibt sich der Hamilton-Operator APP zu
3 3 -1 Ay 0\ -I-,
4DD _ 240 11 s 5 > N 5!
AP =y 0 57 Z z (2., 7, V2Iz)|A,, -1 ol 14, (6.31)
i=li’=1 0 o 2)\vV2t IZ ,
mit
Ajir = exp(=2id;) + exp(-2i¢;/) — 2exp(=i(¢; + ¢i7)) (6.32)

Verwendet man schliefSlich noch die Relationen

Ap3 = -3 exp(2ip) (6.33a)
A13 = —3%3 exp(Zi(p) (633b)
A1z = -3u5exp(2ig), (6.33¢)

lasst sich ausgehend von Gleichung (6.31) die Form von H DD fiir drei Protonen, Gleichung (6.34), bestétigen.




verwendet, sodass das Variationsverfahren als Ergebnis die Eigenfunktionen @' in Form
der Linearkombinationen

red _ e 5IKs
o = Z Ckgomz Pic, " PLmy
kg mpel?[TXS]

(6.39)

liefert. 2°) Wie in Kapitel 2, Abschnitt 2, Paragraph 3 beschrieben wurde, lassen sich im Rahmen
dieses Verfahrens die Koeffizienten ¢, durch die Diagonalisierung der Matrixdarstellung
von H™4 in der Basis der symmetriegerechten Basisfunktionen, siche Gleichung (6.38), Glei-
chung (4.65) und Gleichung (4.62), bestimmen. Die Berechnung der Matrixelemente

red —

{kip 27, mlyer® (1% )} {k,, T, mpel®[IXS]} —

2 Y2 /2 /2 , , .
[ 2 ) (o @ef, zum m)) el (p)0]) (5,52 Sade
0 21==-12Xy=-1/2 X3=-1/2
(6.40)

lasst sich erheblich vereinfachen, sofern man sich eine bemerkenswerte Symmetrieeigenschaft
des Operators H™ zunutze macht: Wie in Details 6.3 gezeigt wird, vertauscht H™4 mit dem

Operator des Gesamtdrehimpulses um die e;-Achse >")
N e s L0
FZ:](p+IZ:_1h_+ZZ' (641)
Ip

Das hat zur Konsequenz, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 2, Paragraph 4 und Kapitel 3, Ab-
schnitt 1, dass sich die Eigenfunktionen von H™ und die Eigenfunktionen von F, nach einem
gemeinsamen Satz von Quantenzahlen klassifizieren lassen. Diese Information gestattet die
Formulierung mehrerer Erkenntnisse: (i) die Eigenfunktionen des Operators Ared kénnen
nach der Quantenzahl mp = k(P + myz klassifiziert werden, was zur Konsequenz hat, dass
sich die Eigenfunktionen von H"¢ nur als Linearkombinationen aus Produktfunktionen von
Torsion und Kernspin, siehe Gleichung (6.38), mit gleichem m schreiben kénnen; (ii) es kann
dementsprechend nur zwischen solchen Produktzustdnden aus Torsion und Kernspin von
null verschiedene Matrixelemente geben, die zu gleichem mp gehoren, das heifst, die Ma-
trix H™ zerfallt in Blocke zu gleichem mip, die jeder fiir sich getrennt diagonalisiert werden
konnen, vergleiche dazu auch Kapitel 2, Abschnitt 2, Paragraph 3, Kapitel 2, Abschnitt 4, Pa-
ragraph 2 und 3, sowie Kapitel 3, Abschnitt 3, Paragraph 4. Es sei hervorgehoben, dass diese
Aussagen nicht auf den hier behandelten Spezialfall der Methylgruppe beschrankt ist: Der
Hamilton-Operator eines eindimensional ausgerichteten Molekiils vertauscht stets mit der
ez-Komponente des Gesamtdrehimpuls aller Drehimpulse des Molekiils. >2)

Fiir das hier untersuchte System der drei dipolar gekoppelten Protonen lassen sich aus
diesen allgemeinen Aussagen erstaunliche Erkenntnisse ableiten: Da es grundsatzlich nur
vier verschiedene Werte fiir my gibt, my = {-3/2, =1/2, +1/2, +3/2}, und jede Kombination eines
bestimmten k,, und eines bestimmten mz als Ergebnis des Symmetrisierungspostulats genau
einmal vorkommt, existiert jeder Wert fiir mp genau vier Mal. Zum Beispiel kann mp = 3/2 aus

20) Wenn im Folgenden von Produktfunktionen gesprochen wird, so sind stets die Produkte aus Orts- und Kern-
spinfunktionen gemeint. Die Reihenfolge der Funktionen in diesem Produkt ist dabei stets dieselbe: links steht
die Ortsfunktion, rechts die Kernspinfunktion.

21) Man beachte, dass dies nicht mehr fiir das Quadrat des Gesamtdrehimpulses F? gilt. Durch die zur Ausrichtung
eingesetzten elektrischen Felder wird die Symmetriegruppe SO(3) zur Gruppe C; erniedrigt.

22) Ein besonderer Dank gilt an dieser Stelle Herrn Prof. D. Haase, der uns, das heifit Frau Leibscher und mir, den
entscheidenden Hinweis zur Vertauschbarkeit von HMo! und £2 gegeben hat. Sie wurde die Grundlage fiir
unsere Lésung des Eigenwertproblems von A4,
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Details 6.3
Nachweis, dass der Hamilton-Operator Gleichung (6.37) mit dem Operator F; vertauscht.

Orientiert man ein Molekiil entlang der laborfesten ez-Achse, vertauscht der Hamilton-Operator Gleichung (6.37)
nicht mehr mit den Operatoren ] - siehe Gleichung (2.50),und 7. Unter Verwendung der Definition des Kommutators
Gleichung (2.17) lasst sich bestétigen, dass

[Ag | = [Ap 2] =0 (6.42)
aber

[HDD,f({,] = —2hexp (2ip) (f,zf,a +usl T+ %’gf,Qf,S) +ha.. (6.43)
Fiir den Operator I, gilt

[FIDD,fZ] = exp (2i(p)f,l./ [f,i,fzi] + exp (2i(p)f,i [f,i,,fzi,] , (6.44)
wobei benutzt wurde, dass

[+, 22, = #n1s, . (6.45)

Der Hamilton-Operator H<P + APP vertauscht also weder mit | ¢ noch mit 7. Koppelt man jedoch beide Drehimpulse
zu dem Gesamtdrehimpuls F, das heifit,

. P J
Fz=Jp+1z=-ih—+1z, (6.46)
I
so ergibt sich ein neuer Drehimpuls, der wieder mit dem Gesamt-Hamilton-Operator I:Iq, + APP vertauscht: Es ist
[HT‘” +HPD, ﬁz] = [HT‘” + HDD,f(P +fz] = [HTor,f(p] + [ﬁTor,fZ] + [ﬁDD,f(p] + [HDD,fZ]; (6.47)
benutzt man nun die Ergebnisse Gleichung (6.42), Gleichung (6.43) und Gleichung (6.44), lasst sich bestédtigen, dass

[HTor +HPD, ﬁZ] =0. (6.48)

den folgenden Paaren (k(p, mI) gebildet werden: (0, 3/2), (1, 1/2), (2, -1/2), (3, —¥2). Dies erlaubt
es, die exakten Eigenfunktionen von H™4 mit @™ = @, £[k,] anzugeben, da diese Kombinati-
on eindeutig ist — zu jedem Wert von m existiert genau ein Wert fiir k,. Die Angabe von k,, ist
auch deshalb sinnvoll — trotz der Tatsache, dass k(p keine echte Quantenzahl mehr ist —, weil der
Einfluss der dipolaren Wechselwirkung sich als sehr klein herausstellen wird, sodass sich die
Energien zu @, [ | nur wenig von den zugehdrigen Torsionszustédnden @y = unterscheiden
werden. Neben der Erkenntnis, dass jedes mp genau viermal auftritt, lassen sich jedoch noch
weitere Einschréankungen fiir die Matrixelemente von H™ ableiten: Beachtet man die spezi-
elle Struktur des Hamilton-Operators APD, Gleichung ( ), so ldsst sich erkennen, dass es
nur von null verschiedene Matrixelemente zwischen Zustdnden mit gleichem mp geben kann,
deren Quantenzahlen k, sich im Wert von +2 unterscheiden. Somit kénnen sich die Eigenfunk-
tionen @, | ko] als Linearkombinationen aus hdchstens zwei Produktfunktionen schreiben.
Inspiziert man die symmetrieerlaubten Kombinationen aus (k,,, mz) im Detail, so stellt man
weiter fest, dass sich Produktfunktionen zu gewissen Werten fiir mp iiberhaupt nicht mischen.
So lasst sich beispielsweise fiir die Kombination (0, I/2) keine weitere Produktfunktion finden,
die sowohl mit der Bedingung k, = k,, + 2 und den Forderungen des Symmetrisierungspos-
tulats im Einklang steht. Formuliert man es etwas eleganter und allgemeiner, so kommt man

zu folgenden Ergebnissen: >3)

23) Die Angabe der irreduziblen Darstellungen fiir jedes Kernspinisomer in der Form I'"®d[I'KS] wird im Folgenden
aus Griinden der Ubersichtlichkeit unterdriickt. Falls es der Diskussionsinhalt notig machen sollte, wird statt-
dessen von Ortho-Isomer fiir das Isomer A’[A’] beziehungsweise von Para-Isomer fiir die Isomere E/ [E}] und
E}[E] ] gesprochen.



» Die Quantenzahl mp kann fiir eine Methylgruppe die Werte

2g +1

mrp = + 5

mit g € N (6.49)
annehmen.
> Zu jedem Wert fiir mp existieren genau vier verschiedene Eigenfunktionen @, i -
> Ist
(2g+1)mod 3=0, (6.50)

so setzen sich die exakten Funktionen @, | k,] aus je zwei Produktfunktionen (Dk(p' D7 1y
zusammen, die sich im Wert fiir k(p genau um den Betrag zwei unterscheiden.

> Ist
(2g+1)mod 3#0, (6.51)

so entsprechen die Produktfunktionen D, Pr,my bereits den exakten Eigenfunktionen: Es
gibt keine von null verschiedenen Matrixelemente zwischen verschiedenen Produktfunk-

tionen, auch nicht zwischen solchen mit gleichem mp.

All diese Aussagen lassen sich allein aus Symmetrieargumenten ableiten, ohne dass iiberhaupt
ein einziges Matrixelement explizit berechnet werden musste. Die Matrixelemente der noch
verbleibenden Submatrizen lassen sich unter Berticksichtigung von Gleichung (6.36) und der
Orthonormalitdt von Torsions- und Spineigenfunktionen, vergleiche Kapitel 2, Abschnitt 4,
Paragraph 2 beziehungsweise 4, direkt berechnen. Das Ergebnis lautet:

» Die Matrixelemente, die zu mp = £(24+1/2) mit (2q + 1) mod3 = 0 gehoren, schreiben sich

als
d d
H{ri63q,3/2,i3/2},{i3q,3/2,i3/2} H{r;qﬁ/z,ﬁ/z},{J_r(3q+2),1/z,11/z}
red Hred
{+(39+2),1/2,F1/2},{+3q,3/2,+3/2} {£(39+2),1/2,FY/2},{+(3q+2),1/2,F1/2}
PP +1/2(39)>  /3ePP
= DD ) (6.52a)
V3¢ 1/2(3g + 2)
und
d d
H{r%q,3/2,¢3/2},{¢3q,3/2,4_r3/2} H{r%qﬁ/z,ﬁ/z},{$(3q—2),1/2,¢1/2}
Hred Hred
{F(39-2),Y/2,FY2},{F34,3/2,+3/2} {F(39-2),1/2,7Y2},{F(39-2),1/2,F1/2}
EDD + 1/2(3q)2 \/gL:DD
- . .1 (6.52b)
V3¢ 1/2(3g - 2)
wobei
po Vp 2
gPb — P (6.53)

B E@Ra 4F’ "

Es ist zum Beispiel fiir Nitromethan E’ = 1,12-10722], siehe Gleichung (6.5), das heifit,
PP = 3,06-1078.

» Die Matrizen, die zu mp = +(24+1/2) mit (2q + 1) mod3 = 0 gehoren, schreiben sich als

HiSS s sy gy = £ + 1/2(3q)° (6.54a)
H{ = PP +12(3¢) (6.54b)

{~34q,%2,£1/2},{-3q,%2,+1/2}
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d _ 2
H{ri6(3q+2),1/2,1r1/2},{i(3q+2),1/2,1r1/2} - 1/2(3q +2) (6‘54C)

d _ 2
H{rf(3q—z),1/2,11/2},{i(3q—2),1/z,¢1/2} =12(39-2)". (6.54d)

Was bleibt, um die Eigenfunktionen von Ared, Gleichung ( ), zu berechnen, ist die Diago-
nalisierung der 2 x 2-Matrizen, Gleichung ( ) und Gleichung ( ). Wie der Wert der
Konstante £PP fiir das Beispiel Nitromethan bereits erkennen lisst, fiihrt die dipolare Wechsel-
wirkung nur zu einer sehr schwachen Mischung zwischen den einzelnen Produktfunktionen
Gleichung (6.38). Jene Produktfunktionen, die ohne Beriicksichtigung der dipolaren Wechsel-

wirkung zum Ortho-Isomer gehoren, schreiben sich nun als >4

Dii39+12)[+3q] = Pr3g® Pyo,z1 (6.55a)
(p(—3qi1/2)[—3q] = (D—Sq' Dy, 1172 (6.55b)
@ ) (g, LI @ 6.55
+(3q+¥2)[23q] =~ | Pi3g" Pyopyn + ——— Pu(3gs2) P72 (6.55¢)
1+ ”(—’w)
N(—+,9)
_ N(+,—9)
Dy(39-32)[+39] = D34 Py 73, + I ) D.(35-2) Piyo212 (6.55d)
+=
1+ (II(Jr,,,q)) 1
und zu ihnen gehoren die Eigenwerte
(39° .
Efvaquafssg] = g — 0 (6.56a)
39
E(—3q1r1/2)[—3q] = ( Z) - L'DD (6.56b)
=DD 2
Iy 3g(3g+2)+2 (39" .
Ei(36]+3/2)[i3q] = T + % - IU(_,_,q) =~ ;1 + L‘DD (6.56C)
=DD 2
g 39(3g - 2) + 2 3 _
Ei(3q—3/2)[i3q] = R + % T Weq = : Z) +&PP ; (6.56d)

jene, die zum Para-Isomer gehoren, schreiben sich als

D,(34+2412[+(3g+2)] = Pi(3g+2)" Piosiy (6.57a)
1
Dy (3q+2-12)[=(3g+2)] = > (®i(3q+2)' Dy 7172 + Ny 1) Pi3g ®3/2,i3/2) (6.57b)
1+ (n(+,+,q))
D.(35-2+12)[(3g-2)] = P(3g-2)" P11 (6.57¢)
1
D (3g-2-12)[2(3g-2)] = - (@1(3,7—2)' Dy 510 + (- - q) Pr3g- (D3/2,1r3/2) (6.57d)
1+ (H(_’_’q))

und zu ihnen gehoren die Eigenwerte

Ei3g+2412)[x(3g+2)] = M (6.58a)
Eszgra-1)[£(34+2)] = ? + MLZ:ZHZ F Witq) ¥ M (6.58b)
Ei(3g-2+12)[+(30-2)] = w (6.58¢)
Ex(3g-2-12)[x(3g-2)] = ? + ML;)” — W) M (6.58d)

24) Fiir alle Matrixdiagonalisierungen wurde das Programm Mathematica verwendet, siehe Wolfram (2009) fiir die
benutzte Version.



Hier wurden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

13 (EDD)2 _ ¢bp
W(x,q) (3qi1) ?(3qi1)2 + 3qi1 +1 (6.59)
und
1 EDD
Mg+ q) = @ (T - 3q -1+ lU(_hq)) (6603)
1 (gPP
N(s,q) = % (T +3g-1= W(_rq)) , (6.60b)
wobei
Il(+,+,q) <1 (661a)
N g < 1 (661b)
und
N 4q) > 1 (6.61c)
M(1,—q) > 1 (661d)

ist. Die Ndherungen in den Gleichung (6.56) und Gleichung (6.58) wurden aus einer Taylorent-
wicklung erster Ordnung der Konstanten Gleichung ( ) und Gleichung ( ) gewonnen.
Fiir die Zusténde, die urspriinglich zu k, = 0 beziehungsweise 2 gehdrten, sind die Ener-
gieeigenwerte in Abbildung (b) dargestellt. Jeder Zustand ist mit seinem Wert fiir mp
gekennzeichnet; die Zustinde zu k, = 0 gehoren zur Ortho-Spezies, die zu |k,| = 2 zur
Para-Spezies. Wie schon aus Gleichung ( ) und Gleichung ( ) ersichtlich ist, bleiben
Zustande zu mp = +1/2 »pure« Ortho-Zustande; sie werden lediglich in ihren Energien um
den Wert —PP abgesenkt. Die Zusténde zu my = +3/>2 hingegen, siehe Gleichung ( ) und
Gleichung ( ), werden mit Para-Zustédnden zu k, = 2 und gleichem mp gemischt. Ihre
Energien werden um ungefihr den Wert +£PP angehoben. Bei den Para-Zustinden, das heifit
den Zustdnden zu |k,| = 2, ebenfalls zu sehen in Abbildung 6.3, bleiben solche Zustinde
»pure« Para-Zustinde, die zu mp = +%2 gehoren; ihre Energien werden durch die Berticksich-
tigung von HPP nicht verandert, siehe dazu auch Gleichung ( ) und Gleichung ( )-
Die Zustdnde zu mp = +%2 mischen hingegen mit Ortho-Zustianden zu gleichem myp, sie-
he auch Gleichung ( ) und Gleichung ( ). Das heifst: Durch die Berticksichtigung
der dipolaren Wechselwirkung mischen einige der Eigenzustinde des Ortho- beziehungs-
weise Para-Isomers, manche jedoch auch nicht. Echte Kernspinisomere sind sie jedoch nicht
mehr, vergleiche auch Kapitel 4, Abschnitt 5. Auffallig am Spektrum des Operators H™ ist
jedoch noch etwas Anderes: Obwohl die Entartung von Zustidnden zu verschiedenem |mg|
aufgehoben wird, sind Zustdnde zu gleichem |m| stets entartet. Diese paarweise Entartung
ist systematisch; sie ist Ergebnis der Zeitumkehrsymmetrie, wie in Details 6.4 erlautert und
anhand eines Beispiels demonstriert wird. Interessant ist dabei auch, dass selbst durch die
Beriicksichtigung der dipolaren Wechselwirkung die systematische Entartung zwischen den
Isomeren E; [E, ] und E,[E; | nicht aufgehoben wird. Auch dies ist Ergebnis der Invarianz unter
Zeitumkehr.

Im Folgenden soll nun untersucht werden, welche Konsequenzen sich durch die Mischung
verschiedener Kernspinisomere aufgrund der dipolaren Wechselwirkung fiir ihre Quanten-
dynamik in einem statischen und zeitabhingigen Magnetfeld ergeben.

25) Wigner (1959: Kapitel 26), Tinkham (2003: Kapitel 5, Abschnitt 16).
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Details 6.4

Zur Zeitumkehrsymmetrie der Eigenzustinde des Hamilton-Operators H red - pje allgemeinen Eigenschaften sowie
die Ableitung der expliziten Form des Zeitumkehroperators werden in den Biichern von Wigner und Tinkham
abgehandelt. 25)

Die Zeitumkehrsymmetrie spielt im Zusammenhang mit der Klassifikation molekularer Zustédnde eine besondere
Rolle. Wie bereits in Kapitel 3, Abschnitt 1 erwéhnt, fithrt die Berticksichtigung der Zeitumkehr meist zu keinen
neuen Erkenntnissen; in der Regel lassen sich die Spektren von Molekiilen auch ohne Berticksichtigung dieser Art der
Symmetrie vollstandig verstehen. Es istjedoch bekannt, dass die Zeitumkehr bei Systemen mit einer ungeraden Anzahl
von Spins mit halbzahligen Quantenzahlen in einem Molekiil von Bedeutung sein kann, insbesondere dann, wenn die
MS- Gruppe des Molekiils abelsch ist. Dort kénnen als Ergebnis der Zeitumkehrsymmetrie systematische zweifache
Entartungen auftreten, obwohl die zugehorigen molekularen Zustdnde nur zu einer eindimensionalen Darstellung der
MS-Gruppe gehoren. Man spricht dann von sogenannten Kramers-Dubletts. Die Zeitumkehrsymmetrie wird in den
zitierten Biichern von Wigner und Tinkham allgemein abgehandelt. Dort wird gezeigt, dass der Zeitumkehroperator
fiir ein System mit einer ungeraden Anzahl an Spins geschrieben werden kann als

6 =1y, ‘fyzn..fyuz K, (6.62)

wobei: 7 y; die ey-Komponente des Operators fiir den i-ten (Kern)-Spin benennt; n7 ungerade ist und die Zahl der
(Kern-)Spins im Molekiil angibt; und K den Operator fiir die komplexe Konjugation bezeichnet. Wie sich auch zeigen
lasst, tiberfiihrt dieser Operator jede molekulare Eigenfunktion (gegebenenfalls bis auf einen Phasenfaktor) in ihr
Komplex-konjugiertes und kehrt das Vorzeichen jeder (Kern-)Spinprojektionsquantenzahl um. Auf die Eigenfunktio-
nen des hier verwendeten Modell-Operators hat er demnach die Wirkung

(C] A
Oy, Py —— Pk, (0PI ), (6.63)
da
@k(ﬂ =D, (6.64)

Dies soll im Folgenden fiir den Zustand @, 3,[o] demonstriert werden. Dazu wird die Wirkung von © auf diesen
Zustand explizit berechnet, das heifst,

n(_/+'q)

OD, 300 = © > (‘PO' D35,43/2 + Do (Dl/z,fl/z) . (6.65)

Lt (n-0g))
Mit Hilfe von Gleichung (6.62) erhalt man
ODy- Dy, 13 = iPo- Dypo,—372 (6.66)
wobei verwendet wurde, dass @ konstan<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>