
Kapitel 4
Integraldarstellungen mit Hilfe desLaplaeoperators
Da der Laplaeoperator das Produkt der Diraoperatoren ∂ und ∂ ist, kann man durh Iteration derbeiden CAUCHY-POMPEIU Formeln (2.3) und (2.4) eine Integraldarstellung mit Hilfe des Lapla-eoperators gewinnen.
4.1 Darstellungen 1. OrdnungEs gelten die üblihen Voraussetzungen: G ist ein beshränktes Gebiet mit glattem Rand des R

m+1.Weiterhin wird m > 1 vorausgesetzt; der Fall m = 1 (C) ist bekannt, siehe z.B. [Beg97℄.Satz 4.1.1 (einfahe Integraldarstellung für ∆) Ist f ∈ C2(G,A), so gilt für x ∈ G:
f(x) =

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y) −

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy[∂f(y)]

+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m
[∆f(y)]dVy.

(4.1)
Beweis:Wendet man (2.4) auf ∂f an, so erhält man

∂f(x) =
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy[∂f(y)] −

1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1
[∆f(y)]dVy.32



4.1 Darstellungen 1. Ordnung 33Das setzt man wieder in (2.3) ein und benutzt den Satz von Fubini:
f(x) =

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y) −

1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1
[∂f(y)]dVy

=
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y)

−
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1

{

1

ωm+1

∫

∂G

z − y

|z − y|m+1
d~σz[∂f(z)]

−
1

ωm+1

∫

∂G

z − y

|z − y|m+1
[∆f(z)]dVz

}dVy

=
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y)

−
1

ωm+1

∫

∂G

1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1

z − y

|z − y|m+1
dVyd~σz [∂f(z)]

+
1

ωm+1

∫

G

1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1

z − y

|z − y|m+1
dVy [∆f(z)]dVz

=
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y) −

1

ωm+1

∫

∂G

Ψ̃1(x, z)d~σz [∂f(z)]

+
1

ωm+1

∫

G

Ψ̃1(x, z) [∆f(z)] dVzmit
Ψ̃1(x, z) :=

1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1

z − y

|z − y|m+1
dVy.Sei

Ψ1(x, z) :=
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

|y − z|1−m

1 − m
.Da (

∂y

|y − z|1−m

1 − m

)

=
1 − m

1 − m
|y − z|−m−1(y − z) = −

z − y

|z − y|m+1gilt, folgt mit (2.3) für ε hinreihend klein mit |x − z| > 2ε > 0 und
Gε := G \ {y ∈ G : |y − z| ≤ ε}

|x − z|1−m

1 − m
=

1

ωm+1

∫

∂Gε

y − x

|y − x|m+1
d~σy

|y − z|1−m

1 − m
+

1

ωm+1

∫

Gε

y − x

|y − x|m+1

z − y

|z − y|m+1
dVy

=
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

|y − z|1−m

1 − m
−

1

ωm+1

∫

|y−z|=ε

y − x

|y − x|m+1
d~σy

|y − z|1−m

1 − m

+
1

ωm+1

∫

Gε

y − x

|y − x|m+1

z − y

|z − y|m+1
dVy.



34 4. Integraldarstellungen mit Hilfe des LaplaeoperatorsMit
Φ̃1(x, z) :=

∫

|y−z|=ε

y − x

|y − x|m+1
d~σy

|y − z|1−m

1 − m
+

∫

|y|=ε

y + z − x

|y + z − x|m+1
d~σy

|y|1−m

1 − mgilt
|Φ̃1(x, z)|0 ≤

const(x, z)

ωm+1

ε1−m

∫

|y|=ε

d~σy

= ε · const(x, z)

ε→0
→ 0.Da

Ψ̃1(x, z) =
1

ωm+1

∫

Gε

y − x

|y − x|m+1

z − y

|z − y|m+1
dVy +

1

ωm+1

∫

|z−y|≤ε

y − x

|y − x|m+1

z − y

|z − y|m+1
dVy,und

∫

|z−y|≤ε

∣
∣
∣
∣

y − x

|y − x|m+1

∣
∣
∣
∣
0

∣
∣
∣
∣

z − y

|z − y|m+1

∣
∣
∣
∣
0

dVy ≤ ε · const(x, z)
ε→0
→ 0,gilt

|x − z|1−m

1 − m
=

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

|y − z|1−m

1 − m
+

1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1

z − y

|z − y|m+1
dVy

= Ψ1(x, z) + Ψ̃1(x, z).Da
Ψ1(x, z)∂z =

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

(
|y − z|1−m

1 − m
∂z

)

︸ ︷︷ ︸

−|y−z|−m−1(y−z)

= −
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

y − z

|y − z|m+1

= Φ0(x, z)

Lemma 3.2.1
= 0,

Ψ1 ∈ C∞ und f ∈ C2 gilt, folgt mit (2.2)
∫

∂G

Ψ1(x, z)d~σz [∂f(z)] =

∫

G

{

[Ψ1(x, z)∂z][∂f(z)] + Ψ1(x, z)[∆f(z)]
}dVz

=

∫

G

Ψ1(x, z)[∆f(z)]dVz.



4.2 Darstellungen höherer Ordnung 35Also
f(x) =

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y) −

1

ωm+1

∫

∂G

[
|x − z|1−m

1 − m
− Ψ1(x, z)

] d~σz[∂f(z)]

+
1

ωm+1

∫

G

[
|x − z|1−m

1 − m
− Ψ1(x, z)

]

[∆f(z)]dVz

=
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y) −

1

ωm+1

∫

∂G

|x − z|1−m

1 − m
d~σz[∂f(z)]

+
1

ωm+1

∫

G

|x − z|1−m

1 − m
[∆f(z)]dVz.Hiermit erhält man (4.1).

4.2 Darstellungen höherer OrdnungLemma 4.2.1 Für k ∈ N, k ≥ 2 und x 6= 0 gelten
1. ∆k−1|x|2k−m−1 = 2k−1 (k − 1)!

k∏

j=2

(2j − m − 1)|x|1−mund
2. ∆k|x|2k−m−1 = 0.Beweis (durh Induktion).1. (a) Induktionsanfang (k = 2):

∆2−1|x|2·2−m−1 = ∆|x|3−m

= ∂
[

(3 − m)x|x|1−m
]

=
{

(3 − m)
[

(m + 1)|x|1−m + (1 − m)xx|x|−m−1
]}

= 2(3 − m)|x|1−m

= 22−1 (2 − 1)!
2∏

j=2

(2j − m − 1)|x|1−m.



36 4. Integraldarstellungen mit Hilfe des Laplaeoperators(b) Induktionsshritt:
∆(k+1)−1|x|2(k+1)−m−1 = ∆k|x|2(k+1)−m−1

= ∆k−1∂
[

{2(k + 1) − m − 1}x|x|2k−m−1
]

= {2(k + 1) − m − 1}∆k−1∂

(
x

|x|m+1
|x|2k

)

= {2(k + 1) − m − 1}∆k−1

(
x

|x|m+1
2kx|x|2k−2

)

= {2(k + 1) − m − 1}2k∆k−1|x|2k−m−1

Ann.
= {2(k + 1) − m − 1}2k 2k−1(k − 1)!

k∏

j=2

(2j − m − 1)|x|1−m

= 2(k+1)−1
[

(k + 1) − 1
]

!
k+1∏

j=2

(2j − m − 1)|x|1−m.2.
∆k|x|2k−m−1 = 2k−1 (k − 1)!

k∏

j=2

(2j − m − 1)
[

∆|x|1−m
]

= 2k−1 (k − 1)!
k∏

j=2

(2j − m − 1)
{

∂
[

(1 − m)x|x|−m−1
]}

= 2k−1 (k − 1)!
k∏

j=1

(2j − m − 1)
[

(m + 1)|x|−m−1 + (−m − 1)xx|x|−m−3
]

= 0.

Satz 4.2.1 Sei G ⊂ R
m+1 ein beshränktes Gebiet mit glattem Rand, f ∈ C2k(G;A) ∩ C2k−1(G;A)und 1 ≤ k, dann gilt für m > 1 und gerade m oder ungerade m mit 0 ≤ 2k < m + 1

f(x) =
k∑

µ=1







1

ωm+1

∫

∂G

(y − x) |y − x|2(µ−1)−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ−1∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

[

∆µ−1f(y)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2µ−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

{

∂
[

∆µ−1f(y)
]}







+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|2k−m−1

2k−1 (k − 1)!
k∏

j=1

(2j − m − 1)

[

∆kf(y)
] dVy.

(4.2)



4.2 Darstellungen höherer Ordnung 37Beweis:Für k = 1 ist das die Gleihung (4.1):
f(x) =

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y) −

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy[∂f(y)]

+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m
[∆f(y)]dVy

=
1∑

µ=1







1

ωm+1

∫

∂G

(y − x) |y − x|2(µ−1)−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ−1∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

[

∆µ−1f(y)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2µ−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

{

∂
[

∆µ−1f(y)
]}







+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|2·1−m−1

21−1 (1 − 1)!
1∏

j=1

(2j − m − 1)

[

∆kf(y)
] dVy.Der Beweis erfolgt durh Induktion über k, wobei aus Gründen der Übersihtlihkeit als Induktions-anfang k = 2 benutzt wird.1. Induktionsanfang (k = 2):Benutzt man (4.1) für ∆f , erhält man

∆f(x) =
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

[

∆f(y)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

{

∂
[

∆f(y)
]}

+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

[

∆2f(y)
]dVy.Das setzt man wieder in (4.1) ein:

f(x) =
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y) −

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

[

∂f(y)
]

+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m







1

ωm+1

∫

∂G

z − y

|z − y|m+1
d~σz

[

∆f(z)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

|z − y|1−m

1 − m
d~σz

{

∂
[

∆f(z)
]}

+
1

ωm+1

∫

G

|z − y|1−m

1 − m

[

∆2f(z)
]dVz






dVy



38 4. Integraldarstellungen mit Hilfe des Laplaeoperators
=

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y) −

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

[

∂f(y)
]

+
1

ωm+1

∫

∂G

1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

z − y

|z − y|m+1
dVyd~σz

[

∆f(z)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

|z − y|1−m

1 − m
dVyd~σz

{

∂
[

∆f(z)
]}

+
1

ωm+1

∫

G

1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

|z − y|1−m

1 − m
dVy

[

∆2f(z)
]dVz.Mit

ϕ0(x) :=
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y),

ϕ1(x) := −
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

[

∂f(y)
]

,

Φ1(x, z) :=
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

z − y

|z − y|m+1
dVyund

Ψ1(x, z) :=
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

|z − y|1−m

1 − m
dVyfolgt

f(x) = ϕ0(x) + ϕ1(x) +
1

ωm+1

∫

∂G

Φ1(x, z)d~σz

[

∆f(z)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

Ψ1(x, z)d~σz

{

∂
[

∆f(z)
]}

+
1

ωm+1

∫

G

Ψ1(x, z)
[

∆2f(z)
]dVz.Es gilt

∂zΨ1(x, z) =
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

[

∂z

|z − y|1−m

1 − m

] dVy

=
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

z − y

|z − y|m+1
dVy

= Φ1(x, z)

= Ψ1(x, z)∂z.Seien
Φ̃1(x, z) :=

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

(y − z)|y − z|1−m

2(1 − m)und
Ψ̃1(x, z) :=

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

|y − z|3−m

2(3 − m)(1 − m)
.



4.2 Darstellungen höherer Ordnung 39Dann kann man mit x 6= z (4.1) benutzen:
|x − z|3−m

2(3 − m)(1 − m)
=

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

|y − z|3−m

2(3 − m)(1 − m)

−
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

(y − z)|y − z|1−m

2(1 − m)

+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

|y − z|1−m

1 − m
dVy

= Ψ̃1(x, z) − Φ̃1(x, z) + Ψ1(x, z).

(4.3)
Von rehts nah ∂z abgeleitet, ergibt

(z − x)|z − x|1−m

2(1 − m)
=

[

Ψ̃1(x, z)∂z

]

−
[

Φ̃1(x, z)∂z

]

+ Φ1(x, z).Also gilt
Φ1(x, y) =

(y − x)|y − x|1−m

2(1 − m)
+

[

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)∂y

]und aus (4.3)
Ψ1(x, y) =

|x − y|3−m

2(3 − m)(1 − m)
+ (Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y).Also gilt

f(x) = ϕ0(x) + ϕ1(x) +
1

ωm+1

∫

∂G

(y − x)|y − x|1−m

2(1 − m)
d~σy

[

∆f(y)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

|x − y|3−m

2(3 − m)(1 − m)
d~σy

{

∂
[

∆f(y)
]}

+
1

ωm+1

∫

∂G

|x − y|3−m

2(3 − m)(1 − m)

[

∆2f(y)
]dVy

+
1

ωm+1

∫

∂G

[

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)∂y

]d~σy

[

∆f(y)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)d~σy

{

∂
[

∆f(y)
]}

+
1

ωm+1

∫

G

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)
[

∆2f(y)
]dVy.Die letzten drei Zeilen seien mit A bezeihnet. Sie sind zusammen null:Mit (2.1) und (2.2) ergeben sih

∫

G

〈
{[

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)∂y

]

∂y

}[

∆f(y)
]

+
[

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)∂y

]{

∂
[

∆f(y)
]}

〉dVy

=
∫

∂G

[

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)∂y

]d~σy

[

∆f(y)
]

,



40 4. Integraldarstellungen mit Hilfe des Laplaeoperatorsund
∫

G

{
[

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)∂y

]{

∂y

[

∆f(y)
]}

+ (Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)
(

∂y

{

∂y

[

∆f(y)
]})

}dVy

=
∫

∂G

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)d~σy

{

∂y

[

∆f(y)
]}

.Also gilt
ωm+1A =

∫

G

〈
{[

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)∂y

]

∂y

}[

∆f(y)
]

+
[

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)∂y

]{

∂
[

∆f(y)
]}

〉dVy

−

∫

G

〈
[

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)∂y

]{

∂
[

∆f(y)
]}

+ (Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)
〈

∂
{

∂
[

∆f(y)
]}〉

〉dVy

+

∫

G

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)
[

∆2f(y)
]dVy

=

∫

G

[

(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, y)∆y

][

∆f(y)
]dVy.Mit |y − z|3−m∂z = (3 − m)(y − z)|y − z|1−m und

[(y − z)|y − z|1−m]∂z = −[(m + 1)|z − y|1−m + (z − y)(1 − m)(z − y)|z − y|−m−1]

= −2|y − z|1−mgelten
Φ̃1(x, z)∂z = −

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

|y − z|1−m

1 − m
,also

Φ̃1(x, z)∆z =
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

y − z

|y − z|m+1
= Φ̃0(x, z)und

Ψ̃1(x, z)∂z =
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

(z − y)|y − z|1−m

2(1 − m)
,also

Ψ̃1(x, z)∆z =
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

|y − z|1−m

1 − m
= Ψ̃0(x, z).Also gilt mit (2.1) und (2.2)
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(Φ̃1 − Ψ̃1)(x, z)∆z =

1

ωm+1

∫

G

[ (
|y − x|1−m

1 − m
∂y

)
y − z

|y − z|m+1
+

|y − x|1−m

1 − m

(

∂y

y − z

|y − z|m+1

)

︸ ︷︷ ︸

=0

−

(
y − x

|y − x|m+1
∂y

)

︸ ︷︷ ︸

=0

|y − z|1−m

1 − m
−

y − x

|y − x|m+1

(

∂y

|y − z|1−m

1 − m

) ]dVy

=
1

ωm+1

∫

G

(
y − x

|y − x|m+1

y − z

|y − z|m+1
−

y − x

|y − x|m+1

y − z

|y − z|m+1

) dVy

= 0.Also ist A = 0.Also gilt
f(x) =

1

ωm+1

∫

∂G

(y − x)|y − x|2(1−1)−m−1

21−1 (1 − 1)!
0∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

[

∆1−1f(y)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2·1−m−1

21−1 (1 − 1)!
1∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

{

∂
[

∆1−1f(y)
]}

+
1

ωm+1

∫

∂G

(y − x)|y − x|2(2−1)−m−1

22−1 (2 − 1)!
1∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

[

∆2−1f(y)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2·2−m−1

22−1 (2 − 1)!
2∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

{

∂
[

∆2−1f(y)
]}

+
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2·2−m−1

22−1 (2 − 1)!
2∏

j=1

(2j − m − 1)

[

∆2f(y)
]dVy

=
2∑

µ=1

{

1

ωm+1

∫

∂G

(y − x)|y − x|2(µ−1)−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ−1∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

[

∆µ−1f(y)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2µ−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

{

∂
[

∆µ−1f(y)
]}

}

+
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2·2−m−1

22−1 (2 − 1)!
2∏

j=1

(2j − m − 1)

[

∆2f(y)
]dVy.



42 4. Integraldarstellungen mit Hilfe des Laplaeoperators2. Induktionsshritt:Man nimmt an, (4.2) gilt für k − 1, und wendet dies auf ∆f(x) an:
∆f(x) =

k−1∑

µ=1

{

1

ωm+1

∫

∂G

(y − x)|y − x|2(µ−1)−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ−1∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

[

∆µf(y)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2µ−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

{

∂
[

∆µf(y)
]}

}

+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|2(k−1)−m−1

2k−2 (k − 2)!
k−1∏

j=1

(2j − m − 1)

[

∆kf(y)
]dVy.Einsetzen in (4.1) ergibt

f(x) =
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y) −

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

[

∂f(y)
]

+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

〈
k−1∑

µ=1

{

1

ωm+1

∫

∂G

(z − y)|z − y|2(µ−1)−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ−1∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σz

[

∆µf(z)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

|z − y|2µ−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σz

{

∂
[

∆µf(z)
]}

}

+
1

ωm+1

∫

G

|z − y|2(k−1)−m−1

2k−2 (k − 2)!
k−1∏

j=1

(2j − m − 1)

[

∆kf(z)
]dVz

〉dVy

=
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y) −

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

[

∂f(y)
]

+
k−1∑

µ=1

〈

1

ωm+1

∫

∂G

1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

(z − y)|z − y|2(µ−1)−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ−1∏

j=1

(2j − m − 1)

dVyd~σz

[

∆µf(z)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

|z − y|2µ−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

dVyd~σz

{

∂
[

∆µf(z)
]}

〉

+
1

ωm+1

∫

G

1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

|z − y|2(k−1)−m−1

2k−2 (k − 2)!
k−1∏

j=1

(2j − m − 1)

dVy

[

∆kf(z)
]dVz.Nun setzt man

Φµ+1(x, z) :=
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

(z − y)|z − y|2µ−m−1

2µ µ!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

dVy
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Ψµ(x, z) :=

1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

|z − y|2µ−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

dVy.Dann gilt
f(x) =

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y) −

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

[

∂f(y)
]

+
k−1∑

µ=1

〈

1

ωm+1

∫

∂G

Φµ(x, z)d~σz

[

∆µf(z)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

Ψµ(x, z)d~σz

{

∂
[

∆µf(z)
]}

〉

+
1

ωm+1

∫

G

Ψk−1(x, z)
[

∆kf(z)
]dVz.Es gilt

Ψµ(x, z)∂z =
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

(2µ − m − 1)(z − y)|z − y|2(µ−1)−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

dVy

=
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

(z − y)|z − y|2(µ−1)−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ−1∏

j=1

(2j − m − 1)

dVy

= Φµ(x, z).Mit (4.1) und analog dem Beweis zu (4.1) (zuerst für x 6= z, ε klein genug mit 0 < 2ε < |x− z|und Gε = G \ {y : |y − z| ≤ ε}) ergibt sih
|z − x|2(µ+1)−m−1

2µ µ!
µ+1∏

j=1

(2j − m − 1)

=
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

|z − y|2(µ+1)−m−1

2µ µ!
µ+1∏

j=1

(2j − m − 1)

−
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

(z − y)|z − y|2µ−m−1

2µ µ!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

[

∂z(z − y)|z − y|2µ−m−1
]

2µ µ!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

dVy

=
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

|z − y|2(µ+1)−m−1

2µ µ!
µ+1∏

j=1

(2j − m − 1)

−
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

(z − y)|z − y|2µ−m−1

2µ µ!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m

2µ|z − y|2µ−m−1

2µ µ!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

dVy.

(4.4)



44 4. Integraldarstellungen mit Hilfe des LaplaeoperatorsMit
Ψ̃µ(x, z) :=

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

|z − y|2(µ+1)−m−1

2µ µ!
µ+1∏

j=1

(2j − m − 1)und
Φ̃µ(x, z) :=

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

(z − y)|z − y|2µ−m−1

2µ µ!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)wird aus (4.4)
|z − x|2(µ+1)−m−1

2µ µ!
µ+1∏

j=1

(2j − m − 1)

= Ψ̃µ(x, z) − Φ̃µ(x, z) + Ψµ(x, z) (µ ∈ N).Di�erenzieren von rehts mit ∂z liefert
(z − x)|z − x|2µ−m−1

2µ µ!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

= Ψ̃µ(x, z)∂z − Φ̃µ(x, z)∂z + Φµ(x, z),also
Φµ(x, z) =

(z − x)|z − x|2µ−m−1

2µ µ!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

− Ψ̃µ(x, z)∂z + Φ̃µ(x, z)∂z.Also gilt
f(x) =

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y) −

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy

[

∂f(y)
]

+
k−1∑

µ=1

1

ωm+1

∫

∂G

(y − x)|y − x|2µ−m−1

2µ µ!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

[

∆µf(y)
]

−

k−1∑

µ=1

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2(µ+1)−m−1

2µ µ!
µ+1∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

{

∂
[

∆µf(y)
]}

+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|2k−m−1

2k−1 (k − 1)!
k∏

j=1

(2j − m − 1)

[

∆kf(y)
]dVy

−
k−1∑

µ=1

1

ωm+1

∫

∂G

(−Ψ̃µ + Φ̃µ)(x, z)d~σz

{

∂
[

∆µf(y)
]}

+
k−1∑

µ=1

1

ωm+1

∫

∂G

{[

− Ψ̃µ(x, z) + Φ̃µ(x, z)
]

∂z

}d~σz

[

∆µf(z)
]

+
1

ωm+1

∫

G

(−Ψ̃k−1 + Φ̃k−1)(x, z)
[

∆kf(z)
]dVz.



4.2 Darstellungen höherer Ordnung 45Die letzten drei Zeilen seien mit A bezeihnet.Mit
[

(Φ̃µ − Ψ̃µ)(x, z)
]

∆z =
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy







(z − y)|z − y|2µ−m−1

2µ µ!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

∂z∂z







−
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy








|z − y|2(µ+1)−m−1

2µ µ!
µ+1∏

j=1

(2j − m − 1)

∂z∂z








=
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy







2µ|z − y|2µ−m−1

2µ µ!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

∂z







−
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy








{2(µ + 1) − m − 1}(z − y)|z − y|2µ−m−1

2µ µ!
µ+1∏

j=1

(2j − m − 1)

∂z








=
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|1−m

1 − m
d~σy







(2µ − m − 1)(z − y)|z − y|2(µ−1)−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)







−
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy







2µ|z − y|2µ−m−1

2µ µ!
µ∏

j=1

2j − m − 1







= Φ̃µ−1(x, z) − Ψ̃µ−1(x, z),

gilt
−ωm+1A =

k−1∑

µ=1

〈
∫

∂G

(Φ̃µ − Ψ̃µ)(x, z)d~σz

{

∂
[

∆µf(z)
]}

−

∫

∂G

[

(Φ̃µ(x, z) − Ψ̃µ(x, z))∂z

]d~σz

[

∆µf(z)
]
〉

−

∫

G

(Φ̃k−1 − Ψ̃k−1)(x, z)
[

∆kf(z)
]dVz
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(2.1),(2.2)

=
k−1∑

µ=1

∫

G

〈
[

(Φ̃µ − Ψ̃µ)(x, z)∂z

]{

∂
[

∆µf(z)
]}

+ (Φ̃µ − Ψ̃µ)(x, z)
[

∆µ+1f(z)
]

−
[

(Φ̃µ − Ψ̃µ)(x, z)∆z

][

∆µf(z)
]

−
[

(Φ̃µ − Ψ̃µ)(x, z)∂z

]{

∂
[

∆µf(z)
]}

〉dVz

−

∫

G

(Φ̃k−1 − Ψ̃k−1)(x, z)
[

∆kf(z)
]dVz

=
k−1∑

µ=1

{
∫

G

(Φ̃µ − Ψ̃µ)(x, z)
[

∆µ+1f(z)
]

− (Φ̃µ−1 − Ψ̃µ−1)(x, z)
[

∆µf(z)
]
}dVz

−

∫

G

(Φ̃k−1 − Ψ̃k−1)(x, z)
[

∆kf(z)
]dVz

=

∫

G

{

(Φ̃k−1 − Ψ̃k−1)(x, z)
[

∆kf(z)
]

− (Φ̃0 − Ψ̃0)(x, z)
[

∆f(z)
]
}dVz

−

∫

G

(Φ̃k−1 − Ψ̃k−1)(x, z)
[

∆kf(z)
]dVz

= −

∫

G

(Φ̃0 − Ψ̃0)(x, z)
[

∆f(z)
]dVz

= 0.Also ergibt sih
f(x) =

1

ωm+1

∫

∂G

(y − x)|y − x|2(1−1)−m−1

21−1 (1 − 1)
1−1∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

[

∆1−1f(y)
]

+
k∑

µ=2

1

ωm+1

∫

∂G

(y − x)|y − x|2(µ−1)−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ−1∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

[

∆µ−1f(y)
]

−
1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2·1−m−1

21−1 (1 − 1)!
1∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

{

∂
[

∆1−1f(y)
]}

−
k∑

µ=2

1

ωm+1

∫

∂G

|y − x|2µ−m−1

2µ−1 (µ − 1)!
µ∏

j=1

(2j − m − 1)

d~σy

{

∂
[

∆µ−1f(y)
]}

+
1

ωm+1

∫

G

|y − x|2k−m−1

2k−1 (k − 1)!
k∏

j=1

(2j − m − 1)

[

∆kf(y)
]dVy,das ergibt die zu beweisende Gleihung (4.2).



4.2 Darstellungen höherer Ordnung 47Wenn m + 1 = 2α > 2 hat die Darstellung höherer Ordnung für den Laplaeoperator folgende Form.Satz 4.2.2 (iterierte Integraldarstellung für ∆) Für 0 ≤ k, G ⊂ R
2α ein beshränktes Gebietmit glattem Rand und

f ∈ C2(α+k)(G;A) ∩ C2(α+k)−1(G;A) gilt
f(x) =

α−1∑

µ=1

{

(−1)µ−1

ω2α

∫

∂G

(α − µ)!(y − x)|y − x|2(µ−1−α)

22(µ−1)(µ − 1)! (α − 1)!
d~σy ∆µ−1f(y)

+
(−1)µ−1

ω2α

∫

∂G

(α − µ − 1)!|y − x|2(µ−α)

22µ−1(µ − 1)! (α − 1)!
d~σy ∂∆µ−1f(y)

}

+
(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

(y − x)|y − x|−2

22(α−1)(α − 1)!2
d~σy ∆α−1f(y)

−
(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

log |y − x|2

22α−1(α − 1)!2
d~σy ∂∆α−1f(y)

+
k∑

µ=1

〈

(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

(y − x)|y − x|2(µ−1)
{

log |y − x|2 −
µ−1∑

ρ=1

1
ρ
−

µ−1∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+µ−1)(µ − 1)! (α − 1)! (α + µ − 1)!
d~σy ∆α+µ−1f(y)

−
(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

|y − x|2µ
{

log |y − x|2 −
µ∑

ρ=1

1
ρ
−

µ−1∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+µ)−1µ! (α − 1)! (α + µ − 1)!
d~σy ∂∆α+µ−1f(y)

〉

+
(−1)α−1

ω2α

∫

G

|y − x|2k
{

log |y − x|2 −
k∑

ρ=1

1
ρ
−

k−1∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+k)−1k! (α − 1)! (α + k − 1)!
∆α+kf(y) dVy.

(4.5)

Beweis:Der Beweis erfolgt durh Induktion.1. Induktionsanfang: Die Formel (4.2) lautet für m + 1 = 2α und k = α − 1

f(x) =
α−1∑

µ=1

{

1

ω2α

∫

∂G

(y − x)|y − x|2(µ−1−α)

2µ−1(µ − 1)!
µ−1∏

ν=1

2(ν − α)

d~σy ∆µ−1f(y)

−
1

ω2α

∫

∂G

|y − x|2(µ−α)

2µ−1(µ − 1)!
µ∏

ν=1

2(ν − α)

d~σy ∂∆µ−1f(y)

}

+
1

ω2α

∫

G

|y − x|−2

2α−2(α − 2)!
α−1∏

ν=1

2(ν − α)

∆α−1f(y) dVy.

(4.6)



48 4. Integraldarstellungen mit Hilfe des LaplaeoperatorsFür k = 1 wird diese Gleihung zu
f(x) =

1

ω2α

∫

∂G

y − x

|y − x|2α
d~σy f(y) −

1

ω2α

∫

∂G

|y − x|2(1−α)

2(1 − α)
d~σy ∂f(y)

+
1

ω2α

∫

G

|y − x|2(1−α)

2(1 − α)
∆f(y) dVy.

(4.7)Gleihung (4.7) auf ∆α−1f(y) angewendet ergibt
∆α−1f(y) =

1

ω2α

∫

∂G

z − y

|z − y|2α
d~σz ∆α−1f(z) −

1

ω2α

∫

∂G

|z − y|2(1−α)

2(1 − α)
d~σz ∂∆α−1f(z)

+
1

ω2α

∫

G

|z − y|2(1−α)

2(1 − α)
∆αf(z) dVz.

(4.8)Seien
Φ0(x, z) :=

1

ω2α

∫

G

|y − x|−2

2α−2(α − 2)!
α−1∏

ν=1

2(ν − α)

(z − y)

|z − y|2α
dVyund

Ψ0(x, z) :=
1

ω2α

∫

G

|y − x|−2

2α−2(α − 2)!
α−1∏

ν=1

2(ν − α)

|z − y|2(1−α)

2(1 − α)
dVy.Dann gilt ∂zΨ0(x, z) = Φ0(x, z). Durh Einsetzen von (4.8) in (4.6) ergibt sih nah Vertaushungder Integrationsreihenfolgen

f(x) =
α−1∑

µ=1

{

1

ω2α

∫

∂G

(y − x)|y − x|2(µ−1−α)

2µ−1(µ − 1)!
µ−1∏

ν=1

2(ν − α)

d~σy ∆µ−1f(y)

−
1

ω2α

∫

∂G

|y − x|2(µ−α)

2µ−1(µ − 1)!
µ∏

ν=1

2(ν − α)

d~σy ∂∆µ−1f(y)

}

+
1

ω2α

∫

∂G

Φ0(x, z) d~σz ∆α−1f(z) −
1

ω2α

∫

∂G

Ψ0(x, z) d~σz ∂∆α−1f(z)

+
1

ω2α

∫

G

Ψ0(x, z) ∆αf(z) dVz.

(4.9)
Sei

I :=
1

ω2α

∫

∂G

Φ0(x, z) d~σz ∆α−1f(z) −
1

ω2α

∫

∂G

Ψ0(x, z) d~σz ∂∆α−1f(z)

+
1

ω2α

∫

G

Ψ0(x, z) ∆αf(z) dVz.
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Seien

Φ̃0(x, z) :=
1

ω2α

∫

∂G

log |y − x|2

2α(α − 1)!
α−1∏

ν=1

2(ν − α)

d~σy

(y − z)

|y − z|2αund
Ψ̃0(x, z) := −

1

ω2α

∫

∂G

(y − x)|y − x|−2

2α−1(α − 1)!
α−1∏

ν=1

2(ν − α)

d~σy

|y − z|2(1−α)

2(1 − α)
,dann gelten mit (4.7)

log |z − x|2

2α(α − 1)!
α−1∏

ν=1

2(ν − α)

= Φ̃0(x, z) + Ψ̃0(x, z) + Ψ0(x, z)und
(z − x)|z − x|−2

2α−1(α − 1)!
α−1∏

ν=1

2(ν − α)

= Φ̃0(x, z)∂z + Ψ̃0(x, z)∂z + Φ0(x, z).Also gilt mit
A1 := −

1

ω2α

∫

∂G

{

Φ̃0(x, z)∂z + Ψ̃0(x, z)∂z

} d~σz ∆α−1f(z)

+
1

ω2α

∫

∂G

{

Φ̃0(x, z) + Ψ̃0(x, z)
} d~σz ∂∆α−1f(z)

−
1

ω2α

∫

G

{

Φ̃0(x, z) + Ψ̃0(x, z)
}

∆αf(z) dVz,

I =
1

ω2α

∫

∂G

(z − x)|z − x|−2

2α−1(α − 1)!
α−1∏

ν=1

2(ν − α)

d~σz ∆α−1f(z)

−
1

ω2α

∫

∂G

log |z − x|2

2α(α − 1)!
α−1∏

ν=1

2(ν − α)

d~σz ∂∆α−1f(z)

+
1

ω2α

∫

G

log |z − x|2

2α(α − 1)!
α−1∏

ν=1

2(ν − α)

∆αf(z) dVz + A1.



50 4. Integraldarstellungen mit Hilfe des LaplaeoperatorsMit Φ̃0(x, z)∂z = 0, Ψ̃0(x, z)∆z = 0 und (2.3) folgt
A1 = −

1

ω2α

∫

G

〈
{

Φ̃0(x, z)∆z

}

︸ ︷︷ ︸

=Φ̃0(x,z)∂z∂z=0

{
∆α−1f(z)

}
+

{

Φ̃0(x, z)∂z

}{
∂∆α−1f(z)

}

+
{

Ψ̃0(x, z)∆z

}

︸ ︷︷ ︸

=0

{
∆α−1f(z)

}
+

{

Ψ̃0(x, z)∂z

}{
∂∆α−1f(z)

}

−
{

Φ̃0(x, z)∂z

}{
∂∆α−1f(z)

}
− Φ̃0(x, z) {∆αf(z)}

−
{

Ψ̃0(x, z)∂z

}{
∂∆α−1f(z)

}
− Ψ̃0(x, z) {∆αf(z)}

〉 dVz

−
1

ω2α

∫

G

{

Φ̃0(x, z) + Ψ̃0(x, z)
}

{∆αf(z)} dVz

= 0.

Also gilt
f(x) =

α−1∑

µ=1

{

(−1)µ−1

ω2α

∫

∂G

(α − µ)! (y − x)|y − x|2(µ−1−α)

22(µ−1)(µ − 1)! (α − 1)!
d~σy ∆µ−1f(y)

+
(−1)µ−1

ω2α

∫

∂G

(α − µ − 1)! |y − x|2(µ−α)

22µ−1(µ − 1)! (α − 1)!
d~σy ∂∆µ−1f(y)

}

+
(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

(y − x)|y − x|−2

22(α−1)(α − 1)! 2
d~σy ∆α−1f(y)

−
(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

log |y − x|2

22α−1(α − 1)! 2
d~σy ∂∆α−1f(y)

+
(−1)α−1

ω2α

∫

G

log |y − x|2

22α−1(α − 1)! 2
∆αf(y) dVy.

(4.10)
2. Induktionsannahme: Die Gleihung (4.5) gilt für k ∈ N.3. Induktionsshritt:Gleihung (4.1) ist für m + 1 = 2α

f(y) =
1

ω2α

∫

∂G

z − y

|z − y|2α
d~σzf(z) −

1

ω2α

∫

∂G

|z − y|2(1−α)

2(1 − α)
d~σz ∂f(z)

+
1

ω2α

∫

G

|z − y|2(1−α)

2(1 − α)
∆f(z) dVz.

(4.11)Also gilt
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∆α+kf(y) =

1

ω2α

∫

∂G

z − y

|z − y|2α
d~σz ∆α+kf(z) −

1

ω2α

∫

∂G

|z − y|2(1−α)

2(1 − α)
d~σz ∂∆α+kf(z)

+
1

ω2α

∫

G

|z − y|2(1−α)

2(1 − α)
∆α+k+1f(z) dVz.

(4.12)Seien
Ψ(x, z) :=

1

ω2α

∫

G

|y − x|2k
{

log |y − x|2 −
k∑

ρ=1

1
ρ
−

k−1∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+k)−1k!(α − 1)!(α + k − 1)!

z − y

|z − y|2α
dVyund

Φ(x, z) :=
1

ω2α

∫

G

|y − x|2k
{

log |y − x|2 −
k∑

ρ=1

1
ρ
−

k−1∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+k)−1k!(α − 1)!(α + k − 1)!

|z − y|2(1−α)

2(1 − α)
dVySetzt man Gleihung (4.12) in (4.5) ein, so wird das Gebietsintegral nah Vertaushung der Integra-tionsreihenfolge

I =
(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

Ψ(x, z) d~σz ∆α+kf(z) −
(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

Φ(x, z) d~σz ∂∆α+kf(z)

+
(−1)α−1

ω2α

∫

G

Φ(x, z) ∆α+k+1f(z) dVz.Seien
Ψ̃(x, z) :=

1

ω2α

∫

∂G

|y − x|2(k+1)
{

log |y − x|2 −
k+1∑

ρ=1

1
ρ
−

k∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+k)+1(k + 1)!(α − 1)!(α + k)!
d~σy

(y − z)

|y − z|2αund
Φ̃(x, z) := −

1

ω2α

∫

∂G

(y − x)|y − x|2k
{

log |y − x|2 −
k∑

ρ=1

1
ρ
−

k∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+k)k!(α − 1)!(α + k)!
d~σy

|y − z|2(1−α)

2(1 − α)
.Mit einer analogen (symmetrishen) Gleihung zu (4.11) folgt

|z − x|2(k+1)
{

log |z − x|2 −
k+1∑

ρ=1

1
ρ
−

k∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+k)+1(k + 1)!(α − 1)!(α + k)!
= Ψ̃(x, z) + Φ̃(x, z) + Φ(x, z).Di�erenzieren von rehts nah ∂z liefert

(z − x)|z − x|2k
{

log |z − x|2 −
k∑

ρ=1

1
ρ
−

k∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+k)k!(α − 1)!(α + k)!
= Ψ̃(x, z)∂z + Φ̃(x, z)∂z + Ψ(x, z).
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(−1)α−1B :=

1

ω2α

∫

∂G

{

−Ψ̃(x, z)∂z − Φ̃(x, z)∂z

} d~σz ∆α+kf(z)

−
1

ω2α

∫

∂G

{

−Ψ̃(x, z) − Φ̃(x, z)
} d~σz ∂∆α+kf(z)

+
1

ω2α

∫

G

{

−Ψ̃(x, z) − Φ̃(x, z)
}

∆α+k+1f(z) dVzfolgt
I =

(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

(z − x)|z − x|2k
{

log |z − x|2 −
k∑

ρ=1

1
ρ
−

k∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+k)k!(α − 1)!(α + k)!
d~σz ∆α+kf(z)

−
(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

|z − x|2(k+1)
{

log |z − x|2 −
k+1∑

ρ=1

1
ρ
−

k∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+k)+1(k + 1)!(α − 1)!(α + k)!
d~σz ∂∆α+kf(z)

+
(−1)α−1

ω2α

∫

G

|z − x|2(k+1)
{

log |z − x|2 −
k+1∑

ρ=1

1
ρ
−

k∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+k)+1(k + 1)!(α − 1)!(α + k)!
∆α+k+1f(z) dVz

+B.Nah Gleihung (2.1) gilt
(−1)α−1B =

1

ω2α

∫

G

{

−Ψ̃(x, z)∆z − Φ̃(x, z)∆z

}

∆α+kf(z)dVz

+
1

ω2α

∫

G

{

−Ψ̃(x, z)∂z − Φ̃(x, z)∂z

}

∂∆α+kf(z)dVz

−
1

ω2α

∫

G

{

−Ψ̃(x, z)∂z − Φ̃(x, z)∂z

}

∂∆α+kf(z)dVz

−
1

ω2α

∫

G

{

−Ψ̃(x, z) − Φ̃(x, z)
}

∆α+k+1f(z)dVz

+
1

ω2α

∫

G

{

−Ψ̃(x, z) − Φ̃(x, z)
}

∆α+k+1f(z)dVz.Mit
Ψ̃(x, z)∆z = Ψ̃(x, z)∂z∂z = 0∂z = 0und

Φ̃(x, z)∆z = Φ̃(x, z)∂z∂z = Ψ̃(x, z)∂z = 0folgt
B = 0.
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f(x) =

α−1∑

µ=1

{

(−1)µ−1

ω2α

∫

∂G

(α − µ)!(y − x)|y − x|2(µ−1−α)

22(µ−1)(µ − 1)! (α − 1)!
d~σy ∆µ−1f(y)

+
(−1)µ−1

ω2α

∫

∂G

(α − µ − 1)!|y − x|2(µ−α)

22µ−1(µ − 1)! (α − 1)!
d~σy ∂∆µ−1f(y)

}

+
(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

(y − x)|y − x|−2

22(α−1)(α − 1)!2
d~σy ∆α−1f(y)

−
(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

log |y − x|2

22α−1(α − 1)!2
d~σy ∂∆α−1f(y)

+
k∑

µ=1

〈

(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

(y − x)|y − x|2(µ−1)
{

log |y − x|2 −
µ−1∑

ρ=1

1
ρ
−

µ−1∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+µ−1)(µ − 1)! (α − 1)! (α + µ − 1)!
d~σy ∆α+µ−1f(y)

−
(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

|y − x|2µ
{

log |y − x|2 −
µ∑

ρ=1

1
ρ
−

µ−1∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+µ)−1µ! (α − 1)! (α + µ − 1)!
d~σy ∂∆α+µ−1f(y)

〉

+
(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

(z − x)|z − x|2k
{

log |z − x|2 −
k∑

ρ=1

1
ρ
−

k∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+k)k!(α − 1)!(α + k)!
d~σz ∆α+kf(z)

−
(−1)α−1

ω2α

∫

∂G

|z − x|2(k+1)
{

log |z − x|2 −
k+1∑

ρ=1

1
ρ
−

k∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+k)+1(k + 1)!(α − 1)!(α + k)!
d~σz ∂∆α+kf(z)

+
(−1)α−1

ω2α

∫

G

|z − x|2(k+1)
{

log |z − x|2 −
k+1∑

ρ=1

1
ρ
−

k∑

σ=0

1
α+σ

}

22(α+k)+1(k + 1)!(α − 1)!(α + k)!
∆α+k+1f(z) dVz.Also gilt (4.5).Satz 4.2.3 Für 1 < α sind die shwah-singulären Kernfunktionen

Kk,m(x) =







|x|2(k−α)−1

ω2α−12k−1(k − 1)!
k∏

j=1

{2(j − α) + 1}

, m = 2α, 1 ≤ k,

(−1)k(α − k − 1)! |x|2(k−α)

ω2α22k−1(k − 1)! (α − 1)!
, m = 2α − 1, 1 ≤ k ≤ α − 1,

(−1)α−1 log |x|2

ω2α22α−1(α − 1)! 2
, m = 2α − 1, k = α,

(−1)α−1|x|2(k−α)

{

log |x|2 −
k−α∑

ρ=1

1
ρ
−

k−α−1∑

σ=0

1
α+σ

}

ω2α22k−1(k − α)! (α − 1)! (k − 1)!
, m = 2α − 1, α + 1 ≤ k,

(4.13)



54 4. Integraldarstellungen mit Hilfe des LaplaeoperatorsFundamentallösungen in A für ∆k in R
m+1.Beweis:Aus dem Beweis von Satz 4.2.2 weiÿ man, dass für 2 ≤ k

∆Kk,m(x) = Kk−1,m(x)gilt.Auÿerdem gilt
K1,m(x) =

|x|1−m

ωm+1(1 − m)
.Satz 4.2.4 Für f ∈ L1(G;A) ist

Tk,mf(x) :=

∫

G

Kk,m(y − x)f(y) dVy (4.14)eine spezielle Lösung für ∆kw = f in G mit ∆kw = 0 in R
m+1 \ G.Beweis:Aus dem Beweis von Satz 4.2.3 folgt

∆k−1Tk,mf(x) =
1

ωm+1

∫

G

|y − x|1−m

1 − m
f(y) dVy,also gilt

∂∆k−1Tk,mf(x) = −

∫

G

E(y − x)f(y) dVy.Die Aussage folgt dann aus Satz 3.1.3.


