
Kapitel 3
Diragleihungen und die dazugehörigenIntegraldarstellungen
In diesem Kapitel geht es das erste Mal um Di�erenzialgleihungen, speziell um die Gleihung
∂kw = f , zuerst im Falle k = 1, dann für allgemeine k ∈ N. Dazu benötigt man den Begri�der verallgemeinerten Ableitung von Sobolev und führt den T - und den iterierten T -Operator derCli�ord Analysis analog zum Komplexen ein. Man gelangt zu Integraldarstellungen mit Hilfe derDiraoperatoren. Solh eine Darstellung, man könnte sie auh CAUCHY-POMPEIU Formel höhererOrdnung in ∂, bzw. ∂ nennen, lässt sih auh als Potenzreihe mit (links-)monogenen Koe�zientendarstellen.3.1 Gleihungen 1. OrdnungLemma 3.1.1 Ist f links-monogen in R

m+1 \ G und aus C(Rm+1 \ G,A) mit
lim

|x|→∞
f(x) =: f(∞), dann gilt
(Ff)(x) = (FGf)(x) :=

∫

∂G

E(y − x) d~σy f(y) =

{

−f(x) − f(∞) , falls x ∈ R
m+1 \ G

−f(∞) , falls x ∈ G
.

15



16 3. Diragleihungen und die dazugehörigen IntegraldarstellungenBeweis:Seien x, y ∈ R
m+1, ξ := x

|x|
und η := y

|y|
. Dann gilt

|x − y|2 = (x − y)(x − y) = |x|2 − (xy + yx) + |y|2

= |y|2

[

1 −

(
x

|x|

y

|y|
+

y

|y|

x

|x|

) ∣
∣
∣
∣

x

y

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

x

y

∣
∣
∣
∣

2
]

= |y|2

[

1 − (ξη + ηξ)

∣
∣
∣
∣

x

y

∣
∣
∣
∣
+

(
|x|

|y|

)2
]

.

Dann gilt nah Taylor mit geeigneten Funktionen C
−m

2

k (ξ, η),
|y − x|−m = |y|−m

[

1 −
(
ξη + ηξ

)
∣
∣
∣
∣

x

y

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

x

y

∣
∣
∣
∣

2
]−m

2

= |y|−m

∞∑

k=0

C
−m

2

k (ξ, η)

∣
∣
∣
∣

x

y

∣
∣
∣
∣

k

.

Sei BR = BR(x) eine Kugel um x mit Radius R mit BR(x) ⊃ G.Nah (2.3) (CAUCHY-POMPEIU Formel) gilt:
f(x) , falls x ∈ BR(x) \ G

0 , falls x ∈ R
m+1 \ (BR(x) \ G)

}

=

∫

∂(BR\G)

E(y − x) d~σy f(y)

−

∫

BR\G

E(y − x)(∂yf(y))dVy

= (FBR\Gf)(x) −

∫

BR\G

E(y − x) (∂yf(y)) d Vy

︸ ︷︷ ︸

= 0, da f lm. in R
m+1 \ G

=

∫

|y−x|=R

E(y − x) d~σy f(y)

−

∫

∂G

E(y − x) d~σy f(y)



3.1 Gleihungen 1. Ordnung 17Da die äuÿere Normale in der Sphäre SR : |y − x| = R durh − y−x

|y−x|
gegeben ist, gilt

∫

|y−x|=R

E(y − x) d~σy f(y) = −
1

ωm+1

∫

SR

y − x

|y − x|m+1

y − x

|y − x|
f(y) dSRy

= −
1

ωm+1

∫

SR

1

|x − y|m
f(y) dSRy

= −
1

ωm+1

∫

SR

(
∞∑

k=0

C
−m

2

k (ξ, η) |
x

y
|k)

f(y)

|y|m
dSRy

= −
1

ωm+1

∞∑

k=0

∫

SR

C
−m

2

k (ξ, η)

Rk

f(y)

Rm
dSRy

|x|k

= −
1

ωm+1

∞∑

k=0

∫

S

C
−m

2

k (ξ, η)

Rk
f(R · y) dSy|x|

k

R→∞
→ −

C
−m

2

0 (ξ, η)

ωm+1

∫

S

f(∞) dSy

C
−

m
2

0
(ξ,η)=1
= −f(∞).Also gilt

(FGf)(x) =

∫

∂G

E(y − x) d~σy f(y) =

{

−f(∞) , falls x ∈ G

−[f(∞) + f(x)] , falls x ∈ R
m+1 \ G.

De�nition 3.1.1 g ∈ L1

loc(G,A) heiÿt die shwahe- oder die Sobolev-Ableitung von
f ∈ L1

loc(G,A) (∂Gf = g), falls für alle ϕ ∈ C∞
C (G,A)

∫

G

ϕ(x)g(x) dVx +

∫

G

[ϕ(x)∂x]f(x) dVx = 0gilt. (C∞
C (G) sind die unendlih oft stetig di�erenzierbaren Funktionen, die auÿerhalb einer kompaktenTeilmenge von G identish null sind.)Bemerkung 3.1.1 Existiert ∂f auh im üblihen Sinne, so stimmt die üblihe Ableitung mit dershwahen überein.



18 3. Diragleihungen und die dazugehörigen IntegraldarstellungenBeweis:Existiert die üblihe Ableitung ∂xf(x)(∈ C) von f , so gilt:
∫

G

[(ϕ(x)∂x)f(x) + ϕ(x)(∂xf(x))]dVx

(2.1)
=

∫

∂G

ϕ(x) d~σx f(x) = 0.

De�nition 3.1.2 (des T -Operators) Ist f ∈ L1(G,A), so sei
(Tf)(x) = (TGf)(x) := −

∫

G

E(y − x) f(y) dVy.Satz 3.1.1 Gelten f ∈ L1(G,A), G ⊂ R
m+1und G 6⊂ R

m, so gilt TGf ∈ L1

loc(R
m+1,A).Beweis:Sei G0 ein beshränktes Gebiet in R

m+1, und χ
G0

die zu G0 gehörende harakteristishe Funktion.Dann gilt:
∫

G





∫

Rm+1

|χ
G0

(x)
y − x

|y − x|m+1
|dVx



 |f(y)|dVy =

∫

G





∫

G0

1

|y − x|m
dVx



 |f(y)|dVy

≤

∫

G

M(m,G0)|f(y)|dVy

= M(m,G0) · ‖f‖L1

G

.Mit dem Satz von Fubini gilt
∫

G





∫

Rm+1

χ
G0

(x)
y − x

|y − x|m+1
dVx



 f(y)dVy =

∫

Rm+1

χ
G0

(x)





∫

G

y − x

|y − x|m+1
f(y)dVy



 dVx

= −

∫

G0

ωm+1(TGf)(x)dVx.Also ∫

G0

|(Tf)(x)|dVx ≤ M(m,G0) · ‖f‖L1

G

, also TGf ∈ L1

loc(G,A).
Satz 3.1.2 Ist f ∈ L1

C(G,A), so ist Ff für ∂f = 0 (in G) eine Lösung.



3.2 Gleihungen höherer Ordnung 19Beweis:Sei ϕ ∈ C∞
C (G,A). Dann gilt

∫

G

[ϕ(x)∂](Ff)(x) dV =

∫

G

(ϕ(x)∂)

∫

∂G

E(y − x)d~σy f(y)dVx

Lemma3.1.1
= −

∫

G

(ϕ(x)∂) f(∞)
︸ ︷︷ ︸

=0,, da f∈L1

C

dVx

= 0

=

∫

G

ϕ(x)(∂0)dVx.

Satz 3.1.3 Für f ∈ L1(G,A) ist für ∂w = f (in G) Tf eine Lösung.Beweis:Sei ϕ ∈ C∞
C (G,A). Nah der Formel von CAUCHY-POMPEIU, Lemma 3.1.1 und dem Satz vonFUBINI gilt:

∫

G

ϕ(x)f(x) dVx =

∫

G





∫

∂G

ϕ(y) d~σyE(y − x) −

∫

G

(ϕ(y)∂y)E(y − x) dVy



 f(x) dVx

=

∫

G



 −ϕ(∞)
︸ ︷︷ ︸

=0, da ϕ∈CC
∞

−

∫

G

(ϕ(y)∂y)E(y − x) dVy



 f(x) dVx

=

∫

G

(ϕ(y)∂y)



−

∫

G

E(y − x)f(x) dVx



 dVy

= −

∫

G

(ϕ(y)∂y)(Tf)(y)dVy.Die Vertaushung der Integration ist erlaubt, da gilt:
∫

G

∫

G

|(ϕ(y)∂)|
1

|y − x|m
dVy|f(x)|dVx =

∫

G

|f(x)|

∫supp ϕ

|ϕ(y)∂|

|y − x|m
dVy dVx ≤ M(m,ϕ) · ‖f‖L1

G

.

3.2 Gleihungen höherer OrdnungAls Nähstes sind Lösungen für die inhomogene Gleihung
∂kw = f (3.1)



20 3. Diragleihungen und die dazugehörigen Integraldarstellungenin G zu �nden, wobei G wieder ein beshränktes Gebiet mit glattem Rand ist und k ∈ N sein soll.Lemma 3.2.1 Für x, y ∈ G, x 6= y und k ∈ N0, sei
Φk(x, y) :=

∫

∂G

E(z − x) d~σz

(z − y)(z − y + z − y)k

2k k!|z − y|m+1
= (F

(z − y)(z − y + z − y)k

2k k!|z − y|m+1
)(x). (3.2)Dann gelten (für k ∈ N): Φ0(x, y) = 0, ∂xΦk(x, y) = 0, Φk(x, y)∂y = −Φk−1(x, y)und Φk(x, y)∂k

y = (−1)kΦ0(x, y) = 0.Beweis:
1. Sei Gε := G \ {z ∈ R

m+1 : |z − x| ≤ ε, |z − y| ≤ ε}, (ε klein genug).Dann gilt mit (2.1) und (2.3):
Φ0(x, y) =

∫

∂Gε

E(z − x) d~σz

z − y

|z − y|m+1
+

∫

|z−x|=ε

E(z − x) d~σz

z − y

|z − y|m+1

+

∫

|z−y|=ε

z − x

|z − x|m+1
d~σz E(z − y)

=

∫

Gε

[

(E(z − x)∂z)
z − y

|z − y|m+1
+ E(z − x)(∂z

z − y

|z − y|m+1
)

] dVz

+
z − y

|z − y|m+1

∣
∣
∣
∣
z=x

+
z − x

|z − x|m+1

∣
∣
∣
∣
z=y

= 0,2. Es gilt ∂xΦk(x, y) = 0, da E links-monogen und (z − y)(z − y + z − y)k

2k k! |z − y|m+1
unabhängig von x ist.3. Es gilt Φk(x, y)∂y = −Φk−1(x, y):Nah dem vorhergehenden Kapitel gelten ∂x = m + 1 und ∂|x|α = α · x · |x|α−2 (α ∈ N).Da

x + x =
m∑

k=0

xkek +
m∑

k=0

xkek =
m∑

k=0

xk(ek + ek) = x0(1 + 1) +
m∑

k=1

xk(ek − ek) = 2x0,gilt
∂(x + x)k = ∂(2x0)

k =
m∑

k=0

∂(2x0)
k

∂xk

ek = k(2x0)
k−12 = 2kkxk−1

0 = 2k(x + x)k−1.



3.2 Gleihungen höherer Ordnung 21Also
∂

x(x + x)k

|x|m+1
= ∂(x + x)k x

|x|m+1

= 2k
x(x + x)k−1

|x|m+1

=
x(x + x)k

|x|m+1
∂,da ∂ x

|x|m+1 = 0, also
∂k x(x + x)k

|x|m+1
=

x(x + x)k

|x|m+1
∂k = 2k k!

x

|x|m+1
(3.3)und

∂k+1x(x + x)k

|x|m+1
=

x(x + x)k

|x|m+1
∂k+1 = 0.Seien ε hinreihend klein, Gε := G\{z ∈ R

m+1 : |z−x| ≤ ε, |z− y| ≤ ε}, 0 ≤ 2ε ≤ |x− y| und
Φkε

(x, y) :=

∫

∂Gε

E(z − x) d~σz

(z − y)(z − y + z − y)k

2k k!|z − y|m+1
.Nah der CAUCHY-POMPEIU Formel (2.3) gilt

(x − y)(x − y + x − y)k

2k k! |x − y|m+1

x 6=y
= Φkε

(x, y) −

∫

Gε

E(z − x)

(

∂z

(z − y)(z − y + z − y)k

2k k! |z − y|m+1

) dVz

= Φkε
(x, y) −

∫

Gε

E(z − x)
(z − y)(z − y + z − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − y|m+1
dVz.Für k = 0 gilt

∫

G

E(z − x)

(

∂z

(z − y)(z − y + z − y)k

2k k! |z − y|m+1

) dVz = 0.Für k 6= 0 gilt mit
∫

G

E(z − x)
(z − y)(z − y + z − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − y|m+1
dVz

=

∫

Gε

E(z − x)
(z − y)(z − y + z − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − y|m+1
dVz +

∫

|z−x|≤ε

E(z − x)
(z − y)(z − y + z − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − y|m+1
dVz

+

∫

|z−y|≤ε

E(z − x)
(z − y)(z − y + z − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − y|m+1
dVz



22 3. Diragleihungen und die dazugehörigen Integraldarstellungenund
∫

|z−x|≤ε

|E(z − x)|0

∣
∣
∣
∣

(z − y)(z − y + z − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − y|m+1

∣
∣
∣
∣
0

dVz

+

∫

|z−y|≤ε

|E(z − x)|0

∣
∣
∣
∣

(z − y)(z − y + z − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − y|m+1

∣
∣
∣
∣
0

dVz

|x−y|>2ε

≤ const(y) · ε + const(x) · εk

ε→0
→ 0,

∫

Gε

E(z − x)
(z − y)(z − y + z − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − y|m+1
dVz

ε→0
→

∫

G

E(z − x)
(z − y)(z − y + z − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − y|m+1
dVz.Sei

Φ̃k(x, y) :=

∫

|z−x|=ε

E(z − x)d~σz

(z − y)(z − y + z − y)k

2kk!|z − y|m+1
.Dann gilt̃

Φk(x, y) =

∫

|z|=ε

E(z)d~σz

(x + z − y)(x + z − y + x + z − y)k

2kk!|x + z − y|m+1

=
1

ωm+1

∫

|z|≤ε

z

|z|m+1

(

∂z

(x + z − y)(x + z − y + x + z − y)k

2kk!|x + z − y|m+1

) dVz

=
1

ωm+1

∫

|z|≤ε

z

|z|m+1

(x + z − y)(x + z − y + x + z − y)k−1

2k−1(k − 1)!|x + z − y|m+1
dVz.Dann gilt für ε < |y − x|

|Φ̃k(x, z)|0 ≤
const(x, y)

ωm+1εm

∫

|z|≤ε

dVz

=
εm+1

εm
· const(x, y)

ε→0
→ 0.Also gilt

(x − y)(x − y + x − y)k

2k k! |x − y|m+1

x 6=y
= Φk(x, y) −

∫

G

E(z − x)

(

∂z

(z − y)(z − y + z − y)k

2k k! |z − y|m+1

) dVz

= Φk(x, y) −

∫

G

E(z − x)
(z − y)(z − y + z − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − y|m+1
dVz.



3.2 Gleihungen höherer Ordnung 23Es gilt
[
(x − y)(x − y + x − y)k

2k k! |x − y|m+1
∂y

]

=
x − y

|x − y|m+1

(
(x − y + x − y)k

2kk!
∂y

)

= −
(x − y)(x − y + x − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |x − y|m+1

= ∂y

(x − y)(x − y + x − y)k

2k k! |x − y|m+1
,da x−y

|x−y|m+1 ∂y = 0.Also gilt mit der CAUCHY-POMPEIU Formel (2.3)
Φk(x, y)∂y =

[
(x − y)(x − y + x − y)k

2k (k − 1)! |x − y|m+1
∂y

]

+





∫

G

E(z − x)
(z − y)(z − y + z − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − y|m+1
dVz ∂y





= −
(x − y)(x − y + x − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |x − y|m+1

−

∫

G

E(z − x)
(z − y)(z − y + z − y)k−2

2k−2 (k − 2)! |z − y|m+1
dVz

= −Φk−1(x, y).4. Es gilt Φk(x, y)∂k
y = (−1)k Φ0(x, y) = (−1)k · 0 = 0.

De�nition 3.2.1 (des iterierten T -Operators) Sei G ⊂ R
m+1 ein beshränktes Gebiet,

f ∈ L1(G,A) und k ∈ N. Dann sei
(Tkf)(x) :=

(−1)k

ωm+1

∫

G

(y − x)(y − x + y − x)k−1

2k−1 (k − 1)! |y − x|m+1
f(y) dVy.Bemerkung 3.2.1 Für k = 1 sind die Operatoren Tk und T identish (T1 = T ). Also gilt ∂T1f = f(Satz 3.1.3). Mit T0f := f gilt also ∂Tkf = Tk−1f . Also ist Tkf eine Lösung für ∂kw = f .Beweis:Nah den Beweis von Lemma 3.2.1 gilt



24 3. Diragleihungen und die dazugehörigen Integraldarstellungen
(x − y)(x − y + x − y)k

2k k! |x − y|m+1
=

1

ωm+1

∫

∂G

z − x

|z − x|m+1
d~σz

(z − y)(z − y + z − y)k

2k k! |z − y|m+1

−
1

ωm+1

∫

G

z − x

|z − x|m+1

(z − y)(z − y + z − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − y|m
dVz

= Φk(x, y) −
1

ωm+1

∫

G

z − x

|z − x|m+1

(z − y)(z − y + z − y)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − y|m
dVz.

(3.4)
1. Behauptung: Es gilt T1Tk−1 = Tk + ϕ0, mit ∂ϕ0 = 0.Beweis:

T1Tk−1f(x) = −
1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1

(−1)k−1

ωm+1

∫

G

(z − y)(z − y + z − y)k−2

2k−2 (k − 2)! |z − y|m+1
f(z) dVz dVy

=
(−1)k

ωm+1

∫

G

1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1

(z − y)(z − y + z − y)k−2

2k−2 (k − 2)! |z − y|m+1
dVy f(z) dVz

(3.4)
=

1

ωm+1

∫

G

[
(x − z)(x − z + x − z)k−1

2k−1 (k − 1)! |x − z|m+1
− Φk−1(x, z)

]

f(z) dVz

=
(−1)k

ωm+1

∫

G

(z − x)(z − x + z − x)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − x|m+1
f(z) dVz

−
1

ωm+1

∫

G

Φk−1(x, z)f(z)dVz

= Tkf(x) + ϕ0,

da das ϕ0 links-monogen in x ist, da ∂xΦk(x, z) = 0 und f unabhängig von x ist.Die Vertaushung der Integration ist nah dem Satz von Fubini erlaubt, da Tk−1 für k > 1beshränkt ist, da die Singularität shwah ist (ϕ0 ∈ C∞
C ⇒ ∂ϕ0 ∈ C∞,E shwah singulär).

2. Behauptung: Es gilt ∂T1Tk−1f = Tk−1f.Beweis:Sei ϕ ∈ C∞
C (G,A), k ≥ 2



3.2 Gleihungen höherer Ordnung 25(für k = 1 gilt Tk−1f = T0f = f , also ∂T1Tk−1f = ∂Tf = f = T0f).
∫

G

ϕ(x)(Tk−1f)(x)dVx

=

∫

G

ϕ(x)
(−1)k−1

ωm+1

∫

G

(y − x)(y − x + y − x)k−2

2k−2 (k − 2)! |y − x|m+1
f(y)dVydVx

(2.5)
=

∫

G

{
∫

∂G

ϕ(z) d~σz E(z − x)

︸ ︷︷ ︸

=0, da ϕ∈C∞

C

−

∫

G

[ϕ(z)∂]E(z − x) dVz

}

×
(−1)k−1

ωm+1

∫

G

(y − x)(y − x + y − x)k−2

2k−2 (k − 2)! |y − x|m+1
f(y)dVydVx

=
(−1)k

ωm+1

∫

G

[ϕ(z)∂]

∫

G

E(z − x)

∫

G

(y − x)(y − x + y − x)k−2

2k−2 (k − 2)! |y − x|m+1
f(y)dVydVxdVz

= −

∫

G

[ϕ(z)∂]

{

−
1

ωm+1

∫

G

x − z

|x − z|m+1
(Tk−1f)(x) dVx

} dVz

= −

∫

G

[ϕ(z)∂](T1Tk−1f)(z) dVzAlso gilt ∂Tkf = ∂[T1Tk−1f − ϕ0] = ∂T1Tk−1f + 0 = Tk−1f (da ϕ0 links-monogen).
Satz 3.2.1 (iterierte Integraldarstellung für ∂) Sei G ⊂ R

m ein beshränktes Gebiet mit glat-tem Rand und f ∈ Ck(G,A), für k ∈ N. Dann gilt für x ∈ G:
f(x) =

k−1∑

µ=0

(−1)µ

ωm+1

∫

∂G

(y − x)(y − x + y − x)µ

2µ µ! |y − x|m+1
d~σy ∂µf(y)

+
(−1)k

ωm+1

∫

G

(y − x)(y − x + y − x)k−1

2k−1 (k − 1)! |y − x|m+1
∂kf(y) ∂Vy.

(3.5)
Beweis:Die obige Formel kann man shreiben als

f(x) =
k−1∑

µ=0

ϕµ + Tk∂
kf,mit ∂µϕµ links-monogen für alle µ.Nun zum eigentlihen Beweis (induktiv).



26 3. Diragleihungen und die dazugehörigen Integraldarstellungen1. Induktionsanfangk=1:
f(x) =

(−1)0

ωm+1

∫

∂G

(y − x)(y − x + y − x)0

20 0! |y − x|m+1
d~σy ∂0f(y) + {T1[∂

1f ]}(x)Das ist die CAUCHY-POMPEIU Formel (2.3).Zum besseren Verständnis wird noh k = 2 bewiesen.k=2: (2.3) auf ∂f angewendet ergibt
∂f(x) =

∫

∂G

E(y − x) d~σy[∂f(y)] −

∫

G

E(y − x)[∂2f(y)] dVy.Dies wieder in (2.3) eingesetzt ergibt mit dem Satz von Fubini
f(x) =

∫

∂G

E(y − x) d~σy f(y)

−

∫

G

E(y − x)







∫

∂G

E(z − y)d~σz[∂f(z)] −

∫

G

E(z − y)[∂2f(z)]dVz






dVy

=
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y)

−
1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1

{

1

ωm+1

∫

∂G

z − y

|z − y|m+1
d~σz[∂f(z)]

−
1

ωm+1

∫

G

z − y

|z − y|m+1
[∂2f(z)]dVz

}dVy

=
1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y)

−
1

ωm+1

∫

∂G

1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1

z − y

|z − y|m+1
dVyd~σz[∂f(z)]

+
1

ωm+1

∫

G

1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1

z − y

|z − y|m+1
dVy[∂

2f(z)]dVz.Setzt man
Φ̃1(x, z) :=

1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1

z − y

|z − y|m+1
dVy,so folgt

f(x) =

∫

∂G

E(y − x)d~σyf(y) −
1

ωm+1

∫

∂G

Φ̃1(x, z)d~σz[∂f(z)]

+
1

ωm+1

∫

G

Φ̃1(x, z)[∂2f(z)]dVz.
(3.6)



3.2 Gleihungen höherer Ordnung 27Nah (2.3) und (3.3) gilt
(x − z)(x − z + x − z)

2|x − z|m+1
=

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy

(y − z)(y − z + y − z)

2|y − z|m+1

−
1

ωm+1

∫

G

y − x

y − xm+1

[

∂y

(y − z)(y − z + y − z)

2|y − z|m+1

] dVy

= Φ1(x, z) −
1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1

y − z

|y − z|m+1
dVy.Also

(x − z)(x − z + x − z)

2|x − z|m+1
= Φ1(x, z) + Φ̃1(x, z). (3.7)Auÿerdem gilt nah (2.1) (STOKES), da f in G k-mal stetig di�erenzierbar und Φ1 von rehtsnah z abgeleitet null ergibt,

∫

∂G

Φ1(x, z)d~σz[∂f(z)] =

∫

G

{
[Φ1(x, z)∂z][∂f(z)] + Φ1(x, z)[∂2f(z)]

} dVz,also
∫

∂G

Φ1(x, z) d~σz [∂f(z)] =

∫

G

Φ1(x, z)[∂2f(z)] dVz. (3.8)Setzt man (4.12) in (4.11) ein, erhält man
f(x) =

∫

∂G

E(y − x)d~σyf(y)

−
1

ωm+1

∫

∂G

[
(x − z)(x − z + x − z)

2|x − z|m+1
− Φ1(x, z)

] d~σz[∂f(z)]

+
1

ωm+1

∫

G

[
(x − z)(x − z + x − z)

2|x − z|m+1
− Φ1(x, z)

]

[∂2f(z)]dVz

=

∫

∂G

E(y − x)d~σyf(y) −
1

ωm+1

∫

∂G

(x − z)(x − z + x − z)

2|x − z|m+1
d~σz[∂f(z)]

+
1

ωm+1

∫

G

(x − z)(x − z + x − z)

2|x − z|m+1
[∂2f(z)]dVz +

1

ωm+1

∫

∂G

Φ1(x, z)d~σz[∂f(z)]

−
1

ωm+1

∫

G

Φ1(x, z)[∂2f(z)]dVz

(3.8)
=

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y) −

1

ωm+1

∫

∂G

(x − z)(x − z + x − z)

2|x − z|m+1
d~σz[∂f(z)]

+
1

ωm+1

∫

G

(x − z)(x − z + x − z)

2|x − z|m+1
[∂2f(z)]dVz.



28 3. Diragleihungen und die dazugehörigen Integraldarstellungen2. Induktionsannahme: Es gilt
f =

k−2∑

µ=0

ϕµ + Tk−1(∂
k−1f)mit

ϕµ(x) :=
(−1)µ

ωm+1

∫

∂G

(y − x)(y − x + y − x)µ

2µ µ! |y − x|m+1
d~σy[∂

µf(y)] (0 ≤ µ ≤ k − 2).3. Induktionsshritt: Die Induktionsannahme, für ∂f angewendet, ergibt
∂f =

k−2∑

µ=0

ϕ̃µ + Tk−1(∂
kf)mit

ϕ̃µ :=
(−1)µ

ωm+1

∫

∂G

(y − x)(y − x − y − x)µ

2µ µ! |y − x|m+1
d~σy[∂

µ+1f(y)] (0 ≤ µ ≤ k − 2).Setzt man das in die CAUCHY-POMPEIU Formel f = ϕ0 + T1(∂f) mit
ϕ0(x) :=

1

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σyf(y)ein, erhält man

f(x) = ϕ0(x) + T1

[
k−2∑

µ=0

ϕ̃µ(x) + Tk−1(∂
kf)

]

(x)

= ϕ0(x) −

∫

G

E(y − x)

{
k−2∑

µ=0

ϕ̃µ(x) + Tk−1[∂
kf(y)]

} dVy

= ϕ0(x) −
k−2∑

µ=0

∫

G

E(y − x)ϕ̃µ(y)dVy −

∫

G

E(y − x)Tk−1(∂
kf)(y)dVy

= ϕ0(x) +
k−2∑

µ=0

(T1ϕ̃µ)(x) + {T1[Tk−1(∂
kf)]}(x).(a) Berehnung von k−2∑

µ=0

T1ϕ̃µ(x):
(T1ϕ̃µ)(x) =

(−1)µ+1

ωm+1

∫

∂G

1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1

(z − y)(z − y + z − y)µ

2µ µ! |y − x|m+1
dVyd~σz[∂

µ+1f(z)]

(3.4)
=

1

ωm+1

∫

∂G

[

Φµ+1(x, z) −
(x − z)(x − z + x − z)µ+1

2µ+1 (µ + 1)! |x − z|m+1

] d~σz[∂
µ+1f(z)]

= −
1

ωm+1

∫

∂G

[
(x − z)(x − z + x − z)µ+1

2µ+1 (µ + 1)! |x − z|m+1
− Φµ+1(x, z)

] d~σz[∂
µ+1f(z)],



3.2 Gleihungen höherer Ordnung 29wobei mit (2.1), f ∈ Ck, µ ≤ k − 2 und Lemma (3.2.1) gilt
∫

∂G

Φµ+1(x, z)d~σz[∂
µ+1f(z)] =

∫

G

{

[Φµ+1(x, z)∂z][∂
µ+1f(z)] + Φµ+1(x, z)[∂µ+2f(z)]

}dVz

=

∫

G

{

Φµ+1(x, z)[∂µ+2f(z)] − Φµ(x, z)[∂µ+1f(z)]
}dVz.Also gilt mit Lemma 3.2.1 und

ϕµ(x) := −

∫

∂G

(x − z)(x − z + x − z)µ

2µ µ! |x − z|µ+1
d~σz[∂

µf(z)],

k−2∑

µ=0

T1ϕ̃µ(x) =
k−2∑

µ=0

{

1

ωm+1

∫

∂G

Φµ+1(x, z)d~σz[∂
µ+1f(z)]

−
1

ωm+1

∫

∂G

(x − z)(x − z + x − z)µ+1

2µ+1 (µ + 1)! |x − z|µ+1
d~σz[∂

µ+1f(z)]

}

=
k−2∑

µ=0

{

1

ωm+1

∫

G

[

Φµ+1(x, z)[∂µ+2f(z)]

−Φµ(x, z)[∂µ+1f(z)]

]dVz + ϕµ+1(x)

}

=
k−1∑

µ=1

ϕµ +
1

ωm+1

∫

G

Φk−1(x, z)[∂kf(z)]dVz

−
1

ωm+1

∫

G

Φ0(x, z)
︸ ︷︷ ︸

=0

[∂f(z)]dVz

=
k−1∑

µ=1

ϕµ +
1

ωm+1

∫

G

Φk−1(x, z)[∂kf(z)]dVz.(b) Berehnung von T1Tk−1(∂
kf)(x):

T1Tk−1(∂
kf)(x) =

(−1)k

ωm+1

∫

G

1

ωm+1

∫

G

y − x

|y − x|m+1

(z − y)(z − y + z − y)k−2

2k−2 (k − 2)! |z − y|m+1
dVy[∂

kf(z)]dVz

(3.4)
=

(−1)k+k−1

ωm+1

∫

G

[

Φk−1(x, z) −
(x − z)(x − z + x − z)k−1

2k−1 (k − 1)! |x − z|m+1

]

[∂kf(z)]dVz.



30 3. Diragleihungen und die dazugehörigen IntegraldarstellungenAlso gilt
f(x) = ϕ0(x) +

k−1∑

µ=1

ϕµ(x) +
1

ωm+1

∫

G

Φk−1(x, z)[∂kf(z)]dVz

−
1

ωm+1

∫

G

Φk−1(x, z)[∂kf(z)]dVz

+
1

ωm+1

∫

G

(x − z)(x − z + x − z)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − x|m+1
[∂kf(z)]dVz

=
k−1∑

µ=0

ϕµ(x) +
(−1)k

ωm+1

∫

G

(z − x)(z − x + z − x)k−1

2k−1 (k − 1)! |z − x|m+1
[∂kf(z)]dVz

=
k−1∑

µ=0

ϕµ(x) + [Tk(∂
kf)](x).4. Die ϕµ sind für alle (0 ≤ µ ≤ k) links-monogen der Ordnung µ+1, d.h. ∂µϕµ ist links-monogen:

∂µϕµ(x) =
(−1)µ

ωm+1

∫

∂G

[

∂µ
x

(y − x)(y − x + y − x)µ

2µ µ! |y − x|m+1

] d~σy[∂
µf(y)]

=
(−1)µ

ωm+1

∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
d~σy[∂

µf(y)].Also, da E links-monogen ist, ∂µ+1ϕµ(x) = 0 für (0 ≤ µ ≤ k).
Bemerkung 3.2.21. Eine analoge Formel zu (3.5) (für ∂) ist

f(x) =
k−1∑

µ=0

(−1)µ

ωm+1

∫

∂G

(y − x)(y − x + y − x)µ

2µ µ! |y − x|m+1
d~σy[∂

µ
f(y)]

+
(−1)µ

ωm+1

∫

G

(y − x)(y − x + y − x)k−1

2µ µ! |y − x|m+1
[∂

µ
f(y)]dVy,

(3.9)bzw.
f(x) =

k−1∑

µ=0

ϕµ(x) + T k[∂
k
f(x)].2. Will man die ϕµ als Potenzreihe mit links-monogenen Koe�zienten darstellen, so betrahte
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(y − x + y − x)µ = [y + y − (x + x)]µ = [2(y0 − x0)]

µ

= 2µ

µ
∑

k=0

(−1)k

(
µ

k

)

y
µ−k
0 xk

0

=

µ
∑

k=0

(−1)k

(
µ

k

)

(y + y)µ−k(x + x)k.Es ergibt sih
ϕµ(x) =

µ
∑

k=0

(−1)µ−k

ωm+1

(
µ

k

) ∫

∂G

y − x

|y − x|m+1
(y + y)µ−kd~σy[∂

µf(y)](x + x)k

=

µ
∑

k=0

αk,µ(x)(x + x)k,

(3.10)wobei die αk,µ wegen der Linksmonogenität von E links-monogen sind.Mit (3.3) erhält man
f(x) =

k−1∑

j=0

j
∑

l=0

αl,j(x)(x + x)l

︸ ︷︷ ︸

links−monogen der Ordnung j

+ Tk[∂
kf(x)]. (3.11)


