Kapitel 3

Chirale Symmetrie

3.1 Kontinuum

Die Kontinuums-Wirkung der Quantenchromodynamik ist invariant unter einer Gruppe
von Symmetrien, die als chirale Symmetrien bezeichnet werden. Die genaue Gestalt der
Symmetriegruppe hingt von der Anzahl ny der Quarkflavours und von den Quarkmassen
ab. Zunéchst betrachten wir den Fall von ny masselosen Quarks; in diesem Fall lautet der
fermionische Anteil der Lagrangedichte

sz YD (a (3.1)

Aus der Identitét
folgt, dafl die Lagrangedichte in der Form

Z VRi(2)DYRi(x) + pi(x)Dr () (3.3)

mit den links- bzw. rechtshéindigen Komponenten
Yri(z) = Pyipi(a), Yri(x) = Pi(x) P-, (3.4)
Vri(r) = P-vi(), Yri(x) = ¥i(z) Py (3.5)

geschrieben werden kann; dabei ist Py = (1 £+5). Die Lagrangedichte ist invariant unter
globalen (infinitesimalen) chiralen Transformationen

o = 1YL, oY = =7, (3.6)
Y = T"YR, SR = —RT%, 3.7

wobei 7% (a = 1... n?c — 1) die Generatoren von SU(n¢) sind, sowie unter den entspre-
chenden Flavour-Singulett-Transformationen, d. h. die Symmetriegruppe der klassischen
Lagrangedichte der masselosen Theorie ist

G =SU(ns)r x SU(ng)gp x U(1)r, x U(1)p. (3.8)
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Nach dem Noether-Theorem folgt aus der Invarianz der Theorie unter einer n-parametrigen
Liegruppe die Existenz von n linear unabhéngigen erhaltenen Stromen; fiir die Symme-
triegruppe (3.8) sind dies die Vektorstrome

Vi) = Ble)nrti) (3.9

V(@) = Y(@)ny(z) (3.10)
sowie die Axialvektorstrome

Au@) = (@)1 () (3.11)

Au(z) = P(@)pyb(e). (3.12)

Der Vektorstrom bleibt auch dann noch erhalten, wenn der Lagrangedichte ein Massenterm

nf
Ln(z)=m Z Ui (x)i(x) (3.13)
i=1
hinzugefiigt wird; die Axialvektorstrome sind nicht ldnger erhalten:
0 A (x) = 2mP%(x) (3.14)
mit der pseudoskalaren Dichte
P2(2) = ()50 (). (3.15)

In der Quantenfeldtheorie folgen aus der Invarianz der Wirkung unter einer Symmetrie-
gruppe Wardidentitditen:
Unter einer lokalen Transformation

(z) = al)r™(z), o(z) = —alx)P(z)r" (3.16)

mit Transformationsparameter o(z), der aulerhalb eines beschrénkten Gebietes verschwin-
det, gilt fiir eine beliebige Observable O

(50) = — <o ( / d4$a(x)8uV;(a:))> , (3.17)

wobei 00 die Variation von O unter der Transformation (3.16) ist. Die entsprechende
Identitdt gilt auch fiir eine Singulett-Transformation. Unter einer lokalen axialen Trans-
formation

Sp(x) = ax)Ty5(x),  0Y(z) = a(x)h(x)ysm® (3.18)
gilt

(50) = <o ( / d'za(z) (~0,A%(x) + 2mP“(:v))>>. (3.19)

Die Wardidentitét fiir eine axiale Singulett-Transformation

0p(x) = a(@)ys(z), 0P(z) = a(z)i(@)s (3.20)
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ist hingegen anomal:

(50) = <o ( / e (—0,A, (x) + 2mP(x) + anq(w))>> (3.21)

mit der topologischen Ladungsdichte

() = 558 (o Fas (0 F (1) (3.22)

In der Pfadintegralformulierung der Quantenfeldtheorie rithrt die Anomalie daher, dafl das
Integrationsmafl D)D) nicht invariant unter der Transformation (3.20) ist [8, 9].

Die Auswirkungen der chiralen Symmetrie auf das Teilchenspektrum der QCD héngen
nicht allein von der Symmetriegruppe G der Theorie ab; von Bedeutung ist auch, unter
welcher Untergruppe H von G der QCD-Vakuumzustand invariant ist. Wir betrachten
zunéchst wieder den masselosen Fall, d.h.

G = SU(nf)L X SU(TLf)R X U(l)v. (3.23)

Nach dem Vafa-Witten-Theorem [10] ist das Vakuum auf jeden Fall invariant unter der
Untergruppe SU(ns)y der vektorartigen Transformationen; beziiglich der Invarianz unter
axialen Transformationen bestehen grundsétzlich die beiden folgenden Moglichkeiten:

- Der Vakuumzustand ist invariant unter der vollen Symmetriegruppe, d.h. H = G.
In diesem Fall enthélt das Teilchenspektrum der Theorie Multipletts von Teilchen,
die unter irreduziblen Darstellungen von G transformieren. Insbesondere gibt es in
jedem Multiplett Teilchen von entgegengesetzter Paritét.

- Der Vakuumzustand ist nicht invariant unter axialen Transformationen, d. h. die
Symmetriegruppe G ist spontan gebrochen zu H = SU(ny)y x U(1)y. Das Spek-
trum besteht aus Multipletts von Teilchen, die unter irreduziblen Darstellungen der
Gruppe SU(ny¢)y x U(1)y transformieren. Nach dem Goldstone-Theorem gibt es
fiir jeden Generator der gebrochenen Symmetrie ein masseloses skalares Teilchen
(Goldstone-Boson); fiir die Gruppe SU(ny) sind dies n?c — 1 Teilchen.

In der Natur existieren keine masselosen Quarks; durch die Massenterme in der Lagrange-
dichte wird die Symmetriegruppe (3.23) also explizit gebrochen. Da jedoch die Massen der
Up- und Down-Quarks sehr klein sind, ist die SU(2)-Symmetrie nur schwach gebrochen. In
einem geringeren Mafe gilt das auch fiir das Strange-Quark bzw. fiir die SU(3)-Symmetrie.
Experimentell beobachtet man, dal Mesonen und Baryonen in SU (3)-Multipletts auftre-
ten; das leichteste dieser Multipletts ist das Oktett der pseudoskalaren Mesonen (m, K, ).
Multipletts mit Teilchen entgegengesetzter Paritdt wurden nicht beobachtet. Aus dieser
Beobachtung folgert man, dafl die zweite Moglichkeit realisiert ist: Die chirale Symmetrie
ist spontan gebrochen, die pseudoskalaren Mesonen sind die Goldstone-Bosonen.
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3.2 Diskretisierung

Es erwies sich als schwierig, eine Wirkung auf dem Gitter zu formulieren, die die korrek-
te Symmetriegruppe (3.23) besitzt und die im Kontinuumslimes in die Kontinuumswir-
kung iibergeht. Ein naheliegender Ansatz besteht darin, den Kontinuums-Diracoperator
D = 7,0, zu diskretisieren, indem der Ableitungsoperator d,, durch einen Differenzope-
rator ersetzt wird. Verwendet man hierbei die symmetrische Differenz

Vif(x) =5 (flz+p) = flz - ), (3.24)

| =

so erhilt man den ,naiven” (freien) Diracoperator Dy,iy, definiert durch

1

Dnaiv¢(x) = 5 Z (’Yu¢($ + ﬂ) - Vﬂw(x - ﬂ)) (325)
I

Im Impulsraum hat der fouriertransformierte Operator die Form

Duaiv(p) = Y 7pusin (apy,).- (3.26)
I

Zwar geht Dnaiv(p) fir ap < 1 in den Kontinuums-Ausdruck ~,p,, iiber, jedoch ist aus
(3.26) ersichtlich, daB Dy,iy 15 weitere Nullstellen ((0,0,0,7/a),..., (r/a,7/a,7/a,7/a))
in der Brillouinzone hat. Die mit dem naiven Diracoperator formulierte Wirkung beschreibt
also 16 masselose ,,Flavours” von Fermionen; dieses Phdnomen ist als ,,Fermionenverdopp-
lung” bekannt.

Aus dem Nielsen-Ninomiya-Theorem [11, 12, 13] folgt, daf dieses Verhalten nicht etwa ei-
ne Besonderheit der ,naiven” Diskretisierung des Diracoperators, sondern unter gewissen
Voraussetzungen unvermeidbar ist: Es ist nicht moglich ist, auf dem Gitter eine fermioni-
sche Wirkung der Form

Sy =Y w(x)D(x - y)i(y) (3.27)

mit einem Gitter-Diracoperator D(x) zu konstruieren, der gleichzeitig folgende Bedingun-
gen erfiillt[14]:

(1) Der Operator D ist lokal im folgenden Sinne: Es gibt Konstanten C' und 7., so daf§
gilt
|D(x)| < Ce™l#l/moe, (3.28)

(2) Der Diracoperator hat den richtigen Kontinuumslimes: fiir [p| < Z gilt

D(p) = inupyu + Olap?), (3.29)
wobei D(p) wieder der Fourier-transformierte Diracoperator ist.

(3) Es gibt keine ,,Fermionenverdopplung”: Fiir p # 0 ist [?(p) invertierbar.
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(4) Der Diracoperator erfiillt die Antikommutatorbeziehung

{7, D} =0. (3.30)

Folglich muf} in der Gitterformulierung der QCD eine der vier Eigenschaften aufgege-

ben werden. Da die ersten drei Eigenschaften zur Formulierung einer lokalen Feldtheorie
unerléfllich sind, muf} in der Gitterformulierung der QCD die Antikommutatorbeziehung
(3.30) aufgegeben werden.
Bei Wilson-Fermionen wird der Diracoperator durch einen zusétzlichen Term (,, Wilson-
Term”) ergénzt; dieser Term verschwindet im Kontinuumslimes, bricht bei endlichem Git-
terabstand die chirale Symmetrie aber explizit. Der Wilson-Dirac-Operator ist definiert
durch

Dyp(x) = (4+m)p(a) + 5 D (1 +7)v(x + i) = (1= )d(x — ). (3.31)
0

Die explizite Brechung der chiralen Symmetrie durch den Wilson-Term fiihrt zu
einer Reihe von Problemen; z. B. mufl die Quarkmasse additiv renormiert werden.
Fiir numerische Simulationen besonders storend ist das Auftreten von ,exzeptionellen”
Konfigurationen: Dies sind Eichfeldkonfigurationen, auf denen der massive Diracoperator
negative Eigenwerte hat. Durch das Auftreten dieser Konfigurationen ist es mit Wilson-
Fermionen nur schwer moglich, leichte Quarks zu simulieren.

Spéter wurde erkannt, dafl das Bestehen von Gl. (3.30) nicht notwendig ist, um chirale
Symmetrie auf dem Gitter zu formulieren: Es reicht aus, daf die Wirkung (im Falle von n s
masselosen Fermionen) unter der Gruppe SU(ny)r x SU(nyg)r x U(1)y x U(1) 4 invariant
ist, daf die U(1) 4.-Symmetrie anomal ist und daf die Transformationen, unter denen die
Wirkung invariant ist, fiir @ — 0 in die Transformationen (3.4)-(3.7) iibergehen. Dies 143t
sich erreichen, wenn der Dirac-Operator die Ginsparg-Wilson-Gleichung|[15]

{D,vs5} = DvsD (3.32)

erfiillt. In diesem Fall kann man wie folgt links- und rechtshéndige Komponenten der
Spinoren definieren:

Vr(@) = Pro(a) (3:33)

VYr(x) = P-t(z) (3.34)

Yr(x) = ¢(a)P- (3.35)

Yr(z) = ¥(z) Py (3.36)
mit den Projektoren

Py = 3(1£9) (3.37)

Py = 1(14+5) (3.38)
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Aus der Ginsparg-Wilson-Beziehung folgt, dafl die Wirkung invariant unter den chira-
len Transformationen (3.6)-(3.7) ist.
Der massive Diracoperator ist durch

Dy, = (1 —3mg) D+ my (3.40)

mit der Quarkmasse m, definiert[14]; diese Definition der Quarkmasse zeichnet sich da-
durch aus, dal der Zusammenhang zwischen der nackten und der renormierten Quark-
masse linear wird (bis zur Ordnung O(a))[16]. Der fermionische Anteil der Wirkung ist

Sp =D (%) D, (z,y)3(y). (3.41)
z,Y

Wie im Kontinuum folgen aus der Symmetrie der Wirkung Wardidentitdten. Zu ihrer
Herleitung betrachten wir die Variation des Erwartungswertes (O)  eines Operators O in
einem vorgegebenen Eichfeld, wobei (O) p fiir [ DU DWe~ %) steht, unter einer lokalen
Variation

(x) = a(x)r™(z), o)(z) = —a(@)P(z)r" (3.42)

mit Variationsparameter a(x). Da das Integrationsmaf$ invariant unter (3.42) ist, gilt
0=0(0)F = (00)r — (O 0S)F (3.43)

Fiir die Variation der (masselosen) Wirkung S =3, Y(x)D(x,y)¢(y) erhalten wir
38 = d(a)r® (~a(z)D(z,y) + D(z,y)aly)) ¥(y). (3.44)
.y
Wie in [17] gezeigt, 18t sich (3.44) schreiben als
58 =Y Via(x)Vu(z) = = > alz)V,V.(z) (3.45)
mit den Vorwérts- bzw. Riickwértsableitungen V, V}, sowie dem Strom
Vi) = > e()r" K9, 2)0(2), (3.46)
v,z

wobel der Kern K durch

» OD(U ) (y, 2)

K,(xy,z) = ] — 3.47
H( ) 6@;,4(.’1;) o ( )
UM () = e*@U,(z) (3.48)

definiert ist. Somit lautet die Wardidentitat

(00)F = = _(Oa(z)V, V() F- (3.49)

T
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Die (3.49) entsprechende Flavour-Singulett-Wardidentitét gilt analog.

Fiir eine lokale axiale Transformation

0(x) = a(@)m(Jsv)(x), ov(x) = a(z)P(x)ys7 (3.50)

ist die Variation der Wirkung

38 = ) Y(x)r° (%a(:ﬂ)D(w,y) + ZD(SU,Z)%(z,y)Oé(Z)> Ply) (351
T,y z

= IZZ@(JJ)T”‘ (—a(z)D(x, 2) + D(z, z)a(2)) 352, y)1b(y) (3.52)
= ;y’zw:a(a:)vzfl;j(x) (3.53)

mit dem Axialvektorstrom
Aj(@) = yEij DY) T Ky, 2)35 (2, w)ih (w), (3.54)

woraus sich die Wardidentitat

(60)r = — 3" (Oa(2) V3, AL () (3.55)
ergibt.
Im Falle einer axialen Flavour-Singulett-Variation
o (x) = a(z)(I59)(x),  d(z) = alx)y(x)rs (3.56)

ist zu beachten, dafl das Integrationsmaf} di)(x) im Funktionalintegral nicht invariant ist:
Die Funktionaldeterminante der Transformation

Y'(x) = (1 + a(z)ys)¥)(2) (3.57)
ist[18, 17]
gﬁlég =1+ 2nsa(z)q(z) (3.58)
mit der durch
(w) = Sir(15D(w, 2)) (3.59)

gegebenen Diskretisierung der topologischen Ladungsdichte. Somit lautet die Wardiden-
titat

- (3.60)

(00) = > (Oa(@) (~VjAu(@) + 2npg(x)) )

Da die in diesem Abschnitt besprochenen Wardidentititen jeweils schon in einem vorge-
gebenen Eichfeld gelten, gelten sie auch in der Valenzquarkniherung.
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3.3 Overlap-Operator

Es sind verschiedene Diracoperatoren bekannt, die die Ginsparg-Wilson-Beziechung (3.32)
erfiillen und die es daher erlauben, Fermionen mit chiraler Symmetrie auf dem Gitter zu
implementieren:

- Fixpunkt-Fermionen [20, 21, 22]: Es ist moglich, auf dem Gitter eine Wirkung zu kon-
struieren, die ,klassisch perfekt” ist, d.h. die keine Gitterartefakte in der klassischen
FEichtheorie hat. Der Diracoperator dieser Wirkung ist als Losung einer Fixpunkt-
gleichung definiert. Wahrend eine exakte Implementation dieses Diracoperators fiir
numerische Simulationen aufgrund der groflen Komplexitéit ungeeignet ist, sind Si-
mulationen mit einem approximativen Fixpunktoperator méglich [23, 24]. Allerdings
fiihrt dies dazu, dafl auch die chirale Symmetrie nur noch approximativ realisiert ist.

- Domain-Wall-Fermionen [25]: In dieser Formulierung werden die Fermionen auf ei-
nem fiinfdimensionalen Gitter simuliert. Im Grenzfall unendlicher Gitterausdehnung
in der fiinften Richtung erhélt man auf dem Rand des fiinfdimensionalen Gitters
eine Theorie, deren Diracoperator die Ginsparg-Wilson-Beziehung erfiillt; fiir endli-
che Gitter ist sie verletzt (um Terme, die exponentiell mit der Ausdehnung in der
fiinften Richtung verschwinden).

- Overlap-Fermionen [26]: Von Neuberger wurde eine explizite Konstruktion gefunden,
die es ermoglicht, von einem beliebigen Diracoperator ausgehend einen Overlap-
Operator zu konstruieren, der die Ginsparg-Wilson-Beziehung erfiillt. Diese Kon-
struktion werden wir im Folgenden beschreiben.

Sei Dy (m) der Wilson-Dirac-Operator mit Masse m (3.31) und sei Hy(m) =
~v5Dw (m) (prinzipiell kann die folgende Konstruktion mit einem beliebigen Diracoperator
D durchgefiihrt werden, der die Bedingung v5Dvs = D' erfiillt). Dann ist der Overlap-
Dirac-Operator wie folgt definiert:

Doy = 1+ yssgnHw (—p) (3.61)

mit einem Parameter p € [0, 2]. Dabei ist die Vorzeichenfunktion in (3.61) iiber die Spek-
traldarstellung von Hyy definiert: Seien u; die normierten Eigenvektoren von Hyy mit
zugehorigen Eigenwerten );; dann ist

sgnHy = Z sgn()\i)uiuI. (3.62)

)

Diese Darstellung ist fiir eine numerische Behandlung ungeeignet; stattdessen approxi-
miert man sgn(Hyy) in geeigneter Weise. Dies ist auf verschiedene Arten moglich; wir
haben die Approximation durch Minmax-Polynome[27] benutzt, bei der die Vorzeichen-
funktion sgn(z) durch ein Polynom approximiert wird. Dabei wird zu einem gegebenen
Approximationsfehler e ein Polynom p¢(x) konstruiert, so daf

1

pe(x) — ﬁ <e€ fiir Z € [Amins Amax) (3.63)
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gilt; dabei sind Apjn und A ax der kleinste bzw. grofite Eigenwert von H%V Die Konstruk-
tion des Polynoms kann mit dem Algorithmus von Maehly [27] erfolgen. Damit gilt dann
fiir einen beliebigen Vektor i

‘(pre (H%V) - sgnHW) ¢] < el (3.64)

Der Grad n des Polynoms p. héngt von e sowie von der Konditionierungszahl

R(HE) = Ames (3.65)

)\min

2 . . .
von Hj;, nédherungsweise ab geméfl

n = b\/m(T%/)log (%) (3.66)

mit Konstanten A = 0.41 und b = 0.48 [27].
Der numerische Aufwand ist also proportional zur Wurzel aus der Konditionierungszahl
von H%V auf einer gegebenen Eichkonfiguration. Das Spektrum von Hyy(—p)? ist nach

oben beschréankt durch
Amax < <8_—p)2 (3.67)
max = 4 _ p i *
allerdings kann der kleinste Eigenwert A, beliebig nahe bei Null liegen, d. h. es gibt
Eichfeldkonfigurationen, auf denen der Polynomgrad zu einem gegebenen Fehler € beliebig
grofl wird. Dies 148t sich verhindern, indem einige kleine Eigenwerte von Hy und die zu-
gehorigen Eigenvektoren berechnet werden und die Vorzeichenfunktion auf dem von diesen
Eigenvektoren aufgespannten Teilraum exakt (gemifi(3.62)) behandelt wird; insgesamt gilt
dann die Darstellung
e
sgnHy = Z sgn()\i)uiuj + Pt Hyp (HE), (3.68)
i=1

wobei n. die Zahl der exakt behandelten Eigenvektoren ist und
Ne
Pt=1-Y uul (3.69)
i=1

der Projektor auf den zu den berechneten Eigenvektoren orthogonalen Teilraum ist.
Der Polynomgrad ist somit proportional zur Konditionierungszahl von H‘%V auf dem zu
(uq ...up,) orthogonalen Teilraum, also um einen Faktor A\, /A1 kleiner als der Polynom-
grad, der ohne Eigenvektorprojektion nétig wére. In Abb. 3.1 haben wir das Verhiltnis \i‘—;]
in Abhéngigkeit von i dargestellt. Aus der Abbildung ist ersichtlich, dafl das Verhé&ltnis
]/’\\—;\ fiir grofere ¢ nur noch langsam wichst. Wir haben in unseren Simulationen bei
B = 845,V = 24348, p = 1.4 den Wert n, = 50 benutzt. Damit verringert sich der
Polynomgrad ungefdhr um den Faktor sieben.

Die Konditionierungszahl x(Hy ) hangt sowohl von der Eichfeldwirkung als auch von
dem Parameter p ab. In Abb. 3.2 ist k(Hy ) fiir verschiedene Werte von p dargestellt;
dabei vergleichen wir die Wilson-Eichfeldwirkung mit der Liischer-Weisz-Wirkung.
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Abbildung 3.1: Das Verhéltnis |i‘—;| der Eigenwerte des hermiteschen Wilson-Operators
(B =8.45p =14,V = 24348)
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Abbildung 3.2: Konditionszahl k(Hyw (—p)) des hermiteschen Wilson-Operators in
Abhingigkeit von p (V = 16332).
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3.3.1 Lokalitat

Operatoren wie der Wilson-Diracoperator (3.31) sind wultralokal, d. h. sie koppeln nur
Gitterplétze bis zu einem Maximalabstand rmax. Es 188t sich zeigen [28, 29], dafl diese
Eigenschaft mit der Ginsparg-Wilson-Beziehung (3.32) unvereinbar ist.

Um im Kontinuumslimes einen lokalen Operator zu erhalten, reicht es aus, daf3 der Gitter-
operator lokal im Sinne von Gl. (3.28) ist, falls der , Lokalisierungsradius” rjo. in (3.28)
im Kontinuumslimes gegen Null geht. Fiir den freien Overlapoperator 148t sich zeigen|[30],
dafl Gl. (3.28) erfiillt ist; im allgemeinen Fall héngen die Lokalisierungseigenschaften des
Diracoperators von der Eichfeldwirkung ab. Da der hermitesche Wilson-Operator Hy, Fi-
genwerte haben kann, die beliebig nahe bei Null liegen, ist es nicht moglich, das Bestehen
der Beziehung (3.28) fiir generelle Eichfelder zu beweisen; stattdessen folgen wir [30] und
untersuchen die Lokalitatseigenschaften des Overlapoperators auf Eichfeldkonfigurationen,
die mit der Liischer-Weisz-Wirkung erzeugt wurden.

Dazu betrachten wir die Grofle

Fulr) = <<m§1x D(a.y)

||xyn=r>y>U (3.70)

mit der n-Norm

4 1/n
2|ln = (Z !x#!") , (3.71)
pn=1

wobei wir n = 1 und n = 2 betrachten.

In Abb. 3.3 ist fi(r) fiir verschiedene Werte von p dargestellt. In allen Féllen fallt fi(r)
exponentiell ab; die Rate des Abfallens héngt von p ab. In Abb. 3.4 vergleichen wir
die Lokalisierungsradien in der 1-Norm, die wir durch einen Fit an Gl. (3.28) bestimmt
haben, fiir verschiedene Werte von p fiir die Wilson- und die Liischer-Weisz-Wirkung.

Um den Lokalisierungsradius mit den Korrelationsléngen der Operatoren, die Hadron-
zustinde erzeugen bzw. vernichten, zu vergleichen zu kénnen, haben wir in Abb. 3.5 die
Funktion fo(r) dargestellt; aus Griinden der Ubersichtlichkeit beschrinken wir uns auf
p=1.4. In Abb. 3.6 ist der Lokalisierungsradius in der 2-Norm dargestellt.

Bei der endgiiltigen Wahl von p fiir die Simulationen ist zu beachten, dafl einerseits die
sich ergebende Konditionierungszahl des Wilson-Diracoperators moglichst klein sein sollte,
andererseits sollte auch der Lokalisierungsradius moéglichst klein sein. Aus den Abbildungen
3.2 und 3.4 ist ersichtlich, daf} die beiden Groéflen bei verschiedenen Werten von p ihre
Minima annehmen. Wir haben fiir unsere Simulationen mit der Liischer-Weisz-Wirkung
(bei 8 = 8.45) p = 1.4 gesetzt.

3.4 Chirale Storungstheorie

Spontane Brechung der chiralen Symmetrie hat nicht nur die Existenz der Goldstone-
Bosonen zur Folge, sondern legt auch die Wechselwirkungen dieser Teilchen bei kleinen
Wechselwirkungsenergien fest. Eine systematische Beschreibung der Wechselwirkungen der
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Abbildung 3.3: Lokalitét des Diracoperators (Liischer-Weisz-Wirkung, 3=8.45) beziiglich
der 1-Norm (Gl. (3.70)).
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Abbildung 3.4: Lokalisierungsradius des Diracoperators in der 1-Norm.
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Abbildung 3.5: Lokalitét des Diracoperators (Liischer-Weisz-Wirkung, 5 = 8.45) beziiglich
der 2-Norm (Gl. (3.70)).
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Abbildung 3.6: Lokalisierungsradius des Diracoperators in der 2-Norm.
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Goldstone- Bosonen liefert die chirale Storungstheorie. Die Freiheitsgrade der Theorie wer-

den dabei in einem Feld "
Ulx)=e 7

€ SU(3) (3.72)

mit einer Konstanten f zusammengefafit. Die effektive Lagrangedichte enthiélt alle Terme,
die invariant unter der Transformation

Ulz) — gU(z)h! (3.73)

mit g, h € SU(3) sind; diese (unendlich vielen) Terme kénnen nach Potenzen von p (ent-
sprechend der Zahl der Ableitungen) geordnet werden. Der expliziten Brechung der chira-
len Symmetrie durch die Quarkmassen wird dadurch Rechnung getragen, dafl die Matrix
M der Quarkmassen in die Lagrangedichte einbezogen wird. In niedrigster Ordnung (p?)
lautet die Lagrangedichte

L(z) = i (0,070 ) + S tr (MU (2) + MTUT(2)) (3.74)
mit den beiden Konstanten f und X, die im chiralen Limes der Pion-Zerfallskonstanten
bzw. dem chiralen Kondensat entsprechen.

In hoheren Ordnungen wéchst die Zahl der unabhéngigen Terme in der Lagrangedichte,
und damit die Zahl der unabhéngigen Kopplungskonstanten, rasch an.
Auch fiir die Valenzquarknidherung der Quantenchromodynamik 148t sich eine chirale
Storungstheorie entwickeln. Dies geschieht entweder in der ,supersymmetrischen Metho-
de” [31, 32, 33], bei der zu jedem Quark ein entsprechendes ,,Geistquark” eingefiihrt wird,
das der Bose-Statistik gehorcht und welches die Effekte des dynamischen See-Quarks eli-
miniert, oder in der ,Replika-Methode” [34], bei der die Anzahl n; der Quarkflavours
in der Theorie als eine reelle Zahl aufgefafit wird, so dafl eine Extrapolation zu ny = 0
durchgefiihrt werden kann.
In der Valenzquarknéherung bleibt das Flavoursingulett-Feld im chiralen Limes nicht mas-
siv, so daf} das entsprechende Teilchen nicht von den iibrigen pseudoskalaren Mesonen
entkoppelt; dies hat zur Folge, dafl in der Lagrangedichte in niedrigster Ordnung die bei-
den weiteren Konstanten ag und mg auftreten. Dadurch, dafl die Groflie dieser beiden
Konstanten nicht kontrolliert werden kann, stellt die chirale Stérungstheorie fiir die Va-
lenzquarknéiherung jedoch keine Stérungstheorie im iiblichen Sinne dar.

Anstelle von mg wird oft die dimensionslose Konstante

mg

benutzt.

Im Rahmen der chiralen Stérungstheorie ist es auf einfache Weise moglich, die Effekte
endlichen Volumens zu beriicksichtigen.Wie von Gasser und Leutwyler gezeigt wurde[35],
héngen die Kopplungskonstanten in der effektiven Lagrangedichte nicht vom Volumen ab;
die Volumenabhéngigkeit kommt dadurch zustande, dal die in der Stérungsreihe auftre-
tenden Integrale im Impulsraum durch Summen iiber die im endlichen Volumen erlaubten
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Impulse ersetzt werden. Da wir sie spéter benodtigen werden, geben wir hier die Formeln
fiir den Propagator am Ursprung an:

1
—o(M?) = / P .
1
M? —_— .
Gy (M?) %:p2+ e (3.77)
wobei die Summe {iber alle Impulse der Form
2 27 27 27
_ . o 3.78
p (Llnh L2n27 L3n37 L4n4) ( )

mit n; € N lduft (L; bezeichnet die Gitterausdehnung in i-Richtung) und die Ausdriicke
(3.77) und (3.77) noch der Regularisierung bediirfen. In dimensionaler Regularisierung
gilt[36]

Gy (M?) = Gy—oo(M?) + g1 (M?, L;) (3.79)

mit dem Propagator im unendlichen Volumen

M? M?

—o(M?) = log —

(3.80)

und einer Funktion g;(M?, L;), die exponentiell mit ML verschwindet. Als Cutoff-
Parameter haben wir A, =1 GeV verwendet.
Es miissen zwei Fille unterschieden werden[37]:

- Fir ML; > 1 stellt die Funktion g; in (3.79) eine kleine Korrektur dar,
qualitativ stimmen die Ergebnisse mit denen im unendlichen Volumen iiberein
(,,p-Entwicklung”).

- Fir ML; — 0 divergiert die Funktion g;; dies rithrt von den Term p = 0 in
(3.77) her. Eine Losung dieses Problems besteht darin, die Nullmoden in (3.77)
exakt zu behandeln und die anderen Moden stérungstheoretisch zu entwickeln
(,,e-Entwicklung”)[37].
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