
Flächeninhaltserhaltender Willmore-Fluss
im asymptotisch Schwarzschildschen

Dissertation
zur Erlangung des Grades eines Doktors der Naturwissenschaften
am Fachbereich Mathematik und Informatik der Freien Universität Berlin

vorgelegt von Felix Jachan im Januar 2014



Erstgutachter: Prof. Dr. Felix Schulze
Zweitgutachter: Prof. Dr. Jan Metzger

Datum der Disputation: 16. April 2014



Betreut von Prof. Dr. Felix Schulze, Freie Universität Berlin

Eidestattliche Erklärung

Hiermit versichere ich, die vorliegende Arbeit selbständig verfasst und mich kei-
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Arbeit wurde in keinem früheren Promotionsverfahren eingereicht und ist bislang
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3.2.1 Höhere Ableitungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2.2 Integralgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.3 A-priori-Abschätzungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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Kapitel 1

Einleitung

Die Forschung am Willmorefunktional

W(F(Σ)) =
1
2

∫
Σ

H2 dµ

hat in den letzten Jahren rasant an Fahrt aufgenommen und befindet sich momentan nicht
zuletzt wegen des jüngst erbrachten Beweises der in den 1960er Jahren geäußerten Willmore-
vermutung auf einem ihrer Höhepunkte.

In der oben angegebenen Form bezeichnet F(Σ) die Immersion einer festen, geschlosse-
nen (d.h. kompakten und randlosen) 2-Fläche Σ in eine umgebende 3-Mannigfaltigkeit und
H die hierdurch auf Σ induzierte mittlere Krümmung. In der Literatur finden sich auch Va-
rianten des Funktionals für Flächen in höheren Codimensionen. Ebenfalls anzutreffen sind
Varianten mit von 1/2 abweichenden Vorfaktoren sowie die Variante W̃(F(Σ)) =

∫
Σ
|Å|2 dµ ,

die sich bei Flächen im R3 nur um eine topologische Konstante von W(F(Σ)) unterscheidet
und mit deren Hilfe sich das Willmorefunktional anschaulich als Indikator für die ”Rundheit“
der Fläche F(Σ) charakterisieren lässt; die Größe |Å|2 misst punktweise den Unterschied der
Hauptkrümmungen zueinander. Andererseits wird durch W auch die totale Krümmung von
F(Σ) widergespiegelt, und es scheint einleuchtend, daß diese von starken Verwindungen oder
Selbstüberschneidungen der Fläche in die Höhe getrieben wird – tatsächlich ist nach einem
Resultat in [LY82] ein hinreichend kleiner Wert von W(F(Σ)) ein Garant dafür, daß es sich
bei F(Σ) zwangsläufig um eine eingebettete Fläche handelt.

Wir halten fest, daß ein kleiner Wert des Willmorefunktionals eine gewisse Gutartigkeit
der betrachteten Fläche nach sich zieht und grundsätzlich als gut und erstrebenswert angesehen
werden sollte.

Geschichtliches und grundlegende Fragestellungen

Die Betrachtung des Willmorefunktionals lässt sich mindestens auf die Untersuchung von

”Konformminimalflächen“ im R3 in den 1920er Jahren zurückverfolgen; in [Tho24, §7] findet
sich erstmals eine Herleitung der zu W gehörigen Euler-Lagrange-Gleichung im R3

0 =−(4H +H|Å|2), (1.1)

hier bezeichnet 4 den Laplace-Beltrami-Operator auf F(Σ). Der Weg des Willmorefunktio-
nals in seine heutige Popularität wurde jedoch erst Jahrzehnte später von Namenspatron T.
J. Willmore geebnet, der mit elementaren Mitteln (vgl. [Wil96, §7.2]) die absolute untere
Schranke

W(F(Σ))≥ 8π
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für alle geschlossenen, immersierten Flächen F(Σ)⊂ R3 herleitete, die genau auf runden Ko-
ordinatensphären angenommen wird, und später die eingangs erwähnte Willmorevermutung
äußerte, es existiere nach Einschränkung von W auf die Klasse aller immersierten Tori ei-
ne bessere (d.h. größere) untere Schranke, die genau auf runden Tori mit Radienverhältnis
1/
√

2 angenommen wird. Dies markiert den Ausgangspunkt andauernder und fruchtbarer Er-
forschungen dieser und verwandter Fragestellungen, wie etwa der Frage nach der Existenz von
Minimierern von W mit vorgeschriebenem Genus (die sich mit den Resultaten aus [Sim93]
und [BK03] positiv beantworten lässt). Die Willmorevermutung selbst wurde erst kürzlich in
[MN12] bewiesen.

Eine Fragestellung, der im R3 jedoch keine größere Aufmerksamkeit zuteil wurde, ist die
Existenz von Minimierern F(Σ) von W unter vorgeschriebenem Flächeninhalt |F(Σ)|, d.h. die
Existenz von Flächen, die für festes Σ und ein gegebenes K > 0{

|F(Σ)|= K,

F(Σ) ist lokaler Minimierer von W in
{

F̃(Σ) : |F̃(Σ)|= K
} (1.2)

erfüllen. Dies allerdings aus gutem Grund, denn es lässt sich leicht zeigen, daß unter Umska-
lierung von F(Σ) mit jedem beliebigen Faktor τ > 0

W(τ ·F(Σ)) = W(F(Σ)),

und sich damit aus jedem Minimierer F(Σ) von W im R3 eine ganze Familie {τ ·F(Σ) : τ > 0}
von Minimierern erzeugen lässt, die jeden gewünschten Flächeninhalt abdeckt.

Anders jedoch verhält es sich bei der Betrachtung von (1.2) für Hyperflächen in nichteu-
klidischen, d.h. vom R3 abweichenden 3-Mannigfaltigkeiten, da ein wie oben beschriebenes
Skalierungsargument nun nicht mehr zur Verfügung steht und auf andere Mittel zurückge-
griffen werden muss. Gerade im Nichteuklidischen jedoch erhält die Suche nach derartigen
Minimierern in ihrer Rolle als ”nichteuklidische Analoga zu Koordinatensphären“ eine ge-
wisse Relevanz, wie in den folgenden Zeilen anhand einiger spezieller 3-Mannigfaltigkeiten
verdeutlicht werden soll.

Minimierer von W zu gegebenem Flächeninhalt – Etwas Physik

Eine wichtige Rolle in der Relativitätstheorie spielt die Klasse schwarzschildscher 3-Mannig-
faltigkeiten. Diese modellieren aus physikalischer Sicht die Umgebung eines perfekten iso-
lierten Schwarzen Loches, und lassen sich aus geometrischer Sicht jeweils durch Versehung
von R3 \ {0} mit einer radialsymmetrischen Metrik gS

m erzeugen, die über die euklidischen
Koordinaten des R3 und einen Masseparameter m punktweise explizit durch

gS
m(p)i j =

(
1+

m
2‖p‖R3

)4

δi j

festgelegt ist. Nun ergibt sich aus direkter Rechnung für die Hawkingmasse mH jeder zentrier-
ten Koordinatensphäre SR(0) mit Radius R > 0

mH(SR(0)) :=
(
|SR(0)|
(16π)3

) 1
2 (

16π−2W(SR(0))
)

= m,

(1.3)

und es liegt nahe, die rechte Seite in (1.3) bei unbekanntem m auch zur Definition der Masse
einer Schwarzschildmetrik zu verwenden. Diese Intuition lässt sich auch auf eine allgemei-
nere Klasse von Metriken ausdehnen: Betrachtet man Metriken g auf R3 \{0}, die nur durch
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ihre asymptotische Annäherung im Unendlichen an eine (unbekannte) Schwarzschildmetrik
gS

m ausgezeichnet sind, die also für eine geeignete Norm

sup
R3\BR(0)

‖g−gS
m‖

R→∞−→ 0

erfüllen, motiviert dies die Betrachtung von (1.3) für Koordinatensphären SR(0) mit R→ ∞.
Nun sind derartige Sphären aber andererseits (vgl. [LMS11, Satz 12]) in (R3 \ {0},gS

m),
ähnlich zu runden Sphären im Euklidischen, gerade als (lokale) Minimierer von W unter vor-
gegebenem Flächeninhalt ausgezeichnet – und es scheint daher ratsamer, bei der Übertragung
einer Massedefinition auf asymptotisch schwarzschildsche Metriken g wie oben anstelle von
Koordinatensphären auf diese robustere, da geometrischere Klasse von Flächen zurückzugrei-
fen. Insgesamt stellt damit der Ausdruck(

K
(16π)3

) 1
2 (

16π−2min
{

W(F(Σ)) : |F(Σ)|= K}
)

für K → ∞, eventuell unter der Forderung zusätzlicher Rundheits- und Zentrierungsbedin-
gungen an die betrachteten F(Σ), einen guten Kandidaten zur Definition einer ”natürlichen“
Masse in asymptotisch schwarzschildschen Metriken dar.

Ähnlich ließen sich auch Ansätze verfolgen, um über die ”Mittelpunkte“ derartiger Mi-
nimierer mit Flächeninhalt K → ∞ das Massezentrum von g zu definieren (das sich im Falle
der Schwarzschildmetrik gS

m gerade im Ursprung {0} befindet), oder über die Flächen selbst
natürliche Polarkoordinaten auf einem äußeren Gebiet in (R3 \{0},g) zu konstruieren.

Eine neue Methode für ein altes Problem

Die Existenz lokaler Minimierer von W unter vorgegebenen, hinreichend großen Flächen-
inhalten in asymptotisch schwarzschildschen Metriken wurde umfassend von T. Lamm, J.
Metzger und F. Schulze in [LMS11] behandelt; insbesondere wurden dort auch Zentrierungs-
resultate bewiesen, die die dort konstruierten Minimierer für die oben aufgeführten Verwen-
dungszwecke in Betracht kommen lassen. Der Beweis zu [LMS11, Satz 1] wurde im We-
sentlichen über eine Stetigkeitsmethode erbracht: Ist g asymptotisch zu einer schwarzschild-
schen Metrik gS

m, so lässt sich durch Interpolation zwischen gS
m und g unter Verwendung des

Satzes über implizite Funktionen für jedes hinreichend große R aus der Existenz der expli-
ziten Lösung SR(0) zu (1.2) in (R3 \ {0},gS

m) auf die Existenz einer Lösung ΘR = Θ(SR(0))
in (R3 \ {0},g) schließen. Aus dem Konstruktionsprozess von ΘR geht hervor, daß die auf
diese Weise für ein geeignetes R0� 1 aus den Mengen {SR(0)}R≥R0 konstruierbare Familie
{ΘR}R≥R0 eine Blätterung eines äußeren Gebietes von (R3 \{0},g) darstellt und insbesondere
jeden gewünschten, hinreichend großen Flächeninhalt abdeckt.

Ein hiervon in zweierlei Hinsicht abweichender Ansatz zum Auffinden ”runder“ Hyper-
flächen vorgegebener Größe wird von G. Huisken und S.-T. Yau in [HY96] verfolgt. Der erste
Unterschied liegt bereits in der Nutzbarmachung bzw. Übertragung eines von (1.2) abwei-
chenden Charakteristikums runder Sphären im R3: Diese lassen sich auch als Lösungen des
isoperimetrischen Problems, d.h. für ein gegebenes V > 0 als Lösungen zu{

vol(F(Σ)) =V,
F(Σ) ist lokaler Minimierer von | · | in

{
F̃(Σ) : vol(F̃(Σ)) =V

} (1.4)

beschreiben, wobei vol(F(Σ)) das (3-)Volumen des von F(Σ) eingeschlossen Gebiets bezeich-
net. In Analogie zu den, Lösungen von (1.2) betreffenden, Ergebnissen in [LMS11] lassen sich
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die Hauptresultate in [HY96] in der Existenz einer Blätterung {Θ̃R}R≥R0 , R0� 1, hinreichend
zentrierter Lösungen zu (1.4) zusammenfassen, von denen jedes Blatt Θ̃R dasselbe Volumen
wie die Koordinatensphäre SR(0) einschließt.

Der für uns wesentlichere Unterschied zu [LMS11] besteht jedoch in der Methode, die
in [HY96] benutzt wird, um die Flächen Θ̃R ausfindig zu machen. Diese werden über eine
Variante des Gradientenflusses zum Flächeninhaltsfunktional | · | erzeugt: Ohne Umwege über
die Konstruktion von Minimierern in (R3 \{0},gS

m) wird eine beliebige ”Start“fläche in (R3 \
{0},g) mit festgelegtem Volumen (in diesem Falle eine Koordinatensphäre SR(0)) nach einer
präzise festgelegten geometrischen Vorschrift deformiert, die den Flächeninhalt der Fläche
verringert, während das eingeschlossene Volumen unverändert bleibt. Es lässt sich zeigen, daß
unter Fortschreiten einer derartigen Evolution im Grenzwert eine Lösung von (1.4) entsteht,
die das (festgelegte) eingeschlossene Volumen mit der Startfläche gemein hat.

Die vorliegende Arbeit befasst sich im weitesten Sinne mit der Frage, inwieweit die Resul-
tate aus [LMS11] mit den Methoden aus [HY96] erbracht werden können, d.h. ob es möglich
ist, Lösungen des Problems (1.2) in (R3 \ {0},g) durch Benutzung eines Gradientenflusses,
nun zum Willmorefunktional, oder einer Variante hiervon erzeugen zu können. Bei der Un-
tersuchung dieser Fragestellung kann auf einen umfangreichen Fundus bereits entwickelter
Methoden und Ideen zurückgegriffen werden, die im Zusammenhang mit verwandten Frage-
stellungen im R3 entwickelt wurden und in den nächsten Absätzen umrissen und präzisiert
werden sollen.

Der Willmore-Fluss im R3 und die Argumente von Kuwert & Schätzle

Gradientenflüsse stellen ein zentrales Werkzeug in der Variationsrechnung dar: Ausgehend
von der Überlegung, daß (genau wie in der endlichdimensionalen Analysis) der Gradient ei-
nes reellwertigen Funktionals an einem nichtkritischen Punkt in Richtung der höchsten Stei-
gung zeigt, ”fließt“ man unter konsequenter Bewegung in Richtung des negativen Gradienten
zwangsläufig auf ein lokales Minimum oder, zumindest, einen kritischen Punkt dieses Funk-
tionals zu. Hierbei ist zu beachten, daß diese Bewegung von einem gegebenen Startpunkt aus
im Allgemeinen zwar für eine kurze Zeit, aber nicht beliebig lang durchführbar ist, da auch
Punkte erreicht werden können, in denen das betrachtete Funktional nicht mehr definiert ist.
Diese Singularitäten gilt es zu klassifizieren und, im Idealfall, auszuschließen.

Nun ist im Falle des Willmorefunktionals im R3 der Gradient an einem ”Punkt“ F ge-
rade gegeben durch die rechte Seite von (1.1) (genauer durch die Funktion ∂W : p ∈ Σ 7→
−(4H +H|Å|2) · ν(p) ∈ R3, wobei ν ein festes Einheitsnormalenfeld an F(Σ) bezeichnet),
womit sich aus obiger Argumentation die Betrachtung des Gradientenflusses zum Willmore-
funktional bzw. des Willmore-Flusses im R3

F : Σ× [0,T )→ R3,

F(Σ,0) = F0(Σ),

∂tF(p, t) = (4H +H|Å|2) ·ν(p)
(WFR3)

zu einer gegebenen Startfläche F0 : Σ→ R3 motiviert.
Initiiert und vorangetrieben wurde die Untersuchung dieses Flusses maßgeblich von E.

Kuwert und R. Schätzle in den frühen 2000er Jahren in [KS02] und [KS01], teilweise auch
in höheren Codimensionen. Hervorzuheben ist insbesondere folgendes Resultat, mit dem sich
das erste Auftreten einer Singularität unter (WFR3) auf einem Zeitintervall ausschließen lässt,
dessen Länge allein durch den Grad der Krümmungskonzentration von F0 bestimmt ist. Im
Folgenden bezeichnet A die zweite Fundamentalform von F(Σ), deren Norm |A| punktweise
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die Norm aller Hauptkrümmungen kontrolliert, und die Integration (1.5) versteht sich auf dem
Urbild F−1

0 (Bρ(x))⊂ Σ.

Satz 1.1 ([KS02, Satz 1.2, Aussage (1.5)] für n= 3). Sei Σ geschlossene 2-Fläche und F0 : Σ→
R3 glatte Immersion. Sei F : Σ× [0,Tmax)→ R3 maximale Lösung zu (WFR3) mit F(Σ,0) =
F0(Σ). Dann gibt es absolute Konstanten ε1,c > 0, sodaß, falls für ein ρ > 0 und jede Kugel
Bρ(x)⊂ R3 die Voraussetzung∫

F0(Σ)∩Bρ (x)
|A|2 dµ ≤ ε1 (1.5)

erfüllt ist,

Tmax > cρ
4.

Aus Satz 1.1 ergibt sich sofort ein notwendiges Charakteristikum jeder Singularität: Ist
bekannt, daß für eine Lösung F : Σ× [0,Tmax)→ R3 von (WFR3)

Tmax < ∞,

und ist ρ(t)> 0 für jedes t ∈ [0,Tmax) als beliebiger Radius gewählt, der Bedingung (1.5) auf
der Fläche F(Σ, t) erfüllt, so ergibt sich aus Satz 1.1 direkt

Tmax− t > cρ(t)4,

und damit für t↗ Tmax zwangsläufig

ρ(t)< (c−1(Tmax− t))
1
4 −→ 0.

Es lässt sich schließen, daß sich ein Teil der Krümmung von F(Σ, ·) im umgebenden Raum
konzentriert, d.h. daß Zeiten ti↗ Tmax, Radien ρi↘ 0 und Kugeln Bρi(xi)⊂R3 existieren mit

∫
F(Σ,ti)∩Bρi (xi)

|A|2 dµ > ε1 für alle i. (1.6)

Mit Eigenschaft (1.6) wird der vage formulierte ”Abbruch“ des Flusses (WFR3) durch
ein konkretes geometrisches Phänomen greifbar und damit insbesondere angreifbar gemacht:
Gelingt es, das Auftreten von (1.6) durch die Forderung geeigneter Zusatzbedingungen kate-
gorisch auszuschließen, so sind auf diesem Wege hinreichende Bedingungen für die Langzeit-
existenz von (WFR3) gefunden. Hierfür erinnern wir an die eingangs erwähnte Rolle von W
als Maß für die totale Krümmung einer Fläche; es besteht die Hoffnung, daß das Auftreten der
durch (1.6) beschriebenen Krümmungskonzentration nur bei großen Werten der W(F(Σ, ti))
möglich ist – was sich insbesondere durch Forderung einer geeigneten Schranke an W(F0(Σ))
gänzlich ausschließen ließe. Dieses Argument wird in [KS04, Satz 5.2] tatsächlich zum Erfolg
geführt; für alle sphärischen Startflächen F0(Σ)⊂ R3, die der Bedingung

W(F0(Σ))≤ 2W(SR(x)) = 16π

genügen, lässt sich das Auftreten von (1.6) ausschließen und damit Tmax = ∞ gewährleisten.
Das dem Beweis dieses Resultates zugrundeliegende Hauptwerkzeug wird durch die Kon-

struktion und Analyse einer Blowupfläche um die Konzentrationspunkte geliefert; grob ge-
sprochen wird nach Normierung aller Kugeln Bρi(xi) in (1.6) auf einen einheitlichen Radius
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und der damit einhergehenden Reskalierung der Flächenstücke F(Σ, ti)∩Bρi(xi) im Grenzwert
ein Flächenstück erzeugt, das aufgrund der uniformen unteren Schranke in (1.6) eine nicht-
verschwindene Krümmung aufweist. Es lässt sich jedoch zeigen, daß dieses Flächenstück bei
hinreichend kleinen Werten der W(F(Σ, ti)) einen Teil einer (flachen) Ebene darstellen muss,
woraus sich in diesem Fall direkt ein Widerspruch ergibt.

Aus dem Ausbleiben von Krümmungskonzentration lassen sich auch Rückschlüsse über
das Langzeitverhalten der F(Σ, ·) unter (WFR3) ziehen: Aus der hierdurch implizierten gleich-
mäßigen ”L2-Verteilung“ der Krümmung auf allen F(Σ, t) kann induktiv auf uniforme Schran-
ken an A und alle Ableitungen ∇

(k) A geschlossen werden. Diese Schranken bilden den Grund-
stein für die Argumente in [KS01, Lemma 5.4] und [KS01, Lemma 5.5], mit denen sich für
t ↗ ∞ glatte Konvergenz der F(Σ, t) zu einer runden Sphäre und damit zu einem Minimierer
von W im R3 zeigen lässt.

Flächeninhaltserhaltender Willmore-Fluss – nicht nur im R3

Nach Konstruktion des Willmoreflusses ist die Willmoreenergie einer sich unter diesem Fluss
bewegenden Fläche F(Σ, t) zwar monoton fallend in t – eine Kontrolle über das Verhalten
des Flächeninhalts |F(Σ, t)| ist jedoch im Allgemeinen nicht zu erwarten. Somit kommt die
Übertragung des Willmore-Flusses in seiner oben beschriebenen und von Kuwert & Schätzle
untersuchten Form (WFR3) auf asymptotisch schwarzschildsche Mannigfaltigkeiten zwar als
Mittel zum Auffinden von Minimierern von W in diesen Mannigfaltigkeiten in Betracht, nicht
jedoch zum Auffinden von Lösungen zu (1.2) für gegebenes K.

Eine Lösung dieses Problems bietet die Abänderung von (WFR3) durch die Entfernung
desjenigen Bestandteils von ∂tF(p, t), der sich für die Veränderung des Flächeninhalts ver-
antwortlich zeigt. Dieses Verfahren wird im Detail in Abschnitt 2.2 durchgeführt und führt,
ausgehend von (WFR3), auf den Fluss

F : Σ× [0,T )→ R3,

F(Σ,0) = F0(Σ),

∂tF(p, t) = (4H +H|Å|2) ·ν(p)+Hλ ·ν(p)
(WFFR3)

mit einem globalen Integralterm λ = λ (F(Σ, t)), auf dessen explizite Gestalt erst später einge-
gangen werden soll – wesentlich ist hier nur, daß es sich bei −Hλ ·ν(p) gerade um den oben
angesprochenen zu entfernenden Teil von ∂tF(p, t) handelt, und bei Evolution unter (WFFR3)
tatsächlich die gewünschten Monotonien

∂tW(F(Σ, t))≤ 0 und ∂t |F(Σ, t)|= 0

gelten. Es besteht also die Hoffnung, mit dem Fluss (WFFR3) zumindest im Euklidischen
geeignete Startflächen F0(Σ) auf flächeninhaltserhaltende Weise in Minimierer von W umfor-
men zu können (die sich mit den Resultaten der vorliegenden Arbeit tatsächlich bewahrheiten
wird).

Auch in allgemeineren (insbesondere nichteuklidischen) 3-Mannigfaltigkeiten lässt sich,
ähnlich zum Vorgehen im R3, der Gradientenfluss zu W bestimmen und wie oben beschrie-
ben in eine flächeninhaltserhaltende Form bringen. Dies führt auf die in Abschnitt 2.2 be-
schriebenen, universelleren Flüsse (WF) und (WFF), die im Euklidischen gerade den Flüssen
(WFR3) bzw. (WFFR3) entsprechen und sich von diesen um zusätzliche, aus der Umgebungs-
krümmung resultierende Terme unterscheiden. Mit der Untersuchung des Flusses (WFF) in
asymptotisch schwarzschildschen Mannigfaltigkeiten (R3 \ {0},g) und der hierfür notwen-
digen Adaption der im Euklidischen für (WF) erarbeiteten Resultate ist das Hauptmotiv der
vorliegenden Arbeit gefunden.
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Zu bewältigende Hürden

Mit der Herauslösung der Methoden von Kuwert & Schätzle aus dem Euklidischen wird in
vielerlei Hinsicht Neuland betreten; erst kürzlich wurden in [MWW13] mit dem Aufstellen
einer zu Satz 1.1 analogen Aussage erste Schritte zur Untersuchung des Flusses (WF) in aus-
gewählten 3-Mannigfaltigkeiten getan, entsprechende Resultate für (WFF) in asymptotisch
schwarzschildschen Mannigfaltigkeiten (R3 \ {0},g) und allgemeinen 3-Mannigfaltigkeiten
werden in Abschnitt 4.3 und Anhang A.2 dieser Arbeit aufgestellt.

Die Schwierigkeit der Arbeit in Mannigfaltigkeiten übersteigt die der Arbeit im Euklidi-
schen um ein Vielfaches: Die umgebende Krümmung induziert Terme in nahezu jeder aufzu-
stellenden Evolutionsgleichung, deren algebraische Struktur sich oft an keiner offensichtlichen
Vorschrift orientiert und die sich damit nur schwer in allgemeine Aussagen und Abschätzun-
gen pressen lassen.

Auch auf die Annehmlichkeiten der Vektorraumstruktur des R3 muss zunächst verzichtet
werden; die Mittel der Translation und Reskalierung von Hyperflächen, die in [KS01] eine
wesentliche Rolle in der Blowupanalyse spielen und damit einen entscheidenden Anteil an
der Herleitung von Langzeitexistenzresultaten tragen, stehen nicht mehr zur Verfügung und
müssen durch geeignete Alternativen ersetzt werden. Hier jedoch wird uns die spezielle Struk-
tur der in dieser Arbeit betrachteten Mannigfaltigkeiten (R3 \{0},g) in die Hände spielen, die
es erlaubt, entsprechende Operationen auf Koordinatenebene weiterhin durchzuführen, so-
lange sich die hieraus resultierenden nichtgeometrischen Auswirkungen korrigieren oder auf
sinnvolle Weise kontrollieren lassen.

Probleme sind auch durch den in (WFF) auftretenden nichtlokalen Integralterm λ zu er-
warten. Auch dieser findet sich in einem Großteil der zur Herleitung nennenswerter Resultate
notwendigen Gleichungen wieder und muss daher auf geeignete Weise kontrolliert werden.
Tatsächlich ist dies aber mit den üblichen analytischen Mitteln kaum zu bewerkstelligen, und
auch nach dem Studium der folgenden Kapitel wird der Leser keine Antworten auf die Frage
nach Monotonieverhalten, expliziten Schranken oder auch nur nach dem bloßen Vorzeichen
von λ gefunden haben. Glücklicherweise aber wird sich zeigen, daß zur Herleitung vieler Aus-
sagen unter (WFF) zu einem festen Zeitpunkt t ≥ 0 nur die Kenntnis der Größe

∫ t
0 λ 2(ξ ) dξ ,

d.h. der L2-Norm von λ auf dem verstrichenen Zeitintervall, erforderlich ist. Zumindest für
(WFF) im Euklidischen aber lässt sich gerade diese Größe durch ein bemerkenswert kurzes
Argument kontrollieren, das zu großen Teilen einem Hinweis des Betreuers der vorliegenden
Arbeit, Felix Schulze, zu verdanken ist. Hierauf aufbauend kann nun wieder ein Charakte-
ristikum von (R3 \ {0},g) ausgenutzt werden: Aufgrund des asymptotischen Verhaltens der
Metrik g lässt sich der Ansatz zur L2-Kontrolle von λ aus dem Euklidischen auf ein hinrei-
chend weit vom Ursprung entferntes Gebiet in (R3 \ {0},g) übertragen und auch dort zum
Erfolg führen.

Die Übertragung von Argumenten aus dem R3 in einen äußeren Bereich von (R3 \{0},g)
wird ein häufig wiederkehrendes Motiv dieser Arbeit darstellen.

Die folgenden Seiten und ausgewählte Resultate

Wir können nun eine Auswahl der in dieser Arbeit aufgestellten Resultate und den hierfür ein-
geschlagenen Weg umreißen. Zwecks besserer Lesbarkeit setzen wir im Folgenden für Metri-
ken g wie oben

M := (R3 \{0},g)

und verzichten weitgehend auf für diesen Überblick unwesentliche technische Details; für
die exakten Aussagen sei auf die entsprechenden Kapitel und die referenzierten Resultate
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verwiesen.
Eine grundlegende Frage bei der Untersuchung von Lösungen eines jeden geometrischen

Flusses ist die nach der bloßen Existenz dieser Lösungen, die für (WFF) in M durch fol-
genden Satz gewährleistet wird. Die hierfür benötigten Beweistechniken liegen aufgrund des
nichtlokalen Terms λ etwas abseits der üblichen ”Standardmethoden“ für partielle Differen-
tialgleichungen, und greifen vor allem auf die abstrakte Lösungstheorie in [Ama93] und die
Argumentation in [ES98, §2] zurück. Es sei angemerkt, daß eine analoge Existenzaussage
ohne Einschränkung auch für (WFF) in beliebigen umgebenden 3-Mannigfaltigkeiten gilt.

Satz 1.2 (Satz 4.3, Kurzzeitexistenz für (WFF)). Sei Σ geschlossene 2-Fläche und F0 : Σ→M
glatte Immersion. Dann existiert ein maximales Tmax > 0 und eine eindeutige Lösung F :
Σ× [0,Tmax)→M von (WFF) zu Startwerten F0(Σ).

Durch Adaption der Methoden von Kuwert & Schätzle ist es nun möglich, ein Analogon
des oben beschriebenen Satzes 1.1 aufzustellen, um wie dort die Zeit Tmax auf sinnvolle Weise
in Abhängigkeit von F0(Σ) zu quantifizieren und im Gegenzug das charakteristische Verhalten
der Flächen F(Σ, ·) nahe Tmax herauszuarbeiten. Hierfür muss gefordert werden, daß sich die
betrachteten Flächen im ”fast euklidischen“ Bereich von M, d.h. hinreichend weit entfernt vom
Ursprung bewegen; diese Forderung ist für die Übertragbarkeit ausgewählter im R3 zulässiger
Argumente wesentlich und wird mit Eigenschaft (VΣ) auf Seite 45 präzisiert. Zusätzlich ist
zu gewährleisten, daß die F(Σ, t) mit wachsendem t nicht in der (räumlichen) Unendlichkeit
verschwinden.

Satz 1.3 (Satz 4.11, Minimale Existenzzeit für (WFF)). Sei Σ geschlossene 2-Fläche und
F0 : Σ→M glatte Immersion. Sei F : Σ× [0,Tmax)→M maximale Lösung von (WFF) mit
F(Σ,0) = F0(Σ), die für alle t ∈ [0,Tmax) hinreichend weit vom Ursprung entfernt liegt und
hinreichend zentriert ist. Gelte∫ Tmax

0
λ

2(ξ ) dξ � 1. (1.7)

Dann gibt es eine absolute Konstante ε1 > 0, sodaß, falls für ein ρ > 0 und jede Koordinaten-
kugel Bρ(x)⊂M die Voraussetzung∫

F0(Σ)∩Bρ (x)
|A|2 dµ ≤ ε1

erfüllt ist,

Tmax > min{cρ
4,C(M)}> 0.

Auf den ersten Blick stellt Bedingung (1.7) eine äußerst restriktive Einschränkung der An-
wendbarkeit von Satz 1.3 dar. Wir erinnern allerdings daran, daß dieser Satz nur dazu benötigt
wird, um das Verhalten von (WFF) nahe einer vermeintlichen Singularität zu untersuchen;
falls sich zeigen lässt, daß unter (WFF) im Falle einer endlichen Existenzzeit Tmax∫ Tmax

0
λ

2(ξ ) dξ < ∞, (1.8)

so folgt für t↗ Tmax∫ Tmax

t
λ

2(ξ ) dξ → 0
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und damit die Anwendbarkeit von Satz 1.3 nahe Tmax. Auch beim Aufstellen von Krümmungs-
abschätzungen unter (WFF) ist die Kontrolle der Größe (1.8) wesentlich und stellt damit ein
zentrales Standbein für viele der in der vorliegenden Arbeit aufgestellten Resultate dar. Wie
bereits angekündigt lässt sich eine derartige Kontrolle tatsächlich gewährleisten:

Satz 1.4 (Satz 4.7, L2-Schranken an λ ). Sei F : Σ× [0,Tmax)→M Lösung von (WFF) mit
F(Σ,0) = F0(Σ), die für alle t ∈ [0,Tmax) hinreichend weit vom Ursprung entfernt liegt und
hinreichend zentriert ist. Dann gilt für alle t ∈ [0,Tmax)∫ t

0
λ (ξ )2 dξ ≤C(M,F0(Σ))(1+ t).

Mit den Sätzen 1.3 und 1.4 lässt sich nun unter (WFF) in M nahe einer Singularität auf
Krümmungskonzentration der Flächen F(Σ, ·) schließen, und damit auf das Phänomen, das
auch schon von Kuwert & Schätzle für den Fluss (WF) im R3 nachgewiesen wurde. Es existie-
ren also Zeiten ti↗ Tmax und Koordinatenkugeln Bρi(xi)⊂M mit ρi↘ 0, die die Eigenschaft
(1.6) erfüllen.

Wie in [KS04] kann dieses Verhalten nun bei bestimmten Startflächen F0(Σ) ausgeschlos-
sen werden. Eine zentrale (wenn auch technische) Rolle spielt hierbei die Blowupfläche
F̂(Σ̂)⊂R3, die in einem Grenzwertprozess nach geeigneter Reskalierung der Flächen F(Σ, ti)
um die Punkte xi entsteht und die aufgrund der (skalierungsinvarianten) unteren Schranke in
(1.6) eine nichtverschwindende Krümmung aufweist. Dem Beweis des folgenden Satzes lie-
gen in hohem Maße die in Abschnitt B.1 aufgestellten Skalierungstechniken zugrunde.

Satz 1.5 (Satz 4.18, Existenz und Eigenschaften der Blowupfläche). Sei Σ geschlossene 2-
Fläche und F : Σ× [0,Tmax)→M Lösung von (WFF), die für alle t ∈ [0,Tmax) hinreichend weit
vom Ursprung entfernt liegt und hinreichend zentriert ist. Konzentriere sich die Krümmung
von F(Σ, ·) im Sinne von (1.6). Dann gibt es Zeiten t j↗ Tmax und eine nichtkompakte 2-Fläche
F̂ : Σ̂→ R3 mit den folgenden Eigenschaften:

• Auf Koordinatenebene konvergieren die Flächen F(Σ, t j) nach Reskalierung und Trans-
lation in einem geeigneten Sinne gegen F̂(Σ̂),

• F̂(Σ̂) ist kritischer Punkt von W,

• Für die zweite Fundamentalform Â von F̂(Σ̂) gilt Â 6≡ 0.

Wir merken an, daß F̂(Σ̂) bemerkenswerte Parallelen zu der in [KS01, §4] konstruierten
Blowupfläche für (WF) im Euklidischen aufweist: Die Tatsache, daß F̂(Σ̂) eine Hyperfläche
im R3 darstellt, ist auf das anschauliche ”Wegskalieren“ der umgebenden Krümmung zurück-
zuführen. Da sich außerdem zeigen lässt, daß der Term λ im Grenzwert keine Rolle mehr
spielt, handelt es sich bei F̂(Σ̂) um einen stationären Punkt von (WF) und nicht etwa ”nur“
von (WFF).

Mit Hilfe der Kompaktheitssätze in [KS04] und eines tiefen Klassifikationsresultates aus
[Bry84] kann nun bei sphärischen F(Σ, ·) und hinreichend kleinen Werten von W(F(Σ, ·))
mindestens eine der in Satz 1.5 aufgeführten Eigenschaften von F̂(Σ̂) ausgeschlossen wer-
den. Genauer lässt sich zeigen, daß F̂(Σ̂) unter diesen Voraussetzungen nur dann ein kritischer
Punkt von W sein kann, wenn F̂ eine Ebene im R3 beschreibt und damit insbesondere Â≡ 0
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erfüllt. Es ergibt sich direkt ein Widerspruch zu Satz 1.5 und damit die Negation der Implika-
tionskette

Tmax < ∞ ⇒ Krümmungskonzentration ⇒ Existenz von F̂(Σ̂) wie in Satz 1.5.

Wir erhalten folgendes Resultat, das ein Analogon zu [KS04, Satz 5.2] darstellt:

Satz 1.6 (Satz 4.20, Langzeitexistenz). Sei Σ sphärisch und F0 : Σ→M glatte Immersion mit

W(F0(Σ))≤ 16π−ζ

für ein ζ > 0. Sei F : Σ× [0,Tmax)→M maximale Lösung von (WFF) mit F(Σ,0) = F0(Σ),
die in Abhängigkeit von ζ für alle t ∈ [0,Tmax) hinreichend weit vom Ursprung entfernt liegt
und hinreichend zentriert ist. Dann gilt

Tmax = ∞.

Der Einfluss der Konstante ζ auf die notwendige Entfernung der Flächen zum Ursprung in
Satz 1.6 ergibt sich aus der Notwendigkeit, im Beweis das Willmorefunktional der betrachte-
ten Flächen bezüglich der euklidischen Metrik hinreichend beschränken zu können – hierdurch
erst wird die Anwendbarkeit der Resultate aus [KS04] und [Bry84] überhaupt gewährleistet.
Es sei auch angemerkt, daß diese Resultate zwingend Codimension 1 voraussetzen, und da-
mit eine eventuelle Verallgemeinerung von Satz 1.6 auf höhere Codimensionen notgedrungen
über neue Beweistechniken erbracht werden müsste. Bei allen weiteren bis hierher vorgestell-
ten Resultaten scheint eine direkte Verallgemeinerung jedoch durchaus aussichtsreich.

Ist die Langzeitexistenz einer Lösung F(Σ, ·) von (WFF) sichergestellt, so stellt sich die
Frage nach dem Langzeitverhalten dieser Lösung, d.h. nach dem Verhalten der Flächen F(Σ, t)
für t ↗ ∞. Wie in [KS01] lassen sich hierfür uniforme Krümmungsabschätzungen an diese
Flächen ausnutzen, die durch das dem Ausbleiben von Krümmungskonzentration ermöglicht
werden und die in den Abschnitten 3.2 und 3.3 aufgestellt werden. Schnell ergibt sich dann
unter Verwendung eines geeigneten Kompaktheitssatzes folgendes Konvergenzresultat.

Satz 1.7 (Lemma 4.21, Teilfolgenkonvergenz). Unter den Voraussetzungen von Satz 1.6 gibt
es für jede Folge ti↗∞ eine Teilfolge t j↗∞ und eine Immersion F∞ : Σ→M mit den Eigen-
schaften

• Die Flächen F(Σ, t j) konvergieren in C∞(M) gegen F∞(Σ),

• F∞(Σ) ist stationäre Fläche unter (WFF) in M.

Satz 1.7 stellt ein Analogon zu [KS01, Lemma 5.4] dar und markiert bislang das Ende
der Übertragungen des durch [KS02] und [KS01] vorgegebenen Weges auf (WFF) in M. Für
die Übertragung weiterer Ergebnisse und insbesondere den Nachweis glatter Konvergenz zu
stationären Flächen unter (WFF) wäre nun eine hinreichende Klassifikation dieser Flächen
notwendig; der Umstand, daß die Geometrie der Immersion F∞ in Satz 1.7 eventuell massiv
von der konkreten Folge ti abhängt, steht der Herleitung folgenunabhängiger Aussagen über
die Flächen F(Σ, ·) und damit den ersten Schritten zum Nachweis glatter Konvergenz unter
(WFF) in M im Wege.

Bei der Betrachtung von (WFF) im Euklidischen können jedoch auch diese ausstehenden
Schritte bewältigt werden: Die Übertragung der bis hierher aufgeführten Resultate in den R3
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ist nicht nur problemlos möglich, sondern führt im Falle von Satz 1.4 sogar auf die weitaus
stärkere Aussage∫

∞

0
λ (ξ )2 dξ ≤C(F0(Σ)),

die in Proposition 4.8 präzisiert wird. Bei der Adaption von Satz 1.7 führt dies jedoch zur
Erkenntnis, daß jeder wie dort beschriebene Grenzwert F∞(Σ) zwangsläufig einen kritischen
Punkt von W darstellt, der sich mit den Resultaten aus [Bry84] eindeutig als runde Sphäre mit
Flächeninhalt |F0(Σ)| identifizieren lässt. Im Detail werden diese Schritte in Abschnitt A.1
durchgeführt und führen auf folgenden

Satz 1.8 (Proposition A.1 und Satz A.2, Langzeitexistenz und glatte Konvergenz im R3). Sei
Σ sphärisch und F0 : Σ→ R3 glatte Immersion mit

W(F0(Σ))< 16π.

Dann existiert eine Lösung F : Σ× [0,∞)→ R3 von (WFF) im R3 mit F(Σ,0) = F0(Σ). Die
spurfreie zweite Fundamentalform Å auf Σ erfüllt

‖Å‖∞(t)≤C exp(−ct) t→∞−→ 0

und es gilt für alle k ≥ 1

‖∇
(k) A‖∞(t)≤C exp(−ct) t→∞−→ 0.

Abschließend soll an dieser Stelle auf die in Abschnitt 3.2 aufgestellten Evolutionsglei-
chungen für die k-ten Ableitungen ∇

(k) A der Krümmung einer sich unter (WFF) bewegen-
den Fläche eingegangen werden. Diese stellen den technischen Unterbau praktisch jedes oben
erwähnten Resultates dar und nehmen aufgrund eines subtilen technischen Details einen
großen Teil der vorliegenden Arbeit ein.

Exemplarisch für die Ergebnisse in Abschnitt 3.2 steht zunächst folgende grobe Variante
von Satz 3.17.

Satz 1.9 (Satz 3.17 für (WFF) und k ≥ 3, Krümmungsevolution). Sei F : Σ× [0,Tmax)→M
Lösung von (WFF) mit F(Σ,0) = F0(Σ), die hinreichend weit vom Ursprung entfernt liegt. Sei
η̃ ∈C∞

c (M) feste Abschneidefunktion auf M, und gelte∫
F(Σ,t)∩[η̃>0]

|A|2 dµ � 1.

Sei 3≤ k ∈ N fest. Dann gilt für η := η̃ ◦F ∈C∞(Σ× [0,T )) und ein geeignetes s ∈ N

∂t

∫
Σ

η
s|∇(k) A|2 dµ ≤C(|λ |2 +1)

∫
Σ

η
s|∇(k) A|2 dµ +C

mit

C =C(k,M, |F0(Σ)|, η̃ , ∑
i≤k−3

sup
[η>0]
|∇(i) A|).
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Vom konzeptuellen Standpunkt her stellt Satz 1.9 nichts weiter als eine Variante des ent-
sprechenden Resultates [KS02, Proposition 4.5] dar. Ein wesentliches Detail steckt jedoch in
der angegebenen Konstante C: Die Krümmung des umgebenden Raums M erzeugt Terme in
den Evolutionsgleichungen, deren Ableitungen auf den Flächen F(Σ, ·) sich nicht ohne weite-
res durch die Ableitungen der Krümmung selbst in M abschätzen lassen. Genauer beschrieben
wird dieser Umstand in Abschnitt B.2 und sorgt letztlich für einen impliziten, schwer nachzu-
vollziehbaren Einfluss der zweiten Fundamentalform A auf alle durchgeführten Abschätzun-
gen.

Nun ließe sich relativ einfach eine Variante von Satz 1.9 herleiten, in der die Konstante
C für gegebenes k von sup[η>0] |∇

(i) A| bis einschließlich i = k− 1 abhängt. Zur Herleitung
von Krümmungsabschätzungen wäre ein derartiger Satz jedoch im Hinblick auf den zentra-
len, in Abschnitt 3.3 durchgeführten Induktionsprozess nicht zielführend, in dem Satz 1.9 in
Verbindung mit der Sobolevungleichung (B.21) benutzt wird. Diese Sobolevungleichung setzt
zur Herleitung von sup-Schranken an eine Funktion f zwingend L2-Schranken an die zweite
Ableitung von f voraus, woraus sich letztlich die Notwendigkeit ergibt, die Konstante C für
gegebenes k nur von sup[η>0] |∇

(i) A| bis maximal i = k−3 abhängen zu lassen. Die Abarbei-
tung dieser Notwendigkeit macht massiven Gebrauch von den in Abschnitt B.2 aufgestellten
Ergebnissen und findet sich auf den Seiten 45–61.

Grob gesprochen kann nun in Abschnitt 3.3 das Induktionsschema

· · · Satz 1.9
=⇒ ‖∇

(k−1) A‖L2 <C Sobolev
=⇒ ‖∇

(k−3) A‖L∞ <C Satz 1.9
=⇒ ‖∇

(k) A‖L2 <C Sobolev
=⇒ ···

durchgeführt werden, wodurch sich unter anderem folgender Satz ergibt.

Satz 1.10 (Satz 3.22 für (WFF), Krümmungsschranken). Sei F : Σ× [0,Tmax)→M Lösung
von (WFF) mit F(Σ,0) = F0(Σ), die hinreichend weit vom Ursprung entfernt liegt. Gelte für
eine Koordinatenkugel Bρ(x)⊂M∫

F(Σ,t)∩Bρ (x)
|A|2 dµ � 1.

Dann gilt für alle k ∈ N und t < Tmax

‖∇
(k) A‖L∞(F(Σ,t)∩Bρ/2(x)) <C

mit

C =C(k, t,M,F0(Σ),ρ
−2,
∫ t

0
λ

2 dξ ).

Offene und weiterführende Fragen

Die Resultate in dieser Arbeit stellen keine Ausnahme zu der in der Wissenschaft üblichen
Praxis dar, mindestens so viele Fragen aufzuwerfen wie sie beantworten.

An erster Stelle steht die Frage nach der Abschwächung der ”hinreichenden Zentrierung“,
die in den oben aufgeführten Resultaten von allen betrachteten Flächen F(Σ, ·)⊂M gefordert
wird. Eventuell lässt sich durch Adaption der Techniken in [LMS11] oder auch [HY96] zeigen,
daß sich die Flächen unter (WFF) in M von selbst um das Massezentrum zentrieren und nicht
in den stark gekrümmten Bereich nahe des Zentrums eindringen, sofern nur die Startfläche
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F0(Σ) geeigneten Zentrierungs- und Rundheitsbedingungen genügt. In [HY96] wurde ein der-
artiges Argument für den dort untersuchten Fluss erfolgreich durchgeführt, und es besteht die
Hoffnung, dies auch in dem hier vorliegenden Szenario bewerkstelligen zu können.

Wie bereits angedeutet, besteht Arbeitsbedarf auch bei der Verbesserung der Konvergenz-
verhaltens von (WFF) bei Langzeitexistenz in M, so wie es mit Satz 1.8 für (WFF) im R3

möglich war. Hierfür müsste ein Klassifikationsresultat für die Grenzflächen F∞(Σ) aus Satz
1.7 und damit für stationäre Punkte von (WFF) in M erarbeitet werden. Auch hier könnten die
Methoden aus [LMS11] behilflich sein; in gewisser Hinsicht ist mit [LMS11, Satz 2] bereits
ein derartiges Resultat unter starken Zusatzbedingungen vorhanden.

Ein weiterer Themenaspekt ergibt sich aus der Übertragung obiger Resultate aus der ver-
hältnismäßig speziellen Mannigfaltigkeit M in beliebige Mannigfaltigkeiten M̃. Erste Schritte
hierfür wurden mit einem zu Satz 1.3 analogen Existenzzeitresultat für (WFF) in M̃ bereits in
Abschnitt A.2 getan; diejenigen Aspekte, die bislang die spezielle Stuktur von M benutzen,
wie die Blowupanalyse und die L2-Kontrolle von λ , wurden jedoch noch nicht angetastet.
Dank der lokalen Verfügbarkeit Gauß’scher Normalkoordinaten erscheint jedoch der Versuch
aussichtsreich, die ursprünglich für die Arbeit in M erarbeiteten Techniken zumindest für den
Fluss hinreichend kleiner Flächen in M̃ zu adaptieren.

Abschließend weisen wir darauf hin, daß die in Abschnitt 3.3 erarbeiteten Krümmungs-
schranken sowie ausgewählte weitere Resultate nicht speziell für (WFF), sondern allgemeiner
für die in Abschnitt 2.2 eingeführte Klasse (WF∗) von Flüssen aufgestellt wurden, deren Evo-
lutionsgleichung die algebraische Struktur sowohl mit der von (WFF) als auch von (WF) ge-
mein hat. Diese Resultate lassen sich aber insbesondere auch bei der Untersuchung verwandter
Flüsse, wie etwa des volumenerhaltenden Willmore-Flusses, direkt verwenden, sofern es ge-
lingt, den jeweiligen nichtlokalen Term im L2-Sinne analog zu λ in Satz 1.4 zu kontrollieren.
Eventuell zeigt diese Arbeit dem Leser damit einen vielversprechenden Weg auf; den Weg zu
weiteren schönen Resultaten aus der Welt des Willmore-Flusses.

Meinen Eltern, meinen Freunden.





15

Kapitel 2

Vorbereitungen

2.1 Geometrische Grundlagen und Konventionen
Auf den folgenden Seiten wollen wir uns mit allgemeinen Fakten und zum Verständnis der
vorliegenden Arbeit notwendigen Grundlagen befassen, die sich in dieser oder ähnlicher Form
auch in jedem besseren Buch über Riemannsche Geometrie finden lassen. Wir folgen durch-
weg der Einsteinschen Summenkonvention, summieren also über wiederholt auftretende Indi-
zes, sofern nicht explizit auf etwas anderes hingewiesen wird.

In Abschätzungen auftretende Konstanten bezeichnen wir mit C(. . .), wobei als Argumen-
te beliebige (geometrische) Objekte auftreten können. Ist eines dieser Objekte eine reelle Zahl,
so achten wir im Regelfall darauf, C auf monoton steigende Weise von dieser Zahl abhängen zu
lassen. Absolute Konstanten bezeichnen wir mit c und bezeichnen darüberhinaus mit c0(. . .)
Konstanten, die invariant unter den in Abschnitt B.1 beschriebenen Transformationen sind.

Sei nun zunächst (M̃,g) beliebige Riemannsche 3-Mannigfaltigkeit. Über die (in lokalen
Koordinaten) durch g induzierten Christoffelsymbole

Γ
k
i j :=

1
2

gkl (
∂ig jl +∂ jgil−∂lgi j

)
definiert sich der Levi-Civita-Zusammenhang für Basisvektorfelder {e1,e2,e3} durch

∇ei e j := Γ
k
i j ek

und der Zusammenhang auf den dualen 1-Formen {dx1, dx2, dx3} durch

∇ei dx j :=− dx j(∇ei(·))

=−Γ
j
ik dxk.

Für differenzierbare Funktionen f : M̃→R setzen wir ∇ei f := ∂i f und definieren den Zusam-
menhang auf allgemeinen Tensorfeldern über die Produktregel. Wir schreiben kurz ∇i := ∇ei .

Den Riemannschen Krümmungstensor Rm nutzen wir nach der Konvention

Rmi jk
l :=

(
∇i ∇ j ek−∇ j ∇i ek

)l

und definieren den Riccitensor Rc und die Skalarkrümmung Sc auf M̃ durch

Rci j := Rmki j
k
,

Sc := Rck
k
.
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Abschließend definieren wir die Schnittkrümmung eines gegebenen zweidimensionalen Un-
terraums Ep des Tangentialraums TpM̃ durch

sec(Ep) :=
Rm(u,v,v,u)

g(u,u)g(v,v)−g(u,v)2

für eine beliebige Basis {u,v} von Ep; es lässt sich leicht zeigen, daß diese Definition von der
konkreten Wahl dieser Basis unabhängig ist.

Proposition 2.1. Für jede k-Form φ folgt nach direkter Rechnung in lokalen Koordinaten

(∇p ∇q−∇q ∇p)φs1,...,sk =− ∑
1≤r≤k

φ(es1 , . . . ,esr−1 ,Rm(ep,eq)esr ,esr+1 , . . . ,esk)

=− ∑
1≤r≤k

Rmpqsr
b
φs1,...,sr−1,b,sr+1,...,sk .

(2.1)

Für 3-dimensionale M̃ ist Rm durch Rc vollständig festgelegt; genauer gilt nach [LMS11,
(1.1)] in lokalen Koordinaten

Rmi jkl = Rcil g jk−Rcik g jl−Rc jl gik +Rc jk gil−
1
2

Sc
(
gilg jk−gikg jl

)
. (2.2)

2.1.1 Geometrie von Hyperflächen
Sei nun F : Σ→ M̃ orientierbare, glatte Immersion einer geschlossenen (d.h. kompakten und
randlosen) 2-Fläche Σ. Durch

γ := F∗g

definieren wir (wie allgemein üblich) eine Metrik auf Σ; F wird dadurch zur Isometrie und wir
können der Einfachheit halber (Σ,γ) und (F(Σ),g|T F(Σ)) kanonisch miteinander identifizieren.

Wir nehmen uns daher die Freiheit, jede Rechnung, Aussage oder Definition je nach An-
wendung entweder auf Σ oder im Bild F(Σ) zu formulieren und werden nicht explizit auf die
konkrete Wahl hinweisen.

Mit diesen Worten im Hinterkopf definieren wir die zweite Fundamentalform auf Σ durch

A(X ,Y ) :=−g(ν ,∇X Y ),

wobei ν ein fest gewähltes Einheitsnormalenfeld an F(Σ) ist, und definieren den Levi-Civita-
Zusammenhang auf Σ durch

∇X Y :=
(

∇X Y
)>

= ∇X Y +A(X ,Y )ν ,

hier bezeichnet (·)> die Projektionsabbildung auf den Tangentialraum von Σ. Mit A lassen
sich nun die mittlere Krümmung H und die spurfreie zweite Fundamentalform Å mittels

H := trΣ A = γ
i jAi j,

Å := A− 1
2

Hγ
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definieren; darüberhinaus können wir über ∇ auf Σ Krümmungsgrößen Rm,Rc und Sc analog
zu Rm,Rc und Sc festlegen.

Die Gaußgleichungen liefern uns dann in lokalen Koordinaten

Rmi jkl = Rmi jkl +AikA jl−AilA jk.

Hieraus ergeben sich nach Spurnehmen die Vorschriften

Rci j = Rci j +Rmiνν j +Ak
i Ak j−HAi j,

Sc = Sc+2Rcνν +|A|2−H2,
(2.3)

wobei die ν-Indizes als fest anzusehen sind.
Auf ähnliche Weise implizieren die Codazzigleichungen

∇i A jk−∇ j Aik = Rmi jνk

nach Spurnehmen und nach Definition von Å die Formulierungen

∇i H = (divA)i−Rciν

= 2(div Å)i−2Rciν
(2.4)

und damit insbesondere

∇i A jk = ∇i Å jk +
(
(div Å)i−Rciν

)
γ jk. (2.5)

Kombination der Codazzi- mit den Gaußgleichungen liefert nun in Verbindung mit Proposition
2.1 nach direkter Rechnung mit ω(·) := Rc(·,ν)>

4Ai j = ∇
(2)
i j H +∇i ω j +∇ j ωi−divΣ

ω

+HAk
i Ak j−|A|2Ai j−Ap

j Rmk
ikp−Akp Rmki jp,

(2.6)

dies stellt eine Variante der bekannten Simons-Identität ([Hui86, Lemma 2.1]) dar.
Ebenfalls in [Hui86] finden sich außerdem die Gauß-Weingartengleichungen

∂i∂ jFα = Γ
k
i j ∂kFα −Γ

α

βδ ∂iFβ
∂ jFδ −Ai jν

α ,

∂ jν
α = γ

lmA jl∂mFα −Γ
α

βδ ν
β

∂ jFδ ,
(2.7)

hier bezeichnet ∂ lokale Koordinatenableitungen auf Σ, und die Indizes α,β ,δ ∈ {1,2,3}
verstehen sich bezüglich lokaler Koordinaten auf M̃. Abschließend induziert F auf Σ das ka-
nonische Flächenelement dµ durch

dµ :=
(
det(γi j)1≤i, j≤2

) 1
2 dx1∧ dx2,

und wir können den Flächeninhalt sowie die Willmoreenergie von Σ definieren durch

|F(Σ)| :=
∫

Σ

dµ,

W(F(Σ)) :=
1
2

∫
Σ

H2 dµ .

Alternative Definitionen von W(F(Σ)) liefert
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Proposition 2.2. Durch Integration von (2.3) ergeben sich

W(F(Σ)) =
1
2

∫
Σ

|A|2 dµ +
1
2

∫
Σ

Sc dµ +
∫

Σ

Rcνν−
1
2

Sc dµ

und

W(F(Σ)) =
∫

Σ

|Å|2 dµ +
∫

Σ

Sc dµ +
∫

Σ

2Rcνν−Sc dµ .

Variationen in M̃

Sei nun F(·, t) : Σ→ M̃, t ∈ (−ε,ε), eine Familie von Immersionen in M̃ und gelte ∂tF = αν

für eine Funktion α : Σ×(−ε,ε)→R. Dann gelten für die auf Σ wie oben induzierten Größen
sowie für den Normalenvektor folgende Evolutionsgleichungen, die sich z.B. in [HP99] finden
oder leicht aus den dort angegebenen folgern lassen.

Lemma 2.3. Für F : Σ× (−ε,ε)→ M̃ mit ∂tF = αν wie oben gilt in lokalen Koordinaten
auf Σ× (−ε,ε)

∂tγi j = 2αAi j,

∂tγ
i j =−2αAi j,

∂t dµ = αH dµ,

∂tν =−∇α,

∂tAi j =−∇i ∇ j α +α

(
AikAk

j−Ti j

)
,

∂tH = Lα,

∂tΓ
k
i j = Ak

j ∇i α +Ak
i ∇ j α−Ai j ∇

k
α +α

(
∇i Ak

j +∇ j Ak
i −∇

k Ai j

)
,

wobei

L f :=−4 f − f
(
|A|2 +Rc(ν ,ν)

)
,

Ti j := Rm(ν ,ei,e j,ν).

2.1.2 Sternnotation und -Polynome
In vielen Rechnungen wird nur die algebraische Struktur zwischen den auftretenden Größen
von Interesse sein, sodaß sich oft auf explizites Ausschreiben von Tensorausdrücken verzich-
ten lässt.

Für zwei Tensoren S,T schreiben wir S ∗T für jeden Tensor, der sich durch reelle Linear-
kombination beliebiger miteinander verträglicher Spuren von Tensoren der Form g±1⊗·· ·⊗
g±1⊗S⊗T und g±1⊗·· ·⊗g±1⊗T⊗S erzeugen lässt; g±1 steht hier für die Metrik g oder de-
ren Inverse g−1. Die konkreten zur Erzeugung von S ∗T durchgeführten Operationen dürfen
hierbei zwar von den Typen der Tensoren S,T abhängen, nicht jedoch von ihren konkreten
(Zahl-)Werten. Damit ergibt sich

|S∗T | ≤ c|S||T |,
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wobei c nur von den verwendeten Operationen abhängt. Desweiteren haben wir

∇(S∗T ) = ∇S∗T +S∗∇T

sowie auf randlosen Mengen∫
∇S∗T =

∫
S∗∇T.

Beispiele für die ∗-Notation sind die Schreibweisen 〈Rm,Rc⊗Rc〉 = Rm∗Rm∗Rm, |T |2 =
T ∗T , oder auch4T ⊗g+∇

(2) T = 1∗∇
(2) T .

Abschließend erweitern wir die ∗-Notation im Sinne des Distributivgesetzes mittels

S∗ (T +R) := S∗T +S∗R

und bemerken, daß diese Neudefinition weiterhin die ursprünglich unter diesem Ausdruck
zusammengefassten Tensoren beinhaltet.

Für einen beliebigen Tensor T definieren wir für k ≥ 0, j ≥ 2

Pk
j (T ) := ∑

i1+···+i j=k
∇
(i1) T ∗ . . .∗∇

(i j) T

sowie für s≤ k

Pk;≤s
j (T ) := ∑

i1+···+i j=k
i1 ,...,i j≤s

∇
(i1) T ∗ . . .∗∇

(i j) T,

und setzen für alle k

Pk
0 (T ) := 0.

Es folgen direkt die Rechenregeln

∇Pk
j (T ) = Pk+1

j (T ),

T ∗Pk
j (T ) = Pk

j+1(T ),

Pk
j (T )∗Pm

i (T ) = Pk+m
j+i (T ).

2.1.3 (ν)-Notation
Eine große Hürde bei der Herleitung brauchbarer Abschätzungen unter Variationen in M̃ stellt
die Kontrolle des Zusammenspiels zwischen (Krümmungs-)Tensoren auf M̃, Einschränkun-
gen derselben auf die Flächen F(Σ, ·) und insbesondere höheren Ableitungen dieser Ein-
schränkungen dar. Letztlich aus dem Vergleich der Zusammenhänge ∇ und ∇ ergibt sich das
scheinbar willkürliche Auftreten des Normalenvektors ν als fester Index in den zu untersu-
chenden Tensorausdrücken.

Um derartige Ausdrücke auf lesbare Weise bündeln zu können, schreiben wir (φ)(ν) für
jede k-Form ψ auf Σ, k ∈ N0, die sich aus einer gegebenen k + l-Form φ auf M̃ und einer
beliebigen Permutation P ihrer Argumente mittels

ψ(·, . . . , ·) = φ(P(ν ,ν , . . . ,ν︸ ︷︷ ︸
l Mal

, ·, . . . , ·))>
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erzeugen lässt; (·)> bezeichnet hier die Einschränkung auf T Σ. In der (·)(ν)-Schreibweise gilt
beispielsweise

Rc(·,ν)> = (Rc)(ν),

Rm(·,ν ,ν , ·)> = (Rm)(ν),

oder auch für eine gegebene Funktion f̃ : M̃→ R

f̃ |Σ = ( f̃ )(ν).

Eine tiefergehende Betrachtung von (·)(ν)-Termen findet sich in Abschnitt B.2; an dieser Stelle
sei jedoch bereits die direkt aus der Definition folgende wichtige Eigenschaft

|(φ)(ν)|γ ≤ |φ |g

erwähnt.

2.2 Willmoreenergie und induzierte Gradientenflüsse

2.2.1 Willmore-Fluss
Seien F : Σ→ M̃ und W(F(Σ)) = 1

2
∫

Σ
H2 dµ wie in Abschnitt 2.1.1 festgelegt. Unter einer

Variation F mit ∂tF |t=0 = αν gilt nach Lemma 2.3 und partieller Integration, daß in t = 0

∂tW(F(Σ, t)) =
∫

Σ

H∂tH dµ +
1
2

∫
Σ

H2
∂t dµ

=
∫

Σ

HLα +
1
2

H3
α dµ

=
∫

Σ

α

(
LH +

1
2

H3
)

dµ,

(2.8)

der L2-Gradient von W unter Variationen in Normalenrichtung ist also gegeben durch

∂W := αWν ,

αW := LH +
1
2

H3

=−4H−H
(
|Å|2 +Rc(ν ,ν)

)
und wir definieren den Willmore-Fluss von F als

∂tF =−∂W

=
(
4H +H

(
|Å|2 +Rc(ν ,ν)

))
ν ,

F(·,0) = F0(·).
(WF)

Im Allgemeinen lässt sich nicht erwarten, daß sich der Flächeninhalt |F(Σ, ·)| unter dem Fluss
(WF) nicht ändert. Jedoch lässt sich zumindest eine Wachstumsschranke herleiten:

Lemma 2.4. Sei F Lösung von (WF) auf [0,T ). Dann gilt für alle 0≤ t < T∣∣|F(Σ, t)|− |F0(Σ)|
∣∣≤ t

1
2 ·W(F0(Σ)).
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Beweis. Zunächst ist der L2-Gradient des Flächenfunktionals | · | gegeben durch

∂ | · |= Hν

(dies motiviert den mittleren Krümmungsfluss als Gradientenfluss zu | · |), und unter (WF)
folgt wegen (2.8) direkt, daß in [0,T )∣∣∂t |F(Σ, t)|

∣∣= ∣∣−∫
Σ

HαW dµ
∣∣

≤
(∫

Σ

H2 dµ ·
∫

Σ

(αW)2 dµ

) 1
2

= (−2W(F(Σ, t)) ·∂t(W(F(Σ, t))))
1
2

=
(
−∂t

(
W(F(Σ, t))2)) 1

2 .

Nach Integration folgt für jedes t0 ∈ [0,T )

∣∣|F(Σ, t0)|− |F0(Σ)|
∣∣≤ ∫ t0

0

∣∣∂t |F(Σ, t)|
∣∣dt

≤
∫ t0

0

(
−∂t

(
W(F(Σ, t))2)) 1

2 dt

≤ t
1
2

0 ·
(∫ t0

0
−∂t

(
W(F(Σ, t))2) dt

) 1
2

= t
1
2

0 ·
(
W(F0(Σ))

2−W(F(Σ, t0))2) 1
2

und damit die Behauptung.

2.2.2 Willmore-Fluss mit Nebenbedingungen

Flächeninhaltserhaltender Willmore-Fluss

Gesucht ist nun eine flächeninhaltserhaltende Variante von (WF). Wir bezeichnen mit F den
Raum aller Immersionen F : Σ→ M̃ mit induzierter Metrik gF

F (·, ·) :=
∫

F(Σ) g(·, ·) dµ . Gesucht
ist die Projektion π des Vektors−∂W auf den Tangentialraum der Hyperfläche Γ := {F ∈F :
|F(Σ)|= |F0(Σ)|}; der Fluss in Richtung π(−∂W) minimiert dann W flächenerhaltend.

Nun ergibt sich ein Normalenvektor νΓ an Γ aus dem L2-Gradienten des Flächenfunktio-
nals ∂ | · |= Hν ; wegen gF (Hν ,Hν) = (H,H)L2(Σ) folgt, daß

νΓ =
Hν

‖H‖L2(Σ)

.

Einsetzen liefert nun

π(−∂W) =−∂W−gF (−∂W,νΓ)νΓ

=−∂W+H ·
(αW,H)L2(Σ)

‖H‖2
L2(Σ)

ν

=−∂W+Hλν ,
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wobei der Lagrangeterm λ = λ (F(Σ, t)) ∈ R durch

λ :=
(αW,H)L2(Σ)

‖H‖2
L2(Σ)

=
1

2W(F(Σ))

∫
Σ

|∇H|2−H2
(
|Å|2 +Rc(ν ,ν)

)
dµ

(2.9)

gegeben ist, und wir können den flächeninhaltserhaltenden Willmore-Fluss definieren als
∂tF = (−αW +Hλ )ν

=
(
4H +H

(
|Å|2 +Rc(ν ,ν)+λ

))
ν ,

F(·,0) = F0(·).
(WFF)

Jede stationäre Fläche unter dem Fluss (WFF) erfüllt damit ∂W = λ∂ | · | bzw. punktweise

−4H−H
(
|Å|2 +Rc(ν ,ν)

)
= λH,

der Term λ nimmt in diesem Fall also die Rolle des Lagrangemultiplikators ein, woraus sich
die Bezeichnung ”Lagrangeterm“ motiviert.

Proposition 2.5. Nach Definition (2.9) gilt unter (WFF)

∂tW(F(Σ, t)) =
∫

Σ

(−αW +λH)αW dµ

=−‖αW‖2
L2(Σ)+

(αW,H)2
L2(Σ)

‖H‖2
L2(Σ)

≤ 0

sowie

∂t |F(Σ, t)|=
∫

Σ

(−αW +λH)H dµ

=−(αW,H)L2(Σ)+λ‖H‖2
L2(Σ)

= 0.

Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen

Für einige der in dieser Arbeit auftretenden Betrachtungen wird weder die flächeninhalts-
erhaltende Eigenschaft des Flusses (WFF) noch die konkrete Form (2.9) des Terms λ von
Bedeutung sein. Diese werden daher allgemeiner am Fluss

∂tF = (−αW +Hθ)ν

=
(
4H +H

(
|Å|2 +Rc(ν ,ν)+θ

))
ν ,

F(·,0) = F0(·)
(WF∗)

für eine beliebige, eventuell unbekannte Funktion θ : [0,∞)→ R durchgeführt; Einsetzen der
Funktion θ ≡ 0 liefert damit Ergebnisse für den Fluss (WF), Ergebnisse für (WFF) ergeben
sich durch die Wahl θ = λ .
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Darüberhinaus ergibt sich im Hinblick auf den Nachweis der Kurzzeitexistenz von (WFF)
über Fixpunktmethoden in Abschnitt 4.1.1 auch die Notwendigkeit der Untersuchung von
(WF∗), um mit den hieraus resultierenden a-priori-Schranken eine fundierte Basis für das
dort durchgeführte Argument schaffen zu können.

Proposition 2.6. Unter (WF∗) gilt

∂tW(F(Σ, t)) =
∫

Σ

(−αW +θH)αW dµ

=−‖αW‖2
L2(Σ)+

∫
Σ

θHαW dµ

≤ 1
2

θ
2W(F(Σ, t))

und damit

W(F(Σ, t))≤W(F0(Σ)) · exp
(

1
2

∫ t

0
(θ(ξ ))2 dξ

)
.

2.3 Asymptotisch schwarzschildsche Mannigfaltigkeiten
Ein großer Teil unserer Untersuchungen wird sich mit Hyperflächen in einer Klasse von 3-
Mannigfaltigkeiten M befassen, die sich durch das asymptotische Abfallverhalten ihrer Me-
triken im Unendlichen auszeichnen und in diesem Abschnitt genauer definiert werden sollen.
Die Frage der Übertragbarkeit unserer Ergebnisse auf allgemeine umgebende Mannigfaltig-
keiten M̃ wird zum Teil in Anhang A.2 behandelt.

Schwarzschildmetriken

Wir bezeichnen im Folgenden mit ge die euklidische Metrik des R3 und definieren auf R3\{0}
die Schwarzschildmetrik gS

m der Masse m durch

gS
m := φ

4
mge,

wobei für r = r(x) := (∑i(xi)2)
1
2

φm(x) := 1+
m
2r

.

Im Folgenden verzichten wir auf den Index m, schreiben also nur noch gS bzw. φ . Den durch gS

induzierten Levi-Civita-Zusammenhang bezeichnen wir mit ∇
S
, die induzierten Krümmungs-

tensoren mit RmS bzw. RcS. Einen Überblick über das asymptotische Verhalten dieser Größen
ergibt sich aus folgender

Proposition 2.7. Für die zu ∇
S

gehörigen Christoffelsymbole S Γ gilt in euklidischen Koordi-
naten explizit

S
Γ

k
i j =

e
Γ

k
i j +2φ

−1
(

δk j∂iφ +δki∂ jφ −ge
i j(g

e)kl
∂lφ

)
= 2φ

−1 (
δk j∂iφ +δki∂ jφ −δi j∂kφ

)
.
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Nach längerer Rechnung erhält man direkt RcS
i j(x) = mr−3φ−2(δi j−3r−2xix j), bzw. in koor-

dinatenfreier Form mit ρ(·) := ge( ∂

∂ r , ·)

RcS
= mr−3

φ
−2 (ge−3ρ⊗ρ) ,

und es ergibt sich insbesondere ScS
= 0.

Da außerdem

|gS−ge|ge = c|φ 4−1|

= c
4

∑
k=1

ck

(m
2r

)k

mit ck =
(

4
k

)
, erhalten wir ingesamt die Existenz einer absoluten Konstante c mit

c−1m≤ sup
R3\Bm(0)

(
r|gS−ge|ge + r2|∇S−∇

ge

|ge + r3|RcS |ge + r4|∇S
RcS |ge

)
≤ cm.

Asymptotisch schwarzschildsche Metriken

Definition 2.8 (Asymptotisch schwarzschildsch). Eine Metrik g auf R3 \ {0} ist (m,κ,σ)-
asymptotisch schwarzschildsch, falls in euklidischen Koordinaten für die durch g induzierten
Größen ∇ und Rc

sup
R3\Bσ (0)

(
r2|g−gS|ge + r3|∇−∇

S |ge + r4|Rc−RcS |ge + r5|∇Rc−∇
S

RcS |ge

)
≤ κ.

Definition 2.9. Für eine feste, glatte, asymptotisch schwarzschildsche Metrik g setzen wir

M := (M,g) := (R3 \{0},g).

Außerdem definieren wir

(M,ge) := (R3 \{0},ge),

(M,gS) := (R3 \{0},gS).

2.3.1 Eigenschaften von M
Die Betrachtung von Mannigfaltigkeiten M wie oben birgt einige Annehmlichkeiten im Ver-
gleich zu Untersuchungen in allgemeinen Mannigfaltigkeiten M̃. Zunächst steht uns auf M
die globale Kartenabbildung

id : M→ R3 \{0}

zur Verfügung, der wir uns, sofern nicht explizit anders angegeben, bedienen werden, und
die uns auf M die (globale) Definition der Funktion r(x) = (∑i(xi)2)

1
2 = | id(x)|R3 wie oben

ermöglicht.
Zusätzliche Vorteile ergeben sich aus der Gestalt der Metrik g, die nach obigen Definitio-

nen insbesondere asymptotisch zur euklidischen Metrik ge ist. Definieren wir Kugeln in M
bezüglich der Kartenabbildung id über

Bρ(p) := {x ∈M : | id(x)− id(p)|R3 < ρ},



2.3 Asymptotisch schwarzschildsche Mannigfaltigkeiten 25

so entsprechen diese, falls 0 6∈ Bρ(p), geodätischen Kugeln bezüglich distge und sind für hin-
reichend große r(p) mit den üblichen geodätischen Kugeln bezüglich distg vergleichbar.

Zusätzlich werden wir dank des nächsten Lemmas in asymptotisch schwarzschildschen
Mannigfaltigkeiten auf eine gesonderte Auszeichnung der Tensornormen |T |g, |T |gS und |T |ge

keinen Wert mehr legen müssen.

Lemma 2.10. Sei T k-Form auf M. Dann gibt es ein r0(k,m,κ,σ), sodaß auf M\Br0(0) die
Größen |T |g, |T |gS , |T |ge uniform vergleichbar sind.

Beweis. Wir rechnen für |T |g und |T |ge , die Aussage für |T |gS folgt analog.
Zunächst implizieren Proposition 2.7 und Definition 2.8 auf M\Bσ (0), daß für r > m

|g−ge| ≤ |g−gS|+ |gS−ge|
≤ c(κr−2 +mr−1),

(2.10)

und wir erhalten für jedes ε > 0 ein hinreichend großes r mit

|g−ge| ≤ ε.

Insbesondere gibt es ein r0(m,κ,σ) mit det(g)≥ 1
2 auf M\Br0(0). Nun gilt nach dem Mittel-

wertsatz für beliebige positiv definite Matrizen A,B

|A−1−B−1| ≤C
(
(detA)−1,(detB)−1) |A−B|,

und es folgt auf M\Br0(0) uniform

|g−1− (ge)−1| ≤ c|g−ge|,
|g−1|+ |(ge)−1| ≤ c.

Sei nun T beliebig. Nach Cauchy-Schwarz erhalten wir nun wegen der Schranke an |g−1| für
r > r0 in euklidischen Koordinaten

||T |2g−|T |2ge |
= |
(
gi1 j1 · · ·gik jk − (ge)i1 j1 · · ·(ge)ik jk

)
Ti1...ik Tj1... jk |

= |
k

∑
p=1

(
(ge)i1 j1 · · ·(ge)ip−1 jp−1

(
gip jp − (ge)ip jp

)
gip+1 jp+1 · · ·gik jk

)
Ti1...ik Tj1... jk |

≤ |T |2ge

 ∑
i1 ,...ik
j1 ,..., jk

(
∑
p
(ge)i1 j1 · · ·

(
gip jp − (ge)ip jp

)
· · ·gik jk

)2


1
2

≤ c(k)|T |2ge

∑
p

∑
i1 ,...ik
j1 ,..., jk

(
(ge)i1 j1 · · ·

(
gip jp − (ge)ip jp

)
· · ·gik jk

)2


1
2

≤ c(k)|T |2ge |g−1− (ge)−1|ge

und es ergibt sich nach Benutzung von (2.10)

||T |2g−|T |2ge | ≤
1
2
|T |2ge

für r > r0(k,m,κ,σ). Die Behauptung folgt.
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Lemma 2.11. Sei f ∈C2(M). Dann gibt es ein r0 = r0(m,κ,σ) und absolute Konstanten c,
sodaß in M\Br0(0)

|∇(2)
f | ≤ c|∇(2)ge

f |+ c|∇−∇
ge

||∇ f |,

|∇(2)ge

f | ≤ c|∇(2)
f |+ c|∇−∇

ge

||∇ f |.

Beweis. Wir rechnen in euklidischen Koordinaten direkt

||∇(2)
f |2ge −|∇(2)ge

f |2ge |= |∑
i, j

(
∇i ∇ j f −∇

ge

i ∇
ge

j f
)(

∇i ∇ j f +∇
ge

i ∇
ge

j f
)
|

≤ c ∑
i, j,p,q

(
|Γp

i j ∇p f |
(
|∇ge

i ∇
ge

j f |+ |Γq
i j ∇q f |

))
≤ c|∇−∇

ge

|ge |∇ f |ge |∇(2)ge

f |ge + c|∇−∇
ge

|2ge |∇ f |2ge

≤ 1
2
|∇(2)ge

f |2ge + c|∇−∇
ge

|2ge |∇ f |2ge .

Die Behauptung folgt mit Lemma 2.10.

2.3.2 Hyperflächen in M
Sei nun F(Σ) immersierte, geschlossene 2-Fläche in M = (M,g). Zusätzlich zu den in Ab-
schnitt 2.1.1 aufgestellten Definitionen lassen sich nun, mit id,r : M→R3 \{0} wie oben, die
Größen

rmin(F(Σ)) := min
p∈F(Σ)

r(p),

rmax(F(Σ)) := max
p∈F(Σ)

r(p),

sowie

diam(F(Σ)) := max
p,q∈F(Σ)

| id(p)− id(q)|R3

festlegen.

Der Bezug zu Flächen im euklidischen Raum

Ist rmin hinreichend groß, so lassen sich viele der durch g auf Σ induzierten geometrischen
Größen in Bezug zu den auf F(Σ)⊂ (M,ge) induzierten setzen. Dies wird es uns ermöglichen,
bekannte Ungleichungen und Sachverhalte im euklidischen Raum einfach in asymptotisch
schwarzschildsche Mannigfaltigkeiten übertragen zu können.

Die grundlegenden Beziehungen zwischen den durch g,ge und gS auf Σ induzierten geo-
metrischen Größen bündelt zunächst folgendes Lemma, das sich direkt aus [Met04, Lemma
2.2] und [LMS11, Lemma 1.3] ergibt.

Lemma 2.12. Seien M,g,gS,ge,Σ und F wie oben definiert. Seien ν ,νS,νe die äußeren Nor-
malenvektoren an F(Σ) bzgl. g,gS und ge. Dann gilt

ν
S = φ

−2
ν

e,

|ν−ν
S| ≤ cκr−2
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sowie für die auf Σ induzierten Zusammenhänge ∇,∇S,∇e

∇
S = ∇

e+φ
−1 ∗∇

e
φ ,

|∇−∇
S | ≤ cκr−3.

Die induzierten mittleren Krümmungen H,HS und He erfüllen

HS = φ
−2He +4φ

−3
∂νeφ ,

|H−HS| ≤ cκr−3,

die spurfreien zweiten Fundamentalformen Å, ÅS, Åe

ÅS = φ
2Åe,

|Å− ÅS| ≤ cκr−3,

es ergibt sich für rmin > r0(m,κ,σ)

|AS−Ae| ≤ cm
(
r−2 + r−1|Ae|

)
,

|A−AS| ≤ cκ
(
r−3 + r−2|H|

)
,

sowie

|∇S AS−∇
e Ae| ≤ cm

(
r−3 + r−2|Ae|+ r−1|∇e Ae|

)
,

|∇A−∇
S AS| ≤ cκ

(
r−4 + r−3|A|+ r−2|∇A|

)
.

Für die auf Σ induzierten Flächenelemente dµ, dµ
S, dµ

e gilt

dµ
S = φ

4 dµ
e,

| dµ− dµ
S | ≤ cκ dµ r−2.

Korollar 2.13. Seien F,M,Σ wie oben. Dann gibt es ein r0 = r0(m,κ,σ), sodaß für rmin > r0

|‖ · ‖L1(Σ,ge)−‖ ·‖L1(Σ,g)| ≤ c(κr−2
min +mr−1

min)‖ · ‖L1(Σ,g).

Beweis. Sei f ∈ L1(Σ) beliebig, fest. Lemma 2.12 liefert zunächst

|
∫

Σ

| f | dµ−
∫

Σ

| f | dµ
e | ≤ cκr−2

min

∫
Σ

| f | dµ +cmr−1
min

∫
Σ

| f | dµ
e, (2.11)

wobei |φ 4− 1| ≤ cmr−1 benutzt wurde. Für rmin > r0(m,κ,σ) ergibt sich nach Absorbieren
direkt

c−1‖ f‖L1(Σ,g) ≤ ‖ f‖L1(Σ,ge) ≤ c‖ f‖L1(Σ,g)

auf M\Br0(0); erneutes Einsetzen in (2.11) liefert

|
∫

Σ

| f | dµ−
∫

Σ

| f | dµ
e | ≤ c

(
κr−2

min +mr−1
min

)∫
Σ

| f | dµ

und damit die Behauptung.
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Für weitere Folgerungen aus 2.12 ist es notwendig, mit Integralen über wie dort auftre-
tende asymptotisch abfallende Terme auf sinnvolle Weise umgehen zu können. Hierbei hilft
uns

Lemma 2.14. Seien F,M,Σ wie oben. Dann gibt es ein r0 = r0(m,κ,σ), sodaß, falls rmin > r0,
für jedes p > 2∫

Σ

r−p dµ ≤ c(p)r2−p
min

∫
Σ

H2 dµ (2.12)

und für jedes q > 1∫
Σ

|H|r−q dµ ≤ c(q)r1−q
min

∫
Σ

H2 dµ . (2.13)

Beweis. Bei (2.12) handelt es sich um [LMS11, Lemma 1.4], Aussage (2.13) folgt direkt aus
(2.12) und der Hölderschen Ungleichung.

Folgerungen aus Lemma 2.14 ergeben sich mit Lemma 2.12 und Proposition 2.2:

Korollar 2.15. Seien F,M,Σ wie oben. Dann gibt es ein r0 = r0(m,κ,σ), sodaß für rmin > r0

|W(F(Σ))ge −W(F(Σ))| ≤ c(mr−1
min +κr−2

min)W(F(Σ)).

Beweis. Zunächst gilt nach Korollar 2.13 für rmin > r0(m,κ,σ)∫
Σ

(He)2 dµ
e ≤

(
1+ c(κr−2

min +mr−1
min)

)∫
Σ

(He)2 dµ,

sowie nach Lemma 2.12 und Lemma 2.14∫
Σ

(He)2 dµ ≤
∫

Σ

(
φ

2|HS|+ cmr−2)2
dµ

≤
∫

Σ

(
φ

2|H|+ c(κr−3 +mr−2)
)2

dµ

≤
∫

Σ

φ
4H2 dµ +c

∫
Σ

|H|(κr−3 +mr−2) dµ +c
∫

Σ

κ
2r−6 +m2r−4 dµ

≤
∫

Σ

(1+ cmr−1)H2 dµ +c(κr−2
min +mr−1

min +κ
2r−4

min +m2r−2
min)

∫
Σ

H2 dµ

≤
(
1+ c(mr−1

min +κr−2
min)

)∫
Σ

H2 dµ,

wobei im letzten Schritt rmin > max{m,κ
1
2 } benutzt wurde. Kombiniert ergibt sich direkt

W(F(Σ))ge ≤
(
1+ c(mr−1

min +κr−2
min)

)2 W(F(Σ))

≤
(
1+ c(mr−1

min +κr−2
min)

)
W(F(Σ)).

Analog folgt mit einer Variante von Lemma 2.14 für Flächen in (M,ge) die Ungleichung

W(F(Σ))≤
(
1+ c(mr−1

min +κr−2
min)

)
W(F(Σ))ge ,

die Behauptung folgt.
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Korollar 2.16. Seien F,M,Σ wie oben. Dann gilt für rmin ≥ r0(m,κ,σ)

|4π(1−genus(Σ))+
1
2

∫
Σ

|A|2 dµ−W(F(Σ))| ≤ c(κr−2
min +mr−1

min)W(F(Σ)),

|8π(1−genus(Σ)))+
∫

Σ

|Å|2 dµ−W(F(Σ))| ≤ c(κr−2
min +mr−1

min)W(F(Σ)).

Insbesondere gibt es eine absolute Konstante c > 0, sodaß für hinreichend großes rmin∫
Σ

|A|2 dµ < c(W(F(Σ))+genus(Σ))

sowie für sphärische Σ

c−1 < W(F(Σ)).

Beweis. Zunächst folgt aus Proposition 2.7 und Definition 2.8

|
∫

Σ

Rcνν−
1
2

Sc dµ | ≤ c
∫

Σ

κr−4 +mr−3 dµ,

und wir erhalten nach Anwendung von Lemma 2.14 direkt

|
∫

Σ

Rcνν−
1
2

Sc dµ | ≤ c(κr−2
min +mr−1

min)W(F(Σ)).

Setzt man dies in die Aussagen in Proposition 2.2 ein und benutzt, daß nach dem Satz von
Gauß-Bonnet ([Pet06, §4.3]) für die Eulercharakteristik χΣ := 2−2genus(Σ) von Σ∫

Σ

Sc dµ = 4πχΣ,

so folgt direkt die Behauptung.

Auswirkungen von Willmoreschranken

Eine Reihe bekannter Resultate setzt sich mit dem quantitativen Einfluss der Willmoreenergie
auf die ”Rundheit“ von Hyperflächen im euklidischen Raum auseinander – mit Korollar 2.15
verfügen wir nun über ein Werkzeug, um einige dieser Aussagen problemlos auf Flächen in
M übertragen zu können.

Lemma 2.17. Seien F,M,Σ wie in Lemma 2.12. Dann gibt es eine absolute Konstante c und
ein r0(m,κ,σ), sodaß für rmin > r0

c−1W(F(Σ))−1 ≤ (diam(F(Σ)))2

|F(Σ)|
≤ cW(F(Σ)).

Beweis. Die Behauptung gilt nach [Sim93, Lemma 1.1] für Flächen in (M,ge) und lässt sich
für hinreichend große r direkt mit den Korollaren 2.13 und 2.15 direkt übertragen.

Lemma 2.18. Seien F,M,Σ wie in Lemma 2.12. Dann gibt es eine absolute Konstante c und
ein r0(m,κ,σ), sodaß für jede euklidische Kugel Bρ(x)⊂M\Br0(0)

|F(Σ)∩Bρ(x)| ≤ cρ
2W(F(Σ)).
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Beweis. Nach [Sim93, (1.3)] gilt für beliebige 0 < ρ ≤ δ < ∞ bezüglich der euklidischen
Metrik

ρ
−2|F(Σ)∩Bρ(x)|ge ≤ c

(
δ
−2|F(Σ)∩Bδ (x)|ge +

∫
F(Σ)∩Bδ (x)

(He)2 dµ
e
)
.

Da Σ kompakt ist, ergibt sich für δ ↗ ∞

ρ
−2|F(Σ)∩Bρ(x)|ge ≤ cW(F(Σ))ge ,

die Behauptung folgt nun mit den Korollaren 2.13 und 2.15.

Lemma 2.19. Seien M,Σ,F wie oben, und existiere ein k ∈ N mit

∃ x1 6= · · · 6= xk ∈ Σ : F(xi) = F(x j) für alle 1≤ i, j ≤ k.

Dann gibt es ein r0(m,κ,σ), sodaß für rmin > r0

W(F(Σ))≥ 8πk− ck(mr−1
min +κr−2

min).

Insbesondere gibt es für jedes δ > 0 ein r0(m,κ,σ ,δ−1), sodaß für rmin > r0 die Implikation

W(F(Σ))≤ 16π−δ =⇒ F ist Einbettung

gilt.

Beweis. Der erste Teil der Aussage ergibt sich direkt aus [LY82, Satz 6] und Korollar 2.15.
Für den zweiten Teil bemerkt man, daß für jedes nichtinjektive F k = 2 wählbar ist; die Be-
hauptung folgt für c(mr−1

min +κr−2
min)< δ/2.

Sobolevungleichungen

Eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft von M ist die uneingeschränkte Gültigkeit der
Michael-Simon-Sobolevungleichung

‖ f‖L2(Σ) ≤ c
∫

Σ

|H f |+ |∇ f | dµ

auf allen Hyperflächen F(Σ)⊂M\Br0(0) für ein geeignet gewähltes r0; auch hier handelt es
sich wieder um eine Adaption der bekannten Ungleichung im R3 unter Benutzung der bisher
aufgestellten Resultate. Für die präzise Formulierung der Aussage und etliche Folgerungen
hieraus verweisen wir auf Abschnitt B.3.
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Kapitel 3

Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen

3.1 Kurzzeitexistenz bei bekanntem θ

Für diejenigen Spielarten des Flusses (WF∗) bei denen die Funktion θ : [0,∞)→ R bekannt
bzw. vorgegeben ist, lässt sich durch Adaption der Methoden in [EMS98, §2] und [Sim01, §2]
direkt ein Kurzzeitexistenzresultat beweisen. Insbesondere wird hiermit ein Resultat für den
Fluss (WF) eingeschlossen; für (WFF) verweisen wir auf Abschnitt 4.1.

Die in [EMS98] bzw. [Sim01] benutzten Methoden für Hyperflächen im Rn lassen sich oh-
ne größere Änderungen auf Hyperflächen in beliebigen umgebenden Mannigfaltigkeiten über-
tragen. Das Herzstück bildet jeweils eine Formulierung der betrachteten Evolutionsgleichung
als parabolisches, quasilineares Differentialgleichungsproblem vierter Ordnung für Funkti-
onsgraphen über der Startfläche.

Das duale Funktionsgraphenproblem

Sei F0 : Σ→M glatte, orientierbare Immersion einer geschlossenen 2-Fläche mit Einheits-
normalenfeld ν . Wir folgen [EMS98, §2] und wählen eine feste, endliche Kartenüberdeckung
{Ul}l von Σ derart, daß F0|Ul für jedes l eine Einbettung ist. Bezeichnet nun expp : TpM→M
die Gaußabbildung auf M, so ergibt sich die Existenz eines r0 > 0, sodaß für jedes l die Ab-
bildung

Xl : Ul× (−r0,r0)→ im(Xl)⊂M,

(s,r) 7→ expF0(s)(r ·ν)
(3.1)

ein Diffeomorphismus ist; für p ∈ im(Xl) sind damit die Punkte sl(p) ∈Ul , rl(p) ∈ (−r0,r0)
durch

(sl(p),rl(p)) := X−1
l (p)

wohldefiniert und wir erhalten eine lokale reguläre Parametrisierung der Tubenumgebung
{p ∈M : distg(p,F0(Σ)) < r0} =

⋃
l im(Xl) über Σ× (−r0,r0). Ferner gilt nach Konstruk-

tion für jedes l

F0(Ul) = (Xl(Ul ,0)),
ν |F0(Ul) = ∂rXl |r=0,

rl(p) = sgndistg(p,F0(Ul)),
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wobei sgndist die Distanzfunktion mit Vorzeichen bezeichnet.
Ist nun T > 0 und f : Σ× [0,T )→ (−r0,r0) beliebige Funktion, so ist die Variation

G f : Σ× [0,T )→M,

(s, t) 7→ Xl(s, f (s, t)) falls s ∈Ul
(3.2)

wohldefiniert und von gleicher Regularität wie f . Analog zum euklidischen Fall bzw. zur Ar-
gumentation in [EMS98] ist außerdem für jedes feste t das Flächenstück G f (Ul , t) darstellbar
als (Null-)Niveaumenge der Funktion

Φl, f (·, t) : im(Xl)→ R,

p 7→ rl(p)− f (sl(p), t)

und direkte Rechnung ergibt für jedes α : Σ× [0,T )→ R und alle (s, t) ∈Ul× [0,T )(
∂tG f (s, t)

)⊥
= α(s, t)ν

⇐⇒ α(s, t) =−
∂tΦl, f (p, t)

|∇Φl, f (p, t)|

∣∣∣∣∣
p=G f (s,t)

=
∂t f (s, t)

|∇Φl, f (p, t)|

∣∣∣∣∣
p=G f (s,t)

,
(3.3)

womit eine direkte Beziehung zwischen der Bewegung der Flächen G f (Σ, ·) in Normalenrich-
tung und dem Verhalten der Funktion f hergestellt ist.

Sei nun θ ∈C0([0,T ),R) beliebig, fest. Ist f hinreichend glatt, so induziert G f zu jedem
Zeitpunkt auf Σ eine Metrik γ f und geometrische Krümmungsgrößen · f wie in Abschnitt 2.1.1
beschrieben, und es lässt sich aus (3.3) und den Definitionen in Abschnitt 2.2 schließen, daß
(modulo tangentialer Bewegungen) die Existenz einer Lösung des Flusses (WF∗) zu Startwer-
ten F0(Σ) gleichwertig ist zur Existenz einer Funktion f : Σ× [0,T )→ R mit

∂t f |Ul = Ql( f ),

f (·,0)≡ 0,

wobei für jedes l

Ql( f ) :=
(
−αW f +H f θ

)
G∗f |∇Φl, f |.

Bemerken wir abschließend, daß mit der Funktion

s 7→ G∗f |∇Φl, f | falls s ∈Ul (3.4)

auch der analog festgelegte Operator Q auf ganz Σ wohldefiniert ist, so lässt sich obiges Pro-
blem global als

∂t f = Q( f ),

f (·,0)≡ 0
(3.5)

formulieren.
Völlig analog zu [Sim01, Lemma 2.1] lässt sich nun die in Problem (3.5) verborgene

quasilineare Struktur zum Vorschein bringen. In Anlehnung an die dort benutzte Notation
definieren wir zunächst für α ∈ (0,1) und k ∈N0 die ”kleinen“ Hölderräume hk,α = hk,α(Σ)⊂
Ck,α(Σ) durch

hk,α :=C∞(Σ)
‖ · ‖Ck,α (Σ)

=
{

u ∈Ck,α(Σ) : es gibt {u j} j∈N ⊂C∞(Σ) mit ‖u j−u‖Ck,α (Σ)→ 0
}
,
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und bemerken, daß die der Norm ‖ · ‖Ck,α (Σ) zugrundeliegende Hölderhalbnorm sich auch
zunächst lokal auf den Gebieten Ul über die zugehörigen Kartenabbildungen und die übli-
che Halbnorm im Euklidischen definieren lässt. Wie in [Ama95] bezeichnen wir zudem mit
H (h4,α ,h0,α) die Klasse derjenigen linearen, stetigen Operatoren A ∈ L (h4,α ,h0,α), deren
Negatives −A, aufgefasst als unbeschränkter Operator in h0,α mit Definitionsbereich h4,α ,
einen zum abstrakten Problem

u̇ =−Au

gehörigen Fluss {S(t)}t≥0 in h0,α erzeugt, der sich für hinreichend kleines γ analytisch auf
den komplexen Sektor Z := {z 6= 0 ∈ C : |arg(z)| ≤ γ} fortsetzen lässt und für jedes u ∈ h0,α

der Forderung

lim
z∈Z, z→0

S(z)u = u

genügt. Diese Klasse entspricht in der in [Ama95, §1.2] verwendeten Sprache der Klasse der
(negativen) Erzeuger einer stark stetigen analytischen Halbgruppe in L (h0,α ,h0,α) und lässt
sich durch die dortigen Ergebnisse vollständig über die Resolventenmenge von −A und das
Wachstum der zugehörigen Resolventenoperatoren charakterisieren.

Wir setzen abschließend

Ak,α :=
{

u ∈ hk,α : sup
Σ

|u|< r0

}
⊂ hk,α ,

und fixieren

0 < α < β0 < 1.

Dann gilt zu jedem festen Zeitpunkt t

Lemma 3.1. Es existieren P ∈C∞
(
A2,β0 ,H (h4,α ,h0,α)

)
und B,E ∈C∞

(
A2,β0 ,h0,β0

)
, sodaß

Q( f ) =−P( f ) f +B( f )+θE( f )

für jedes f ∈ A4,α .

Beweis. Dies folgt analog zu [Sim01, Lemma 2.1] direkt aus [EMS98, Lemma 2.1], in dem
ein analoges Resultat für den Oberflächendiffusionsfluss für Flächen im Rn aufgestellt wird
und dessen Beweis sich direkt übertragen lässt: Nach Konstruktion (3.1) stehen die Vekto-
ren ∂rXl |r=r′ für festes l und jedes r′ ∈ (−r0,r0) senkrecht auf der Äquidistanzfläche {p :
sgndistg(p,F0(Ul)) = r′} ⊂ (M,g), und die auf Ul × (−r0,r0) definierbare Metrik X∗l g lässt
sich somit wie in [EMS98, Lemma 2.1] auf jeder Faser Ul×{r′} orthogonal in

X∗l g = wl(r′)+dr⊗dr

für ein geeignetes wl(r′) aufspalten. Damit behalten alle im dortigen Beweis aufgeführten
Rechnungen und lokalen Darstellungen (modulo positiver Vorfaktoren) ihre Gültigkeit und es
ergibt sich die Existenz von P ∈C∞

(
A2,β0 ,H (h4,α ,h0,α)

)
und B1 ∈C∞

(
A2,β0 ,h0,β0

)
mit(

4 f H f
)

G∗f |∇Φl, f |=−P( f ) f +B1( f )

für alle l. Nun gilt nach den Definitionen in Abschnitt 2.2

Q( f )−
(
4 f H f

)
G∗f |∇Φl, f |

= H f

(
|Å f |2 +G∗f Rc(νG f (Σ),νG f (Σ))+θ

)
G∗f |∇Φl, f |,

(3.6)
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und die Behauptung ist gezeigt, wenn es gelingt, die geometrischen Größen auf der rechten
Seite von (3.6) als Funktionen von f in C∞

(
A2,β0 ,h0,β0

)
darzustellen: Zunächst ergibt sich

wie in [EMS98] für beliebige s ∈Ul ⊂ Σ auf Ξl := (Ul× (−r0,r0),X∗l g)

(∇Ξl X∗l Φl, f )(s,r) = ∂r−∇
Ul×{r} f (s)

und es folgt mit wl wie oben, Φ̂l, f := X∗l Φl, f und R̂c := X∗l Rc wie in Rechnung [EMS98,
(2.3)]

G∗f Rc(νG f (Σ),νG f (Σ))
∣∣∣
s
= |∇Φl, f |−2

g ·Rc(∇Φl, f ,∇Φl, f )
∣∣∣
G f (s)

= |∇Ξl Φ̂l, f |−2
X∗l g · R̂c(∇Ξl Φ̂l, f ,∇

Ξl Φ̂l, f )
∣∣∣
(s, f (s))

= (1+wi j
l ∂i f ∂ j f )−1

∣∣∣
(s, f (s))

·
(

R̂ci jwik
l w jq

l ∂k f ∂q f −2R̂criw
i j
l ∂ j f + R̂crr

)∣∣∣
(s, f (s))

,

(3.7)

wobei alle Koordinatenableitungen am Punkt s ∈Ul zu verstehen sind, über i, j,k,q ∈ {1,2}
summiert wird und der Index r als fest anzusehen ist. Bemerkt man nun, daß sowohl die
Koeffizienten wi j

l als auch R̂ci j zwar (glatt) von den Werten der Funktion f abhängen, nicht
jedoch von ihren Ableitungen, liefert Darstellung (3.7) eine vollständige Beschreibung davon,
wie diese in den Ausdruck

B̃( f ) := G∗f Rc(νG f (Σ),νG f (Σ))

eingehen. Es ergibt sich insbesondere

B̃ ∈C∞(A1,β0 ,h0,β0).

Analog verfährt man mit den übrigen Termen in (3.6), vgl. [Sim01, Lemma 2.1], unter Be-
nutzung geeigneter lokaler Koordinatendarstellungen von ∇

Ξl (∇Ξl Φ̂l, f · |∇Ξl Φ̂l, f |
−1
) und der

Definitionen von zweiter Fundamentalform und mittlerer Krümmung. Insgesamt ergibt sich
damit aber insbesondere die Glatt- und Wohldefiniertheit der Abbildungen

B2,E : A2,β0 → h0,β0 ,

B2( f ) := H f

(
|Å f |2 + B̃( f )

)
G∗f |∇Φl, f |,

E( f ) := H f G∗f |∇Φl, f |.

Die Behauptung folgt nun mit B := B1 +B2.

Es ergibt sich direkt

Satz 3.2. Sei F0 : Σ→M glatte, orientierbare Immersion einer geschlossenen 2-Fläche Σ,
T ′ > 0 und θ ∈ C0,1([0,T ′),R) fest. Dann existiert ein T ∈ (0,T ′], eine eindeutige Lösung
f : Σ× [0,T )→ R zu (3.5) und eine eindeutige Lösung F : Σ× [0,T )→M von (WF∗) zu
Startwerten F0(Σ). Für jedes β ∈ (0,1) gilt

[t 7→ f (·, t)] ∈C([0,T ),A2,β ). (3.8)

Beweis. Nach Voraussetzung an θ gilt zunächst mit den in Lemma 3.1 festgelegten Abbildun-
gen B und E, daß

B+θE ∈C0,1(A2,β0 × [0,T ′),h0,β0).
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Analog zu [Sim01, Proposition 2.2] ergibt sich damit aus Lemma 3.1 die Existenz eines
T > 0 und einer Lösung f wie oben; die Zeitabhängigkeit von B+θE lässt sich hierbei wie
in [Ama93, Bemerkung 12.2] handhaben. Eigenschaft (3.8) ergibt sich aus der Glattheit der
Startwerte, da β in [Sim01, Proposition 2.2] beliebig nah an 1 gewählt werden kann.

Sei nun die zu f duale Variation G f wie in (3.2) definiert. Durch Entfernung der tangen-
tialen Anteile von ∂tG f ergibt sich die gesuchte Variation F : Setzt man dazu

V :=−
(

∂tG f −
(
∂tG f

)⊥)
,

so ist das zeitabhängige Vektorfeld V := G∗f (V ) auf Σ wohldefiniert und für jedes t ∈ [0,T )
der Diffeomorphismus φt : Σ→ Σ durch

φ0(·)≡ idΣ(·),
φ̇t(s) =V (φt(s),s) für alle (s, t) ∈ Σ× [0,T )

eindeutig festgelegt. Die Behauptung folgt mit F(s, t) := G f (φt(s), t).

3.2 Evolution der Krümmung
Das Aufstellen geeigneter Evolutionsgleichungen stellt ein unverzichtbares Herzstück der Un-
tersuchung jedes geometrischen Flusses dar. Für den Fluss (WF∗) in M können wir uns hierbei
grob am Vorgehen in [KS02, §2] orientieren, müssen aber weitaus höhere, aus der Krümmung
des umgebenden Raums resultierende, technische Hürden überwinden.

Zunächst aber beginnen wir mit folgendem Lemma, das uns beim beim Vertauschen ko-
varianter Ableitungen auf Σ hilft und eine Variante von [KS02, Lemma 2.1] für Hyperflächen
in allgemeinen 3-Mannigfaltigkeiten darstellt.

Im Folgenden machen wir ausgiebigen Gebrauch der in den Abschnitten 2.1.2 bzw. 2.1.3
eingeführten ∗- und (·)(ν)-Notationen.

Lemma 3.3. Sei ψ k-Form auf Σ und [∇,div]ψ := ∇divψ−div∇ψ . Dann gilt

[∇,div]ψ = ψ ∗Rm−divTψ

mit div = divΣ und

Tψ(X0,X1,X2 . . . ,Xk) := ∇X0 ψ(X1,X2, . . . ,Xk)−∇X1 ψ(X0,X2, . . . ,Xk).

Beweis. In lokalen Koordinaten gilt

[∇,div]ψi1,...,ik = ∇i1 ∇
j
ψ j,i2,...,ik −∇

j
∇ j ψi1,...,ik

=
(
∇i1 ∇

j−∇
j
∇i1

)
ψ j,i2,...,ik +∇

j (
∇i1 ψ j,i2,...,ik −∇ j ψi1,...,ik

)
=
(
∇i1 ∇

j−∇
j
∇i1

)
ψ j,i2,...,ik −∇

j(Tψ) j,i1,...,ik .

(3.9)

Nun gilt aber nach (2.1) für beliebige s1, . . . ,sk

(∇i1 ∇
j−∇

j
∇i1)ψs1,...,sk =−∑

r
Rm j b

i1 sr
ψs1,...,sr−1,b,sr+1,...,sk

= ψ ∗Rm,

Einsetzen in (3.9) liefert die Behauptung.
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Proposition 3.4. Für eine k-Form φ auf Σ und ψ := ∇φ ergibt sich für den Tensor Tψ aus
Lemma 3.3

(Tψ)p,q,i1,...,ik = (∇p ∇q−∇q ∇p)φi1,...,ik

=

{
φ ∗Rm, k ≥ 1,
0, k = 0.

Einsetzen von ψ = ∇φ in Lemma 3.3 liefert also

[∇,div]∇φ =

{
∇φ ∗Rm+φ ∗∇Rm, k ≥ 1,
∇φ ∗Rm, k = 0.

Wir sind nun in der Lage, eine Evolutionsgleichung für A unter (WF∗) aufzustellen und
nutzen hierbei intensiv aus, daß nach (2.2)

Rm> = 1∗ (Rc)(ν)

und somit nach den Gaußgleichungen

Rm = 1∗ (Rc)(ν)+P2
0 (A). (3.10)

Lemma 3.5. Unter (WF∗) gilt

(∂t +42)A = P2
3 (A)+P0

5 (A)+ ∑
k+l=2

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)+1∗∇
(3)(Rc)(ν)

+A∗P0
2 ((Rc)(ν))+P0

3 (A)∗ (Rc)(ν)

+θ ∗
(

∇
(2) A+P0

3 (A)+A∗ (Rc)(ν)
)
.

Beweis. Zunächst gilt nach Lemma 2.3 für ∂tF = αν

∂tAi j =−∇
(2)
i j α +α

(
AikAk

j−Ti j

)
=−∇

(2)
i j α +α ∗

(
P0

2 (A)+(Rc)(ν)
)
,

wobei benutzt wurde, daß

Ti j = Rci j +(Rcνν−
1
2

Sc)γi j

= 1∗ (Rc)(ν).

Unter (WF∗) gilt nun nach Definition

α =4H +P0
3 (A)+A∗ (Rc)(ν)+Hθ ,

Einsetzen hiervon liefert direkt

∂tAi j =−∇
(2)
i j 4H +∇

(2)
(

P0
3 (A)+A∗ (Rc)(ν)−Hθ

)
+
(
4H +P0

3 (A)+A∗ (Rc)(ν)+Hθ

)
∗
(

P0
2 (A)+(Rc)(ν)

)
=−∇

(2)
i j 4H +P2

3 (A)+P0
5 (A)+ ∑

k+l=2
∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)

+A∗P0
2 ((Rc)(ν))+(Rc)(ν) ∗P0

3 (A)

+θ ∗
(

∇
(2) A+P0

3 (A)+A∗ (Rc)(ν)
)
.

(3.11)
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Nun ist aber nach (3.10) und Proposition 3.4, angewendet auf ∇H und H,

(∇(2)4−4∇
(2))H = [∇,div]∇(2) H +∇[∇,div]∇H

= ∇
(2) H ∗Rm+∇H ∗∇Rm+∇(∇H ∗Rm)

= P2
3 (A)+∇

(2) A∗ (Rc)(ν)+∇A∗∇(Rc)(ν),

sowie nach der Simons-Identität (2.6)

4∇
(2) H−42 A =4

(
P0

3 (A)+A∗ (Rc)(ν)+1∗∇(Rc)(ν)
)

= P2
3 (A)+ ∑

k+l=2
∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)+1∗∇
(3)(Rc)(ν).

Kombination dieser Aussagen mit (3.11) liefert die Behauptung.

3.2.1 Höhere Ableitungen
Folgendes Lemma hilft uns beim Berechnen der Evolution höherer Krümmungsableitungen
und stellt ein Analogon zu [KS02, Lemma 2.3] dar.

Lemma 3.6. Sei F : Σ× (−ε,ε)→ M eine Variation in M mit ∂tF = αν und seien φ ,Y
k-Formen auf Σ mit (∂t +42)φ = Y . Dann gilt(

∂t +42)
∇φ = ∇Y +φ ∗A∗∇α +φ ∗∇A∗α

+ ∑
i+ j=3

∇
(i)

φ ∗∇
( j)(Rc)(ν)+ ∑

i+ j+k=3
∇
(i)

φ ∗∇
( j) A∗∇

(k) A.

Beweis. Wir rechnen ohne Einschränkung in einem festen Punkt (p, t) ∈ Σ× (−ε,ε) und
wählen zeitunabhängige Koordinaten derart, daß Γ

k
i j |(p,t) = 0. Dann gilt in (p, t)

(∂t(∇φ))i0,i1...,ik
= ∂t

(
(∇φ)i0,i1...,ik

)
= ∂t

(
∂i0(φi1...,ik)−∑

r
φ(. . . ,∇i0 eir , . . .)

)
= ∂i0

(
(Y −42

φ)i1,...,ik

)
−∑

r,p
φ(. . . ,∂tΓ

p
i0ir ep, . . .),

also nach Lemma 2.3

∂t(∇φ) = ∇Y −∇42
φ +φ ∗ (A∗∇α +α ∗∇A) . (3.12)

Wegen Proposition 3.4 gilt aber

(∇42−42
∇)φ =4([∇,div]∇φ)+ [∇,div]∇4φ

=4(∇φ ∗Rm+φ ∗∇Rm)+∇4φ ∗Rm+4φ ∗∇Rm,

wir erhalten nach Einsetzen in (3.12)

(∂t +42)∇φ = ∇Y +φ ∗ (A∗∇α +α ∗∇A)+ ∑
i+ j=3

∇
(i)

φ ∗∇
( j) Rm

und mit (3.10) die Behauptung.
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Nun können wir aus Lemma 3.5 eine Evolutionsgleichung für höhere Ableitungen von A
herleiten.

Lemma 3.7. Unter (WF∗) gilt für alle m≥ 0

(∂t +42)∇
(m) A = Pm+2

3 (A)+Pm
5 (A)+1∗∇

(m+3)(Rc)(ν)

+θ ∗
(

Pm
3 (A)+∇

(m+2) A+ ∑
k+l=m

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)
)

+ ∑
k+l=m+2

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)+ ∑
k+l=m

Pk
3 (A)∗∇

(l)(Rc)(ν)

+ ∑
k+l=m

∇
(k) A∗Pl

2((Rc)(ν)).

(3.13)

Beweis. Wir führen eine Induktion über m durch; Lemma 3.5 liefert die Behauptung für m= 0.
Bezeichne nun Y (m) einen Ausdruck der Form der rechten Seite von (3.13). Ist (3.13) für

ein m erfüllt, d.h. gilt (∂t +42)∇
(m) A = Y (m), so folgt nach Lemma 3.6 mit φ = ∇

(m) A,
Y = Y (m) und α =−αW +Hθ

(∂t +42)∇
(m+1) A = ∇(Y (m))+∇

(m) A∗A∗∇αW +∇
(m) A∗∇A∗αW

+θ ∗∇
(m) A∗∇A∗A+ ∑

i+ j=3
∇
(i+m) A∗∇

( j)(Rc)(ν)

+ ∑
i+ j+k=3

∇
(i+m) A∗∇

( j) A∗∇
(k) A

= Y (m+1)+Pm+3
3 (A)+θ ∗Pm+1

3 (A)

+ ∑
k+l=m+3

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)

+∇
(m) A∗A∗∇αW +∇

(m) A∗∇A∗αW.

(3.14)

Wegen αW =−4H−H(|Å|2 +Rcνν) = P2
1 (A)+P0

3 (A)+A∗ (Rc)(ν) gilt nun aber, daß

∇
(m) A∗A∗∇αW = Pm+3

3 (A)+Pm+1
5 (A)+∇

(m) A∗A∗∇(A∗ (Rc)(ν))

= Pm+3
3 (A)+Pm+1

5 (A)+Pm+1
3 (A)∗ (Rc)(ν)+Pm

3 (A)∗∇(Rc)(ν),

analog ergibt sich

∇
(m) A∗∇A∗αW = Pm+3

3 (A)+Pm+1
5 (A)+Pm+1

3 (A)∗ (Rc)(ν).

Damit lassen sich jedoch alle Terme in (3.14) in den Y (m+1)-Ausdruck aufnehmen – es folgt
(∂t +4)∇

(m+1) A = Y (m+1) und damit die Behauptung.

3.2.2 Integralgleichungen

Um mit der Natur der Evolutionsgleichungen des letzten Abschnittes als Differentialgleichun-
gen vierter Ordnung umgehen zu können, müssen diese analog zum Vorgehen in [KS02, §3]
in lokale Integralgleichungen umgewandelt werden. Zunächst ergibt sich aus einer direkten
Rechnung (vgl. [KS02, Lemma 3.1]) folgende
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Proposition 3.8. Sei F : Σ× (−ε,ε)→M eine Variation in M mit ∂tF = αν und seien φ ,Y
k-Formen auf Σ mit (∂t +42)φ = Y . Dann gilt für alle η ∈C2(Σ× (−ε,ε))

∂t

∫
Σ

η |φ |2 dµ−2
∫

Σ

η〈φ ,Y 〉 dµ +2
∫

Σ

〈4φ ,4(ηφ)〉 dµ

=
∫

Σ

(∂tη)|φ |2 dµ +
∫

Σ

ηα ·A∗φ ∗φ dµ,

wobei 〈·, ·〉 das durch γ induzierte Tensorskalarprodukt ist.

Durch geschicktes Abschätzen des
∫
〈4φ ,4(ηφ)〉 dµ-Terms in Proposition 3.8 können

wir ”gute“ Gradiententerme auf der linken Seite erzeugen – Ergebnis ist folgendes Lemma,
das eine Variante von [KS02, Lemma 3.2] darstellt.

Lemma 3.9. Sei η ∈ C2(Σ× (−ε,ε)) mit η(·, t) ∈ [0,1] und gelte sup[η(·,t)>0] |Rm> | ≤ Π0
für ein Π0 ∈ R. Dann gilt unter den Voraussetzungen von Proposition 3.8 für alle s≥ 4

∂t

∫
Σ

η
s|φ |2 dµ−2

∫
Σ

η
s〈φ ,Y 〉 dµ +

∫
Σ

η
s|∇(2)

φ |2 dµ +
∫

Σ

η
s−2|∇η |2|∇φ |2 dµ

≤
∫

Σ

sη
s−1

∂tη |φ |2 dµ +
∫

Σ

η
s
α ·A∗φ ∗φ dµ

+ c(s)
∫

Σ

|φ |2η
s−4
(
|∇η |4 +η

2|∇(2)
η |2
)

dµ

+ c(s)
∫

Σ

η
s|φ |2

(
|∇A|2 + |A|4

)
dµ +c(s)Π2

0

∫
Σ

η
s|φ |2 dµ .

Beweis. Nach [KS02, (3.3)] gibt es zunächst ein c(s), sodaß∫
Σ

η
s|∇(2)

φ |2 dµ +
∫

Σ

η
s−2|∇η |2|∇φ |2 dµ

≤ 3
2

∫
Σ

〈∇(2)
φ ,∇(2)(ηs

φ)〉 dµ

+ c(s)
∫

Σ

|φ |2η
s−4
(
|∇η |4 +η

2|∇(2)
η |2
)

dµ .

(3.15)

Außerdem gilt nach partieller Integration und Anwendung von Proposition 3.4 sowie der
Gaußgleichungen∫

Σ

〈∇(2)
φ ,∇(2)(ηs

φ)〉 dµ

=−
∫

Σ

〈4∇φ ,∇(ηs
φ)〉 dµ

=−
∫

Σ

〈∇4φ ,∇(ηs
φ)〉 dµ +

∫
Σ

〈∇φ ∗Rm+φ ∗∇Rm,∇(ηs
φ)〉 dµ

=
∫

Σ

〈4φ ,4(ηs
φ)〉 dµ

+
∫

Σ

∇φ ∗Rm> ∗∇(ηs
φ) dµ +

∫
Σ

φ ∗Rm> ∗∇
(2)(ηs

φ) dµ

+
∫

Σ

〈∇φ ∗A∗A+φ ∗∇A∗A,∇(ηs
φ)〉 dµ .

(3.16)
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Für die folgenden Rechnungen halten wir fest, daß

|∇(ηs
φ)| ≤ sη

s−1|∇η ||φ |+η
s|∇φ |, (3.17)

|∇(2)(ηs
φ)| ≤ c(s)|φ |

(
η

s−2|∇η |2 +η
s−1|∇(2)

η |
)

+ c(s)ηs−1|∇η ||∇φ |+η
s|∇(2)

φ |
(3.18)

und schätzen die Terme in (3.16) einzeln nach oben ab – Zunächst gilt nach Voraussetzung an
Rm> für jedes ε > 0∫

Σ

∇φ ∗Rm> ∗∇(ηs
φ) dµ ≤ cΠ0

∫
Σ

|∇φ ||∇(ηs
φ)| dµ

≤ cΠ0

∫
Σ

sη
s−1|∇η ||∇φ ||φ |+η

s|∇φ |2 dµ

≤ cΠ0

∫
Σ

sη
s−1|∇η ||∇φ ||φ |+η

s|φ ||∇(2)
φ | dµ

≤ c(s,ε)Π2
0

∫
Σ

η
s|φ |2 dµ +ε

∫
Σ

η
s−2|∇η |2|∇φ |2 dµ

+ ε

∫
Σ

η
s|∇(2)

φ |2 dµ,

ähnlich rechnet man mit (3.18)∫
Σ

φ ∗Rm> ∗∇
(2)(ηs

φ) dµ ≤ c(s)Π0

∫
Σ

|φ |2
(

η
s−2|∇η |2 +η

s−1|∇(2)
η |
)

dµ

+ c(s)Π0

∫
Σ

|φ |
(

η
s−1|∇η ||∇φ |+η

s|∇(2)
φ |
)

dµ

≤ c(s,ε)Π2
0

∫
Σ

η
s|φ |2 dµ

+
∫

Σ

|φ |2η
s−4
(
|∇η |4 +η

2|∇(2)
η |2
)

dµ

+ ε

∫
Σ

η
s−2|∇η |2|∇φ |2 dµ +ε

∫
Σ

η
s|∇(2)

φ |2 dµ .

Abschließend gilt∫
Σ

〈∇φ ∗A∗A+φ ∗∇A∗A,∇(ηs
φ)〉 dµ

≤ c(s)
∫

Σ

η
s−1|∇η |

(
|φ ||∇φ ||A|2 + |φ |2|∇A||A|

)
dµ

+ c
∫

Σ

η
s (|∇φ |2|A|2 + |φ ||∇φ ||A||∇A|

)
dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s−2|∇η |2|∇φ |2 dµ +c(s,ε)

∫
Σ

η
s|φ |2|A|4 dµ

+ c(s)
∫

Σ

η
s|φ |2|∇A|2 dµ +c(s)

∫
Σ

η
s−2|φ |2|∇η |2|A|2 dµ

+ c
∫

Σ

η
s|∇φ |2|A|2 dµ

≤ 2ε

∫
Σ

η
s−2|∇η |2|∇φ |2 dµ +c(s,ε)

∫
Σ

η
s|φ |2

(
|∇A|2 + |A|4

)
dµ

+
∫

Σ

η
s−4|φ |2|∇η |4 dµ +ε

∫
Σ

η
s|∇(2)

φ |2 dµ,
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wobei im letzten Schritt benutzt wurde, daß für jede Konstante c̃

c̃
∫

Σ

η
s|∇φ |2|A|2 dµ ≤ c(s, c̃)

∫
Σ

η
s−1|∇η ||φ ||∇φ ||A|2 dµ

+ c(c̃)
∫

Σ

η
s|φ |

(
|∇(2)

φ ||A|2 + |∇φ ||A||∇A|
)

dµ

≤ c(s, c̃,ε)
∫

Σ

η
s|φ |2|A|4 dµ +

ε

2

∫
Σ

η
s−2|∇η |2|∇φ |2 dµ

+
ε

2

∫
Σ

η
s|∇(2)

φ |2 dµ +
c̃
2

∫
Σ

η
s|∇φ |2|A|2 dµ

+ c(c̃)
∫

Σ

η
s|φ |2|∇A|2 dµ

und damit

c̃
∫

Σ

η
s|∇φ |2|A|2 dµ ≤ c(s, c̃,ε)

∫
Σ

η
s|φ |2

(
|∇A|2 + |A|4

)
dµ

+ ε

∫
Σ

η
s−2|∇η |2|∇φ |2 dµ +ε

∫
Σ

η
s|∇(2)

φ |2 dµ .

Aus (3.16) ergibt sich also nach Einsetzen obiger Abschätzungen insgesamt∫
Σ

〈∇(2)
φ ,∇(2)(ηs

φ)〉 dµ

≤
∫

Σ

〈4φ ,4(ηs
φ)〉 dµ

+4ε

∫
Σ

η
s−2|∇η |2|∇φ |2 dµ +3ε

∫
Σ

η
s|∇(2)

φ |2 dµ

+ c(s,ε)
∫

Σ

η
s|φ |2

(
|∇A|2 + |A|4

)
dµ

+ c(s,ε)Π2
0

∫
Σ

η
s|φ |2 dµ

+ c
∫

Σ

|φ |2η
s−4
(
|∇η |4 +η

2|∇(2)
η |2
)

dµ,

(3.19)

setzt man (3.19) nun für ein festes ε � 1 in (3.15) ein, folgt nach Absorbieren der ε-Terme∫
Σ

η
s|∇(2)

φ |2 dµ +
∫

Σ

η
s−2|∇η |2|∇φ |2 dµ

≤ 2
∫

Σ

〈4φ ,4(ηs
φ)〉 dµ

+ c(s)
∫

Σ

|φ |2η
s−4
(
|∇η |4 +η

2|∇(2)
η |2
)

dµ

+ c(s)
∫

Σ

η
s|φ |2

(
|∇A|2 + |A|4

)
dµ +c(s)Π2

0

∫
Σ

η
s|φ |2 dµ

und mit Proposition 3.8 die Behauptung.

Spezialisierung auf (WF∗)

Wir wollen nun obige allgemeine Ergebnisse auf den Fluss (WF∗) anwenden und speziali-
sieren uns darüberhinaus auf Funktionen η auf Σ, die durch Abschneidefunktionen auf dem
umgebenden Raum M induziert sind.
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Sei dazu η̃ ∈C2(M), 0 ≤ η̃(·) ≤ 1, eine zeitunabhängige Abschneidefunktion, und gelte

supM |∇
(i)

η̃ |g ≤ Λi für Konstanten Λi ∈ R und i ∈ {1,2}. Durch

η(·, t) := η̃(·)|F(Σ,t) (3.20)

erhalten wir eine zeitabhängige Abschneidefunktion auf Σ, und es gilt nach Lemma B.9 und
der Kettenregel unter (WF∗)

|∇η |γ ≤ Λ1,

|∇(2)
η |γ ≤ Λ2 + |A|Λ1,

∂tη = (−αW +θH) ·∇ν η̃ .

(3.21)

Lemma 3.10. Seien η̃ ,η wie in (3.20) festgelegt und gelte |Rc |g|[η̃>0] ≤ Π0 ∈ R. Dann gilt
unter (WF∗) für alle m≥ 0 und s≥ 2m+4

∂t

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +

3
4

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +

∫
Σ

η
s−2|∇η |2|∇(m+1) A|2 dµ

≤ cΛ
2
1

∫
Σ

η
s−2|∇(m+1) A|2 dµ

+ c(s)(Λ4
1 +Λ

2
2 +Π

2
0)
∫

Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ

+ c|θ |2
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ

+ c(s)
∫

Σ

η
s
(

∇
(m) A∗Pm+2

3 (A)+P2m;≤m
6 (A)

)
dµ

+
∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗

[
∇
(m+3)(Rc)(ν)+ ∑

k+l=m+2
∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)

+ ∑
k+l=m

Pk
3 (A)∗∇

(l)(Rc)(ν)+ ∑
k+l=m

∇
(k) A∗Pl

2((Rc)(ν))
]

dµ

+
∫

Σ

η
s
θ ∗∇

(m) A∗ ∑
k+l=m

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) dµ .

Beweis. Zunächst gilt wegen (2.2) punktweise auf M, daß |Rm |g ≤ c|Rc |g ≤ cΠ0. Benutzung
von Lemma 3.9 mit α =−αW +Hθ =4H +P0

3 (A)+H((Rc)(ν)+θ), φ = ∇
(m) A und Y =

(∂t +42)∇
(m) A ergibt unter Benutzung von Lemma 3.7 und der Eigenschaften (3.21) dann
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direkt

∂t

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +

∫
Σ

η
s−2|∇η |2|∇(m+1) A|2 dµ

≤ c(s)
∫

Σ

η
s−1

∇ν η̃
(
4H +P0

3 (A)
)
∗ |∇(m) A|2 dµ

+ c(s)Λ1

∫
Σ

η
s−1|A||(Rc)(ν)+θ ||∇(m) A|2 dµ

+
∫

Σ

η
s (4H +P0

3 (A)
)
∗A∗∇

(m) A∗∇
(m) A dµ

+
∫

Σ

η
s|(Rc)(ν)+θ ||A|2|∇(m) A|2 dµ

+ c(s)
∫

Σ

η
s−4|∇(m) A|2

(
|∇η |4 +η

2|∇(2)
η |2
)

dµ

+ c(s)
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2

(
|∇A|2 + |A|4

)
dµ

+ c(s)Π2
0

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ

+
∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗

[
Pm+2

3 (A)+Pm
5 (A)+∇

(m+3)(Rc)(ν)

+θ ∗

(
Pm

3 (A)+∇
(m+2) A+ ∑

k+l=m
∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)
)

+ ∑
k+l=m+2

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)+ ∑
k+l=m

Pk
3 (A)∗∇

(l)(Rc)(ν)

+ ∑
k+l=m

∇
(k) A∗Pl

2((Rc)(ν))
]

dµ,

(3.22)

all diese Terme wollen nun geschickt abgeschätzt werden; bei einigen können wir uns dafür
am Beweis zu [KS02, Proposition 3.3] orientieren. Zunächst gilt∫

Σ

η
s|(Rc)(ν)+θ ||A|2|∇(m) A|2 dµ

≤ (Π2
0 + |θ |2)

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +

∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗Pm

5 (A) dµ,

ähnlich rechnet man

c(s)Λ1

∫
Σ

η
s−1|A||(Rc)(ν)+θ ||∇(m) A|2 dµ

≤ (Π2
0 + |θ |2)

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +Λ

4
1

∫
Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ

+ c(s)
∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗Pm

5 (A).

Außerdem gilt direkt∫
Σ

η
s (4H +P0

3 (A)
)
∗A∗∇

(m) A∗∇
(m) A dµ

+ c(s)
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2

(
|∇A|2 + |A|4

)
dµ

≤ c(s)
∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗

(
Pm+2

3 (A)+Pm
5 (A)

)
dµ
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sowie nach Young

c(s)
∫

Σ

η
s−1

∇ν η̃ |∇(m) A|2 ∗P0
3 (A) dµ

≤ c(s)
∫

Σ

|∇(m) A|2(|A|3η
3
4 s)(η

1
4 s−1

Λ1) dµ

≤ c(s)
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2|A|4 dµ +Λ

4
1

∫
Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ

= c(s)
∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗Pm

5 (A) dµ +Λ
4
1

∫
Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ,

und für jedes feste ε > 0∫
Σ

η
s
θ ∗∇

(m) A∗
(

Pm
3 (A)+∇

(m+2) A
)

dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +

∫
Σ

η
sP2m;≤m

6 (A) dµ +c(ε)|θ |2
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ .

Desweiteren gilt wegen (3.21)

c(s)
∫

Σ

η
s−4|∇(m) A|2

(
|∇η |4 +η

2|∇(2)
η |2
)

dµ

≤ c(s)Λ4
1

∫
Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ +c(s)

∫
Σ

η
s−2|∇(m) A|2(|A|2Λ

2
1 +Λ

2
2) dµ

≤ c(s)(Λ4
1 +Λ

2
2)
∫

Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ +c(s)

∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗Pm

5 (A) dµ .

Abschließend ergibt sich wegen ∇i(∇ν η̃) =∇
(2)
iν η̃+Ak

i ∇k η̃ durch partielle Integration direkt

c(s)
∫

Σ

η
s−14H ∇ν η̃ |∇(m) A|2 dµ

≤ c(s)
∫

Σ

|∇A|
[

η
s−2|∇η ||∇ν η̃ ||∇(m) A|2

+η
s−1|∇(∇ν η̃)||∇(m) A|2 +η

s−1|∇ν η̃ ||∇(m) A||∇(m+1) A|
]

dµ

≤ c(s)Λ2
1

∫
Σ

η
s−2|∇A||∇(m) A|2 dµ

+ c(s)Λ2

∫
Σ

η
s−1|∇A||∇(m) A|2 dµ

+ c(s)Λ1

∫
Σ

η
s−1|A||∇A||∇(m) A|2 dµ

+ c(s)Λ1

∫
Σ

η
s−1|∇A||∇(m) A||∇(m+1) A| dµ

≤ c(s)(Λ2
2 +Λ

4
1)
∫

Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ +c(s)

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2|∇A|2 dµ

+ c(s)Λ2
1

∫
Σ

η
s−2|∇(m) A|2|A|2 dµ +cΛ

2
1

∫
Σ

η
s−2|∇(m+1) A|2 dµ

≤ c(s)(Λ2
2 +Λ

4
1)
∫

Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ +cΛ

2
1

∫
Σ

η
s−2|∇(m+1) A|2 dµ

+ c(s)
∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗

(
Pm

5 (A)+Pm+2
3 (A)

)
dµ .

Einsetzen obiger Abschätzungen in (3.22) und Absorbieren liefert nun unter Benutzung von
∇
(m) A∗Pm

5 (A) = P2m;≤m
6 (A) die Behauptung.
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Kontrolle der durch M induzierten Krümmungsterme

Ziel dieses Abschnittes ist die vollständige Kontrolle der in Lemma 3.10 auftretenden Terme
durch uns bekannte geometrische Größen. Zentrale Aufgabe hierbei ist die Umwandlung von
Ableitungen der auf Σ eingeschränkten Krümmungen (Rc)(ν) durch Ableitungen von Rc im
umgebenden Raum und die Behandlung der hierbei hinzukommenden ∇

(k) A-Terme. Wären
bereits lokale sup-Schranken an diese neuen Terme bekannt, ließen sie sich problemlos in eine
großzügig gewählte Konstante aufnehmen, was unsere Rechnungen stark vereinfachen würde.
Im Hinblick auf den zentralen in Abschnitt 3.3.1 durchgeführten Induktionsbeweis werden
wir solche Schranken für hinreichend kleine k tatsächlich fordern dürfen; höhere Ableitungen
von A müssen aber weiterhin genau beachtet werden. Wichtiges Werkzeug hierfür sind die
Formeln in Abschnitt B.2.

Aus technischen Gründen wird sich auf den folgenden Seiten die Verwendung der Unglei-
chungen aus Abschnitt B.3 und insbesondere aus Proposition B.19 nicht vermeiden lassen,
die eine hinreichende Entfernung der Fläche zum Ursprung und eine lokal kleine L2-Norm
von A zwingend voraussetzen. Genauer konzentrieren wir uns im Folgenden auf einen festen
Zeitpunkt t0 und definieren an diesem Zeitpunkt die Generalvoraussetzungen

rmin ≥ r0(m,κ,σ ,W(F(Σ, t0))), (VΣ)∫
[η>0]

|A|2 dµ ≤ ε0, (Vη)

wobei r0 so groß ist, daß Lemma B.13 und die Abschätzungen aus Kapitel 2 in M \Br0(0)
gültig sind, und ε0 wie in Proposition B.19 gewählt – damit gelten insbesondere die dort
aufgeführten Integralungleichungen. Zudem nehmen wir im Hinblick auf Satz 3.19 an, daß ε0
klein genug ist, um die Größe der im dortigen Beweis auftauchenden (absoluten) Konstanten
parieren zu können.

Um die Aussagen der folgenden Lemmata auf konsistente Weise formulieren zu können,
setzen wir

∇
( j) A := 0

für negative j.

Lemma 3.11. Seien η̃ ,η wie in (3.20), m ≥ 0, s ≥ 2m+ 4, gelte |∇(k)
Rc |g|[η̃>0] ≤ Πk ∈ R

für alle k ≤ m+2, und seien außerdem (VΣ) und (Vη) erfüllt. Dann gilt in t0 für alle ε > 0∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗∇

(m+3)(Rc)(ν) dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−2|∇(m+1) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m−1) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s−2|∇(m−2) A|2 dµ +

∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗Pm

5 (A) dµ

+C‖A‖4
2,[η>0]+C

∫
Σ

η
s dµ,

(3.23)

wobei die Konstanten C nur von ε und den Größen

m,s, ∑
k≤m+2

Πk, ∑
k≤m−3

‖∇
(k) A‖∞,[η>0] (3.24)
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abhängen.
Für m = 1 lässt sich die Konstante C vor dem letzten Term in (3.23) genauer als

C = c(s,ε)Π2
2

angeben, und für m = 0 gilt explizit∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗∇

(m+3)(Rc)(ν) dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +c(s)Λ2

1

∫
Σ

η
s−2|∇(m+1) A|2 dµ

+ c(s,ε)
(
Λ

4
1 +Λ

2
2 +Π

2
0
)∫

Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ

+ c(s,ε)
∫

Σ

η
s|∇Rc |2g dµ +

∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗Pm

5 (A) dµ .

Beweis. Vorbereitend gilt nach Rechnung wie in (3.18) wegen der Voraussetzungen an η

|∇(2)(ηs
∇
(m) A)| ≤ c(s)|∇(m) A|

(
η

s−2
Λ

2
1 +η

s−1 (Λ2 +Λ1|A|)
)

+ c(s)ηs−1
Λ1|∇(m+1) A|+η

s|∇(m+2) A|

≤ c(s)ηs−2|∇(m) A|
(
Λ

2
1 +Λ2 +η

2|A|2
)

+ c(s)ηs−1
Λ1|∇(m+1) A|+η

s|∇(m+2) A|,

und es folgt für alle m≥ 0, daß∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗∇

(m+3)(Rc)(ν) dµ

≤ c(s)
∫

Σ

[
η

s−2|∇(m) A|
(
Λ

2
1 +Λ2

)
+η

s|∇(m) A||A|2

+η
s−1

Λ1|∇(m+1) A|+η
s|∇(m+2) A|

]
|∇(m+1)(Rc)(ν)| dµ .

(3.25)

Sei nun zunächst m ≥ 4. Nach Proposition B.12 mit b = 3 und k = m+ 1 ≥ 5 folgt dann auf
[η > 0]

|∇(m+1)(Rc)(ν)| ≤C
(

1+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|
)
, (3.26)

wobei C von den in (3.24) aufgeführten Größen abhängt. Einsetzen dieses Ausdrucks in (3.25)
liefert nach der Young’schen Ungleichung direkt∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗∇

(m+3)(Rc)(ν) dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−2|∇(m+1) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m−1) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(m−2) A|2 dµ +

∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗Pm

5 (A) dµ

+C
∫

Σ

η
s dµ

(3.27)
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und die Behauptung folgt.
Sei nun m = 0. Nach Lemma B.10 gilt dann punktweise

|∇(m+1)(Rc)(ν)| ≤ |∇(Rc)(ν)|g + cΠ0|P0
1 (A)|

= |∇Rc|g + cΠ0|A|

Einsetzen dieses Ausdruckes in (3.25) liefert direkt die Behauptung in ihrer angegebenen ex-
pliziten Form analog zur Rechnung (3.27).

Für m = 1 ergibt sich aus Lemma B.10, daß

|∇(m+1)(Rc)(ν)| ≤Π2 + cΠ0|P1
1 (A)+P0

2 (A)|+ cΠ1|P0
1 (A)|

≤Π2 +C(|∇A|+ |A|)+C|A|2,

dieser Ausdruck besteht also aus einem Term der Form (3.26) und dem Zusatzterm C|A|2.
Beim Durchführen einer Abschätzung wie in (3.27) ergeben sich also die dort auftretenden
Integralterme und der Zusatzterm C

∫
ηs|A|4, den wir separat behandeln müssen. Nach Propo-

sition B.19 gilt aber∫
Σ

η
s|A|4 dµ ≤

∫
Σ

η
s|A|2 dµ +

∫
Σ

η
s|A|6 dµ

≤
∫

Σ

η
s|A|2 dµ +

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +C

(∫
[η>0]

|A|2 dµ

)2

=
∫

Σ

η
s|∇(m+1) A|2 dµ +

∫
Σ

η
s|∇(m−1) A|2 dµ +C

(∫
[η>0]

|A|2 dµ

)2

und wir erhalten direkt die Behauptung.
Sei m = 2. Aus Lemma B.10 folgt

|∇(m+1)(Rc)(ν)|
≤Π3 + cΠ0|P2

1 (A)+P1
2 (A)+P0

3 (A)|+ cΠ1|P1
1 (A)+P0

2 (A)|+ cΠ2|P0
1 (A)|

≤C(1+ |∇(2) A|+ |∇A|+ |A|)+C
(
|∇A||A|+ |A|3 + |A|2

)
,

wir erhalten also nach Abschätzen wie in (3.27) wieder die dort auftretenden Terme sowie
einen zusätzlichen Term, der sich mit Proposition B.19 auf die Weise

C
∫

Σ

η
s (|∇A||A|+ |A|3 + |A|2

)2
dµ

≤C
∫

Σ

η
s|A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s
(
|∇A|2|A|2 + |A|6

)
dµ

≤C
∫

Σ

η
s|A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +C

(∫
[η>0]

|A|2 dµ

)2

=C
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m−2) A|2 dµ +C

(∫
[η>0]

|A|2 dµ

)2

abschätzen lässt. Damit ist die Behauptung ist für m = 2 gezeigt.
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Abschließend prüfen wir den Fall m = 3. In [η > 0] gilt

|∇(m+1)(Rc)(ν)| ≤Π4 + cΠ0|P3
1 (A)+P2

2 (A)+P1
3 (A)+P0

4 (A)|
+ cΠ1|P2

1 (A)+P1
2 (A)+P0

3 (A)|+ cΠ2|P1
1 (A)+P0

2 (A)|
+ cΠ3|P0

1 (A)|

≤Π4 + c
(

Π0|∇(3) A|+Π1|∇(2) A|+Π2|∇A|
)

+ cΠ0

(
|∇A|2 + |∇(2) A||A|+ |∇A||A|2 + |A|4

)
+ cΠ1

(
|∇A||A|+ |A|3

)
+ cΠ2|A|2 + cΠ3|A|

≤C(1+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)+C|∇A|2,

wobei C von den in (3.24) angegebenen Größen und damit insbesondere von ‖A‖∞,[η>0]
abhängig ist.

Analog zur Argumentation in den bereits bewältigten Fällen ist die Behauptung also ge-
zeigt, wenn wir das Integral

∫
ηs|∇A|4 auf geeignete Weise abschätzen können; tatsächlich

gilt nach partieller Integration und Young, daß∫
Σ

η
s|∇A|4 dµ

≤
∫

Σ

c(s)ηs−1
Λ1|∇A|3|A|+ cη

s|∇(2) A||∇A|2|A| dµ

≤ 1
2

∫
Σ

η
s|∇A|4 dµ +

∫
Σ

c(s)ηs−2
Λ

2
1|∇A|2|A|2 + cη

s|∇(2) A|2|A|2 dµ,

(3.28)

und es folgt direkt∫
Σ

η
s|∇A|4 dµ ≤C

∫
Σ

η
s−2

Λ
2
1|∇A|2|A|2 +η

s|∇(2) A|2|A|2 dµ

≤C
∫

Σ

η
s−2|∇(m−2) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m−1) A|2 dµ,

wobei wieder ‖A‖∞,[η>0] in die Konstante aufgenommen wurde – damit ist die Behauptung
für alle m≥ 0 gezeigt.

Lemma 3.12. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.11 gilt in t0 für alle m≥ 1∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m
Pk

3 (A)∗∇
(l)(Rc)(ν) dµ

≤C
∫

Σ

η
s|∇(m+1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−2|∇(m) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−2|∇(m−1) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s−2|∇(m−2) A|2 dµ +

∫
Σ

η
s
(

∇
(m) A∗Pm+2

3 (A)+P2m;≤m
6 (A)

)
dµ

+C‖A‖4
2,[η>0]+C

∫
Σ

η
s dµ,

wobei die Konstanten C nur von den in (3.24) angegebenen Größen abhängen.
Für m = 1 entfällt der letzte Term in obiger Aussage, und für m = 0 gilt für jedes ε > 0

explizit∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m
Pk

3 (A)∗∇
(l)(Rc)(ν) dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +c(ε)Π2

0

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +εc(s)Λ4

1‖A‖4
2,[η>0].
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Beweis. Sei zunächst m ≥ 5. Nach Lemma B.10 gilt in [η > 0], daß für alle l ≤ m− 2 und
k ≤ m−3

|∇(l)(Rc)(ν)|, |Pk
3 (A)| ≤C,

wobei C von allen ‖∇
( j) A‖∞,[η>0], j ≤ m−3 abhängt. Es ergibt sich direkt

| ∑
k+l=m

Pk
3 (A)∗∇

(l)(Rc)(ν)|

≤
1

∑
i=0
|Pi

3(A)∗∇
(m−i)(Rc)(ν)|+

m−2−1

∑
i=2
|Pi

3(A)∗∇
(m−i)(Rc)(ν)|

+
m

∑
i=m−2

|Pi
3(A)∗∇

(m−i)(Rc)(ν)|

≤C

(
1

∑
i=0
|∇(m−i)(Rc)(ν)|+1+

m

∑
i=m−2

|Pi
3(A)|

)
,

(3.29)

wobei benutzt wurde, daß in der ersten Summe immer i ≤ 1 ≤ m− 3 sowie in der letzten
Summe m− i≤ 2≤ m−2 (dies stimmt sogar für m = 4).

Da nach Proposition B.12 (angewendet mit b = 2, k = m bzw. b = 1,k = m−1)

|∇(m)(Rc)(ν)| ≤C(1+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|),

|∇(m−1)(Rc)(ν)| ≤C(1+ |∇(m−2) A|)
(3.30)

(dies gilt auch für m ∈ {3,4}), gilt für den ersten verbliebenen Summenterm in (3.29), daß

1

∑
i=0
|∇(m−i)(Rc)(ν)| ≤C(1+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|). (3.31)

Für den letzten übrigen Term in (3.29) beachtet man zunächst, daß für m−2≤ i≤ m

Pi
3(A) = ∑

a1≥a2≥a3
a1+a2+a3=i

∇
(a1) A∗∇

(a2) A∗∇
(a3) A

= Pi;≤m−3
3 (A)+

(
i

∑
p=m−2

∇
(p) A∗Pi−p;≤m−3

2 (A)

)
,

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, daß in der dortigen Summe i− p ≤ 2 ≤ m− 3 nach
Voraussetzung an m. Damit ergibt sich

m

∑
i=m−2

|Pi
3(A)| ≤C

m

∑
i=m−2

(
1+

i

∑
p=m−2

|∇(p) A|

)

≤C

(
1+

m

∑
i=m−2

i

∑
p=m−2

|∇(p) A|

)
≤C(1+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|),

(3.32)

und mit (3.29) und (3.31) insgesamt

| ∑
k+l=m

Pk
3 (A)∗∇

(l)(Rc)(ν)| ≤C(1+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|).
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Mit der Young’schen Ungleichung ergibt sich sofort∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m
Pk

3 (A)∗∇
(l)(Rc)(ν) dµ

≤C
∫

Σ

η
s dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(m−1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m−2) A|2 dµ

(3.33)

und damit die Behauptung.
Sei nun m = 4. Analog zu (3.29) und (3.31) erhält man zunächst, daß

| ∑
k+l=m

Pk
3 (A)∗∇

(l)((Rc)(ν))| ≤C(1+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)+C
m

∑
i=m−2

|Pi
3(A)|.

Nun folgt aus direkter Rechnung für ein von den Größen (3.24) abhängiges C

|P4
3 (A)| ≤C(|∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)+C|∇(m−2) A|2|A|

und wir erhalten

m

∑
i=m−2

|Pi
3(A)| ≤ |Pm

3 (A)|+
m−1

∑
i=m−2

(
|Pi;≤m−3

3 (A)|+
i

∑
p=m−2

|∇(p) A||Pi−p;≤m−3
2 (A)|

)

≤ |Pm
3 (A)|+C

(
1+

m−1

∑
p=m−2

|∇(p) A|

)
≤C(1+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)+C|∇(m−2) A|2,

wobei der Summenterm im ersten Schritt analog zu den zu (3.32) führenden Überlegungen
zustandekommt. Durch Kombination dieser Ergebnisse ergibt sich also

| ∑
k+l=m

Pk
3 (A)∗∇

(l)((Rc)(ν))|

≤C(1+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)+C|∇(m−2) A|2

und ein Vorgehen wie in Rechnung (3.33) ergibt somit die dort aufgeführte Abschätzung sowie
auf der rechten Seite den Zusatzterm C

∫
ηs|∇(m) A||∇(m−2) A|2 dµ , der sich durch partielle

Integration und unter Aufnahme der anfallenden |∇(m−3) A|-Terme in die Konstanten mittels

C
∫

Σ

η
s|∇(m) A||∇(m−2) A|2 dµ

≤C
∫

Σ

[
sη

s−1
Λ1|∇(m) A||∇(m−2) A|

+η
s|∇(m+1) A||∇(m−2) A|+η

s|∇(m) A||∇(m−1) A|
]

dµ

≤C
∫

Σ

η
s|∇(m+1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(m−1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−2|∇(m−2) A|2 dµ

(3.34)

abschätzen lässt. Es folgt die Behauptung.
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Sei m = 3. Direktes Ausschreiben der Pk
3 (A)-Terme ergibt unter erneuter Benutzung von

(3.30) für Konstanten C abhängig von den Größen in (3.24)

| ∑
k+l=m

Pk
3 (A)∗∇

(l)(Rc)(ν)|

≤ c|A|3 ·C
(

1+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|
)

+ c|∇A||A|2 ·C
(

1+ |∇(m−2) A|
)

+ c
(
|∇(2) A||A|2 + |∇A|2|A|

)
·C

+ c
(
|∇(3) A||A|2 + |∇(2) A||∇A||A|+ |∇A|3

)
·C

≤C(1+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)+C(|∇(2) A||∇A|+ |∇A|3),

wobei im letzten Schritt |∇A|2 ≤ |∇A|+ |∇A|3 benutzt wurde. Erneute Durchführung der
Rechnung (3.33) ergibt damit wieder das dortige Ergebnis mit einem zusätzlichen Integralterm
auf der rechten Seite, der sich zunächst durch partielle Integration und Young unter Aufnahme
der anfallenden Terme s,Λ1 und |A| in die Konstante C mittels

C
∫

Σ

η
s|∇(3) A|

(
|∇(2) A||∇A|+ |∇A|3

)
dµ

≤C
∫

Σ

|∇A|2
(

η
s−1|∇(3) A|+η

s|∇(4) A|
)

dµ +C
∫

Σ

η
s|∇(3) A||∇(2) A||∇A| dµ

≤C
∫

Σ

η
s|∇(4) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−2|∇(3) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇A|4 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2|∇A|2 dµ

abschätzen lässt. Da aber nach Rechnung (3.28)

∫
Σ

η
s|∇A|4 ≤ c

∫
Σ

η
s−2

Λ
2
1|∇A|2|A|2 +η

s|∇(2) A|2|A|2 dµ

≤C
∫

Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−2|∇A|2 dµ

sowie nach partieller Integration für jedes feste ε > 0

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2|∇A|2 dµ

≤C
∫

Σ

η
s−1|∇(2) A|2|∇A| dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(3) A||∇(2) A||∇A| dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2|∇A|2 +C(ε)

∫
Σ

η
s|∇(3) A|2 dµ +C(ε)

∫
Σ

η
s−2|∇(2) A|2 dµ,

folgt die Behauptung direkt nach Absorbieren und Einsetzen.
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Sei nun m = 2. Mit Hilfe von Lemma B.10 und Young erhalten wir direkt

| ∑
k+l=m

Pk
3 (A)∗∇

(l)(Rc)(ν)|

≤ c|A|3 ·
(
Π2 +Π1|A|+Π0(|∇A|+ |A|2)

)
+ c|∇A||A|2 · (Π1 +Π0|A|)

+ c
(
|∇(2) A||A|2 + |∇A|2|A|

)
·Π0

≤C
(
|A|3 + |A|4 + |A|5 + |A|2|∇A|+ |A|3|∇A|+ |A|2|∇(2) A|+ |A||∇A|2

)
≤C

(
|A|2|∇(2) A|+ |A||∇A|2 + |A|5 + |A|

)
,

wobei C nur von Π0,Π1 und Π2 abhängt, und es ergibt sich zunächst

|
∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m
Pk

3 (A)∗∇
(l)(Rc)(ν) dµ |

≤C
∫

Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2|A|4 dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(2) A|2|∇A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇A|2|A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|A|6 dµ .

Da nun außerdem∫
Σ

η
s|∇(2) A|2|∇A|2 dµ +

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2|A|4 dµ

=
∫

Σ

η
s
(

∇
(m) A∗Pm+2

3 (A)+P2m;≤m
6 (A)

)
dµ,

und aufgrund der Annahme an
∫
[η>0] |A|2 dµ nach Proposition B.19

∫
Σ

η
s|∇A|2|A|2 dµ +

∫
Σ

η
s|A|6 dµ ≤

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +C

(∫
[η>0]

|A|2 dµ

)2

für Konstanten C abhängig von den Größen (3.24), folgt direkt die Behauptung.
Für m = 1 gilt

| ∑
k+l=m

Pk
3 (A)∗∇

(l)(Rc)(ν)| ≤ c|A|3 (Π1 +Π0|A|)+ c|A|2|∇A|Π0

≤C
(
|A|4 + |A|3 + |A|2|∇A|

)
,

und mit Young und Proposition B.19 ergibt sich direkt

|
∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m
Pk

3 (A)∗∇
(l)(Rc)(ν) dµ |

≤C
∫

Σ

η
s|∇A|

(
|A|4 + |A|3 + |A|2|∇A|

)
dµ

≤C
∫

Σ

η
s
(
|A|6 + |A|2|∇A|2

)
dµ +C

∫
Σ

η
s|∇A|2 dµ

≤C
∫

Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇A|2 dµ +C

(∫
[η>0]

|A|2 dµ

)2

,
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was zu zeigen war.
Abschließend ist für m = 0 und alle ε > 0 nach Proposition B.19

|
∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m
Pk

3 (A)∗∇
(l)(Rc)(ν) dµ |

≤ cΠ0

∫
Σ

η
s|A|4 dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|A|6 dµ +c(ε)Π2

0

∫
Σ

η
s|A|2 dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +εΛ

4
1c(s)

(∫
[η>0]

|A|2 dµ

)2

+ c(ε)Π2
0

∫
Σ

η
s|A|2 dµ .

Lemma 3.13. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.11 gilt in t0 für alle m ≥ 1 und alle
ε > 0 ∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m+2
∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m+1) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s−2|∇(m) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−4|∇(m−1) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s−2|∇(m−2) A|2 dµ +

∫
Σ

η
s
(

∇
(m) A∗Pm+2

3 (A)+P2m;≤m
6 (A)

)
dµ

+C‖A‖4
2,[η>0]+C

∫
Σ

η
s dµ,

wobei die Konstanten C von ε und den unter (3.24) angegebenen Größen abhängen.
Für m = 1 entfällt der letzte Term in obiger Aussage, und für m = 0 gilt explizit∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m+2
∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +Π

2
3
1

∫
Σ

η
s|∇(m+1) A|2 dµ

+ c(s,ε)(Π2
0 +Π

4
3
1 +Λ

4
1)
∫

Σ

η
s−2|∇(m) A|2 dµ +εc(s)Λ4

1‖A‖4
2,[η>0].

Beweis. Sei m≥ 6. Da nach Lemma B.10 |∇(l)(Rc)(ν)| ≤C für alle l ≤m−2 mit C wie oben
angegeben, ergibt sich zunächst

| ∑
k+l=m+2

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)|

≤
3

∑
i=0
|∇(i) A∗∇

(m+2−i)(Rc)(ν)|+
m−2−1

∑
i=4
|∇(i) A∗∇

(m+2−i)(Rc)(ν)|

+
m+2

∑
i=m−2

|∇(i) A∗∇
(m+2−i)(Rc)(ν)|

≤C

(
3

∑
i=0
|∇(m+2−i)(Rc)(ν)|+1+

m+2

∑
i=m−2

|∇(i) A|

)
,
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und da nach Proposition B.12 für alle m≥ 5 gilt, daß

|∇(m+2)(Rc)(ν)| ≤C(1+ |∇(m+1) A|+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|),

|∇(m+1)(Rc)(ν)| ≤C(1+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|),

|∇(m)(Rc)(ν)| ≤C(1+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|),

|∇(m−1)(Rc)(ν)| ≤C(1+ |∇(m−2) A|),

(3.35)

ergibt sich nach Einsetzen direkt

| ∑
k+l=m+2

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)| ≤C(1+ |∇(m+2) A|+ |∇(m+1) A|+ |∇(m) A|

+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|).

Nach Young folgt für jedes ε > 0 also sofort

|
∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m+2
∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) dµ |

≤C
∫

Σ

η
s
[

1+ ε|∇(m+2) A|2 + |∇(m+1) A|2

+ c(ε)|∇(m) A|2 + |∇(m−1) A|2 + |∇(m−2) A|2
]

dµ

(3.36)

und damit die Behauptung.
Sei m = 5. Nach obigen Überlegungen ergibt sich unter Benutzung von (3.35)

| ∑
k+l=m+2

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)|

≤
2

∑
i=0
|∇(i) A∗∇

(m+2−i)(Rc)(ν)|

+ |∇(3) A∗∇
(4)(Rc)(ν)|+

m+2

∑
i=4
|∇(i) A∗∇

(m+2−i)(Rc)(ν)|

≤C

(
2

∑
i=0
|∇(m+2−i)(Rc)(ν)|+ |∇(m−2) A∗∇

(m−1)(Rc)(ν)|+
m+2

∑
i=m−1

|∇(i) A|

)
≤C(1+ |∇(m+2) A|+ |∇(m+1) A|+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)

+C|∇(m−2) A|2,

es folgt eine Abschätzung der Form (3.36) mit Zusatzterm C
∫

ηs|∇(m) A||∇(m−2) A|2 dµ auf
der rechten Seite. Dieser lässt sich vollkommen analog zum Vorgehen in Rechnung (3.34)
behandeln; die Behauptung folgt.

Sei nun m = 4. Mit Hilfe von Lemma B.10 rechnen wir mit von den in (3.24) angegebenen
Größen abhängigem C durch direktes Ausschreiben

|∇(m+2)(Rc)(ν)|= |∇(6)(Rc)(ν)|

≤Π6 +
5

∑
j=0

(
Π j

6− j

∑
a=1
|P6− j−a

a (A)|

)
≤C(1+ |∇(m+1) A|+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)

+C|∇(m−2) A|2,
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für |∇(m−1)(Rc)(ν)|, . . . , |∇(m+1)(Rc)(ν)| gelten weiterhin die Abschätzungen aus (3.35). Wir
erhalten damit

∑
k+l=m+2

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)

≤ (|∇(m+2) A|+ |∇(m+1) A|+ |∇(m) A|) ·C

+ c|∇(m−1) A||∇(m−1)(Rc)(ν)|+ c|∇(m−2) A||∇(m)(Rc)(ν)|

+C · (|∇(m+1)(Rc)(ν)|+ |∇(m+2)(Rc)(ν)|)

≤C(1+ |∇(m+2) A|+ |∇(m+1) A|+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)

+C|∇(m−1) A||∇(m−2) A|+C|∇(m−2) A|2

und damit die Abschätzung (3.36) mit den Zusatztermen C
∫

ηs|∇(m) A||∇(m−2) A|2 dµ und
C
∫

ηs|∇(m) A||∇(m−1) A||∇(m−2) A| dµ auf der rechten Seite; ersterer lässt sich wie in Rech-
nung (3.34) behandeln. Für den verbleibenden Term gilt zunächst für jedes feste ε > 0

C
∫

Σ

η
s|∇(m) A||∇(m−1) A||∇(m−2) A| dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m−1) A|2|∇(m−2) A|2 dµ +C(ε)

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ,

da aber nach partieller Integration unter Aufnahme von ‖∇
(m−3) A‖∞,[η>0] in die Konstante C

für jedes ε̃ > 0∫
Σ

η
s|∇(m−1) A|2|∇(m−2) A|2 dµ

≤C
∫

Σ

η
s−1|∇(m−1) A|2|∇(m−2) A| dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(m) A||∇(m−1) A||∇(m−2) A| dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m−1) A|3 dµ

≤C
∫

Σ

η
s−1|∇(m−1) A|2|∇(m−2) A| dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(m) A||∇(m−1) A||∇(m−2) A| dµ

≤ ε̃

∫
Σ

η
s|∇(m−1) A|2|∇(m−2) A|2 dµ +C(ε̃)

∫
Σ

η
s−2|∇(m−1) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(m) A||∇(m−1) A||∇(m−2) A| dµ,

(3.37)

folgt für geeignete ε, ε̃ nach Absorbieren direkt

C
∫

Σ

η
s|∇(m) A||∇(m−1) A||∇(m−2) A| dµ

≤C
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−2|∇(m−1) A|2 dµ

und damit die Behauptung.
Sei m = 3. Durch direkte Anwendung von Lemma B.10 ergeben sich

|∇(m+2)(Rc)(ν)|= |∇(5)(Rc)(ν)|

≤C(1+ |∇(m+1) A|+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)

+C|∇(m−2) A|2 +C|∇(m−1) A||∇(m−2) A|
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sowie

|∇(m+1)(Rc)(ν)|= |∇(4)(Rc)(ν)|

≤C(1+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)+C|∇(m−2) A|2,

die Abschätzungen für |∇(m−1)(Rc)(ν)| und |∇(m)(Rc)(ν)| aus (3.35) haben weiterhin ihre
Gültigkeit. Es ergibt sich nach Einsetzen und Young

∑
k+l=m+2

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)

≤C(1+ |∇(m+2) A|+ |∇(m+1) A|+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)

+C|∇(m) A||∇(m−2) A|+C|∇(m−1) A|2 +C|∇(m−2) A|3,

und wir erhalten wieder eine Abschätzung der Form (3.36) mit neu hinzugekommenen, se-
parat abzuschätzenden Integraltermen; mittels partieller Integration rechnet man hierfür unter
Aufnahme der erzeugten ∇

(m−3) A-Terme in die Konstanten C zunächst

C
∫

Σ

η
s|∇(m) A||∇(m−2) A|3 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m) A||∇(m−1) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2|∇(m−2) A| dµ

≤C
∫

Σ

η
s−1|∇(m) A||∇(m−2) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m+1) A||∇(m−2) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s−1|∇(m) A||∇(m−1) A||∇(m−2) A| dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(m+1) A||∇(m−1) A||∇(m−2) A| dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2|∇(m−2) A| dµ,

und es ergibt sich nach Young für jedes ε > 0

C
∫

Σ

η
s|∇(m) A||∇(m−2) A|3 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m) A||∇(m−1) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2|∇(m−2) A| dµ

≤C
∫

Σ

η
s|∇(m+1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s−2|∇(m−1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−2|∇(m−2) A|2 dµ

+ c
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2|∇(m−2) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m−1) A|2|∇(m−2) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(m+1) A||∇(m−2) A|2 dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m+1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s−2|∇(m−1) A|2 dµ +C(ε)

∫
Σ

η
s−2|∇(m−2) A|2 dµ

+ c
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2|∇(m−2) A|2 dµ,
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wobei im letzten Schritt mit dem Term
∫

ηs|∇(m−1) A|2|∇(m−2) A|2 wie in (3.37) verfahren
und außerdem benutzt wurde, daß

C
∫

Σ

η
s|∇(m+1) A||∇(m−2) A|2 dµ

≤C
∫

Σ

η
s−1|∇(m+1) A||∇(m−2) A| dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A||∇(m−2) A| dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m+1) A|2 dµ +C(ε)

∫
Σ

η
s−2|∇(m−2) A|2 dµ .

Beachtet man nun, daß für m = 3∫
Σ

η
s|∇(m) A|2|∇(m−2) A|2 dµ =

∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗Pm+2

3 (A) dµ,

folgt direkt die Behauptung.
Sei nun m = 2. Aus direkter Anwendung von Lemma B.10 ergibt sich explizit

|∇(4)(Rc)(ν)| ≤Π4 + cΠ3|A|+CΠ2
(
|∇A|+ |A|2

)
+ cΠ1

(
|∇(2) A|+ |∇A||A|+ |A|3

)
+ cΠ0

(
|∇(3) A|+ |∇(2) A||A|+ |∇A|2 + |∇A||A|2 + |A|4

)
,

|∇(3)(Rc)(ν)| ≤Π3 + cΠ2|A|+ cΠ1
(
|∇A|+ |A|2

)
+ cΠ0

(
|∇(2) A|+ |∇A||A|+ |A|3

)
,

|∇(2)(Rc)(ν)| ≤Π2 + cΠ1|A|+ cΠ0
(
|∇A|+ |A|2

)
,

|∇(Rc)(ν)| ≤Π1 + cΠ0|A|

(3.38)

und wir erhalten nach Einsetzen und Zusammenfassen direkt

∑
k+l=m+2

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)

≤C(|∇(4) A|+ |∇(3) A|+ |∇(2) A|+ |∇A|+ |A|)

+C
[
|∇(3) A||A|+ |∇(2) A||∇A|+ |∇(2) A||A|2 + |∇A|2|A|+ |∇A|2

+ |A|5 + |A|3 + |A|2
]
,

wobei C nur von Π1, . . . ,Π4 abhängt. Einsetzen hiervon in das abzuschätzende Integral liefert
nun, ausschließlich durch Anwendung der Young’schen Ungleichung, direkt∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m+2
∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(4) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(3) A|2 dµ +C(ε)

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇A|2|A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|A|6 dµ

+ c
∫

Σ

η
s|∇(2) A|2|∇A|2 dµ +c

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2|A|4 dµ .



58 3 Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen

Beachtet man nun, daß

c
∫

Σ

η
s|∇(2) A|2|∇A|2 dµ +c

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2|A|4 dµ

=
∫

Σ

η
s
(

∇
(m) A∗Pm+2

3 (A)+P2m;≤m
6 (A)

)
dµ,

so folgt die Behauptung durch Anwendung von Proposition B.19 auf die verbliebenen Terme∫
ηs|∇A|2|A|2 und

∫
ηs|A|6.

Sei m = 1. Unter Benutzung von (3.38) erhalten wir nach Zusammenfassen und Young

∑
k+l=m+2

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) ≤C(|∇(3) A|+ |∇(2) A|+ |∇A|+ |A|)

+C(|∇(2) A||A|+ |∇A||A|2 + |∇A|2 + |A|4 + |A|2)

und damit nach Einsetzen in das abzuschätzende Integral für jedes ε > 0 direkt∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m+2
∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(3) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +C(ε)

∫
Σ

η
s|∇A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s|A|2 dµ +

∫
Σ

η
s|∇A|2|A|2 dµ +

∫
Σ

η
s|A|6 dµ +c

∫
Σ

η
s|∇A|4 dµ .

Die Behauptung folgt nun mit Proposition B.19 und unter Beachtung von∫
Σ

η
s|∇A|4 dµ =

∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗Pm+2

3 (A) dµ .

Sei abschließend m = 0. Nach partieller Integration ergibt sich unter erneuter Benutzung
von (3.38) und Proposition B.19 für jedes ε > 0 direkt∫

Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m+2
∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) dµ

≤
∫

Σ

η
sA∗

(
1

∑
i=0

∇
(2−i) A∗∇

(i)(Rc)(ν)
)

dµ

+ sΛ1

∫
Σ

η
s−1 ·A∗A∗∇(Rc)(ν) dµ

≤ c
∫

Σ

η
s|A|

(
|∇(2) A|Π0 + |∇A|(Π1 +Π0|A|)

)
dµ

+ sΛ1

∫
Σ

η
s−1|A|2(Π1 +Π0|A|) dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +Π

2
3
1

∫
Σ

η
s|∇A|2 dµ

+ c(s,ε)(Π2
0 +Π

4
3
1 +Λ1Π1 +Λ

4
1)
∫

Σ

η
s−2|A|2 dµ

+ ε

∫
Σ

η
s|∇A|2|A|2 dµ +ε

∫
Σ

η
s|A|6 dµ

≤ 2ε

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +εc(s)Λ4

1

(∫
[η>0]

|A|2 dµ

)2

+Π
2
3
1

∫
Σ

η
s|∇A|2 dµ +c(s,ε)(Π2

0 +Π
4
3
1 +Λ

4
1)
∫

Σ

η
s−2|A|2 dµ .
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Lemma 3.14. Für alle m≥ 1 gilt in t0 unter den Voraussetzungen von Lemma 3.11∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m
∇
(k) A∗Pl

2((Rc)(ν)) dµ

≤C
∫

Σ

η
s|∇(m+1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m−1) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(m−2) A|2 dµ +

∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗Pm+2

3 (A) dµ

+C‖A‖4
2,[η>0]+C

∫
Σ

η
s dµ .

Für m = 1 entfällt der letzte Term in obiger Aussage, und für m = 0 gilt explizit∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m
∇
(k) A∗Pl

2((Rc)(ν)) dµ ≤ cΠ
2
0

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ .

Beweis. Analog zu den Rechnungen (3.29) und (3.31) ist für m≥ 4 zunächst für ein von den
Größen (3.24) abhängiges C

∑
k+l=m

∇
(k) A∗Pl

2((Rc)(ν)) =
1

∑
i=0

∇
(i) A∗Pm−i

2 ((Rc)(ν))+
m−3

∑
i=2

∇
(i) A∗Pm−i

2 ((Rc)(ν))

+
m

∑
i=m−2

∇
(i) A∗Pm−i

2 ((Rc)(ν))

≤C

(
1

∑
i=0
|Pm−i

2 ((Rc)(ν))|+1+
m

∑
i=m−2

|∇(i) A|

)
.

Nun gilt wegen Proposition B.12 bzw. unter Benutzung der Abschätzungen (3.30)

|Pm
2 ((Rc)(ν))| ≤ c

m

∑
i=0
|∇(i)(Rc)(ν)||∇(m−i)(Rc)(ν)|

≤C

(
1

∑
i=0
|∇(m−i)(Rc)(ν)|+1+

m

∑
i=m−1

|∇(i)(Rc)(ν)|

)
≤C(1+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)

und analog

|Pm−1
2 ((Rc)(ν))| ≤C(1+ |∇(m−2) A|).

Insgesamt ergibt sich damit also

∑
k+l=m

∇
(k) A∗Pl

2((Rc)(ν))≤C(1+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)

und nach Einsetzen hiervon in das abzuschätzende Integral mit Young direkt die Behauptung.
Sei nun m = 3. Direktes Ausschreiben liefert zunächst

∑
k+l=m

∇
(k) A∗Pl

2((Rc)(ν))

= A∗P3
2 ((Rc)(ν))+∇A∗P2

2 ((Rc)(ν))+
3

∑
i=2

∇
(i) A∗Pm−i

2 ((Rc)(ν))

≤C

(
|P3

2 ((Rc)(ν))|+ |∇A||P2
2 ((Rc)(ν))|+

3

∑
i=2
|∇(i) A|

)
.
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Da nun unter erneuter Benutzung der Abschätzungen (3.30)

|P3
2 ((Rc)(ν))| ≤ c|∇(3)(Rc)(ν)||(Rc)(ν)|+ c|∇(2)(Rc)(ν)||∇(Rc)(ν)|

≤C(|∇(3)(Rc)(ν)|+ |∇(2)(Rc)(ν)|)

≤C(1+ |∇(2) A|+ |∇A|)

und

|P2
2 ((Rc)(ν))| ≤ c|∇(2)(Rc)(ν)||(Rc)(ν)|+ c|∇(Rc)(ν)|2

≤C(1+ |∇A|),

ergibt sich insgesamt

∑
k+l=m

∇
(k) A∗Pl

2((Rc)(ν))≤C(1+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)+C|∇A|2

und damit ein Ausdruck wie oben mit dem Zusatzterm C|∇A|2. Dieser lässt sich nach Einset-
zen in das abzuschätzende Integral auf die Weise

C
∫

Σ

η
s|∇(3) A||∇A|2 dµ ≤C

∫
Σ

η
s|∇A|2 dµ +

∫
Σ

η
s|∇(3) A|2|∇A|2 dµ

=C
∫

Σ

η
s|∇(m−2) A|2 dµ +

∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗Pm+2

3 (A) dµ

behandeln; die Behauptung folgt.
Sei m = 2. Zunächst ergibt sich direkt

∑
k+l=m

∇
(k) A∗Pl

2((Rc)(ν))≤ c|A||P2
2 ((Rc)(ν))|+ c|∇A||P1

2 ((Rc)(ν))|+C|∇(2) A|,

und da nach Lemma B.10 bzw. unter Benutzung der Formeln (3.38)

|P2
2 ((Rc)(ν))| ≤ c|∇(2)(Rc)(ν)||(Rc)(ν)|+ c|∇(Rc)(ν)|2

≤C(1+ |A|+ |A|2 + |∇A|)+C(1+ |A|)2

≤C(1+ |∇A|+ |A|2)

sowie

|P1
2 ((Rc)(ν))| ≤ c|∇(Rc)(ν)||(Rc)(ν)|

≤C(1+ |A|),

erhalten wir nach Einsetzen

∑
k+l=m

∇
(k) A∗Pl

2((Rc)(ν))≤C(|∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)

+C|∇A||A|+C|A|3

und damit wieder die bekannten mit der Young’schen Ungleichung zu behandelnden Terme
sowie die Zusatzterme C|∇A||A| und C|A|3. Da aber nach Einsetzen in das abzuschätzende
Integral nach Proposition B.19

C
∫

Σ

η
s|∇(m) A|

(
|∇A||A|+ |A|3

)
dµ

≤C
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s
(
|∇A|2|A|2 + |A|6

)
dµ

≤C
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +C

(∫
[η>0]

|A|2 dµ

)2

,
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folgt direkt die Behauptung.
Sei m = 1. Zunächst gilt dann unter Benutzung von (3.38)

∑
k+l=m

∇
(k) A∗Pl

2((Rc)(ν))≤ c|A||P1
2 ((Rc)(ν))|+C|∇A|

≤C(|∇A|+ |A|)+C|A|2,

und wir erhalten nach Young∫
Σ

η
s
∇
(m) A∗ ∑

k+l=m
∇
(k) A∗Pl

2((Rc)(ν)) dµ

≤C
∫

Σ

η
s|∇A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇A||A|2 dµ

≤C
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m−1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇A|2|A|2 dµ .

Die Behauptung folgt nun mit Proposition B.19.
Abschließend folgt die Behauptung für m = 0 durch direktes Einsetzen.

Lemma 3.15. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.11 gilt in t0 für alle m≥ 1∫
Σ

η
s ∗θ ∗∇

(m) A∗ ∑
k+l=m

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) dµ

≤C
∫

Σ

η
s|∇(m+1) A|2 dµ +(|θ |2 +C)

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s|∇(m−1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−2|∇(m−2) A|2 dµ

+C‖A‖4
2,[η>0]+C

∫
Σ

η
s dµ .

Für m = 1 entfällt der letzte Term in obiger Aussage, und für m = 0 gilt explizit∫
Σ

η
s ∗θ ∗∇

(m) A∗ ∑
k+l=m

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) dµ ≤
(
|θ |2 + cΠ

2
0
)∫

Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ .

Beweis. Wir können weitgehend analog zum Beweis von Lemma 3.14 vorgehen und verwei-
sen für Details auf die dort ausgeführten Rechnungen. Für m ≥ 4 ergibt sich unter der Be-
nutzung von von Proposition B.12 bzw. der Abschätzungen (3.30) mit einem von den Größen
(3.24) abhängigen C

∑
k+l=m

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) ≤C

(
1

∑
i=0
|∇(m−i)(Rc)(ν)|+1+

m

∑
i=m−2

|∇(i) A|

)
≤C(1+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|),

nach Einsetzen in das zu untersuchende Integral folgt unter Benutzung der Young’schen Un-
gleichung sofort die Behauptung.

Sei m = 3. Direktes Ausschreiben und Benutzung der Abschätzungen (3.30) liefert nun

∑
k+l=m

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) ≤C

(
|∇(3)(Rc)(ν)|+ |∇A||∇(2)(Rc)(ν)|+

3

∑
i=2
|∇(i) A|

)
≤C(1+ |∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)+C|∇A|2,
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nach Einsetzen hiervon in das abzuschätzende Integral lässt sich der zusätzlich auftretende
Term mittels

C
∫

Σ

η
s|θ ||∇(3) A||∇A|2 dµ

≤ |θ |2
∫

Σ

η
s|∇(3) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇A|4 dµ

≤ |θ |2
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m−1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−2|∇(m−2) A|2 dµ

abschätzen, wobei im letzten Schritt wie in Rechnung (3.28) verfahren wurde. Die Behauptung
folgt.

Für m = 2 ergibt sich unter Benutzung der Formeln (3.38)

∑
k+l=m

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν)

≤ c|A||∇(2)(Rc)(ν)|+ c|∇A||∇(Rc)(ν)|+C|∇(2) A|

≤C(|∇(m) A|+ |∇(m−1) A|+ |∇(m−2) A|)+C|∇A||A|+C|A|3,

und da aufgrund von Proposition B.19

C
∫

Σ

η
s|θ ||∇(m) A|

(
|∇A||A|+ |A|3

)
dµ

≤ |θ |2
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s
(
|∇A|2|A|2 + |A|6

)
dµ

≤ (|θ |2 +C)
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +C

(∫
[η>0]

|A|2 dµ

)2

,

folgt direkt die Behauptung.
Sei m = 1. Mit (3.38) ergibt sich

∑
k+l=m

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) ≤C(|∇A|+ |A|)+C|A|2

und es folgt mit Young∫
Σ

η
s ∗θ ∗∇

(m) A∗ ∑
k+l=m

∇
(k) A∗∇

(l)(Rc)(ν) dµ

≤ (|θ |2 +C)
∫

Σ

η
s|∇A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|A|4 dµ

≤ (|θ |2 +C)
∫

Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|∇(m−1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s|A|6 dµ,

die Behauptung folgt nun aus Proposition B.19.
Abschließend ergibt sich die Aussage für m = 0 durch direktes Einsetzen.

Die endgültigen Evolutionsgleichungen

Mit den bis hierher gewonnenen Erkenntnissen sind wir in der Lage, die Evolutionsgleichun-
gen in Lemma 3.10 in eine für uns brauchbare Form zu zwängen. Wichtiges Werkzeug hierfür
ist folgende Interpolationsungleichung, die sich aus Korollar B.21 mit φ = A, p = 2,s = s−2
und k = m+1 nach Quadrieren ergibt.
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Proposition 3.16. Sei η ∈ C1(Σ),0 ≤ η(·) ≤ 1, |∇η | ≤ Λ1. Dann gilt für alle m ≥ 0,s ≥
2m+4 und ε > 0

Λ
2
1

∫
Σ

η
s−2|∇(m+1) A|2 dµ +Λ

4
1

∫
Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ

+Λ
6
1

∫
Σ

η
s−6|∇(m−1) A|2 dµ +Λ

8
1

∫
Σ

η
s−8|∇(m−2) A|2 dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +c(ε,s,m)Λ2m+4

1

∫
[η>0]

η
s−2m−4|A|2 dµ .

Für beliebige Konstanten c1, . . . ,c4 ≥ 0 folgt

c1

∫
Σ

η
s−2|∇(m+1) A|2 dµ +c2

∫
Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ

+ c3

∫
Σ

η
s−6|∇(m−1) A|2 dµ +c4

∫
Σ

η
s−8|∇(m−2) A|2 dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +c(ε,s,m)

(
Λ1 + c

1
2
1 + c

1
4
2 + c

1
6
3 + c

1
8
4

)2m+4

‖A‖2
2,[η>0].

Satz 3.17 (Lokale Krümmungsevolution für m≥ 1). Sei Σ geschlossene 2-Fläche und F(Σ, ·)
Lösung von (WF∗) in M. Seien η̃ ,η wie in (3.20) und zu einem festen Zeitpunkt t0 die Voraus-

setzungen (VΣ) und (Vη) erfüllt. Sei m ≥ 1,s ≥ 2m+ 4, gelte |∇(k)
Rc |g|[η̃>0] ≤ Πk ∈ R für

alle k ≤ m+2 und ‖∇
(k) A‖∞,[η>0] < ∞ für k ≤ m−3. Dann gibt es Konstanten

C =C
(
m,s,‖η̃‖C2(M), ∑

k≤m+2
Πk, ∑

k≤m−3
‖∇

(k) A‖∞,[η>0]
)
,

die in monoton steigender Weise von ihren Argumenten abhängen, sodaß in t0

∂t

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +

1
2

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ

≤ c(|θ |2 +‖A‖4
∞,[η>0])

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s dµ +C

(
1+‖A‖4

∞,[η>0]

)
‖A‖2

2,[η>0].

Beweis. Zunächst liefert Kombination von Lemma 3.10 mit den Ergebnissen der Lemmata
3.11 bis 3.15 für alle ε > 0 direkt

∂t

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ +

3
4

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−2|∇(m+1) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−6|∇(m−1) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s−8|∇(m−2) A|2 dµ +c|θ |2

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ

+
∫

Σ

η
s
(

∇
(m) A∗Pm+2

3 (A)+P2m;≤m
6 (A)

)
dµ

+C
∫

Σ

η
s dµ +C‖A‖4

2,[η>0],



64 3 Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen

die Konstanten C hängen von ε und den oben angegebenen Größen ab. Nun folgt unter Benut-
zung von Proposition B.23 vollkommen analog zum Vorgehen im Beweis zu [KS02, Proposi-
tion 4.5], daß für alle ε > 0∫

Σ

η
s
(

∇
(m) A∗Pm+2

3 (A)+P2m;≤m
6 (A)

)
dµ

≤ ε

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +c(ε)‖A‖4

∞,[η>0]

∫
Σ

η
s|∇(m) A|2 dµ

+ c(ε)
(

Λ
2m+4
1 +Λ

2m
1 ‖A‖4

∞,[η>0]

)
‖A‖2

2,[η>0],

außerdem gilt wegen Proposition 3.16 für alle ε̃ > 0

C
∫

Σ

η
s−2|∇(m+1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−4|∇(m) A|2 dµ

+C
∫

Σ

η
s−6|∇(m−1) A|2 dµ +C

∫
Σ

η
s−8|∇(m) A|2 dµ

≤ ε̃

∫
Σ

η
s|∇(m+2) A|2 dµ +c(ε̃,s,m,C,‖η̃‖C1)‖A‖2

2,[η>0].

Nach Einsetzen hiervon folgt für feste ε, ε̃ � 1 die Behauptung.

Für kleine m können wir uns die in den obigen Lemmata getroffenen präziseren Abschät-
zungen für diesen Fall zunutze machen. Zunächst folgt für m = 1 vollkommen analog zum
Beweis von Satz 3.17

Proposition 3.18 (Lokale Krümmungsevolution für m = 1). Unter den Voraussetzungen von
Satz 3.17 gilt für s≥ 6

∂t

∫
Σ

η
s|∇A|2 dµ +

1
2

∫
Σ

η
s|∇(3) A|2 dµ

≤ c(|θ |2 +‖A‖4
∞,[η>0])

∫
Σ

η
s|∇A|2 dµ

+ c(s)Π2
2

∫
Σ

η
s dµ +C

(
1+‖A‖4

∞,[η>0]

)
‖A‖2

2,[η>0]

mit C =C(s,‖η̃‖C2(M),∑k≤3 Πk).

Ist m = 0, so lassen sich durch Benutzung von Lemma B.18 ähnlich zum Vorgehen in
[KS02, Proposition 4.4] zusätzliche gute Terme auf der linken Seite erzeugen.

Satz 3.19 (Lokale Krümmungsevolution für m = 0). Sei F(Σ, ·) Lösung von (WF∗) in M.
Seien η̃ ,η wie in (3.20) und in t0 die Voraussetzungen (VΣ) und (Vη) erfüllt. Sei s ≥ 4 und

gelte |∇(k)
Rc |g|[η̃>0] ≤Πk für 0≤ k ≤ 2. Dann gilt in t0

∂t

∫
Σ

η
s|A|2 dµ +

1
2

∫
Σ

η
s
(
|∇(2) A|2 + |∇A|2|A|2 + |A|6

)
dµ

≤ c|θ |2
∫

Σ

η
s|A|2 dµ +c(s)(Π2

0 +Π
4
3
1 +Λ

4
1 +Λ

2
2)‖A‖2

2,[η>0]

+ c(s)
∫

Σ

η
s|∇Rc |2g dµ .
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Beweis. Zunächst gilt∫
Σ

η
s (A∗P2

3 (A)+P0
6 (A)

)
dµ

≤ c
∫

Σ

η
s
(
|∇(2) A||A|3 + |∇A|2|A|2 + |A|6

)
dµ

≤ 1
8

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +c

∫
Σ

η
s|A|6 dµ +c

∫
Σ

η
s|A|2|∇A|2 dµ

und aus Lemma 3.10, den Lemmata 3.11. . . 3.15 und Proposition B.19 folgt damit für alle
ε > 0

∂t

∫
Σ

η
s|A|2 dµ +

3
4

∫
Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +

∫
Σ

η
s|A|6 dµ +

∫
Σ

η
s|A|2|∇A|2 dµ

≤
(
8−1 + ε

)∫
Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ

+ c
∫

Σ

η
s|A|6 dµ +c

∫
Σ

η
s|∇A|2|A|2 dµ

+ c(s)(Λ2
1 +Π

2
3
1 )
∫

Σ

η
s−2|∇A|2 dµ

+ c|θ |2
∫

Σ

η
s|A|2 dµ

+ c(s,ε)(Π2
0 +Π

4
3
1 +Λ

4
1 +Λ

2
2)
∫

Σ

η
s−4|A|2 dµ

+ c(s,ε)
∫

Σ

η
s|∇Rc |2g dµ +εΛ

4
1c(s)‖A‖4

2,[η>0]

≤
(
8−1 +2ε

)∫
Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +cε0

∫
Σ

η
s(|∇(2) A|2 + |A|6) dµ

+ c|θ |2
∫

Σ

η
s|A|2 dµ +c(s,ε)(Π2

0 +Π
4
3
1 +Λ

4
1 +Λ

2
2)‖A‖2

2,[η>0]

+ c(s,ε)
∫

Σ

η
s|∇Rc |2g dµ,

wobei im letzten Schritt Voraussetzung (Vη) sowie Proposition 3.16 und Lemma B.18 benutzt
wurden. Die Behauptung folgt aufgrund der Annahmen an ε0 für ε� 1 nach Absorbieren.

3.3 A-priori-Abschätzungen

Die in Abschnitt 3.2 bewältigten Abschätzungen ermöglichen es uns nun, ähnlich zur Vorge-
hensweise in [KS02, Proposition 4.6] lokale Krümmungsschranken unter (WF∗) herzuleiten.
Zunächst benötigen wir folgenden Hilfssatz.

Lemma 3.20. Sei η̃ ∈ C2(M) Abschneidefunktion auf M, gelte |∇ η̃ | ≤ Λ1, |∇
(2)

η̃ | ≤ Λ2.
Dann gibt es Abschneidefunktionen iη̃ , i ∈ N, sodaß für alle i ∈ N

[iη̃ > 0]⊂ [η̃ > 0],

[iη̃ = 1]⊃ [η̃ = 1],

[iη̃ = 1]⊃ [i+1
η̃ > 0].

(3.39)
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Außerdem gibt es absolute Konstanten ic, sodaß für alle i

|∇ i
η̃ | ≤ ic ·Λ1,

|∇(2) i
η̃ | ≤ ic ·

(
Λ

2
1 +Λ2

)
.

(3.40)

Beweis. Wir wählen feste Funktionen {i f}i∈N ⊂ C2(R, [0,1]) mit i f |(−∞,0] ≡ 0, i f |[1,∞) ≡ 1
und [i+1 f > 0]⊂ [i f = 1], und setzen iη̃ := i f ◦ η̃ . Nach der Kettenregel folgt für jedes i

∇ j
i
η̃ = (i f ′ ◦ η̃) ·∇ j η̃ ,

∇k ∇ j
i
η̃ = (i f ′′ ◦ η̃) ·∇k η̃ ·∇ j η̃ +(i f ′ ◦ η̃) ·∇k ∇ j η̃ .

Die Behauptung folgt mit ic := ‖i f‖C2(R).

Ein Kernstück der folgenden Beweise stellt die wiederholte Benutzung des Grönwallschen
Lemmas dar, das in der hier angegebenen Form z.B. direkt aus [Die70, (10.5.1.3)] folgt.

Proposition 3.21 (Grönwalls Lemma). Seien a ∈ R und u,w ∈ C0([0,T )) nichtnegativ und
gelte für alle t ∈ [0,T )

u(t)≤ a+
∫ t

0
(uw)(ξ ) dξ .

Dann folgt für alle t

u(t)≤ a+a ·
∫ t

0
w(ξ ) · exp

(∫ t

ξ

w(ϕ) dϕ

)
dξ

≤C(a,
∫ T

0
w(ξ ) dξ ).

Generalvoraussetzungen

Seien im Folgenden η̃ ,η wie in (3.20) und sei F : Σ× [0,T )→M Lösung von (WF∗). Um
die Ergebnisse aus Abschnitt 3.2.2 nutzen zu können, fordern wir die Gültigkeit der Voraus-
setzungen (VΣ) und (Vη) auf dem gesamten betrachteten Zeitintervall [0,T ), d.h.

rmin(t)≥ r0(m,κ,σ ,W(F(Σ, t))) für alle t ∈ [0,T ),

sup
[0,T )

∫
[η>0]

|A|2 dµ ≤ ε0,

mit r0,ε0 wie auf Seite 45. Wir bemerken hier, daß r0 nach Lemma B.13 monoton steigend in
W(F(Σ, ·)) ist, und daher insbesondere unter den Flüssen (WF) und (WFF) auch die uniforme
Forderung

rmin(·)≥ r0(m,κ,σ ,W(F0(Σ)))

zulässig wäre. Ferner fordern wir für die folgenden Rechnungen, daß

‖θ‖2
2,[0,T ) :=

∫ T

0
|θ(ξ )|2 dξ

wohldefiniert und endlich ist.
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3.3.1 Krümmungsschranken
Satz 3.22. Sei Σ geschlossene 2-Fläche, T <∞, und sei F : Σ× [0,T )→M Lösung von (WF∗).
Seien η̃ ,η wie in (3.20), seien (VΣ) und (Vη) auf [0,T ) erfüllt und |∇(k)

Rc |g|[η̃>0] ≤Πk ∈R
für alle k ∈ N. Dann gilt für alle k ∈ N

sup
[0,T )
‖∇

(k) A‖2,[η=1] ≤Ck,

sup
[0,T )
‖∇

(k) A‖∞,[η=1] ≤ C̃k+2,

mit Konstanten Ck, C̃k, die in monoton steigender Weise von den Größen

k,T,‖η̃‖C2(M), ∑
r≤k+2

Πr,‖θ‖2
2,[0,T ), sup

[0,T )
|[η > 0]|,∑

r≤k
‖∇

(r) A‖2,[η>0]
∣∣
t=0 (3.41)

abhängen.

Beweis. Wir orientieren uns am Beweis zu [KS02, Proposition 4.6]. Seien die Funktionen iη̃ ,
i∈N, wie in Lemma 3.20 gewählt. Durch Einschränkung auf Σ erhalten wir Funktionen iη , die
auf [0,T ) zu (3.39) analoge Inklusionsaussagen erfüllen – insbesondere sind für alle iη bzw. iη̃

die Voraussetzungen für die Resultate aus Abschnitt 3.2.2 erfüllt und es gilt |∇(k)
Rc |g|[iη̃>0]≤

Πk, supt∈[0,T ) ‖A‖2
2,[iη>0] ≤ ε0 uniform in i. Anwendung von Satz 3.19 mit 1η liefert damit

unter Verwendung der Gradientenschranken (3.40) nach Aufintegration für alle t ∈ [0,T )∫
Σ

(1
η)4|A|2 dµ

∣∣∣
t
+

1
2

∫ t

0

∫
Σ

(1
η)4

(
|∇(2) A|2 + |∇A|2|A|2 + |A|6

)
dµ dξ

≤
∫

Σ

(1
η)4|A|2 dµ

∣∣∣
0
+ c(Π2

0 +Π
4
3
1 + 1c(Λ4

1 +Λ
2
2))
∫ t

0
‖A‖2

2,[1η>0] dξ

+ c
∫ t

0
|θ |2‖A‖2

2,[1η>0] dξ +c
∫ t

0

∫
Σ

(1
η)4|∇Rc |2g dµ dξ

≤C(Π0,Π1, sup
[0,T )
|[η > 0]|,T,‖η̃‖C2(M),‖θ‖

2
2,[0,T )),

(3.42)

wobei benutzt wurde, daß∫ T

0

∫
Σ

(1
η)4 dµ dξ ≤ T · sup

[0,T )
|[1η > 0]|

≤ T · sup
[0,T )
|[η > 0]|,

und es folgt insbesondere
∫ T

0 ‖∇
(2) A‖2

2,[1η=1] dξ ≤C mit C wie oben. Seien nun 2η̃ , 2η wie

oben konstruiert. Es gilt [2η > 0]⊂ [1η = 1] sowie |∇(2η̃)| ≤ cΛ1 und wir können nun durch
Integration von (B.23) folgern, daß∫ T

0
‖A‖4

∞,[2η=1] dξ ≤ c
∫ T

0
‖A‖2

2,[2η>0]

(
‖∇

(2) A‖2
2,[2η>0]+Λ

4
1‖A‖2

2,[2η>0]

)
dξ

≤ cΛ
4
1 ·T + c

∫ T

0
‖∇

(2) A‖2
2,[1η=1] dξ

≤C

(3.43)
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mit C wie in (3.42). Damit erhalten wir aus Satz 3.17 unter Benutzung der Abschneidefunk-
tionen 3η und 3η̃ und der zugehörigen C2-Schranken (3.40) nach Integration zunächst für alle
t ∈ [0,T )∫

Σ

(3
η)6|∇A|2 dµ

∣∣∣
t
+

1
2

∫ t

0

∫
Σ

(3
η)6|∇(3) A|2 dµ dξ

≤
∫

Σ

(3
η)6|∇A|2 dµ

∣∣∣
0
+ c

∫ t

0
(|θ |2 +‖A‖4

∞,[3η>0])
∫

Σ

(3
η)6|∇A|2 dµ dξ

+C(‖η̃‖C2(M), ∑
r≤3

Πr)
∫ T

0

∫
Σ

(3
η)6 dµ dξ

+C(‖η̃‖C2(M), ∑
r≤3

Πr)ε0

(
T +

∫ T

0
‖A‖4

∞,[3η>0] dξ

)
≤C+ c

∫ t

0
(|θ |2 +‖A‖4

∞,[2η=1])
∫

Σ

(3
η)6|∇A|2 dµ dξ

(3.44)

mit

C = ‖∇A‖2
2,[η>0]

∣∣
0 +C(T,‖η̃‖C2(M),‖θ‖

2
2,[0,T ), ∑

r≤3
Πr, sup

[0,T )
|[η > 0]|).

Durch Grönwalls Lemma ergibt sich daraus insbesondere die uniforme Schranke

sup
[0,T )
‖∇A‖2

2,[3η=1] ≤C1,

wobei C1 nur von den in (3.41) aufgezählten Größen (mit k = 1) abhängt. Völlig analog ergibt
sich aus Satz 3.17 auch die Abschätzung∫

Σ

(3
η)8|∇(2) A|2 dµ

∣∣∣
t
+

1
2

∫ t

0

∫
Σ

(3
η)8|∇(4) A|2 dµ dξ

≤C+ c
∫ t

0
(|θ |2 +‖A‖4

∞,[2η=1])
∫

Σ

(3
η)8|∇(2) A|2 dµ dξ

mit

C = ‖∇
(2) A‖2

2,[η>0]

∣∣
0 +C(T,‖η̃‖C2(M),‖θ‖

2
2,[0,T ), ∑

r≤4
Πr, sup

[0,T )
|[η > 0]|),

und durch Grönwalls Lemma erhalten wir wieder wegen (3.43)

sup
[0,T )
‖∇

(2) A‖2
2,[3η=1] ≤C2,

mit C2 wie oben definiert. Abschließend ergibt sich durch Anwendung von (B.23) unter Be-
nutzung der Funktionen 4η , 4η̃ und der zugehörigen Abschätzungen aus Lemma 3.20 direkt

‖A‖4
∞,[4η=1] ≤ c(‖η̃‖C1(M))ε0

(
‖∇

(2) A‖2
2,[4η>0]+ ε0

)
≤ c(‖η̃‖C1(M))(C2 + ε0)

=: C̃2.

Wir sind nun in der Lage, Abschätzungen an alle weiteren Krümmungsableitungen induk-
tiv herzuleiten. Seien dazu k≥ 3, j = j(k)≥ 3 beliebig, fest. Wir nehmen an, daß für jη , j+1η
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wie in Lemma 3.20

sup
[0,T )
‖∇

(p) A‖2,[ jη=1] ≤Cp, 1≤ p≤ k−1,

sup
[0,T )
‖∇

(p) A‖
∞,[ j+1η=1] ≤ C̃p+2, 0≤ p≤ k−3,

mit Konstanten Cp,C̃p wie oben. Sei s = 2k+4. Anwendung des Satzes 3.17 unter Benutzung
der Funktionen j+2η , j+2η̃ liefert nach Integration analog zu (3.44) für alle t ∈ [0,T ) zunächst∫

Σ

( j+2
η)s|∇(k) A|2 dµ

∣∣∣
t
+

1
2

∫ t

0

∫
Σ

( j+2
η)s|∇(k+2) A|2 dµ dξ

≤C+ c
∫ t

0
(|θ |2 +‖A‖4

∞,[2η=1])
∫

Σ

( j+2
η)s|∇(k) A|2 dµ dξ ,

mit

C =C(C̃2, . . . ,C̃k−1,k,T,‖ j+2
η̃‖C2(M),‖θ‖

2
2,[0,T ), ∑

r≤k+2
Πr, sup

[0,T )
|[η > 0]|)

+‖∇
(k) A‖2

2,[η>0]

∣∣
0.

Wegen j = j(k) ist ‖ j+2η̃‖C2(M) ≤C(k,‖η̃‖C2(M)), Grönwalls Lemma liefert damit

sup
[0,T )
‖∇

(k) A‖2
2,[ j+2η=1] ≤Ck,

wobei Ck nur von den in (3.41) aufgezählten Größen abhängt; hierbei ist zu beachten, daß
dies auch für alle in der Induktionsvoraussetzung geforderten Schranken gilt. Dank der uns
zur Verfügung stehenden L∞-Abschätzungen an A lässt sich nun mit Hilfe von Korollar B.16
folgern, daß

‖∇
(k−2) A‖4

∞,[ j+3η=1]

≤ c(‖ j+3
η̃‖C1(M))‖∇

(k−2) A‖2
2,[ j+2η=1] ·

[
‖∇

(k) A‖2
2,[ j+2η=1]

+‖H2|∇(k−2) A|‖2
2,[ j+2η=1]+‖∇

(k−2) A‖2
2,[ j+2η=1]

]
≤ c(k,‖η̃‖C1(M))Ck−2

(
Ck +C̃2 ·Ck−2 +Ck−2

)
=: C̃k

(3.45)

und der Induktionsschritt damit erfolgreich zum Abschluss bringen.
Wir haben also für jedes k ∈ N Funktionen j(k)η , j̃(k)η wie in Lemma 3.20 gefunden mit

sup
[0,T )
‖∇

(k) A‖2,[ j(k)η=1] ≤Ck,

sup
[0,T )
‖∇

(k) A‖
∞,[ j̃(k)η=1] ≤ C̃k+2.

Da [η = 1]⊂ [ jη = 1] für alle j, folgt die Behauptung.



70 3 Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen

Innere Abschätzungen

Der Ausbau des Beweises von Satz 3.22 durch Benutzung von Zeit-Abschneidefunktionen
ermöglicht es uns, für positive Zeiten Gradientenschranken an die Krümmung zu gewinnen,
die nicht mehr von Gradientenschranken zum Startzeitpunkt abhängen. Dies wird im Hinblick
auf die Blowupanalyse im Kapitel 4.4, bei der wir keine Kontrolle über diese Größen haben,
wesentlich sein.

Satz 3.23. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.22 gilt für jedes t0 ∈ (0,T ) und alle k ∈ N

sup
[t0,T )
‖∇

(k) A‖2,[η=1] ≤Ck,

sup
[t0,T )
‖∇

(k) A‖∞,[η=1] ≤ C̃k+2,
(3.46)

für k = 1 gilt die lokale Abschätzung

sup
[t0,T )
‖∇A‖2

2,[η=1] ≤ Ĉ2

∫ T

0

(
1+ |θ |2

)
‖A‖2

2,[η>0]+
(
Π

2
1 +Π

2
2
)
|[η > 0]| dξ

+Ĉ2‖A‖2
2,[η>0]

∣∣
0.

(3.47)

Die Konstanten Ck, C̃k,Ĉk sind in monoton steigender Weise abhängig von den Größen

t−1
0 ,k,T,‖η̃‖C2(M), ∑

r≤k+2
Πr,‖θ‖2

2,[0,T ), sup
[0,T )
|[η > 0]|. (3.48)

Beweis. Wir orientieren uns grob am Beweis zu [KS01, Satz 3.5] und folgen der Argumen-
tation im Beweis von Satz 3.22. Seien zunächst für alle i ∈ N monoton steigende Funktionen
i f ∈C1(R, [0,1]) fest gewählt mit i f |(−∞,0] ≡ 0, i f |[1,∞) ≡ 1 sowie [i+1 f > 0]⊂ [i f = 1]. Defi-
nieren wir für festes t0 ∈ (0,T ) die Funktionen iχ ∈C1([0,∞), [0,1]) durch iχ(t) := i f ( t

t0
), so

ergibt sich für alle i

0≤ i
χ(·)≤ 1,

i
χ(0) = 0,

i
χ|[t0,T ) ≡ 1,

[i+1
χ > 0]⊂ [iχ = 1],

(3.49)

und wir erhalten wegen [i+1 f ′ > 0]⊂ [i+1 f > 0]⊂ [i f = 1] direkt

0≤ i+1
χ
′(·)≤ c(i)

t0
· iχ(·). (3.50)

Seien außerdem die Funktionen iη̃ wie in Lemma 3.20 definiert, und iη := iη̃ |Σ. Für t ∈ [0,T )
setzen wir nun

iek(t) := i
χ(t) ·

∫
Σ

(i
η)2k+4|∇(k) A|2 dµ

und bemerken, daß nach Konstruktion direkt

sup
[iχ=1]

‖∇
(k) A‖2

2,[iη=1] ≤ sup
[0,T )

iek,
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außerdem gilt wegen (3.49) und nach Lemma 3.20 iek(0) = 0 sowie iek(·) ≥ i+1ek(·) für alle
k, i. Vorbereitend halten wir außerdem fest, daß wegen Abschätzung (3.42)

1e0(t)+
1
2

∫ T

0

1e2(ξ ) dξ

≤
∫

Σ

(1
η)4|A|2 dµ

∣∣∣
t
+

1
2

∫ T

0

∫
Σ

(1
η)4|∇(2) A|2 dµ dξ

≤ c‖A‖2
2,[1η>0]

∣∣
0 + c(Π0,Π1,‖η̃‖C2(M))

∫ T

0
‖A‖2

2,[1η>0] dξ

+ c
∫ T

0
|θ |2‖A‖2

2,[1η>0] dξ +c
∫ T

0

∫
[1η>0]

|∇Rc |2g dµ dξ

≤C(T,Π0,Π1,‖η̃‖C2(M),‖θ‖
2
2,[0,T ), sup

[0,T )
|[η > 0]|),

(3.51)

nach Abschätzung (3.43) gilt desweiteren∫ T

0
‖A‖4

∞,[2η=1] dξ ≤C (3.52)

mit einer Konstante C wie in (3.51).
Nun gilt unter Benutzung von Satz 3.17 und Abschätzung (3.50) zunächst auf [0,T )

∂t
3e1 +

1
2

3e3 ≤ c(|θ |2 +‖A‖4
∞,[3η>0]) ·

3e1

+ 3
χ ·C(‖η̃‖C2(M), ∑

r≤3
Πr, sup

[0,T )
|[η > 0]|)

+ 3
χ ·C(‖η̃‖C2(M), ∑

r≤3
Πr)ε0‖A‖4

∞,[3η>0]

+
c
t0

2
χ

∫
Σ

(3
η)6|∇A|2 dµ .

Da nach Proposition 3.16 außerdem

2
χ

∫
Σ

(3
η)6|∇A|2 dµ ≤ 2

χ

∫
Σ

(3
η)8|∇(2) A|2 dµ +c(‖η̃‖C1(M)) · ‖A‖

2
2,[3η>0]

≤ 1
χ

∫
Σ

(1
η)8|∇(2) A|2 dµ +c(‖η̃‖C1(M)) · ε0

= 1e2 + c(‖η̃‖C1(M),ε0),

ergibt sich nach Integration unter Benutzung von (3.51) und (3.52) insgesamt für alle t ∈ [0,T )

3e1(t)+
1
2

∫ t

0

3e3 dξ

≤ c
∫ t

0
(|θ |2 +‖A‖4

∞,[2η=1]) ·
3e1 dξ

+C(t−1
0 ,T,‖η̃‖C2(M), ∑

r≤3
Πr, sup

[0,T )
|[η > 0]|)

+C(‖η̃‖C2(M), ∑
r≤3

Πr,ε0)
∫ T

0
‖A‖4

∞,[2η=1] dξ +
c
t0

∫ T

0

1e2 dξ

≤ c
∫ t

0
(|θ |2 +‖A‖4

∞,[2η=1]) ·
3e1 dξ

+C(t−1
0 ,T,‖η̃‖C2(M), ∑

r≤3
Πr, sup

[0,T )
|[η > 0]|,‖θ‖2

2,[0,T ),ε0).
(3.53)
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Nach Grönwalls Lemma, und da ε0 ≤ 1, erhalten wir daraus 3e1(t) ≤ C1 für alle t ∈ [0,T ),
wobei C1 die Abhängigkeiten (3.48) mit k = 1 erfüllt. Durch erneutes Einsetzen hiervon in die
rechte Seite von (3.53) ergibt sich sogar

3e1(t)+
1
2

∫ T

0

3e3 dξ ≤C1. (3.54)

Ähnlich zu Rechnung (3.53) ergibt sich außerdem mit Satz 3.17 nach Integration für alle t

3e2(t)+
1
2

∫ t

0

3e4(ξ ) dξ

≤ c
∫ t

0
(|θ |2 +‖A‖4

∞,[2η=1]) ·
3e2 dξ

+C(T,‖η̃‖C2(M), ∑
r≤4

Πr, sup
[0,T )
|[η > 0]|)

+C(‖η̃‖C2(M), ∑
r≤4

Πr,ε0)
∫ T

0
‖A‖4

∞,[2η=1] dξ +
c
t0

∫ T

0

2e2 dξ

≤ c
∫ t

0
(|θ |2 +‖A‖4

∞,[2η=1]) ·
3e2 dξ

+C(t−1
0 ,T,‖η̃‖C2(M), ∑

r≤4
Πr, sup

[0,T )
|[η > 0]|,‖θ‖2

2,[0,T ),ε0),

wobei im letzten Schritt wieder (3.51) und (3.52) benutzt wurden. Grönwalls Lemma und
erneutes Einsetzen des Resultates in die rechte Seite liefert damit

3e2(t)+
1
2

∫ T

0

3e4 dξ ≤C2, (3.55)

mit C2 wie in (3.48), insbesondere folgt hieraus wegen [4χ > 0] ⊂ [3χ = 1] unter Benutzung
von (B.23) analog zum Vorgehen im Beweis zu Satz 3.22

4
χ‖A‖4

∞,[4η=1] ≤ C̃2, (3.56)

mit C̃2 wie oben beschrieben.
Für den Beweis von (3.46) lassen sich obige Schritte nun induktiv fortführen: Sei dazu

angenommen, daß für beliebiges, festes k ≥ 3 sowie j = j(k)≥ 3 uniform auf [0,T )

jep(·)+
1
2

∫ T

0

jep+2(ξ ) dξ ≤Cp, 1≤ p≤ k−1,

j+1
χ‖∇

(p) A‖4
∞,[ j+1η=1](·)≤ C̃p+2, 0≤ p≤ k−3,

mit Konstanten Cp,C̃p wie oben – für k = 3 wird dies durch (3.54), (3.55) und (3.56) gewähr-
leistet. Die Annahme impliziert für entsprechende p insbesondere uniforme L2- bzw. L∞-
schranken an ∇

(p) A im Zeitraum [ j+1χ = 1]; wegen [ j+2χ > 0] ⊂ [ j+1χ = 1] bzw. [ j+2η >
0] ⊂ [ j+1η = 1] ergibt sich damit nach Benutzung von Satz 3.17 und Integration analog zu
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(3.53) für alle t ∈ [0,T )

j+2ek(t)+
1
2

∫ t

0

j+2ek dξ

≤ c
∫ t

0
(|θ |2 +‖A‖4

∞,[2η=1]) ·
j+2ek dξ

+C(T,k,‖η̃‖C2(M), ∑
r≤k+2

Πr, sup
[0,T )
|[η > 0]|,

k−1

∑
p=2

C̃p)

+C(k,‖η̃‖C2(M), ∑
r≤k+2

Πr,ε0)
∫ T

0
‖A‖4

∞,[2η=1] dξ +
c(k)
t0

∫ T

0

j+1ek dξ

≤ c
∫ t

0
(|θ |2 +‖A‖4

∞,[2η=1]) ·
j+2ek dξ

+C(T,k,‖η̃‖C2(M), ∑
r≤k+2

Πr, sup
[0,T )
|[η > 0]|,

k−1

∑
p=2

C̃p)

+C(k,T,‖η̃‖C2(M),‖θ‖
2
2,[0,T ), ∑

r≤k+2
Πr, sup

[0,T )
|[η > 0]|,ε0)+C(k, t−1

0 ,Ck−2),

wobei ‖ j+2η̃‖C2(M) ≤ C(k,‖η̃‖C2(M)) sowie im letzten Schritt (3.52) und der erste Teil der
Induktionsvoraussetzung benutzt wurden. Anwendung von Grönwalls Lemma und erneutes
Einsetzen des Ergebnisses liefert damit für alle t

j+2ek(t)+
1
2

∫ T

0

j+2ek dξ ≤Ck,

wobei Ck nur von den in (3.48) aufgezählten Größen abhängt. Insbesondere ist damit im Zeit-
raum [ j+2χ = 1] die Größe ‖∇

(k) A‖2
2,[ j+2η=1] uniform durch Ck beschränkt – wir erhalten

analog zu Rechnung (3.45) uniform auf [0,T )

j+3
χ‖∇

(k−2) A‖4
∞,[ j+3η=1](·)≤ C̃k

und der Induktionsschritt ist erfolgreich durchgeführt. Aussage (3.46) folgt nun, da [η = 1]⊂
[iη = 1] sowie [t0,T )⊂ [iχ = 1] für alle i.

Für den Beweis von (3.47) benutzt man zunächst, daß wegen Proposition 3.18 aufgrund
der Schranke (3.56) auf [0,T )

∂t
5e1 ≤ c(|θ |2 +‖A‖4

∞,[5η>0]) ·
5e1

+ 5
χC(‖η̃‖C2(M), ∑

r≤3
Πr)

(
1+‖A‖4

∞,[5η>0]

)
‖A‖2

2,[5η>0]

+ c 5
χΠ

2
2

∫
Σ

(5
η)6 dµ +4

χ
c
t0

∫
Σ

(5
η)6|∇A|2 dµ

≤ c(|θ |2 +C̃2) · 5e1 +C(‖η̃‖C2(M), ∑
r≤3

Πr,C̃2)‖A‖2
2,[5η>0]

+ cΠ
2
2|[5η > 0]|+ 4

χ
c
t0

∫
Σ

(5
η)6|∇A|2 dµ

≤ c(|θ |2 +C̃2) · 5e1 +C(t−1
0 ,‖η̃‖C2(M), ∑

r≤3
Πr,C̃2)‖A‖2

2,[5η>0]

+ cΠ
2
2|[5η > 0]|+ 4

χ
c
t0
‖∇

(2) A‖2
2,[5η>0],
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wobei im letzten Schritt die Interpolationsungleichung aus Proposition 3.16 benutzt wurde.
Integration liefert unter Benutzung der Rechnung (3.51) für alle t ∈ [0,T )

5e1(t)≤ c
∫ t

0
(|θ |2 +C̃2) · 5e1 dξ +C(t−1

0 ,‖η̃‖C2(M), ∑
r≤3

Πr,C̃2)
∫ T

0
‖A‖2

2,[5η>0] dξ

+ cΠ
2
2

∫ T

0
|[5η > 0]| dξ +

c
t0

∫ T

0

4
χ‖∇

(2) A‖2
2,[5η>0] dξ

≤ c
∫ t

0
(|θ |2 +C̃2) · 5e1 dξ +C(t−1

0 ,‖η̃‖C2(M), ∑
r≤3

Πr,C̃2)
∫ T

0
‖A‖2

2,[1η>0] dξ

+ cΠ
2
2

∫ T

0
|[5η > 0]| dξ +ct−1

0

∫ T

0
|θ |2‖A‖2

2,[1η>0] dξ

+ t−1
0 cΠ

2
1

∫ T

0
|[1η > 0]| dξ +ct−1

0 ‖A‖
2
2,[1η>0]

∣∣
0,

mit Grönwalls Lemma folgt auf [0,T )

5e1 ≤
(

1+ c
∫ t

0
(|θ |2 +C̃2) · exp

(∫ t

ξ

c(|θ |2 +C̃2) dϕ

)
dξ

)
·C(t−1

0 ,‖η̃‖C2(M), ∑
r≤3

Πr,C̃2)

[
‖A‖2

2,[1η>0]

∣∣
0

+
∫ T

0
‖A‖2

2,[1η>0]+Π
2
2|[5η > 0]|+ |θ |2‖A‖2

2,[1η>0]+Π
2
1|[1η > 0]| dξ

]
und damit die Behauptung.

3.4 Untere Schranken an die Existenzzeit
Für eine sich unter dem Fluss (WF∗) bewegende Fläche F : Σ× [0,T )→M wollen wir nun
die Größe des maximalen Existenzzeitintervalles [0,Tmax) quantisieren, da das aus Satz 3.2
resultierende bloße Wissen um die Existenz eines solchen Intervalles für viele Anwendungen
nicht ausreichend ist.

Zunächst folgt aus dem Resultat in Satz 3.2 sofort, daß das Intervall [0,Tmax) mindestens
den Zeitraum umfasst, auf dem wir die Glattheit der Flächen F(Σ, ·) gewährleisten können.
Im Beweis zu folgendem Lemma wird dieses Kriterium in die für uns besser überprüfbare
Existenz von Schranken an alle ∇

(k) A umgeformt.

Lemma 3.24. Sei F : Σ× [0,T )→M Lösung von (WF∗), T < ∞, und sei (VΣ) auf [0,T )
erfüllt. Gelte

‖θ‖1,[0,T ) :=
∫ T

0
|θ(ξ )| dξ < ∞

und für alle k ∈ N0

sup
[0,T )
‖∇

(k) A‖∞,Σ =: Ck < ∞.

Dann ist T nicht maximal.
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Beweis. Nach Definition von αW gilt zunächst nach Lemma 2.10 für beliebige p ∈ Σ und
t1, t2 ∈ [0,T )

dist(F(p, t1),F(p, t2))ge ≤ |
∫ t2

t1
‖∂tF(p,ξ )‖ge dξ |

≤ c|
∫ t2

t1
|(−αW +Hθ)(p,ξ )| dξ |

≤
(
|t1− t2|+ |‖θ‖1,[t1,t2]|

)
·C(∑

r≤2
Cr,m,κ,σ),

(3.57)

wobei supM\Br0 (0)
|Rcνν | ≤ c(m,κ,σ) benutzt wurde. Es gibt also insbesondere eine kompak-

te Menge K mit

F(Σ, ·)⊂ K b M

und wir können Πk := supK |∇
(k)

Rc | setzen. Damit ergibt sich unter Benutzung von Proposi-
tion B.12 für alle k ≥ 0 und t ∈ [0,T )

‖∇
(k)(−αW +Hθ)‖∞,Σ(t)≤C(k, ∑

r≤k+2
Cr, ∑

p≤k
Πp) · (1+ |θ(t)|) (3.58)

und wir können uns am Vorgehen im Beweis zu [KS02, Satz 1.2] orientieren: Wegen Lemma
2.3 und der Schranke (3.58) gilt für γ(·) = F(Σ, ·)∗g, alle k ∈ N0 und t ∈ [0,T )

‖∇
(k)(∂tγ)‖∞,Σ(t)≤C(k, ∑

r≤k+2
Cr, ∑

p≤k
Πp) · (1+ |θ(t)|)

und insbesondere∫ T

0
‖∂tγ‖∞,Σ dξ ≤C(T,‖θ‖1,[0,T ), ∑

r≤k+2
Cr, ∑

p≤k
Πp),

damit konvergieren nach [Ham82, Lemma 14.2] die Metriken γ(t) für t ↗ T gegen einen
positiv definiten metrischen Tensor γT und sind außerdem auf [0,T ) äquivalent. Genauer gilt
zu jedem Zeitpunkt t ∈ [0,T ) und für jede r-Form Z = Z(t) auf Σ

C−1|Z(t)|2
γ(0) ≤ |Z(t)|

2
γ(t) ≤C|Z(t)|2

γ(0),

mit C = C(r,
∫ T

0 ‖∂tγ‖∞,Σ dξ ). Ist nun eine lokale, zeitunabhängige Karte ψ : U b Σ→ R2

derart gewählt, daß in t = 0 auf U

γi j(·) = exp(φ(·))δi j

für ein φ : U → R, so folgt dort also insbesondere

Ĉ−1 ·∑(Zi1...ir)
2 ≤ |Z|2

γ(t) ≤ Ĉ ·∑(Zi1...ir)
2, (3.59)

mit Ĉ = Ĉ(r,
∫ T

0 ‖∂tγ‖∞,Σ dξ ,φ). Bezeichne ∂ die zu ψ gehörige Koordinatenableitung. Ana-
log zum Vorgehen in [KS02] erhalten wir dann für alle k ∈ N0 und t ∈ [0,T )

|∂ (k)Z| ≤C(k,Ĉ,ϒk−1(t)) ·∑
r≤k
|∇(r) Z|γ(t), (3.60)
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wobei |∂ (k)Z|2 := ∑(∂i1...ik(Z j1... jr))
2 und ϒk(t) := ∑r≤k |∂ (r) Γ |(t). Wir können dies nun auf

den Tensor Z = ∂t Γ anwenden – Zunächst gilt unter Benutzung von Lemma 2.3 und (3.58) für
alle k ≥ 0 und t ∈ [0,T )

‖∇
(k)(∂t Γ)‖∞,Σ(t)≤C(k, ∑

r≤k+3
Cr, ∑

p≤k+1
Πp) · (1+ |θ(t)|)

und nach Einsetzen hiervon in (3.60) lässt sich induktiv folgern, daß

|∂ (k)(∂t Γ)|∞,Σ(t)≤C(k,T,Ĉ,‖θ‖1,[0,T ),F0(Σ), ∑
r≤k+3

Cr, ∑
p≤k+1

Πp) · (1+ |θ(t)|),

|∂ (k)
Γ |∞,Σ(t)≤C(k,T,Ĉ,‖θ‖1,[0,T ),F0(Σ), ∑

r≤k+3
Cr, ∑

p≤k+1
Πp),

(3.61)

insbesondere stehen uns nun zeitunabhängige Schranken an ϒk(·) zur Verfügung. Benutzung
von (3.60) mit Z = A liefert unter Benutzung dieser Schranken damit direkt

|∂ (k)A|∞,Σ ≤C(k,T,Ĉ,‖θ‖1,[0,T ),F0(Σ), ∑
r≤k+2

Cr, ∑
p≤k

Πp). (3.62)

Wir können nun Rückschlüsse auf Gradientenschranken an die Immersionen F(·, t) ziehen.
Seien dazu euklidische Koordinaten auf M gewählt. Für beliebige i ∈ {1,2},α ∈ {1,2,3}
ergibt sich dann wegen der Vergleichbarkeit der Normen | · |ge und | · |g auf M \Br0(0) und
wegen (3.59) uniform auf U× [0,T )

(∂iFα)2 ≤
3

∑
β=1

(∂iFβ )2

≤ c〈∂iF,∂iF〉g
= cγii

≤ c
(
∑γ

2
i j
) 1

2

≤ c ·Ĉ,

(3.63)

analog folgt für die Komponenten des Normalenvektors ν

(να)2 ≤ c〈ν ,ν〉g
≤ c.

(3.64)

Sei nun ϒp := ∑r≤p supK |∂
(r)

Γ |, wobei ∂ Koordinatenableitungen auf M bezeichnet und K ⊂
M wie oben definiert ist. Nach der Kettenregel folgt auf Σ

|∂ (k)(Γ◦F)| ≤C(k,ϒk,∑
r≤k

∑
α

|∂ (r)Fα |)

und wir erhalten aus den Gauß-Weingartengleichungen (2.7) für alle β ∈ {1,2,3} und k ≥ 2

|∂ (k)Fβ | ≤C(k,ϒk−2,ϒk−2, ∑
r≤k−2

|∂ (r)A|, ∑
r≤k−1

∑
α

|∂ (r)Fα |, ∑
r≤k−2

∑
α

|∂ (r)
ν

α |)

sowie für k ≥ 1

|∂ (k)
ν

β | ≤C(k,ϒk−1, ∑
r≤k−1

|∂ (r)A|,∑
r≤k

∑
α

|∂ (r)Fα |, ∑
r≤k−1

∑
α

|∂ (r)
ν

α |).
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Daraus ergibt sich induktiv unter Benutzung der Abschätzungen (3.61) . . . (3.64)

|∂ (k)Fβ | ≤C(k,ϒk−2,ϒk−2, ∑
r≤k−2

|∂ (r)A|,∑
α

|∂Fα |,∑
α

|να |)

≤C(k,Ĉ,ϒk−2,‖θ‖1,[0,T ),F0(Σ),T, ∑
p≤k−1

Πp, ∑
r≤k+1

Cr)

und wir haben lokale uniforme Ck-Schranken an alle F(·, t) gefunden. Diese konvergieren
für t ↗ T wegen (3.57) gleichmäßig gegen ein stetiges FT : Σ→M. Nach Arzelà-Ascoli gilt
aufgrund obiger Schranken sogar F(·, t)→ FT in C∞(Σ); man bemerke dazu, daß Σ sich mit
endlich vielen Kartengebieten U wie oben überdecken lässt. Abschließend folgt in beliebigen
lokalen Koordinaten auf Σ

〈∂iFT ,∂ jFT 〉g ≡ lim
t↗T
〈∂iF,∂ jF〉g|t

≡ lim
t↗T

γi j

≡ (γT )i j,

damit ist FT (Σ) glatte, immersierte Hyperfläche in M und der Fluss lässt sich mit Satz 3.2 über
den Zeitpunkt T hinaus fortsetzen.

Sofern sup-Schranken an θ existieren, können wir nun einen direkten Zusammenhang
zwischen diesen Schranken und der minimalen Existenzzeit des Flusses (WF∗) herleiten. Hier
sei angemerkt, daß sich durch minimale Abänderungen des folgenden Beweises auch leicht
eine analoge Aussage für (allgemeinere) θ ∈ L2 zeigen ließe. Für Details verweisen wir auf
die Beweise zu den Sätzen 4.11 und A.6.

Satz 3.25. Sei Σ geschlossene 2-Fläche, F : Σ× [0,Tmax)→M maximale Lösung von (WF∗),
Tmax ≤ ∞, sei θ beschränkt und gelte zum Zeitpunkt t = 0

rmin ≥ 3r0(m,κ,σ ,W(F0(Σ)))

mit r0 wie in (VΣ) definiert. Dann gilt

Tmax > t∗ > 0, (3.65)

für ein t∗, das nur von

F0(Σ),M,‖θ‖∞ (3.66)

abhängt und monoton fallend in ‖θ‖∞ ist. Auf [0, t∗] gilt für ein ρ = ρ(F0(Σ))> 0

sup
x∈M

∫
F(Σ,·)∩Bρ (x)

|A|2 dµ ≤ ε0, (3.67)

wobei es sich bei ε0 um das aus Bedingung (Vη) handelt. Ferner ist Bedingung (VΣ) auf [0, t∗]
erfüllt, und es existiert ein K = K(F0(Σ),M)b M mit

F(Σ, ·)⊂ K. (3.68)

Beweis. Wir orientieren uns am Beweis von [KS02, Satz 1.2]. Sei ε1 ∈ (0,ε0] zunächst beliebig
und fest, und ρ = ρ(F0(Σ),ε1)> 0 maximal gewählt mit

sup
x∈M

∫
F0(Σ)∩Bρ (x)

|A|2 dµ ≤ ε1.
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Seien für alle x ∈M\Br0(0) Abschneidefunktionen η̃x ∈C2(M) fest gewählt mit

χB ρ

2
(x)(·)≤ η̃x(·)≤ χBρ (x)(·),

sup
x
|∇(i)ge

η̃x|∞ ≤ cρ
−i, i ∈ {1,2},

(3.69)

und zugehörige Funktionen ηx wie in (3.20) definiert. Nach Lemma 2.11 ergibt sich dann für
Λi := |∇(i)

η̃x|∞, i ∈ {1,2}, daß

Λ1 ≤ cρ
−1,

Λ2 ≤ cρ
−2 + cρ

−1|∇−∇
ge

|
≤ cρ

−2 + cκ
2r−6 + cm2r−4

≤ cρ
−2 + r−2 · c0(m,κ,σ).

(3.70)

Wir setzen nun

ε(t) := sup
x∈M

∫
F(Σ,t)∩Bρ (x)

|A|2 dµ,

Φ(t) := sup
x∈M

∫
F(Σ,t)

η
4
x |A|2 dµ .

(3.71)

Die Funktion
∫

F(Σ,t) η4
x |A|2 dµ ist stetig in (x, t) und hat auf jedem kompakten Zeitintervall in

[0,Tmax) ihren Träger in einer festen, kompakten Menge K̃ ⊂M, damit ist Φ als Maximum
dieser Funktion über K̃ ebenfalls stetig. Zudem gilt nach Voraussetzung Φ(0) ≤ ε(0) ≤ ε1
sowie auf [0,Tmax)

Φ(·)≤ ε(·)≤ NΦ(·),

wobei N ∈ N als diejenige absolute Anzahl festgelegt ist, die man mindestens benötigt, um
eine beliebige Kugel in M mit Kugeln von halbem euklidischen Radius zu überdecken. Wir
setzen nun

ε1 :=
1

4N
ε0 (3.72)

und definieren die Menge K b M durch

K := {x ∈M : dist(x,F0(Σ))≤ r0(m,κ,σ ,W(F0(Σ)))}.

Sei nun t0 ∈ (0,Tmax) der erste Zeitpunkt, an dem mindestens eines der Ereignisse

Φ(t0) = 4ε1, (3.73)
F(Σ, t0) 6⊂ K, (3.74)
W(F(Σ, t0)) = 4W(F0(Σ)) (3.75)

eintritt. Falls Tmax < ∞, so muss t0 existieren: Wäre dies nicht der Fall, so impliziert die Ste-
tigkeit von Φ sonst Φ(·)< 4ε1 auf ganz [0,Tmax) und es folgt

ε(·)≤ NΦ(·)
< 4Nε1

≤ ε0,

(3.76)
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außerdem gilt bei Nichteintreten der Ereignisse (3.74) und (3.75) für alle t ∈ [0,Tmax)

F(Σ, t)⊂ K

⊂M\B2r0(m,κ,σ ,W(F0(Σ)))

⊂M\Br0(m,κ,σ ,W(F(Σ,t))),

wobei benutzt wurde, daß W(F(Σ, t))< 4W(F0(Σ)) für diese t und damit nach Definition von
r0 in Lemma B.13

r0(m,κ,σ ,W(F(Σ, t)))< 2r0(m,κ,σ ,W(F0(Σ))).

Damit wären aber die Voraussetzungen (Vη) und (VΣ) auf [0,Tmax) für jedes ηx erfüllt. Mit
Satz 3.22 ergeben sich dann aber für jedes k ∈ N und jedes ηx

sup
[0,Tmax)

‖∇
(k) A‖∞,[ηx=1] ≤C,

mit Konstanten C, die von den in (3.41) aufgeführten Größen mit Πk := supK |∇
(k)

Rc | ab-
hängen. Bemerkt man nun, daß die C2-Schranken aller η̃x sich wegen (3.70) für alle x ∈ K
uniform beschränken lassen, sowie daß wegen Lemma 2.18

sup
x∈K

sup
[0,Tmax)

|[ηx > 0]| ≤ cρ
2W(F0(Σ)) (3.77)

ergibt sich sogar

sup
[0,Tmax)

‖∇
(k) A‖∞,Σ ≤C,

woraus sich mit Lemma 3.24 ein Widerspruch zur Maximalität von Tmax ergibt. Wir erhalten
Tmax > t0, und da sich analog zu Rechnung (3.76) auf [0, t0] ergibt, daß ε(·)< 4Nε1 ≤ ε0, sind
die Behauptungen (3.65) und (3.67) gezeigt, sobald sich zeigen lässt, daß t0 sich von unten
durch ein t∗ mit den oben aufgeführten Eigenschaften beschränken lässt. Für die folgenden
Rechnungen sei festgehalten, daß analog zu obigen Überlegungen wieder sowohl (VΣ) als
auch (Vη) für jedes ηx auf [0, t0] erfüllt sind.

Sei nun angenommen, daß in t0 Ereignis (3.73) eintritt. Nach Aufintegration des Resultates
aus Satz 3.19 ergibt sich für alle t ∈ [0, t0]∫

Σ

η
4
x |A|2 dµ

∣∣∣
t
≤
∫

Σ

η
4
x |A|2 dµ

∣∣∣
0
+ c

∫ t

0
|θ |2‖A‖2

2,[ηx>0] dξ

+ c
∫ t

0
(Π2

0 +Π
4
3
1 +Λ

4
1 +Λ

2
2)‖A‖2

2,[ηx>0] dξ

+ c
∫ t

0

∫
Σ

η
4
x |∇Rc |2g dµ dξ

≤ ε1 +4Nε1 · c‖θ‖2
∞ · t

+4Nε1 · c
(
ρ
−4 +(infrmin)

−4c0(m,κ,σ)
)
· t

+ c
∫ t

0

∫
Σ

η
4
x |∇Rc |2g dµ dξ ,

(3.78)

wobei die Schranken an Λ1,Λ2 aus (3.70) sowie die aus Definition 2.8 resultierenden Schran-
ken an Π1 und Π2 benutzt wurden. Da außerdem aus Nichteintreten von (3.75) auf [0, t0) mit
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Lemma 2.14 für alle ηx folgt, daß∫
Σ

η
4
x |∇Rc |2g dµ ≤ c0(m,κ,σ)

∫
Σ

r−6 dµ

≤ r−4
minc0(m,κ,σ)W(F0(Σ)),

erhalten wir aus (3.78) damit insbesondere

Φ(t0)≤ ε1 +4Nε1 · c‖θ‖2
∞ · t0

+4Nε1 · cρ
−4 · t0

+ c0(m,κ,σ ,W(F0(Σ))) · (r0(m,κ,σ ,W(F0(Σ))))
−4 · t0

= ε1 + c(m,κ,σ ,F0(Σ)) · t0 + c‖θ‖2
∞ · t0,

was bei Nichterfüllung von

t0 ≥min
{

c(m,κ,σ ,F0(Σ))
−1,c‖θ‖−2

C0([0,t0])

}
=: Ca

einen Widerspruch zur Definition von t0 darstellt.
Trete nun in t0 das Ereignis (3.74) ein. Nach Definition von K hat damit mindestens ein

Punkt auf Σ mindestens die Strecke r0(m,κ,σ ,W(F0(Σ))) zurückgelegt; da aber nach Defini-
tion des Flusses (WF∗) und den Ergebnissen aus Satz 3.22 auf Σ× [0, t0]

‖∂tF‖ge ≤ c‖αW‖∞,Σ + c‖θ‖∞‖A‖∞,Σ

≤C

für eine Konstante C, die von den in (3.41) angegebenen Größen mit k = 4 und insbesondere
monoton steigend von ‖θ‖∞ abhängt, folgt in diesem Fall

t0 ≥Cb,

für ein Cb abhängig von den Argumenten in (3.66) und monoton fallend in ‖θ‖∞.
Sei abschließend in t0 das Eintreten von Ereignis (3.75) angenommen. Dies impliziert mit

Proposition 2.6

exp
(

1
2
‖θ‖2

∞ · t0
)
≥ 4

und damit t0 ≥Cc für ein Cc monoton fallend in ‖θ‖∞.
Wir erhalten insgesamt

Tmax > t0 ≥min{Ca,Cb,Cc}=: t∗,

die Behauptung folgt.
Falls abschließend Tmax = ∞, ist die Behauptung (3.65) klar erfüllt. Existiert nun ein t0 ∈

[0,∞) wie oben definiert, so ergeben sich vollkommen analog zu obiger Argumentation die
Aussagen (3.67) und (3.68) auf [0, t∗]. Lässt sich kein derartiges t0 finden, ergibt sich die
Gültigkeit der Aussage sofort auf ganz [0,∞).



81

Kapitel 4

Flächeninhaltserhaltender Willmore-Fluss

4.1 Kurzzeitexistenz
In den folgenden Abschnitten wollen wir das Problem der Kurzzeitexistenz von (WFF) auf
zwei verschiedene Weisen behandeln: Abschnitt 4.1.1 befasst sich mit der Nutzbarmachung
des bereits aufgestellten Existenzresultates für den Fluss (WF∗) in Satz 3.2 mit Hilfe eines Fix-
punktargumentes, wie es in ähnlicher Form z.B. auch in [McC05, §7] zum Nachweis der Kurz-
zeitexistenz von Verallgemeinerungen des volumenerhaltenden mittleren Krümmungsflusses
angewandt wurde. Als Vorteil dieser Methode kann ihre verhältnismäßig große Transparenz
und ihre enge Verknüpfung zu bereits aufgestellten Krümmungs- und Existenzzeitabschätzun-
gen für (WF∗) angesehen werden – ihr großes Manko ist jedoch, daß die Eindeutigkeit der
resultierenden Lösung nicht gewährleistet werden kann.

Den Gegensatz dazu stellt in vielen Hinsichten der in Abschnitt 4.1.2 gewählte Weg dar.
Dieser orientiert sich an dem in [ES98, §2] durchgeführten Existenzbeweis für den volume-
nerhaltenden mittleren Krümmungsfluss und bedient sich ungeachtet aller bereits für (WF∗)
aufgestellten Resultate erneut der abstrakten Lösungstheorie in [Ama95], die in diesem Fall
ihre volle Mächtigkeit ausspielen kann und insbesondere auch die Eindeutigkeit jeder Lösung
zu (WFF) gewährleistet.

4.1.1 Kurzzeitexistenz über Fixpunktmethoden
Die Funktion λ (·) wie in (2.9) lässt sich formal für jede beliebige Variation F(Σ, ·) definieren,
insbesondere für jede Lösung des Flusses (WF∗) zu vorgegebenem θ . Lässt sich also ein θ

finden, das auf einem kurzen Zeitraum mit dem zu ihm assoziierten λ übereinstimmt, so ist
die Lösung von (WF∗) zu diesem θ auch Lösung von (WFF).

Satz 4.1. Sei Σ geschlossene 2-Fläche und erfülle F0(Σ) rmin ≥ 3r0(m,κ,σ ,W(F0(Σ))) mit r0
wie in Satz 3.25. Dann existiert ein T > 0 und eine Lösung F : Σ× [0,T )→M zu (WFF) mit
F(Σ,0) = F0(Σ).

Beweis. Sei P> 0 beliebiger, noch festzulegender Parameter, und sei θ ∈C0,1([0,∞)) beliebig
mit sup[0,∞) |θ | ≤ P. Nach den Resultaten in Abschnitt 3.1 gibt es eine Zeit Tmax ≤∞ und eine
Lösung Fθ : Σ× [0,Tmax)→M von (WF∗) bezüglich θ zu den Startwerten F0. Nach Satz 3.25
gilt

Tmax > t∗(F0(Σ),M,P)

monoton fallend in P; damit lässt sich das Existenzintervall jeder zu einem wie oben be-
schränkten θ gehörigen Lösung uniform nach unten durch t∗ beschränken.



82 4 Flächeninhaltserhaltender Willmore-Fluss

Sei nun ρ wie in Satz 3.25, und seien für jedes x ∈M\Br0(0) die Abschneidefunktionen
η̃x bzw. ηx wie in (3.69) festgelegt. Nach Resultat (3.67) ist Bedingung (Vη) für jedes ηx auf
[0, t∗] erfüllt, und mit Satz 3.22 ergeben sich die Schranken

sup
[0,t∗]
‖∇

(k) A‖∞,Σ ≤C(M,F0(Σ),k, t∗,P), (4.1)

wobei zur Kontrolle der in (3.41) aufgeführten Größen sowohl benutzt wurde, daß für alle η̃x
analog zu (3.70) uniforme C2-Schranken gefunden werden können, sowie daß nach Lemma
2.18 und Proposition 2.6 für alle x

sup
[0,t∗]
|[ηx > 0]| ≤C(ρ, t∗,P,W(F0(Σ)))

=C(F0(Σ),P, t∗).

Ebenfalls mit Proposition 2.6 und mit Lemma 2.17 ergibt sich auf [0, t∗]

|Fθ (Σ, ·)| ≤ diam(Fθ (Σ, ·))2 ·C(t∗,P,W(F0(Σ)))

≤C(t∗,P,F0(Σ),M),
(4.2)

wobei der Durchmesser der Fläche durch den der Menge K aus Satz 3.25 abgeschätzt wurde.
Sei nun λθ : [0, t∗]→ R analog zu (2.9) definiert durch

λθ (·) :=
1

2W(Fθ (Σ, ·))

∫
Σ

|∇H|2−H2
(
|Å|2 +Rc(ν ,ν)

)
dµ,

wobei alle geometrischen Größen als die durch Fθ induzierten zu verstehen sind. Es gilt un-
abhängig von θ

λθ (0) = λ (F0(Σ)),

außerdem liegt λθ in C1,1([0, t∗]): Zunächst gilt unter (WF∗) nach den Resultaten aus Lemma
2.3 und [LMS11, §2] mit α =−αW +θH

∂t |∇H|2 = 2αWA(∇H,∇H)−2γ(∇H,∇LαW)

+θ
(
−2HA(∇H,∇H)+2γ(∇H,∇LH)

)
,

∂t
(
Rc(ν ,ν)

)
=−αW ∇ν Rc(ν ,ν)+2Rc(∇αW,ν)

+θ

(
H ∇ν Rc(ν ,ν)−2Rc(∇H,ν)

)
,

analog lässt sich auch die Zeitableitung jeder übrigen geometrischen Größe als Summe zweier
rein geometrischer Ausdrücke schreiben, von denen genau einer den Vorfaktor θ trägt. Es
ergibt sich

∂tλθ (t) = Q(t)+θR(t) (4.3)

für Integralgrößen Q und R, die nur von M und F(Σ, t) abhängen und die aufgrund von (4.1)
und (4.2) den Schranken

sup
[0,t∗]
|Q|, sup

[0,t∗]
|R| ≤C(M,F0(Σ),P, t∗)
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genügen. Nach obiger Argumentation lassen sich zudem die Zeitableitungen der Ausdrücke Q
und R selbst in einer zu (4.3) analogen Form ausdrücken und insbesondere auf [0, t∗] uniform
beschränken. Nach dem Mittelwertsatz ergibt sich damit für beliebige r,s ∈ [0, t∗]

|∂tλθ (r)−∂tλθ (s)|= |Q(r)−Q(s)+θR(r)−θR(s)|
≤ |Q(r)−Q(s)|+ |θ(r)−θ(s)||R(r)|+ |θ(s)||R(r)−R(s)|
≤
(
‖∂tQ‖C0([0,t∗])+[θ ]1,[0,t∗]|R(r)|+ |θ(s)|‖∂tR‖C0([0,t∗])

)
· |r− s|

≤C(M,F0(Σ),P, [θ ]1,[0,t∗], t∗) · |r− s|,

wobei [ · ]1 die Hölderhalbnorm zum Exponenten 1 bezeichnet. Insgesamt erhalten wir wie
behauptet λθ ∈C1,1([0, t∗]) mit

‖∂tλθ‖C0([0,t∗]) ≤C(M,F0(Σ),P, t∗),

[∂tλθ ]1,[0,t∗] ≤C(M,F0(Σ),P, [θ ]1,[0,t∗], t∗).
(4.4)

Wir sind nun in der Lage, die C0,1-Norm von λθ auf einem hinreichend kurzen Zeitintervall
durch eine Schranke zu kontrollieren, in die (im Gegensatz zur C1,1-Schranke) die Funktion θ

nur mit ihrem Wert zum Zeitpunkt 0 eingeht. Genauer gilt für alle t ∈ [0, t∗] wegen (4.3)

‖λθ‖C0,1([0,t]) = ‖λθ‖C0([0,t])+[λθ ]1,[0,t]

≤ |λ (F0(Σ))|+C · t +‖∂tλθ‖C0([0,t])

≤ |λ (F0(Σ))|+C · t + |∂tλθ (0)|+[∂tλθ ]1,[0,t∗] · t
≤ |λ (F0(Σ))|+ |Q(0)|+ |θ(0)||R(0)|+C · t,

und es lässt sich ein t ′ ≤ t∗ finden mit

‖λθ‖C0,1([0,t ′]) ≤ |λ (F0(Σ))|+ |Q(0)|+ |θ(0)||R(0)|+1

=: Ĉ(F0(Σ),M, |θ(0)|).
(4.5)

Wir fordern abschließend

θ(0) = λ (F0(Σ))

und setzen

P := Ĉ,

wobei Ĉ wie in (4.5) gewählt ist und nun nur noch von F0(Σ) und M abhängt.
Sei nun die Menge A ⊂C0,1([0, t ′]) definiert als

A :=
{

θ ∈C0,1([0, t ′]) : θ(0) = λ (F0(Σ)), ‖θ‖C0,1([0,t ′]) ≤ Ĉ
}

und der Operator Φ auf A definiert als

Φ : θ 7→ λθ .

Wegen Schranke (4.5) gilt Φ : A →A , und da wegen (4.4) außerdem

sup
θ∈A
‖Φ(θ)‖C1,1([0,t ′]) ≤C
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für ein C < ∞, ist Φ(A ) sogar relativ kompakt in A enthalten, d.h. jede Folge in Φ(A ) hat
eine in A bezüglich ‖ · ‖C0,1([0,t ′]) konvergente Teilfolge.

Nach dem Schauderschen Fixpunktsatz (vgl. [Zei99, §1.15, Satz 1.C]) besitzt Φ damit
(mindestens) einen Fixpunkt θ0 ∈A ; dies bedeutet aber

θ0 = Φ(θ0) = λθ0 ,

damit ist die zu θ0 gehörige Variation Fθ0 Lösung von (WFF) auf [0, t ′].

4.1.2 Kurzzeitexistenz aus abstrakter Lösungstheorie

Bedient man sich nun wie angekündigt nicht nur der Ergebnisse, sondern auch der Methoden
aus Abschnitt 3.1, so lässt sich ein Kurzzeitexistenzresultat für (WFF) auch ohne den Um-
weg über ein Fixpunktargument herleiten, und damit auch die Eindeutigkeit der resultierenden
Lösung wahren. Hierfür übernehmen wir die Notationen und Konventionen aus Abschnitt 3.1
und betrachten das zu (WFF) duale Funktionsgraphenproblem

∂t f = Q̃( f ),

f (·,0)≡ 0
(4.6)

mit

Q̃( f ) :=
(
−αW f +H f λ

)
L f ,

wobei die Funktion L f : Σ→R durch Vorschrift (3.4) festgelegt und jede weitere Größe · f wie
in Abschnitt 3.1 durch die dort definierte Parametrisierung G f induziert ist, und sich der Term
λ = λ ( f ) über diese Größen wie in (2.9) definiert.

Die Möglichkeit, ein Problem dieser Form auch abstrakt als gewöhnliche Differentialglei-
chung in einem geeigneten Funktionenraum aufzufassen, liefert uns ein mächtiges Werkzeug
im Umgang mit nichtlokalen Termen wie λ . Alle auftretenden Differentialoperatoren agieren
nun als Abbildungen zwischen Funktionenräumen, und die Hinzunahme nichtlokaler Terme
stellt nichts weiter als das Stören dieser Abbildungen dar. Unter geeigneten Voraussetzungen
bleibt unter derartigen Störungen die ”Klasse“ der Operatoren unverändert. Insgesamt führt
diese Herangehensweise auf folgende Variante von Lemma 3.1.

Lemma 4.2. Für Q̃ wie oben und 0 < α < β0 < 1 existieren P̃ ∈C∞
(
A2,β0 ,H (h4,α ,h0,α)

)
und B̃ ∈C∞

(
A2,β0 ,h0,β0

)
mit

Q̃( f ) =−P̃( f ) f + B̃( f )

für jedes f ∈ A4,α .

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 3.1 ergibt sich zunächst direkt die Existenz von P ∈
C∞
(
A2,β0 ,H (h4,α ,h0,α)

)
und B ∈C∞

(
A2,β0 ,h0,β0

)
mit

−αW f L f =
(
4 f H f +H f

(
|Å f |2 +G∗f Rc(νG f (Σ),νG f (Σ))

))
L f

=−P( f ) f +B( f ),
(4.7)

und es ist zu zeigen, daß die Hinzunahme des Terms H f λL f keine grundlegende Änderung



4.1 Kurzzeitexistenz 85

dieser Aussage nach sich zieht. Nach Definition von λ gilt wegen (4.7) direkt

H f λL f =
H f L f∫

Σ
H2

f dµ f

∫
Σ

αW f H f dµ f

=
H f L f∫

Σ
H2

f dµ f

∫
Σ

H f L−1
f P( f ) f dµ f +

H f L f∫
Σ

H2
f dµ f

∫
Σ

−H f L−1
f B( f ) dµ f

=: P̂( f ) f + B̂( f ),

wobei benutzt wurde, daß wegen [EMS98, (2.3)] uniform L f ≥ 1. Ebenfalls nach [EMS98,
(2.3)] sowie nach [ES98, (2.3)] gilt, daß

f 7→ L f ∈C∞(A1,β0 ,h0,β0),

f 7→ H f ∈C∞(A2,β0 ,h0,β0),

außerdem hängt auch das (über lokale Koordinaten s1,s2 definierte) Flächenelement dµ f =

det(γ f i j)
1
2 ds1∧ds2 in glatter Weise von f ∈ A1,β0 ab; es ergibt sich insgesamt

B̂ ∈C∞(A2,β0 ,h0,β0),

und wir können

B̃ := B+ B̂

setzen.
Sei nun f ∈ A2,β0 fest. Aufgrund der Linearität von P( f ) ist auch P̂( f ) lineare Abbildung

auf h4,α mit Bild in h0,β0 ⊂ h0,α ; darüberhinaus gilt für beliebige ρ ∈ h4,α und jedes α ′ ≤ α

mit C =C( f )

‖P̂( f )ρ‖C0,α (Σ) ≤ c‖H f L f ‖C0,α (Σ)

∫
Σ

|H f L−1
f P( f )ρ| dµ f

≤C
∫

Σ

|H f | dµ f ·‖P( f )ρ‖C0,α ′ (Σ)

≤C‖ρ‖C4,α ′ (Σ),

woraus sich (mit α ′ = α) sofort die Stetigkeit von P̂( f ) und damit

P̂( f ) ∈L (h4,α ,h0,α) (4.8)

ergibt. Für α ′ < α und jedes feste ε > 0 liefert obige Rechnung zusammen mit der Interpola-
tionsungleichung [GT83, Lemma 6.35] sogar

‖P̂( f )ρ‖C0,α (Σ) ≤C‖ρ‖C4,α ′ (Σ)

≤C(ε,α ′,α)‖ρ‖C0(Σ)+ ε‖ρ‖C4,α (Σ),
(4.9)

wobei C auch von f und der (fest gewählten) Kartenüberdeckung von Σ abhängt. Mit (4.8)
und (4.9) sind aber gerade die Voraussetzungen zur Anwendung der Störungsaussage [Ama95,
Satz 1.3.1] erfüllt und es ergibt sich direkt

P̃( f ) := P( f )+ P̂( f ) ∈H (h4,α ,h0,α).

Die Glattheit der Abbildung f 7→ P̃( f ) folgt analog zur Argumentation für B̃.
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Benutzung von Lemma 4.2 anstelle von Lemma 3.1 im Beweis zu Satz 3.2 liefert uns
direkt folgende Variante dieses Satzes für (WFF).

Satz 4.3. Sei F0 : Σ→M glatte Immersion einer geschlossenen 2-Fläche Σ. Dann existiert
ein T > 0, eine eindeutige Lösung f : Σ× [0,T )→ R zu (4.6) und eine eindeutige Lösung
F : Σ× [0,T )→M von (WFF) zu Startwerten F0(Σ). Für jedes β ∈ (0,1) gilt

[t 7→ f (·, t)] ∈C([0,T ),A2,β ).

4.2 L2-Schranken an λ

Will man die in Abschnitt 3.3.1 aufgestellten Krümmungsabschätzungen auf den Fluss (WFF)
übertragen, so ergibt sich die Notwendigkeit, den Term ‖λ‖2

2 auf dem betrachteten Zeitinter-
vall kontrollieren zu können. Diese Kontrolle wird, eine hinreichende Zentrierung der Flächen
F(Σ, ·) in M vorausgesetzt, durch ein Argument gewährleistet, das im Wesentlichen das un-
terschiedliche Skalierungsverhalten von Flächeninhalt und Willmorefunktional für Flächen
im R3 ausnutzt und in ähnlicher Form im Beweis zu [DKS02, Satz 3.2] eingesetzt wird, um
Resultate über den Krümmungsdiffusionsfluss von Kurven im Rn aufzustellen.

Für die folgenden Rechnungen betrachten wir (M,g) in festen, globalen euklidischen
Koordinaten. Wir bezeichnen die induzierten euklidischen Basisvektorfelder von T M mit
{τα}1≤α≤3 und definieren das ”Positionsvektorfeld“ X : M→ T M für jedes q = (q1,q2,q3) ∈
M durch

X(q) := qα
τα(q) ∈ TqM.

Abschließend wählen wir eine beliebige, feste Immersion F : Σ→M mit Einheitsnormalen-
vektorfeld ν und setzen für alle p ∈ Σ

f (p) := g(X(q),ν(q))|q=F(p),

damit entspricht f gerade dem Normalenanteil des Geschwindigkeitsvektors, der durch die (in
euklidischen Koordinaten definierte) Variation s 7→ s ·F(Σ) an F(Σ) induziert wird.

Aufgrund des Skalierungsverhaltens von Flächen- und Willmorefunktional bezüglich der
euklidischen Metrik ge ergeben sich nun, unter Benutzung von Lemma 2.3 und mit αW wie in
Abschnitt 2.2 definiert, direkt die Identitäten

0 = ∂s(s−2|s ·F(Σ)|ge)|s=1

=−2|F(Σ)|ge +
∫

F(Σ)
f H dµ

e (4.10)

und

0 = ∂s(W(s ·F(Σ))ge)|s=1

=
∫

F(Σ)
f αW dµ

e,
(4.11)

die den wichtigsten Schlüssel zum Nachweis von ‖λ‖2
2-Schranken unter (WFF) im R3 dar-

stellen, der hier aber zunächst nicht weiter ausgeführt und erst am Ende dieses Abschnittes
mit Proposition 4.8 wieder aufgegriffen wird. Stattdessen werden wir uns in den nächsten
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Lemmata mit Analoga von (4.10) und (4.11) bezüglich der asymptotisch schwarzschildschen
Metrik g befassen; diese müssen über direkte Rechnungen nachgewiesen werden, da uns ein
Skalierungsargument wie oben in diesem Fall nicht mehr zur Verfügung steht.

In den folgenden Rechnungen wählen wir beliebige lokale Koordinaten auf Σ und be-
zeichnen die zugehörigen Tangentialvektoren mit {ei}1≤i≤2. Griechische Indizes verstehen
sich bezüglich der Vektoren {τα}, lateinische Indizes bezüglich {ei}.

Lemma 4.4. Sei M (m,κ,σ)-asymptotisch schwarzschildsch, F : Σ→ M und f wie oben
definiert. Dann gilt für rmin > r0(m,κ,σ)

|F(Σ)| ≤
∫

F(Σ)
f H dµ .

Beweis. Zunächst gilt für X wie oben, q = F(p) ∈M und jedes ei ∈ TpΣ(
∇F∗ei X

)
(q) = (F∗ei)(Xα)|q · τα(q)+

(
Xα

∇F∗ei τα

)
(q)

= ∂i(Xα ◦F)|p · τα(q)+
(

Xα · (F∗ei)
β ·∇τβ

τα

)
(q)

= ∂iFα |p · τα(q)+
(

Xα · (F∗ei)
β ·∇τβ

τα

)
(q)

= (F∗ei)(q)+
(

Xα · (F∗ei)
β ·∇τβ

τα

)
(q).

(4.12)

Für die folgenden Rechnungen übernehmen wir die Konventionen und Definitionen aus Ab-
schnitt 2.1.1 und werden insbesondere zwecks besserer Lesbarkeit nicht mehr explizit zwi-
schen Vektoren V ∈ TpΣ und F∗V ∈ TqM unterscheiden.

Für die Projektion

X> := X−g(X ,ν)ν

= X− f ν

erhalten wir dann mit (4.12) punktweise auf Σ

divΣ(X>) = γ
i j

γ

(
∇i(X>),e j

)
= γ

i jg
(

∇i(X− f ν),e j

)
= γ

i jg
(

∇i X− f ∇i ν ,e j

)
= γ

i j(γi j− f Ai j)+ γ
i jg
(

Xα(ei)
β

(
∇τβ

τα

)
,e j

)
= 2− f H +Xα

γ
i j(ei)

β (e j)
θ gψθ Γ

ψ

βα
.

(4.13)

Nun gilt es, den letzten Term in (4.13) auf geeignete Weise abzuschätzen. Dieser entspricht
gerade dem Tensorskalarprodukt

〈γ i j ·X⊗ ei⊗ e j,Z〉g,

wobei beide Argumente als (3,0)-Tensoren auf M aufzufassen sind und sich der Tensor Z über
die Koeffizienten

Zαβθ := gφα gψβ
Γ

θ

ψφ

definiert.
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Nach den Resultaten aus Abschnitt 2.3 gilt damit für rmin > r(m,κ,σ) insbesondere

|Z|g = |∇−∇
ge

|g
≤ c · (κr−3 +mr−2)

sowie nach Definition von X für jedes q ∈ F(Σ)

|X(q)|g ≤ c|X(q)|ge

= c
(
∑
α

(qα)2) 1
2

= cr(q).

Da außerdem

|γ i j · ei⊗ e j|2g = γ
i j

γ
kl〈ei⊗ e j,ek⊗ el〉g

= γ
i j

γ
klgαθ gβψ(ei)

α(e j)
β (ek)

θ (el)
ψ

= γ
i j

γ
klg(ei,ek)g(e j,el)

= 2,

erhalten wir nach Cauchy-Schwarz insgesamt

|Xα
γ

i j(ei)
β (e j)

θ gψθ Γ
ψ

βα
| ≤ |X |g|γ i j · ei⊗ e j|g|Z|g
≤ c · (κr−2 +mr−1).

(4.14)

Einsetzen hiervon in (4.13) liefert

|divΣ(X>)− (2− f H)| ≤ c · (κr−2 +mr−1) (4.15)

und damit für hinreichend große r insbesondere

divΣ(X>)≥ 1− f H.

Das Ergebnis folgt nun nach Integration über Σ mit dem Gauß’schen Divergenzsatz.

Lemma 4.5. Seien M,F, f wie in Lemma 4.4. Dann gilt für rmin > r0(m,κ,σ)

|
∫

Σ

f αW dµ | ≤ c(κr−2
min +mr−1

min)(W(F(Σ))+genus(Σ)).

Beweis. Wir folgen den Konventionen aus dem Beweis zu Lemma 4.4.
Nach Definition von αW gilt

|
∫

Σ

f αW dµ |= |−
∫

Σ

f
(
4H +H

(
|Å|2 +Rc(ν ,ν)

))
dµ |

= |
∫

Σ

H4 f dµ +
∫

Σ

H f
(
|Å|2 +Rc(ν ,ν)

)
dµ |,

(4.16)

und das Problem überträgt sich zunächst auf die Bestimmung von4 f : Aus Rechnung (4.12)
ergibt sich

∇i f = ∂i (g(X ,ν))

= g(∇i X ,ν)+g(X ,∇i ν)

= g(ei +Xα
∇i τα ,ν)+Ak

i g(X ,ek)

= g(Xα
∇i τα ,ν)+Ak

i g(X>,ek)

=: Pi +Qi,
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und da

∇ j Pi = g(∂ j(Xα)∇i τα ,ν)+g(Xα
∇ j(∇i τα),ν)

+g(Xα
∇i τα ,∇ j ν)−g(Xα

∇∇ j ei τα ,ν)

= g((e j)
α

∇i τα ,ν)+g
(
Xα
(

∇ j(∇i τα)−∇
∇ j ei

τα

)
,ν
)

+Ak
jg(X

α
∇i τα ,ek)−A jig(Xα

∇ν τα ,ν)

= (e j)
α(ei)

β g(∇τβ
τα ,ν)+Xα(e j)

β (ei)
θ g
(

∇τβ
∇τθ

τα ,ν
)

+Ak
jX

α(ei)
β g(∇τβ

τα ,ek)−A jiXα g(∇ν τα ,ν)

sowie nach (4.12)

∇ j Qi = (∇ j A)(X>,ei)+A(∇ j(X>),ei)

= (∇ j A)k
i g(X>,ek)+Ak

i g(∇ j(X>),ek)

= (∇ j A)k
i g(X>,ek)+Ak

i g(∇ j X− f ∇ j ν ,ek)

= (∇ j A)k
i g(X>,ek)+Ai j +Ak

i Xα(e j)
β g(∇τβ

τα ,ek)− f Ak
i A jk,

erhalten wir insgesamt den Ausdruck

4 f = γ
i j

∇ j ∇i f

= γ
i j (∇ j Pi +∇ j Qi)

=
[
γ

i j(e j)
α(ei)

β g(∇τβ
τα ,ν)+Xα

γ
i j(e j)

β (ei)
θ g
(

∇τβ
∇τθ

τα ,ν
)

+2AklXα(ek)
β (el)

θ g(∇τβ
τα ,τθ )−HXα g(∇ν τα ,ν)

]
+
[
(divA)kg(X>,ek)+H− f |A|2

]
=: R+S.

Wir sind nun in der Lage, den Ausdruck
∫

H4 f dµ =
∫

HR dµ +
∫

HS dµ termweise
zu untersuchen. Zunächst lassen sich die Terme in R direkt abschätzen: Den Überlegungen
folgend, die zu Abschätzung (4.14) geführt haben, erhalten wir direkt

|γ i j(e j)
α(ei)

β g(∇τβ
τα ,ν)| ≤ c(κr−3 +mr−2),

|AklXα(ek)
β (el)

θ g(∇τβ
τα ,τθ )| ≤ c|A|γ(κr−2 +mr−1),

|HXα g(∇ν τα ,ν)| ≤ c|H|(κr−2 +mr−1),

und, da nach den Annahmen an g gilt, daß |∇2−∇
S2
| ≤ cκr−4,

|Xα
γ

i j(e j)
β (ei)

θ g
(

∇τβ
∇τθ

τα ,ν
)
| ≤ c(κr−3 +mr−2).

Damit ergibt sich nach Lemma 2.14 und Korollar 2.16 für rmin > r(m,κ,σ)

|
∫

Σ

HR dµ | ≤ c
∫

Σ

|H|(κr−3 +mr−2) dµ +c
∫

Σ

|A|2(κr−2 +mr−1) dµ

≤ c(κr−2
min +mr−1

min)(W(F(Σ))+genus(Σ)).
(4.17)
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Für die Betrachtung von
∫

HS dµ beachten wir zunächst, daß nach (2.4)

∫
Σ

H(divA)kg(X>,ek) dµ

=
∫

Σ

H(∇k H + γ
ik Rciν)γkl(X>)l dµ

=
∫

Σ

1
2

γ(X>,∇(H2))+H Rc(X>,ν) dµ

=
∫

Σ

−1
2

H2 divΣ(X>)−H f Rc(ν ,ν)+H Rc(X ,ν) dµ,

womit sich direkt die Identität∫
Σ

HS dµ =
∫

Σ

H2− 1
2

H2 divΣ(X>)−H f |A|2−H f Rc(ν ,ν)+H Rc(X ,ν) dµ

=
∫

Σ

1
2

H2
(

2− f H−divΣ(X>)
)
+H Rc(X ,ν) dµ

−
∫

Σ

H f
(
|Å|2 +Rc(ν ,ν)

)
dµ

ergibt. Mit Abschätzung (4.15) folgt dann aber insbesondere

|
∫

Σ

HS dµ +
∫

Σ

H f
(
|Å|2 +Rc(ν ,ν)

)
dµ |

≤ c
∫

Σ

H2 · (κr−2 +mr−1) dµ +|
∫

Σ

H Rc(X ,ν) dµ |

≤ c(κr−2
min +mr−1

min)W(F(Σ)),

(4.18)

wobei im letzten Schritt die Abschätzung |H Rc(X ,ν)| ≤ c|H|(κr−3 + mr−2) und Lemma
2.14 benutzt wurden. Die Behauptung folgt nach Benutzung der Dreiecksungleichung durch
Einsetzen von (4.17) und (4.18) in (4.16).

Mit Hilfe der Lemmata und 4.4 und 4.5 können wir die nun folgende allgemeine Aussage
für Flächen in M aufstellen, die der Forderung

rmax ≤ diam(F(Σ)) (4.19)

gerecht werden. Dies umfasst insbesondere alle eingebetteten F(Σ), die eine beliebige, um
den Nullpunkt zentrierte Kugel Br(0)⊂M umschließen; präzisiert wird diese Beobachtung in
Lemma 4.10.

Lemma 4.6. Sei M (m,κ,σ)-asymptotisch schwarzschildsch, und F : Σ→M Immersion mit
rmin > r0(m,κ,σ), rmax ≤ diam(F(Σ)). Dann gilt für jedes K ∈ R

K2 ≤ cW(F(Σ)) ·
∫

Σ

(−αW +KH)2 dµ +c0(m,κ,σ)

(
W(F(Σ))+genus(Σ)

|F(Σ)|

)2

.

Beweis. Wir setzen G := genus(Σ). Sei zunächst K ≥ 0. Mit Lemma 4.4 und der Schranke an
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∫
f αW aus Lemma 4.5 ergibt sich für die dort behandelte Funktion f

K|F(Σ)| ≤ K
∫

Σ

f H dµ

≤ K
∫

Σ

f H dµ−
∫

Σ

f αW dµ +c(κr−2
min +mr−1

min)(W(F(Σ))+G)

=
∫

Σ

f (−αW +KH) dµ +c0(m,κ,σ)(W(F(Σ))+G)

≤
(∫

Σ

f 2 dµ ·
∫

Σ

(−αW +KH)2 dµ

) 1
2
+ c0(m,κ,σ)(W(F(Σ))+G),

(4.20)

analog ergibt sich für negative K mit der Schranke an −
∫

f αW

K|F(Σ)|

≥ K
∫

Σ

f H dµ−
∫

Σ

f αW dµ−c(κr−2
min +mr−1

min)(W(F(Σ))+G)

≥−
(∫

Σ

f 2 dµ ·
∫

Σ

(−αW +KH)2 dµ

) 1
2
− c0(m,κ,σ)(W(F(Σ))+G).

(4.21)

Nun gilt nach Annahme an rmax

sup
Σ

| f | ≤ csup
Σ

|r|

≤ cdiam(F(Σ)),

damit resultiert Quadrieren sowohl von (4.20) als auch von (4.21) direkt in

K2 ≤ c
diam(F(Σ))2

|F(Σ)|
·
∫

Σ

(−αW +KH)2 dµ +c0(m,κ,σ)

(
W(F(Σ))+G
|F(Σ)|

)2

.

Die Behauptung folgt nun mit Lemma 2.17.
Lemma 4.6 ermöglicht uns nun den Beweis der Kernaussage dieses Abschnittes.

Satz 4.7. Sei M (m,κ,σ)-asymptotisch schwarzschildsch, F : Σ× [0,T )→M Lösung von
(WFF) zu Startwerten F0 : Σ→M und gelte rmin > r0(m,κ,σ) sowie rmax < diam(F(Σ)) für
alle t. Dann gilt für alle t ∈ [0,T )

‖λ‖2
2,[0,t) ≤ c

(
W(F0(Σ))

2−W(F(Σ, t))2)
+

c0(m,κ,σ)

|F0(Σ)|2
∫ t

0
(W(F(Σ,ξ ))+genus(Σ))2 dξ .

Beweis. Sei t0 ∈ [0,T ) beliebig, fest. Dann gilt für die Fläche F(Σ, t0) nach Lemma 4.6 mit
K = λ (t0) zunächst

λ (t0)2 ≤ cW(F(Σ, t0)) ·
∫

Σ

(−αW +λH)2 dµ

∣∣∣
t0

+ c0(m,κ,σ)

(
W(F(Σ, t0))+genus(Σ)

|F(Σ, t0)|

)2

.

(4.22)

Beachtet man nun, daß nach Konstruktion von λ (t0)∫
Σ

(−αW +λH)2 dµ

∣∣∣
t0
=−

∫
Σ

αW(−αW +λH) dµ

∣∣∣
t0

=−∂tW(F(Σ, t0)),
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so folgt die Behauptung wegen |F(Σ, ·)| ≡ |F0(Σ)| direkt aus (4.22) nach Integration über alle
t0 ∈ [0, t).

L2-Schranken im R3

Die in diesem Abschnitt benutzten Argumente lassen sich auch auf (WFF) im Euklidischen
anwenden – hier jedoch kann anstelle der Lemmata 4.4 und 4.5 nun auf die (schärferen) Iden-
titäten (4.10) und (4.11) zurückgegriffen werden. Aufgrund der Translationsinvarianz aller
auftretenden Größen im R3 kann außerdem auf Forderung (4.19) verzichtet werden. Insge-
samt ergibt sich folgende

Proposition 4.8. Für jede Lösung F : Σ× [0,T )→ R3 von (WFF) gilt für alle t ∈ [0,T )

‖λ‖2
2,[0,t) ≤ c

(
W(F0(Σ))

2−W(F(Σ, t))2).

4.3 Untere Schranken an die Existenzzeit
Ziel dieses Abschnittes ist das Aufstellen eines Existenzzeitresultates für (WFF), so wie es
in Abschnitt 3.4 für den Fluss (WF∗) getan wurde. Wurde in Abschnitt 3.4 allerdings noch
besonderes Augenmerk auf den Einfluss von sup-Schranken an θ auf die Größe t∗ gelegt,
verschiebt sich der Schwerpunkt nun, im Hinblick auf eine Blowupanalyse bei endlicher Exis-
tenzzeit, auf die Untersuchung des Einflusses hoher Krümmungskonzentration der Anfangs-
fläche, d.h. des Einflusses kleiner Bereiche mit verhältnismäßig großer L2-Norm der zweiten
Fundamentalform. Unser Hauptresultat in Satz 4.11 wird damit weniger als Variante von Satz
3.25, sondern vielmehr als Analogon zur Kernaussage in [KS02] zu deuten sein, in der der
Einfluss hoher Krümmungskonzentration auf das Existenzintervall des Willmore-Flusses im
Rn quantifiziert wurde.

Um die Forderungen an die von uns im Folgenden betrachteten Flächen auf sinnvolle
Weise bündeln zu können, nutzen wir folgende

Definition 4.9 (Innerhalb von F(Σ)). Sei F : Σ→ M Einbettung und Ω ⊂ M. Wir sagen,
Ω liegt innerhalb von F(Σ), falls Ω in der beschränkten Zusammenhangskomponente von
(M∪{0})\F(Σ) liegt.

Lemma 4.10. Sei F : Σ→M, r > 0, und liege Br(0) innerhalb von F(Σ). Dann gilt

rmax < diam(F(Σ)),

F(Σ)⊂ Bdiam(F(Σ))(0),

rmin > r,

insbesondere gelten bei hinreichend großem r die Voraussetzungen von Satz 4.7 und Eigen-
schaft (VΣ).

Beweis. Es ist nur die erste Aussage zu zeigen; die weiteren Aussagen folgen direkt aus den
jeweiligen Definitionen. Zunächst erhalten wir aus der Definition von diam(F(Σ)) direkt, daß

F(Σ)⊂ Bdiam(F(Σ))(x)

für jedes x ∈ F(Σ). Nach Forderung gilt damit aber insbesondere 0 ∈ Bdiam(F(Σ))(x) und wir
erhalten |x| = |x− 0| < diam(F(Σ)) für jedes x. Die Behauptung folgt nach Definition von
rmax.
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Wir können nun eine Variante der Existenzzeitaussage [KS02, Satz 1.2] herleiten:

Satz 4.11. Sei Σ geschlossene 2-Fläche, F : Σ× [0,Tmax)→M maximale Lösung von (WFF),
Tmax ≤ ∞, sei r0 wie in (VΣ) auf Seite 45 und liege Br0(0) auf [0,Tmax) innerhalb von F(Σ, ·).

Dann existieren absolute Konstanten ε1,δ > 0, sodaß, falls die Bedingungen

‖λ‖2
2,[0,Tmax)

≤ δ

und

sup
x∈M

∫
F0(Σ)∩Bρ (x)

|A|2 dµ

∣∣∣
t=0
≤ ε

′

für ein ρ > 0 und ein ε ′ ≤ ε1 erfüllt sind, gilt, daß

Tmax > t∗ > 0, (4.23)

wobei

t∗ := min

{
cρ

4,
c0(m,κ,σ)

W(F0(Σ))

(
inf

[0,Tmax)
rmin

)4

· ε ′
}
. (4.24)

Auf [0, t∗] gilt für eine absolute Konstante c

sup
x∈M

∫
F(Σ,·)∩Bρ (x)

|A|2 dµ < cε
′ ≤ ε0, (4.25)

wobei es sich bei ε0 um das aus Bedingung (Vη) handelt.

Beweis. Wir können auf große Teile des Beweises zu Satz 3.25 zurückgreifen. Zunächst gilt
nach Lemma 2.17 diam(F(Σ, ·)) ≤ c(F0(Σ)) auf [0,Tmax). Nach Lemma 4.10 existiert damit

ein K b M (auf dem insbesondere uniform |∇(k)
Rc |g < ∞ für alle k gilt) mit F(Σ, ·)⊂ K.

Seien N ∈ N und ε1 := (4N)−1ε0 wie im Beweis zu Satz 3.25 definiert, ε ′ ≤ ε1 und ρ > 0
wie in der Voraussetzung gewählt sowie δ > 0 zunächst beliebig und fest. Seien außerdem die
Abschneidefunktionen η̃x und die Größen ε(·),Φ(·) wie in (3.69) bzw. (3.71) festgelegt, und
t0 ∈ [0,Tmax) der erste Zeitpunkt mit

Φ(t0) = 4ε
′.

Analog zur Argumentation in Satz 3.25 muss t0 existieren, falls Tmax < ∞: Wie in Rechnung
(3.76) folgt sonst auf ganz [0,Tmax)

ε(·)< 4Nε
′

≤ ε0,

damit ist dort Bedingung (Vη) für jedes ηx erfüllt, und da nach Annahme ‖λ‖2
2,[0,Tmax)

< δ ,
ergibt sich mit Satz 3.22 und Lemma 3.24 ein Widerspruch zur Maximalität von Tmax.

Wir erhalten Tmax > t0, und Behauptungen (4.23) bzw. (4.25) lassen sich nun durch den
Beweis von t0 ≥ t∗ zeigen, wobei t∗ wie in (4.24) festgelegt ist. Dies ergibt sich wieder aus
Satz 3.19: Für jedes ηx ist (Vη) auf [0, t0] erfüllt, und wie in Rechnung (3.78) ergibt sich für
alle t ∈ [0, t0]∫

Σ

η
4
x |A|2 dµ

∣∣∣
t
≤ ε

′+4Ncε
′
∫ t

0
|λ |2 dξ

+4Ncε
′ (

ρ
−4 +(infrmin)

−4c0(m,κ,σ)
)
· t

+ c
∫ t

0

∫
Σ

η
4
x |∇Rc |2g dµ dξ .
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Wegen der Monotonie von W(F(Σ, ·)) folgt außerdem für alle ηx∫
Σ

η
4
x |∇Rc |2g dµ ≤ r−4

minc0(m,κ,σ)W(F0(Σ)),

und es ergibt sich

Φ(t0)≤ ε
′+ ε

′ ·4Ncδ

+
(
cρ
−4 +(infrmin)

−4c0(m,κ,σ)
)

ε
′ · t0

+(infrmin)
−4c0(m,κ,σ)W(F0(Σ)) · t0

≤ (1+4Ncδ )ε ′+ cρ
−4

ε
′ · t0

+(infrmin)
−4c0(m,κ,σ)W(F0(Σ)) · t0,

(4.26)

was mit δ := (4Nc)−1 und t0 < t∗ einen Widerspruch zur Definition von t0 darstellt. Wir
erhalten

Tmax > t0 ≥ t∗,

die Behauptung folgt.
Falls Tmax = ∞, so folgt die Behauptung analog zur Argumentation in Satz 3.25.

4.3.1 Krümmungskonzentration bei endlicher Existenzzeit
Existiert der Fluss (WFF) nur eine begrenzte Zeit, so können wir nun auf die Herausbildung
und Art von Singularitäten schließen. Hierfür werden die Existenzzeitabschätzungen aus Satz
4.11 und die in Abschnitt 4.2 hergeleiteten Schranken an ‖λ‖2

2,[0,T ) von zentraler Bedeutung
sein. Den im Folgenden maßgeblichen Singularitätenbegriff bündelt folgende

Definition 4.12 (L2-Krümmungskonzentration auf β bei T ). Sei F : Σ× [0,Tmax)→M Lösung
von (WFF), Tmax ≤ ∞, T ∈ (0,Tmax] und β > 0. Wir sagen, die Krümmung von Σ

(L2-)konzentriert sich bei T auf β , falls es Folgen (ti)i∈N ⊂ (0,T ) mit ti↗ T sowie (ρi)i∈N mit
ρi↘ 0 gibt, sodaß für alle i

β ≤ sup
x∈M

∫
F(Σ,ti)∩Bρi (x)

|A|2 dµ . (4.27)

Zunächst impliziert die Herausbildung einer L2-Konzentration der Krümmung direkt die
anschaulichere ”Explosion“ derselben.

Proposition 4.13. Mit Lemma 2.18 ergibt sich unter den Flüssen (WF) und (WFF) in M für
β ,ρi, ti wie in Definition 4.12 direkt

β ≤ sup
x∈M

∫
F(Σ,ti)∩Bρi (x)

|A|2 dµ

≤ c‖A‖2
∞,F(Σ,ti) ·ρ

2
i W(F0(Σ))

und damit für i→ ∞

‖A‖2
∞,F(Σ,ti) ≥ c(β ,W(F0(Σ)))ρ

−2
i −→ ∞.



4.3 Untere Schranken an die Existenzzeit 95

Wir wollen nun zeigen, daß es sich beim Auftreten einer Krümmungskonzentration im
Sinne obiger Definition gerade um das bei endlicher Existenzzeit des Flusses (WFF) zu er-
wartende Ereignis handelt.

Lemma 4.14 (L2-Krümmungskonzentration bei Tmax < ∞). Sei Σ geschlossene 2-Fläche und
F : Σ× [0,Tmax)→M maximale Lösung von (WFF), Tmax < ∞, sei r0 wie in (VΣ) auf Seite 45
und liege Br0(0) innerhalb von F(Σ, t) für alle t ∈ [0,Tmax).

Dann gibt es ein ε2 > 0, sodaß sich die Krümmung von Σ für jedes ε ′ ∈ (0,ε2] im Sinne
von Definition 4.12 bei Tmax auf ε ′ konzentriert.

Beweis. Zunächst existiert nach Anwendung von Lemma B.13 mit f ≡ 1

|F(Σ, ·)|
1
2 ≤ c

∫
Σ

|H| dµ

≤ c|F(Σ, ·)|
1
2 ·W(F(Σ, ·))

1
2

(4.28)

und wir erhalten wegen |A|2 ≥ cH2 ein c0 > 0, sodaß uniform auf [0,Tmax)∫
F(Σ,·)

|A|2 dµ > c0. (4.29)

Wir setzen

ε2 := min{N−1c0,N−2
ε1},

wobei ε1 das in Satz 4.11 behandelte und N wie im dortigen Beweis festgelegt ist. Sei nun
ε ′ ∈ (0,ε2] fest gewählt und t0 ∈ [0,Tmax) beliebig und fest. Wir setzen nun

ρ(t0) := sup
{

ρ : sup
x∈M

∫
F(Σ,t0)∩Bρ (x)

|A|2 dµ < Nε
′
}
. (4.30)

Wegen (4.29) existiert ρ(t0) und ist außerdem nichtnegativ. Da F(Σ, t0) glatt und kompakt ist,
gilt sogar ρ(t0)> 0; wäre dies nicht der Fall, so gibt es für alle k ∈ N Punkte xk ∈M\Br0(0)
mit

Nε ′

2
≤
∫

F(Σ,t0)∩B 1
k
(xk)
|A|2 dµ

≤ ‖A‖2
∞,F(Σ,t0)

· |F(Σ, t0)∩B 1
k
(xk)|,

was für k→ ∞ einen Widerspruch zu Lemma 2.18 darstellt. Abschließend erhalten wir nach
Definition von ρ(t0)

ε
′ ≤ N−1 sup

x∈M

∫
F(Σ,t0)∩B2ρ(t0)

(x)
|A|2 dµ

≤ sup
x∈M

∫
F(Σ,t0)∩Bρ(t0)

(x)
|A|2 dµ

≤ N sup
x∈M

∫
F(Σ,t0)∩B 1

2 ρ(t0)
(x)
|A|2 dµ

< N2
ε
′,

(4.31)
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insbesondere gilt

sup
x∈M

∫
F(Σ,t0)∩Bρ(t0)

(x)
|A|2 dµ < ε1.

Außerdem gilt nach Lemma 4.10 und Satz 4.7

‖λ‖2
2,[0,Tmax)

≤C(M,F0(Σ),genus(Σ),Tmax)< ∞

und daher ‖λ‖2
2,[t,Tmax)

→ 0 für t ↗ Tmax; ist also t0 hinreichend nah an Tmax gewählt, ergibt
sich damit insbesondere

‖λ‖2
2,[t0,Tmax)

≤ δ

mit δ wie in Satz 4.11. Anwendung dieses Satzes auf den Fluss zur Startzeit t0 liefert dann
direkt

Tmax− t0 > min

{
cρ(t0)4,

c0(m,κ,σ)

W(F(Σ, t0))

(
inf

[t0,Tmax)
rmin

)4

· ε1

}

≥min

{
cρ(t0)4,

c0(m,κ,σ)

W(F0(Σ))

(
inf

[0,Tmax)
rmin

)4

· ε1

}
,

und wir bemerken, daß der zweite Term positiv ist und nicht von t0 oder ρ(t0) abhängt.
Sei nun ti↗ Tmax beliebige, feste Folge, und ρi := ρ(ti) für jedes i analog zu (4.30) defi-

niert. Nach obigen Überlegungen erhalten wir für hinreichend große i

Tmax− ti > cρ
4
i

und damit ρi→ 0 für i→ ∞. Eigenschaft (4.27) folgt aus Abschätzung (4.31).

4.4 Blowupanalyse bei Krümmungskonzentration
Hauptzweck dieses Abschnittes ist die weitergehende Untersuchung einer sich unter (WFF)
bewegenden Fläche zum Zeitpunkt der Herausbildung einer L2-Krümmungskonzentration –
wie sie nach Lemma 4.14 insbesondere bei endlicher Existenzzeit des Flusses auftritt – um
diese im Idealfall ausschließen zu können. Zentralen Bestandteil dieser Untersuchungen wird
hierbei die Konstruktion einer Blowupfläche bilden, für die zunächst etwas Vorarbeit zu leisten
ist.

Zunächst müssen wir aus dem bloßen Wissen um das Auftreten einer L2-Krümmungskon-
zentration auf die Existenz einer für die Konstruktion einer Blowupsequenz geeigneten Zeit-
folge schließen. ”Geeignet“ bedeutet hier, daß die Krümmungskonzentration zu jedem dieser
Zeitpunkte ihren Höhepunkt über alle früheren Zeiten erreicht; dies äußert sich in Eigenschaft
(4.34) und wird die Herleitung uniformer Krümmungsschranken zu diesen Zeitpunkten aus
den inneren Abschätzungen in Abschnitt 3.3.1 ermöglichen.

Lemma 4.15. Sei Σ geschlossene 2-Fläche, F : Σ× [0,Tmax)→M Lösung von (WFF), Tmax ≤
∞, sei r0 wie in (VΣ) auf Seite 45 und liege Br0(0) innerhalb von F(Σ, t) für alle t ∈ [0,Tmax).
Konzentriere sich die Krümmung von Σ bei T ∈ (0,Tmax] im Sinne von Definition 4.12 auf ein
β > 0.
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Dann gilt

T = Tmax

und es gibt für jedes β ′ ∈ (0,β ] eine Folge (ρi)i∈N mit ρi↘ 0, und Zeiten (ti)i∈N ⊂ (0,Tmax),
sodaß für alle i und eine absolute Konstante c > 0

ti < ti+1, ti↗ Tmax, (4.32)

c−1
β
′ ≤ sup

x∈M

∫
F(Σ,ti)∩Bρi (x)

|A|2 dµ ≤ cβ
′, (4.33)

sup
t∈[0,ti]

sup
x∈M

∫
F(Σ,t)∩Bρi (x)

|A|2 dµ ≤ cβ
′. (4.34)

Beweis. Seien β ′,T wie oben, und sei ρ j↘ 0 beliebige, feste Folge mit ρ j > ρ j+1. Wir setzen
für alle j ∈ N

I j :=

{
t ∈ [0,T ) : sup

x∈M

∫
F(Σ,t)∩Bρ j (x)

|A|2 dµ >
1
2

β
′

}
.

Nach Voraussetzung bzw. Definition 4.12 sind alle I j nichtleer und wir können

t j := inf I j

setzen. Seien nun für jedes j ∈N und alle x ∈M\Br0(0) Abschneidefunktionen η̃ j,x ∈C2(M)
fest gewählt mit

χB 1
2 ρ j

(x)(·)≤ η̃ j,x(·)≤ χBρ j (x)
(·)

sowie η j,x := η̃ j,x|Σ. Sei außerdem

ε j(t) := sup
x∈M

∫
F(Σ,t)∩Bρ j (x)

|A|2 dµ,

Φ j(t) := sup
x∈M

∫
F(Σ,t)

η
4
j,x|A|2 dµ,

und N ∈ N wie im Beweis zu Satz 4.11 definiert. Nach der dortigen Argumentation ist Φ j für
jedes j stetig und es gilt Φ j(·)≤ ε j(·)≤ NΦ j(·).

Ist t j ∈ I j, so gilt direkt nach Definition ε j(t j) >
1
2 β ′. Falls t j 6∈ I j, so muss t j zumindest

Berührpunkt von I j sein – aus der Stetigkeit von Φ j und nach Definition von I j erhalten wir
dann aber direkt

ε j(t j)≥Φ j(t j)

= lim
t→t j ,t∈I j

Φ j(t)

≥ N−1 liminf
t→t j ,t∈I j

ε j(t)

≥ N−1 1
2

β
′

(4.35)

und die untere Schranke in Behauptung (4.33) ist für alle j gezeigt.
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Wir betrachten nun den Fall T < ∞. Da I j ⊃ I j+1 für alle j, ist die Folge (t j) j∈N monoton
steigend und konvergiert somit gegen ein t̃ ≤ T ≤ Tmax. Nimmt man an, daß t̃ < Tmax, so folgt,
da wegen (4.35) für alle j ≥ k ∈ N

c−1
β
′ ≤ ε j(t j)

≤ εk(t j),

daß für beliebige, feste k

εk(t̃)≥Φk(t̃)

= lim
j→∞

Φk(t j)

≥ N−1 liminf
j→∞

εk(t j)

≥ N−1c−1
β
′,

und es ergibt sich mit Lemma 2.18

N−1c−1
β
′ ≤ εk(t̃)

≤ ‖A‖2
∞,F(Σ,t̃) · sup

x∈M
|F(Σ, t̃)∩Bρk(x)|

≤ ‖A‖2
∞,F(Σ,t̃) · cρ

2
k W(F(Σ, t̃)),

(4.36)

was für k→ ∞ einen Widerspruch zur Glattheit von F(Σ, t̃) darstellt. Wir erhalten

t̃ = T = Tmax,

können insbesondere eine streng monotone Teilfolge (ti)i∈N mit zugehörigen Radien (ρi)i∈N
finden und darüberhinaus annehmen, daß alle ti positiv sind. Dies ist fraglos auch im Fall
T = ∞ möglich und Behauptung (4.32) ist damit gezeigt.

Für die übrigen Aussagen bemerken wir, daß für jedes i ∈ N auf [0, ti) nach Definition

εi(·)≤
1
2

β
′.

Damit folgt aber mit Φi wie oben definiert, daß

εi(ti)≤ NΦi(ti)

= N lim
t↗ti

Φi(t)

≤ N limsup
t↗ti

εi(t)

≤ N
1
2

β
′

und wir erhalten sowohl die obere Schranke in Behauptung (4.33) als auch Aussage (4.34).

sup-Schranken an |λ |

Als abschließende technische Vorbereitung wird ein Mittel benötigt, um die Geschwindig-
keit (−αW +Hλ )(t) einer sich unter (WFF) bewegenden Fläche F(Σ, t) auf eine Weise ab-
zuschätzen, die dem angestrebten Reskalierungsprozess in Satz 4.18 standhält; insbesondere
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zur Beschränkung von |λ |(t) ist ein Ansatz notwendig, der über das naheliegende Abschätzen
dieses Terms durch die Suprema |∇(k) A|∞,Σ(t) und den Flächeninhalt |F(Σ, ·)| hinausgeht.

Den zentralen Schritt hierfür stellt die Herleitung einer globalen L2-Schranke an |∇A| aus
den in Abschnitt 3.3.1 aufgeführten lokalen Abschätzungen dar.

Lemma 4.16. Sei F : Σ× [0,T )→M Lösung von (WFF), T < ∞, und sei (VΣ) auf [0,T )

erfüllt. Sei sup[0,T ) |∇
(k)

Rc |g|F(Σ,·) ≤Πk < ∞ für alle k ≤ 4, sowie für ein ρ > 0

sup
[0,T )

sup
x∈M

∫
F(Σ,t)∩Bρ (x)

|A|2 dµ ≤ ε0,

mit ε0 wie in Bedingung (Vη) festgelegt. Dann gilt für jedes t0 > 0

sup
[t0,T )
‖∇A‖2

2,Σ ≤C+C
(
Π

2
1 +Π

2
2
)
|F0(Σ)|,

mit

C =C(t−1
0 ,cρ ,T, ∑

r≤4
Πr,W(F0(Σ)),genus(Σ),‖λ‖2

2,[0,T )),

wobei cρ := (ρ +ρ−1).

Beweis. Seien zunächst für alle x ∈M\Br0(0) Abschneidefunktionen η̃x ∈C2(M) mit

χBρ/2(x) ≤ η̃x(·)≤ χBρ (x)

wie im Beweis zu Satz 4.11 festgelegt, und zugehörige Funktionen ηx wie in (3.20) definiert.
Nach Voraussetzung ist (Vη) für jedes ηx auf [0,T ) erfüllt. Wie in Rechnung (3.70) ergeben
sich außerdem uniforme C2-Schranken an alle η̃x, und nach Lemma 2.18 gilt für alle x

sup
[0,T )
|[ηx > 0]| ≤ cρ

2W(F0(Σ)).

Damit erhalten wir aus Aussage (3.47) in Satz 3.23 für jedes x die Ungleichung

sup
[t0,T )
‖∇A‖2

2,F(Σ,·)∩B ρ

2
(x)

≤C
∫ T

0

(
1+ |λ |2

)
‖A‖2

2,F(Σ,ξ )∩Bρ (x)+
(
Π

2
1 +Π

2
2
)
|F(Σ,ξ )∩Bρ(x)| dξ

+C‖A‖2
2,F0(Σ)∩Bρ (x)

∣∣
0,

(4.37)

die Konstante C hängt von den oben aufgeführten Größen ab.
Sei nun das Raster Zρ ⊂ R3 definiert durch

Zρ :=
ρ

2
Z3 =

{
x ∈ R3 :

2
ρ

x ∈ Z3
}
.

Dann ist {B ρ

2
(z) : z ∈ Zρ} Überdeckung des R3 und es gibt darüberhinaus eine absolute Kon-

stante N, sodaß jeder Punkt des R3 in höchstens N verschiedenen Kugeln Bρ(z), z ∈ Zρ , liegt.



100 4 Flächeninhaltserhaltender Willmore-Fluss

Durch Summation von (4.37) ergibt sich damit auf [t0,T ) direkt

‖∇A‖2
2,F(Σ,·)

≤ ∑
z∈Zρ

‖∇A‖2
2,F(Σ,·)∩B ρ

2
(z)

≤C ∑
z∈Zρ

∫ T

0

(
1+ |λ |2

)
‖A‖2

2,F(Σ,ξ )∩Bρ (z)+
(
Π

2
1 +Π

2
2
)
|F(Σ,ξ )∩Bρ(z)| dξ

+C ∑
z∈Zρ

‖A‖2
2,F0(Σ)∩Bρ (z)

∣∣
0

≤CN‖A‖2
2,F0(Σ)

∣∣
0 +CN

∫ T

0

(
1+ |λ |2

)
‖A‖2

2,F(Σ,ξ )+
(
Π

2
1 +Π

2
2
)
|F(Σ,ξ )| dξ ,

man beachte dazu, daß aufgrund der Kompaktheit von F(Σ, ·) in allen auftretenden Summen
nur endlich viele Summanden ungleich null sind. Mit Korollar 2.16 folgt

‖∇A‖2
2,F(Σ,·) ≤C(W(F0(Σ))+genus(Σ))

+C
∫ T

0

(
1+ |λ |2

)
(W(F0(Σ))+genus(Σ))+

(
Π

2
1 +Π

2
2
)
|F0(Σ)| dξ

und damit die Behauptung.
Mit Lemma 4.16, Satz 3.23, und einer z.B. aus (4.28) folgenden uniformen unteren Schran-

ke an W(F(Σ, ·)) erhalten wir nach Definition von λ sofort

Proposition 4.17. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.23 gilt für jedes t0 ∈ (0,T )

sup
[t0,T )
|λ (·)| ≤ c sup

[t0,T )
‖∇A‖2,Σ + c( sup

[t0,T )
‖Å‖2

∞,Σ +Π0) ·W(F0(Σ))

≤C+C
(
Π

2
1 +Π

2
2
)
|F0(Σ)|

mit C =C(t−1
0 ,cρ ,T,W(F0(Σ)),genus(Σ),∑r≤4 Πr,‖λ‖2

2,[0,T )).

4.4.1 Konstruktion einer Blowupfläche
Nun verfügen wir über die nötigen Werkzeuge, um die zentrale Konstruktion einer Blowup-
fläche und die Herleitung grundlegender Eigenschaften derselben durchführen zu können.

Satz 4.18. Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.15 existieren Folgen t j ↗ Tmax,ρ j ↘
0, Punkte x j ∈ M und eine eigentlich immersierte 2-Fläche F̂(Σ̂) ⊂ R3 mit den folgenden
Eigenschaften:

• Σ̂, F̂(Σ̂) sind nichtkompakt,

• Die Flächen

Fe
j (Σ,0) := ρ

−1
j id(F(Σ, t j))− id(x j)⊂ R3 (4.38)

konvergieren für jedes k≥ 0 in Ck
loc(R

3) gegen F̂(Σ̂), wobei id : M→R3 die euklidische
Koordinatenabbildung bezeichnet,

• F̂(Σ̂) ist eine Willmorefläche im R3, d.h. es gilt für die durch F̂ auf Σ̂ induzierten geo-
metrischen Größen

α̂W :=−4̂Ĥ− Ĥ| ˆ̊A|2
γ̂
≡ 0, (4.39)
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• es gilt∫
F̂(Σ̂)∩B1(0)

|Â|2
γ̂

dµ̂ > 0. (4.40)

Beweis. Wir orientieren uns grob am Vorgehen in [KS01, §4]. Sei β wie in der Voraussetzung,
β ′ ∈ (0,β ] zunächst beliebig, fest. Nach Lemma 4.15 existieren von β ′ abhängige Radien
ρi↘ 0 und Zeiten ti↗ Tmax mit den Eigenschaften (4.33) und (4.34).

Seien zunächst für jedes i ∈ N die Flüsse F̃i : Σ× [−ti,Tmax− ti)→M durch F̃i(·, t) :=
F(·, t + ti) definiert. Diese lassen sich nun mit den Methoden aus Abschnitt B.1 umskalieren:
Definiert man analog zu den Definitionen B.1 bzw. B.5 für jedes i die Metrik gi auf M durch

gi :=
ρ
−1
i

g

und den Fluss Fi : Σ×
[
−ρ
−4
i ti,ρ−4

i (Tmax− ti)
)
→ (M,gi) durch Fi :=

(
F̃i
)

ρ
−1
i

, d.h.

Fi(x, t) := id−1 (
ρ
−1
i id(Fi(x, ti +ρ

4
i t))

)
,

so ist nach Satz B.7 jedes Fi Lösung von (WFF) in (M,gi). Außerdem folgt aus Lemma B.6
und den Aussagen (4.33) und (4.34) für jedes i

c−1
β
′ ≤ sup

x∈M

∫
Fi(Σ,0)∩B1(x)

|Ai|2γi
dµ i ≤ cβ

′, (4.41)

sup
t∈[−ρ

−4
i ti,0]

sup
x∈M

∫
Fi(Σ,t)∩B1(x)

|Ai|2γi
dµ i ≤ cβ

′, (4.42)

wobei alle auftretenden geometrischen Größen (·)i als die durch Fi und gi auf Σ induzierten
zu verstehen sind.

Sei nun β ′ so klein gewählt, daß für die in (4.41) und (4.42) auftretenden (absoluten)
Konstanten c

cβ
′ ≤ ε1,

wobei ε1 wie in Satz 4.11 festgelegt ist.
Wir nehmen nun zunächst an, daß Tmax < ∞. Für die in Satz 4.11 festgelegte Konstante δ

lässt sich dann wegen Satz 4.7 und ti→ Tmax ein i0 = i0(λ ) finden mit

‖λ‖2
2,[ti,Tmax)

≤ δ

für alle i≥ i0. Wegen (B.12) gilt für diese i aber insbesondere

‖λi‖2
2,[0,ρ−4

i (Tmax−ti))
=
∫

ρ
−4
i (Tmax−ti)

0
|λi(ξ )|2 dξ

=
∫

ρ
−4
i (Tmax−ti)

0
|ρ2

i λ (ti +ρ
4
i ξ )|2 dξ

= ‖λ‖2
2,[ti,Tmax)

≤ δ ,

(4.43)

somit sind zusammen mit (4.41) die Voraussetzungen von Satz 4.11 für jedes Fi mit ρ = 1
erfüllt. Anwendung dieses Satzes liefert für jedes i≥ i0

ρ
−4
i (Tmax− ti)> min

{
c,

c0(m,κ,σ)

W(Fi(Σ,0))

(
inf

[0,ρ−4
i (Tmax−ti))

(rmin)i

)4

·β ′
}
. (4.44)
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Beachtet man nun, daß für alle i

W(Fi(Σ,0)) = W(F(Σ, ti))

≤W(F0(Σ))

sowie für i→ ∞

inf
[0,ρ−4

i (Tmax−ti))
(rmin)i ≥ ρ

−1
i inf

[0,Tmax)
rmin −→ ∞,

−ρ
−4
i ti <−ρ

−4
i t1 −→−∞,

so folgt aus (4.44) die Existenz eines ζ > 0, für das für alle i ≥ i0(λ ,β ′,W(F0(Σ)), infrmin)
die uniforme Existenzzeitabschätzung[

−ρ
−4
i ti,ρ−4

i (Tmax− ti)
)
⊃ [−1,ζ ] (4.45)

gilt. Für diese i ergibt sich aus (4.42) und (4.25) nach Wahl von β ′ (und nach Konstruktion
von ε1 in Satz 4.11) außerdem die Abschätzung

sup
t∈[−1,ζ ]

sup
x∈M

∫
Fi(Σ,t)∩B1(x)

|Ai|2γi
dµ i ≤max{ε1,cε1} ≤ ε0 (4.46)

mit ε0 wie in Bedingung (Vη), d.h. wie in den Voraussetzungen zu Satz 3.23.
Auch im Fall Tmax = ∞ ist für hinreichend große i die Inklusion (4.45) klar erfüllt. Die

Schranke (4.46) behält ebenfalls ihre Gültigkeit: Zunächst lässt sich ‖λi‖2
2,[0,ζ ] < δ annehmen,

da analog zu Rechnung (4.43) sowie nach Satz 4.7

‖λi‖2
2,[0,ζ ] = ‖λ‖

2
2,[ti,ti+ρ4

i ζ)

≤ c
(
W(F(Σ, ti))2−W(F(Σ, ti +ρ

4
i ζ ))2)

+
c0(m,κ,σ)

|F0(Σ)|2
(W(F0(Σ))+genus(Σ))2 ·ρ4

i ζ

i→∞−→ 0,

(4.47)

wobei die Schranke W(F(Σ, ·)) ≤W(F0(Σ)) sowie die Existenz von limt↗Tmax W(F(Σ, t))
benutzt wurden. Aussage (4.46) folgt nun aus (4.42) und einer zu (4.26) analogen Rechnung.

Es ließen sich nun mit Satz 3.23, nach Wahl geeigneter Abschneidefunktionen, innere
Krümmungsschranken an die Flächen Fi(Σ, ·) bestimmen. Diese können sogar uniform in i
gefunden werden, wie eine Untersuchung der in (3.48) aufgeführten Größen zeigt:

Zunächst existiert analog zur Argumentation in Satz 4.11 ein K b M mit F(Σ, ·)⊂ K; für
jedes i befinden sich damit alle Flächen Fi(Σ, ·) in der Menge Ki := ρ

−1
i K b (M,gi). Da aber

nach Proposition B.4 für jedes k ≥ 0

sup
Ki

|(∇(k)
Rc)i|gi = ρ

2+k
i sup

K
|∇(k)

Rc |g, (4.48)

ergeben sich mit Πk := supK |∇
(k)

Rc |g insbesondere die in i uniformen Schranken

sup
Ki

|(∇(k)
Rc)i|gi ≤Πk.
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Wählt man außerdem für alle x ∈ M Abschneidefunktionen η̃x ∈ C2(M) mit χB1/2(x)(·) ≤
η̃x(·)≤ χB1(x)(·) und supx∈M ‖η̃x‖C2(M,ge) ≤C, so ergeben sich analog zu Rechnung (3.70) für
alle i die Schranken

sup
x∈Ki

‖η̃x‖C2(M,gi)
≤C

sowie nach Lemma 2.18 für die Einschränkungen der η̃x auf die Flächen Fi(Σ, ·)

sup
[−1,ζ ]

sup
x∈Ki

|[ηx > 0]|γi ≤ cW(F0(Σ)).

Abschließend lässt sich annehmen, daß ‖λi‖2
2,[−1,ζ ] < c, da völlig analog zu Rechnung (4.47)

‖λi‖2
2,[−1,ζ ]

i→∞−→ 0,

und es ergeben sich damit durch Satz 3.23 für alle i≥ i0 die uniformen Krümmungsschranken

sup
[0,ζ ]
‖(∇(k) A)i‖∞,Σ ≤C(k,ζ ,W(F0(Σ)), ∑

r≤k+4
Πr). (4.49)

Nun lässt sich wegen (4.41) für jedes i ein Punkt xi ∈ Ki derart finden, daß

0 < c(β ′)≤
∫

Fi(Σ,0)∩B1(xi)
|Ai|2γi

dµ i,

und die Variation Fe
i : Σ× [0,ζ ]→ R3 definieren durch

Fe
i (x, t) := id(Fi(x, t))− id(xi)

= ρ
−1
i id(F(x, ti +ρ

4
i t))− id(xi).

Da nach Lemma 2.12, Korollar 2.13 und Lemma 2.18∫
Fi(Σ,0)∩B1(xi)

|Ai|2γi
dµ i < c

∫
Fi(Σ,0)∩B1(xi)

|Ae
i |2γe

i
dµ

e
i +c0(m,κ,σ)

∫
Fi(Σ,0)∩B1(xi)

r−2 dµ

≤ c
∫

Fe
i (Σ,0)∩B1(0)

|Ae
i |2γe

i
dµ

e
i +(rmin)

−2
i c0(m,κ,σ)W(F0(Σ)),

lässt sich insbesondere festhalten, daß für i≥ i0(m,κ,σ ,W(F0(Σ)),β
′)

c(β ′)≤
∫

Fe
i (Σ,0)∩B1(0)

|Ae
i |2γe

i
dµ

e
i . (4.50)

Wir wollen nun den Kompaktheitssatz [Bre12, Satz 1.3], der eine Variante von [KS01, Satz
4.2] darstellt, auf die Flächen Fe

i (Σ,0) anwenden, und benötigen dazu uniforme Schranken an
die zweiten Fundamentalformen Ae

i und ihre Ableitungen sowie uniforme lokale Schranken
an den Flächeninhalt.

Zunächst existiert für jedes R > 0 ein i0(R), sodaß, falls i ≥ i0, für die zweite Fundamen-
talform AN jeder glatten Hyperfläche N ⊂ (M,gi)

‖(∇(k) AN)
e‖∞,N∩BR(xi) ≤C(R,k,∑

r≤k
‖∇

(r) AN‖∞,N ,∑
r≤k

sup
BR(xi)

|∇(r)
Rc |gi), (4.51)
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dies folgt aus der Potenzreihenentwicklung von gi in Gauß’schen Normalkoordinaten um den
Punkt xi; man beachte dazu, daß der Injektivitätsradius von g aufgrund der Kompaktheit von
K injg(K)≥ c > 0 erfüllt und damit

injgi
(Ki)≥ cρ

−1
i

i→∞−→ ∞.

Aus den Schranken (4.49) ergibt sich damit für R > 0, i≥ i0(R) und alle k ≥ 0 insgesamt

sup
[0,ζ ]
‖(∇(k) A)e

i ‖∞,Fe
i (Σ,·)∩BR(0) ≤C(R,k,M,F0(Σ),ζ ). (4.52)

Nach Korollar 2.13 und Lemma 2.18 gilt außerdem für jedes R > 0 uniform in i

|Fe
i (Σ,0)∩BR(0)|ge ≤ c|Fi(Σ,0)∩BR(xi)|gi

≤ cR2W(F0(Σ)).
(4.53)

Abschließend gilt nach Konstruktion Fe
i (Σ,0)∩B1(0) 6= /0 für alle i; damit sind mit (4.52) und

(4.53) die Voraussetzungen von [Bre12, Satz 1.3] (in der allgemeineren Variante auf [Bre12,
S. 34]) erfüllt.

Anwendung auf die Immersionen Fe
i (·,0) liefert nun eine Teilfolge (Fe

j (·,0)) j∈N, eine
(kompakte oder nichtkompakte) eigentlich immersierte 2-Fläche F̂ : Σ̂→ R3 und Diffeomor-
phismen

φ j : U j ⊂ Σ̂−→Vj ⊂ Σ

zwischen offenen Mengen U j,Vj mit

Vj :=
{

x ∈ Σ : Fe
j (x,0) ∈ B j(0)⊂ R3} ,

U j bU j+1, Σ̂ =
⋃
j∈N

U j,
(4.54)

sodaß

‖F̂(·)−Fe
j (φ j(·),0)‖∞,U j

j→∞−→ 0 (4.55)

und für jedes k ∈ N0

Fe
j (φ j(·),0)

j→∞−→ F̂(·) in Ck
loc(Σ̂). (4.56)

Mit Hilfe obiger Resultate lässt sich zunächst direkt zeigen, daß die Fläche F̂(Σ̂) Eigen-
schaft (4.40) erfüllt. Hierbei ist zu beachten, daß die Anwendung von Konvergenzaussage
(4.56) nur auf fest gewählten, beschränkten Teilmengen von Σ̂ zulässig ist. Sei daher zunächst
υ > 0 fest, und die Menge G = G(υ)⊂ Σ̂ definiert durch G := F̂−1(B1+υ(0)). Dann existiert
ein j0 ∈ N mit

Fe
j (φ j(U j),0)∩B1(0)⊂ Fe

j (φ j(G),0) (4.57)

für alle j ≥ j0: Gäbe es eine Teilfolge (Fe
k (·,0))k∈N, die für jedes k die Inklusion (4.57) durch

die Existenz eines xk ∈ {Fe
k (φk(Uk),0)∩ B1(0)} \ {Fe

k (φk(G),0)} verletzt, so lässt sich für
jedes dieser xk ein yk ∈ Vk = φk(Uk) finden mit Fe

k (yk,0) = xk. Mit zk := φ
−1
k (yk) ∈Uk folgt

dann aber mit (4.55) direkt

|F̂(zk)− xk|= |F̂(zk)−Fe
k (φk(zk),0)|

≤ ‖F̂(·)−Fe
k (φk(·),0)‖∞,Uk −→ 0,
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wir erhalten limk |F̂(zk)| ≤ 1 und damit zk ∈ G für hinreichend große k; dies ist ein Wider-
spruch zur Wahl der xk und (4.57) ist gezeigt.

Damit ergibt sich für alle j ≥ j0 die Inklusion

Fe
j (Σ,0)∩B1(0) = Fe

j (Vj,0)∩B1(0)

= Fe
j (φ j(U j),0)∩B1(0)

⊂ Fe
j (φ j(G),0),

es ergibt sich mit (4.50) und (4.56)

c(β ′)≤
∫

Fe
j (Σ,0)∩B1(0)

|Ae
j|2γe

j
dµ

e
j

≤
∫

Fe
j (φ j(G),0)

|Ae
j|2γe

j
dµ

e
j

j→∞−→
∫

F̂(G)
|Â|2

γ̂
dµ̂

und wir erhalten nach Definition von G

c(β ′)≤
∫

F̂(Σ̂)∩B1+υ (0)
|Â|2

γ̂
dµ̂ .

Behauptung (4.40) folgt nun für υ → 0.
Nun ist Behauptung (4.39) zu zeigen, wofür die Flusseigenschaften der Flächen Fj(Σ, ·)

ausgenutzt werden müssen. Sei dazu j0 ∈ N beliebig, fest. Für die Einschränkungen der Va-
riationen Fj auf Vj0 × [0,ζ ] ergibt sich dann nach den Definitionen in Abschnitt 2.2 zunächst

∫
ζ

0

∫
V j0

αW
2
j dµ j dξ

≤
∫

ζ

0

∫
Σ

αW
2
j dµ j dξ

=
∫

ζ

0

(
−∂tW(Fj(Σ, ·))+

∫
Σ

H jλ jαW j dµ j

)
dξ

= W(Fj(Σ,0))−W(Fj(Σ,ζ ))+
∫

ζ

0

(
λ

2
j

∫
Σ

H2
j dµ j

)
dξ

≤W(F(Σ, t j))−W(F(Σ, t j +ρ
4
j ζ ))+ cW(F0(Σ))‖λ j‖2

2,[0,ζ ]

j→∞−→ 0,

(4.58)

wobei wieder die Existenz von limt↗Tmax W(F(Σ, t)) benutzt und mit dem Term ‖λ j‖2
2,[0,ζ ] wie

in (4.47) verfahren wurde. Aus dieser (Zeit-)L1-Konvergenz ist nun auf punktweise Konver-
genz der Integranden

∫
V j0

αW
2
j dµ j zu schließen; hierfür genügt es, die ersten Zeitableitungen

derselben uniform in j beschränken. Zunächst gilt wegen (4.48)

|Fj(Σ,0)|γ j ·
(

sup
K j

|(∇Rc) j|2g j
+ sup

K j

|(∇(2)
Rc) j|2g j

)
−→ 0,

und es ergibt sich für alle j ≥ j0(|F0(Σ)|) mit Proposition 4.17 die uniforme Schranke

sup
[0,ζ ]
|λ j| ≤C. (4.59)
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Außerdem gelten weiterhin die Krümmungsschranken (4.49). Wir erhalten unter Verwendung
der Evolutionsgleichungen in Lemma 2.3 direkt

∂t

∫
V j0

dµ j =
∫

V j0

(−αW j +λ jH j)H j dµ j

≤C
∫

V j0

dµ j

und damit nach Definition von Vj0 für alle t ∈ [0,ζ ]∫
V j0

dµ j

∣∣
t ≤C

∫
V j0

dµ j

∣∣
0

=C|Fj(Σ,0)∩B j0(x j)|g j

≤ j2
0 ·CW(F0(Σ)).

(4.60)

Durch Kombination der Schranken (4.49), (4.59) und (4.60) ergeben sich nun für hinreichend
große j wie gewünscht uniforme Schranken an alle |∂t

∫
V j0

αW
2
j dµ j |, aus denen wir nun mit

(4.58) für jedes t ∈ [0,ζ ] auf die punktweise Konvergenz∫
V j0

αW
2
j dµ j

∣∣
t

j→∞−→ 0 (4.61)

schließen können.
Sei nun j ≥ j0. Da nach (4.48) supK j

|(∇(k)
Rc) j|g j −→ 0 für jedes k, laufen analog zu der

Argumentation, die auf die Schranken (4.52) geführt hat, alle auf U j0 durch die Immersionen
Fj(φ j(·),0) : U j0 → (M,g j) induzierten geometrischen Größen (·)Fj(φ j(·),0) gleichmäßig gegen
die durch Fe

j (φ j(·),0) induzierten. Da diese translationsinvariant sind, ergibt sich durch die

auf F̂(U j0)⊂ R3 induzierten Größen ˆ(·) wegen Fe
j (φ j(·),0)−→ F̂ insgesamt∣∣∣∫

V j0

αW
2
j dµ j

∣∣
t=0−

∫
U j0

α̂
2

W dµ̂

∣∣∣
=
∣∣∣∫

U j0

αW
2
Fj(φ j(·),0) dµFj(φ j(·),0)−

∫
U j0

α̂
2

W dµ̂

∣∣∣
≤
∣∣∣∫

U j0

αW
2
Fj(φ j(·),0) dµFj(φ j(·),0)−

∫
U j0

αW
2
Fe

j (φ j(·),0) dµFe
j (φ j(·),0)

∣∣∣
+
∣∣∣∫

U j0

αW
2
Fe

j (φ j(·),0) dµFe
j (φ j(·),0)−

∫
U j0

α̂
2

W dµ̂

∣∣∣
j→∞−→ 0,

wir erhalten mit (4.61)∫
U j0

α̂
2

W dµ̂ = 0

und damit insbesondere

α̂W ≡ 0 auf F̂(U j0).

Behauptung (4.39) folgt nun für j0→ ∞.
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Sei abschließend zum Nachweis der Nichtkompaktheit von F̂(Σ̂) angenommen, es existie-
re ein R > 0 mit F̂(Σ̂)⊂ BR(0)b R3. Da F̂ eigentliche Abbildung ist, folgt Kompaktheit von
Σ̂ und damit die Existenz eines j0 ∈N, sodaß für alle wie in (4.54) definierten Mengen U j mit
j ≥ j0

Σ̂ =U j.

Damit sind alle zugehörigen Vj = φ j(U j) offen und abgeschlossen in Σ und es ergibt sich für
diese j

Σ̂' Σ mittels φ j.

Aus (4.55) folgt dann aber nach Annahme an F̂0(Σ̂) für hinreichend große j

Fe
j (Σ,0) = Fe

j (φ j(Σ̂),0)⊂ B2R(0)

und wir erhalten insbesondere eine uniforme Durchmesserschranke an alle Fe
j (Σ,0). Da aber

nach Lemma 2.17 aufgrund der Flusseigenschaften von (WFF)

diam(Fe
j (Σ,0)) = diam(Fj(Σ,0))

= ρ
−1
j diam(F(Σ, t j))

> cρ
−1
j

(
|F(Σ, t j)|

W(F(Σ, t j))

) 1
2

≥ cρ
−1
j

(
|F0(Σ)|

W(F0(Σ))

) 1
2

j→∞−→ ∞,

folgt ein Widerspruch und damit die Behauptung.

4.4.2 Langzeitexistenz bei kleiner Willmoreenergie
Unter Zusatzannahmen an die Topologie von Σ sind wir nun in der Lage, bei hinreichend
kleiner Willmoreenergie der Startfläche F0(Σ) und ausreichender Zentrierung aller F(Σ, ·) die
Herausbildung von L2-Krümmungskonzentrationen unter (WFF) in M ausschließen und damit
insbesondere ein Langzeitexistenzresultat aufstellen zu können. Zentrale Werkzeuge hierfür
sind das in [KS04, Lemma 5.1] aufgestellte Kompaktheitsresultat sowie die durch [Bry84,
(4.4)] gegebene Klassifikation von Willmoresphären im R3, mit deren Hilfe wir unter obi-
gen Voraussetzungen auf die Unmöglichkeit der Existenz einer wie in Satz 4.18 konstruierten
Blowupfläche schließen können.

Galten die Resultate bis zu diesem Punkt für beliebige geschlossene 2-Flächen Σ, so
schränken wir unsere Betrachtungen im Folgenden auf sphärische Σ ein, die also insbeson-
dere der Forderung

genus(Σ) = 0

genügen.

Lemma 4.19 (Ausbleiben von Krümmungskonzentrationen). Sei Σ sphärisch und sei F : Σ×
[0,Tmax)→M maximale Lösung von (WFF) mit

W(F0(Σ))≤ 16π−ζ

für ein ζ > 0. Dann existiert ein r0(m,κ,σ ,ζ−1), sodaß, falls Br0(0) innerhalb aller F(Σ, ·)
liegt, keine L2-Krümmungskonzentration im Sinne von Definition 4.12 auftritt.
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Beweis. Wir folgen der Argumentation in [KS04, Satz 5.2]. Sei F wie oben und r0 zunächst
wie in (VΣ) gewählt. Nehmen wir an, daß sich die Krümmung von Σ bei einem T ∈ [0,Tmax]
konzentriert, so existieren nach Satz 4.18 wie in (4.38) definierte Flächen Fe

j (Σ,0)⊂R3, j∈N,
und eine nichtkompakte Willmorefläche F̂(Σ̂)⊂ R3, die Eigenschaft (4.40) erfüllt.

Nun gilt nach Voraussetzung an F und wegen Korollar 2.15 für alle t ∈ [0,Tmax)

W(F(Σ, t))ge ≤ (1+ c(mr−1
min +κr−2

min))W(F0(Σ))

≤ 16π−ζ + c(mr−1
min +κr−2

min),

woraus sich für hinreichend großes r0(m,κ,ζ−1) die Relation W(F(Σ, t))ge ≤ 16π−ζ/2 und
damit insbesondere für alle j ∈ N

W(Fe
j (Σ,0))ge ≤ 16π− ζ

2
(4.62)

ergibt. Ist nun für ein festes x0 6∈ F̂(Σ̂) die Abbildung I : R3 \{x0}→ R3 \{0} durch

I(x) :=
x− x0

|x− x0|2

definiert, so ist nach [KS04, Lemma 5.1] die Menge

Ω := I(F̂(Σ̂))∪{0} ⊂ R3

eine glatte, kompakte Willmorefläche, die wegen (4.62) und [KS04, (5.5)]

W(Ω)ge ≤ liminf
j→∞

W(Fe
j (Σ,0))ge

< 16π

(4.63)

sowie nach [KS04, (5.6)]

genus(Ω)≤ liminf
j→∞

genus(Fe
j (Σ,0))

= 0

erfüllt. Damit ist Ω Willmoresphäre im R3; nach [Bry84, (4.4)] gilt dann aber W(Ω)ge = 8kπ

für ein k ∈ N (genauer gilt k = 1 oder k ≥ 4), woraus sich wegen (4.63)

W(Ω)ge = 8π

ergibt. Die Menge Ω stellt also eine Koordinatensphäre durch den Ursprung dar, woraus sich
schließen lässt, daß die Fläche F̂(Σ̂) = I−1(Ω \ {0}) eine Ebene im R3 beschreibt. Es ergibt
sich Â≡ 0 auf Σ̂ und damit ein Widerspruch zu Eigenschaft (4.40).

Aus obigem Resultat ergibt sich sofort die Kernaussage dieses Abschnittes.

Satz 4.20 (Langzeitexistenz). Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.19 gilt

Tmax = ∞ (4.64)

und für jedes β > 0 existiert ein ρ > 0 mit

sup
t∈[0,Tmax)

sup
x∈M

∫
F(Σ,t)∩Bρ (x)

|A|2 dµ < β . (4.65)
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Beweis. Aussage (4.64) folgt direkt aus Lemma 4.14 und Lemma 4.19. Zum Beweis von
(4.65) nehmen wir an, es gäbe ein β > 0, sodaß für jedes ρi := 1

i ein ti ∈ [0,Tmax) existiert mit

sup
x∈M

∫
F(Σ,ti)∩Bρi (x)

|A|2 dµ ≥ β .

Besitzt die Folge (ti)i∈N eine streng monoton steigende Teilfolge, so impliziert dies im Sinne
von Definition 4.12 direkt eine L2-Krümmungskonzentration auf β bei einem T ∈ (0,Tmax]
und damit abermals einen Widerspruch zu Lemma 4.19. Existiert keine solche Teilfolge, so
sind alle ti uniform beschränkt und es gibt insbesondere ein (endliches) t̃ ∈ [0,Tmax) und eine
Teilfolge (t j) j∈N mit

t j
j→∞−→ t̃.

Völlig analog zur Argumentation, die im Beweis von Lemma 4.15 auf Aussage (4.36) geführt
hat, ergibt sich daraus aber für alle j

ρ
2
j · ‖A‖2

∞,F(Σ,t̃) ≥C(β ,W(F0(Σ))
−1)> 0

und für j→ ∞ ein Widerspruch zur Glattheit von F(Σ, t̃). Die Behauptung folgt.

4.5 Langzeitverhalten
Mit Satz 4.20, d.h. dem Beweis von Langzeitexistenz des Flusses (WFF) bei hinreichend weit
vom Ursprung entfernten Flächen, sind nun die Weichen für die Untersuchung des Verhaltens
dieser Flächen für t↗ ∞ gestellt. Mit den uns zur Verfügung stehenden Techniken und Argu-
menten können wir unter (WFF) in M relativ einfach auf Teilfolgenkonvergenz der Flächen
gegen stationäre Flächen schließen.

Unter Hinzunahme der Methoden aus [KS01, Lemma 5.5] lassen sich zumindest im R3

noch weitaus bessere Resultate erzielen – hierfür verweisen wir auf Abschnitt A.1.

4.5.1 Teilfolgenkonvergenz
Lemma 4.21. Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.19 gibt es für jede Folge (ti)i∈N,
ti↗ ∞ eine Teilfolge (t j) j∈N und eine Immersion F∞ : Σ→M mit

• F∞(Σ) ist stationäre Fläche unter (WFF), d.h. für die durch F∞ induzierten geometri-
schen Größen (·)∞ gilt

αW∞ =−4∞ H∞−H∞

(
|Å∞|2 +Rc∞(ν ,ν)

)
= H∞λ∞, (4.66)

• die Flächen F(Σ, t j) konvergieren für jedes k ≥ 0 in Ck(M) gegen F∞(Σ).

Beweis. Nach Satz 4.20 existiert zunächst ein ρ > 0, sodaß für ε0 wie in Bedingung (Vη)

sup
x∈M

∫
F(Σ,·)∩Bρ (x)

|A|2 dµ < ε0,

damit ist (Vη) für alle η̃x ∈ C2(M) mit χBρ/2(x)(·) ≤ η̃x(·) ≤ χBρ (x)(·) bzw. die durch Ein-
schränkung induzierten Abschneidefunktionen ηx erfüllt. Außerdem existiert wie im Beweis
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zu Satz 4.18 ein kompaktes K ⊂M mit F(Σ, ·)⊂ K und wir können Πk := supK |∇
(k)

Rc | für
alle k ∈ N setzen. Mit Satz 3.23 ergibt sich nun auf dem Zeitintervall [1,∞) uniform

‖∇
(k) A‖∞,Σ ≤C(k,M,F0(Σ)), (4.67)

wobei von uniformen Schranken an alle ‖η̃x‖C2(M) ausgegangen wurde und benutzt, daß

|[ηx > 0]| ≤ |F0(Σ)|

sowie nach Satz 4.7 für alle t ≥ 1

‖λ‖2
2,[t−1,t] ≤C(F0(Σ),M).

Wir können uns nun konzeptuell am Beweis von Satz 4.18 orientieren. Aufgrund der Kom-
paktheit von K gibt es eine endliche Indexmenge J und eine Überdeckung

⋃
j∈J U j ⊃K, sodaß

für die zweite Fundamentalform AN jeder glatten Hyperfläche N ⊂ K und jedes j ∈ J

‖(∇(k) AN)
e‖∞,N∩U j ≤C(U j,k,∑

r≤k
‖∇

(r) A‖∞,N ,∑
r≤k

Πr),

Kombination hiervon mit (4.67) liefert auf [1,∞) sofort

‖(∇(k) A)e‖∞,Σ ≤C(k,M,F0(Σ)).

Sei nun die Folge (ti)i∈N wie oben gegeben und Fi(Σ, t) := F(Σ, t + ti). Alle Flächen Fi(Σ,0)
genügen nach Lemma 2.18 einer uniformen Durchmesserschranke; damit sind die Vorausset-
zungen zur Anwendung von [Bre12, Satz 1.1] auf die Flächen Fe

i (Σ,0) := id(Fi(Σ,0)) ⊂ R3

erfüllt und es existieren eine Teilfolge (Fe
j (Σ,0)) j∈N, Diffeomorphismen φ j : Σ→ Σ und eine

Immersion Fe
∞ : Σ→ R3 mit

Fe
j (φ j(·),0)→ Fe

∞ in Ck(Σ)

für alle k ≥ 0. Damit ergibt sich insbesondere für die Immersion F∞ := id−1 ◦Fe
∞

Fj(φ j(·),0)→ F∞ in Ck(Σ) (4.68)

und es bleibt nur noch Aussage (4.66) zu zeigen: Ähnlich zu Rechnung (4.60) erfüllen die
durch die Variationen Fj(Σ, ·) induzierten geometrischen Größen (·) j zunächst∫ 1

0

∫
Σ

(−αW j +λ jH j)
2 dµ j dξ =

∫ t j+1

t j

∫
Σ

(−αW +λH)2 dµ dξ

=
∫ t j

t j+1

∫
Σ

(−αW +λH)αW dµ dξ

= W(F(Σ, t j))−W(F(Σ, t j +1))
j→∞−→ 0,

(4.69)

woraus wir analog zum Vorgehen im Beweis zu Satz 4.18 durch uniforme Beschränkung von
|∂t
∫

Σ
(−αW j + λ jH j)

2 dµ j | mit Hilfe der Schranken (4.67) und der uniformen Schranke an
alle |Fj(Σ, ·)| auf die punktweise Konvergenz∫

Σ

(−αW j +λ jH j)
2 dµ j

∣∣
t

j→∞−→ 0
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für alle t ∈ [0,1] schließen können. Da wegen (4.68) außerdem∣∣∣∫
Σ

(−αW j +λ jH j)
2 dµ j

∣∣
t=0−

∫
Σ

(−αW∞ +λ∞H∞)
2 dµ∞

∣∣∣
=
∣∣∣∫

Σ

(−αW +λH)2
Fj(φ j(·),0) dµFj(φ j(·),0)−

∫
Σ

(−αW∞ +λ∞H∞)
2 dµ∞

∣∣∣
j→∞−→ 0,

ergibt sich abschließend

−αW∞ +λ∞H∞ ≡ 0

und damit die Behauptung.
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Anhang A

Flächeninhaltserhaltender Willmore–Fluss in
weiteren Mannigfaltigkeiten

A.1 Langzeitexistenz und glatte Konvergenz im R3

Betrachten wir den Fluss (WFF) nicht in M, sondern für Hyperflächen im R3, so lassen sich
die bisherigen aufgestellten Resultate problemlos übertragen, ohne auf eine hinreichende Zen-
trierung der Flächen Rücksicht nehmen zu müssen; insbesondere ergibt sich wie in Abschnitt
4.4 Langzeitexistenz des Flusses für alle sphärischen Startflächen F0(Σ)⊂R3 mit hinreichend
kleiner Willmoreenergie.

Proposition A.1 (Langzeitexistenz). Sei F0 : Σ→ R3 glatte Immersion einer Sphäre mit

W(F0(Σ))< 16π.

Dann gilt für die maximale Existenzzeit Tmax des Flusses (WFF) zu Startwerten F0(Σ)

Tmax = ∞

und für jedes β > 0 existiert ein ρ > 0 mit

sup
t∈[0,Tmax)

sup
x∈R3

∫
F(Σ,t)∩Bρ (x)

|A|2 dµ < β . (A.1)

Ebenfalls ließe sich nun Lemma 4.21 übertragen und damit wie bei (WFF) in M Teilfol-
genkonvergenz der Flächen für t→ ∞ gewährleisten. Im R3 lässt sich dieses Ergebnis jedoch
stark verbessern:

Zentraler Ausgangspunkt unserer Überlegungen ist, daß bei der Übertragung von Lemma
4.21 in den R3 benutzt werden kann, daß nach Proposition 4.8 unter (WFF) für t→ ∞

‖λ‖2
2,[t,∞) −→ 0,

und damit jede analog zum Vorgehen wie in Lemma 4.21 konstruierte Grenzfläche eine (kom-
pakte) Willmorefläche im R3 darstellt, die sich mit den Resultaten aus [Bry84] als runde
Sphäre vorgegebener Größe identifizieren lässt. Hiervon ausgehend lässt sich nun weitgehend
wie in [KS01, Lemma 5.5] verfahren, um exponentiell schnellen Abfall von Å und damit zu-
sammenhängend aller ∇

(k) A herzuleiten. Diese Schritte bündelt folgender
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Satz A.2. Unter den Voraussetzungen von Proposition A.1 gilt unter (WFF)

‖Å‖2
2,Σ(t)≤C exp(−ct) t→∞−→ 0, (A.2)

‖Å‖∞,Σ(t)≤C exp(−ct) t→∞−→ 0 (A.3)

und für k ≥ 1

‖∇
(k) A‖2

2,Σ(t)≤C exp(−ct) t→∞−→ 0, (A.4)

‖∇
(k) A‖∞,Σ(t)≤C exp(−ct) t→∞−→ 0, (A.5)

mit C =C(k,F0(Σ)) und einer absoluten Konstante c.

Beweis. Durch Argumentation wie im Beweis zu Lemma 4.21 existieren zunächst für jede
Folge ti↗ ∞ eine Teilfolge (t j) j∈N, Punkte x j ∈ R3 und eine Immersion F∞ : Σ→ R3 mit den
Eigenschaften

• F∞(Σ) ist Willmorefläche im R3, d.h. αW∞ =−4∞ H∞−H∞|Å∞|2 ≡ 0,

• die Flächen F(Σ, t j)− x j konvergieren für jedes k ≥ 0 in Ck(R3) gegen F∞(Σ),

wobei Rechnung (4.69) unter Benutzung von Proposition 4.8 durch die stärkere Aussage∫ t j+1

t j

∫
Σ

αW
2 dµ dξ = W(F(Σ, t j))−W(F(Σ, t j +1))+

∫ t j+1

t j

(
λ

2
∫

Σ

H2 dµ

)
dξ

≤W(F(Σ, t j))−W(F(Σ, t j +1))+ cW(F0(Σ))‖λ‖2
2,[t j ,∞)

j→∞−→ 0

ersetzt wurde.
Aufgrund der Ck-Konvergenz der Flächen F(Σ, t j)− x j gilt aber zusätzlich

W(F∞(Σ))< 16π

sowie

|F∞(Σ)|= |F0(Σ)|,

damit ist F∞(Σ) nach [Bry84, (4.4)] runde Sphäre im R3 mit Flächeninhalt |F0(Σ)|, und wir
erhalten insbesondere für die durch F(·, t j) und F∞ induzierten mittleren Krümmungen H(t j)
bzw. H∞ gleichmäßig auf Σ

H(t j)
j→∞−→ H∞ ≡

(
16π

|F0(Σ)|

) 1
2
.

Diese Eigenschaft gilt unabhängig von der eingangs gewählten Folge (ti)i∈N – wir können
also schließen, daß es ein t ′ ∈ [0,∞) gibt mit

inf
Σ

H(t)> c > 0 (A.6)

für alle t ≥ t ′. Analog lässt sich argumentieren, daß für t↗ ∞

‖Å‖∞,Σ(t)→ 0
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und damit für hinreichend großes t (d.h. ohne Einschränkung wieder für t ≥ t ′) die Vorausset-
zungen zu [KS01, Proposition 2.6] erfüllt sind; diese liefert auf [t ′,∞) direkt∫

Σ

|∇(2) A|2 + |∇A|2|A|2 + |A|4|Å|2 dµ ≤ c
∫

Σ

αW
2 dµ

mit αW wie in Abschnitt 2.2 definiert, und durch Kombination mit (A.6) insgesamt die tech-
nische Abschätzung∫

Σ

|∇(2) A|2 + |∇A|2 + |Å|2 dµ ≤ c
∫

Σ

αW
2 dµ . (A.7)

Wir nutzen nun aus, daß sich das Willmorefunktional nach Proposition 2.2 im R3 nur
um die topologische Konstante

∫
Σ

Sc dµ = 8π von ‖Å‖2
2,Σ unterscheidet, und rechnen mit den

Ergebnissen aus Abschnitt 2.2 zunächst

∂t

∫
Σ

|Å|2 dµ = ∂tW(F(Σ, t))

=−
∫

Σ

αW
2 dµ +λ (t)

∫
Σ

HαW dµ

≤−
∫

Σ

αW
2 dµ +cλ (t)2W(F(Σ, t)).

(A.8)

Beachtet man nun, daß außerdem nach Proposition 4.8 wegen der gleichmäßigen Schranken
an W(F(Σ, ·)) für ein c > 0

λ (t)2 ≤−c∂t(W(F(Σ, t))2)

≤−c∂t

∫
Σ

|Å|2 dµ,

so ergibt sich aus (A.8) und nach Einsetzen von (A.7) auf [t ′,∞)

∂t

∫
Σ

|Å|2 dµ ≤−c
∫

Σ

|∇(2) A|2 + |∇A|2 + |Å|2 dµ−c∂t

∫
Σ

|Å|2 dµ,

und wir erhalten nach Umformen abschließend

∂t

∫
Σ

|Å|2 dµ +c
∫

Σ

|∇(2) A|2 + |∇A|2 + |Å|2 dµ ≤ 0, (A.9)

woraus sich insbesondere Aussage (A.2) auf [t ′,∞), und, nach eventueller Anpassung der Kon-
stante C, für alle t ≥ 0 ergibt.

Nun existiert nach Aussage (A.1) ein festes ρ > 0, sodaß Eigenschaft (Vη) für jede Ab-
schneidefunktion η̃x ∈ C2(R3) mit spt η̃x ⊂ Bρ(x) ⊂ R3 erfüllt ist. Die C2-Normen aller η̃x
lassen sich uniform in x wählen und wir erhalten mit einem Analogon von Satz 3.23 für alle
k ≥ 0 die inneren Krümmungsschranken

sup
[t ′,∞)

‖∇
(k) A‖∞,Σ ≤Ck(k,ρ−1,F0(Σ)),

wobei zur Abschätzung der in (3.48) auftretenden ‖λ‖2-Terme wieder Proposition 4.8 benutzt
wurde. Es ergeben sich insbesondere auch sup-Schranken an |λ | und wir erhalten aus Lemma
3.10 (mit Λ1 = Λ2 = Π = 0) vollkommen analog zur Argumentation in [KS01, Lemma 5.5]
auf [t ′,∞) für jedes k ≥ 1 die Evolutionsgleichung

∂t

∫
Σ

|∇(k) A|2 dµ +
1
2

∫
Σ

|∇(k+2) A|2 dµ ≤C
k+1

∑
r=1

∫
Σ

|∇(r) A|2 dµ, (A.10)
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wobei C von allen Krümmungsschranken C0, . . . ,Ck+1 abhängt.
Wir können nun durch geschickte Kombination der Ungleichungen (A.9) und (A.10) auf

Aussage (A.4) schließen. Sei dazu k ≥ 1 beliebig, fest, und Koeffizienten K0,K1, . . . ,Kk > 0
zunächst beliebig gewählt. Bezeichne c̃ die Konstante in (A.9) und gelte ohne Einschränkung
c̃≤ 1/2. Dann ergibt sich aus (A.9) und (A.10) direkt

K0

(
∂t

∫
Σ

|Å|2 dµ +c̃
∫

Σ

|∇(2) A|2 + |∇A|2 + |Å|2 dµ

)
+

k

∑
r=1

Kr

(
∂t

∫
Σ

|∇(r) A|2 dµ +c̃
∫

Σ

|∇(r+2) A|2 dµ

)
≤ Ĉ

k

∑
r=1

Kr

r+1

∑
p=1

∫
Σ

|∇(p) A|2 dµ

für ein Ĉ abhängig von C0, . . . ,Ck+1, woraus sich durch Umordnung der Summenterme

∂t

(
K0

∫
Σ

|Å|2 dµ +
k

∑
r=1

Kr

∫
Σ

|∇(r) A|2 dµ

)
+ c̃K0

∫
Σ

|∇(2) A|2 + |∇A|2 + |Å|2 dµ

≤−c̃
k

∑
r=1

Kr

∫
Σ

|∇(r+2) A|2 dµ +Ĉ
k

∑
r=1

Kr

r+1

∑
p=1

∫
Σ

|∇(p) A|2 dµ

≤
k+1

∑
r=3

(
− c̃Kr−2 +Ĉ

k

∑
p=r−1

Kp

)∫
Σ

|∇(r) A|2 dµ

+Ĉ
k

∑
r=1

Kr

∫
Σ

|∇(2) A|2 + |∇A|2 dµ

ergibt. Wir erhalten abschließend

∂t

(
K0

∫
Σ

|Å|2 dµ +
k

∑
r=1

Kr

∫
Σ

|∇(r) A|2 dµ

)
≤−c̃K0

∫
Σ

|Å|2 dµ +
(
− c̃K0 +Ĉ

k

∑
r=1

Kr

)∫
Σ

|∇(2) A|2 + |∇A|2 dµ

+
k+1

∑
r=3

(
− c̃Kr−2 +Ĉ

k

∑
p=r−1

Kp

)∫
Σ

|∇(r) A|2 dµ

=− c̃
2

[
2K0

∫
Σ

|Å|2 dµ +
(

2K0−
2Ĉ
c̃

k

∑
r=1

Kr

)∫
Σ

|∇(2) A|2 + |∇A|2 dµ

+
k+1

∑
r=3

(
2Kr−2−

2Ĉ
c̃

k

∑
p=r−1

Kp

)∫
Σ

|∇(r) A|2 dµ

]
.

(A.11)

Sei nun Kk := 1 und die Koeffizienten Kk−1, . . . ,K0 induktiv festgelegt über
2Kk−1−2Ĉc̃−1Kk ≥ 0,
2Kr−2−2Ĉc̃−1

∑
k
p=r−1 Kp ≥ Kr für k ≥ r ≥ 3,

2K0−2Ĉc̃−1
∑

k
r=1 Kr ≥ K0.
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Für diese Ki folgt dann aus (A.11) auf [t ′,∞)

∂t

(
K0

∫
Σ

|Å|2 dµ +
k

∑
r=1

Kr

∫
Σ

|∇(r) A|2 dµ

)
≤− c̃

2

(
K0

∫
Σ

|Å|2 dµ +
k

∑
r=1

Kr

∫
Σ

|∇(r) A|2 dµ

)
und (A.4) ist gezeigt. Die Aussagen (A.3) und (A.5) folgen nun direkt aus Korollar B.16.

A.2 Untere Schranken an die Existenzzeit in allgemeinen
Mannigfaltigkeiten

Beim Beweis der Resultate in den Abschnitten 3.1 und 4.1.2 und damit der Existenz von Kurz-
zeitlösungen der Flüsse (WF∗) bzw. (WFF) in (M,g) wurde von der asymptotisch schwarz-
schildschen Gestalt der Metrik g kein Gebrauch gemacht, und es lassen sich daher direkt zu
den Sätzen 3.2 und 4.3 analoge Resultate in allgemeinen Riemannschen 3-Mannigfaltigkeiten
(M̃, g̃) beweisen.

Proposition A.3. Sei F0(Σ) ⊂ M̃ glatte Immersion. Dann existiert existiert ein T1 > 0 und
eine eindeutige Lösung F : Σ× [0,T1)→ M̃ des Flusses (WFF).

Für eine gegebene Funktion θ ∈ C0,1([0,T ′)), T ′ > 0, existiert ein T2 ∈ (0,T ′] und eine
eindeutige Lösung F : Σ× [0,T2)→ M̃ des Flusses (WF∗) bezüglich θ .

Es stellt sich die Frage, ob auch eine Verallgemeinerung der Ergebnisse der Abschnit-
te 3.4 und 4.3 und damit die Herleitung eines Existenzzeitresultates für die Flüsse (WF∗)
bzw. (WFF) in allgemeinen Mannigfaltigkeiten möglich ist. Problematisch hierbei ist die
Abhängigkeit der Evolutionsgleichungen in Abschnitt 3.2.2 von der Gültigkeit der Sobole-
vungleichung (B.20) aus Lemma B.13 (implizit also vom Abfallverhalten der Metrik und For-
derung (VΣ)) – eine Abhängigkeit, die sich damit auch auf die in den Abschnitten 3.4 und 4.3
verwendeten Krümmungsabschätzungen ausweitet.

Abhilfe schafft die Sobolevungleichung [HS74, Satz 2.1], die eine zu Lemma B.13 analoge
Aussage auch in (M̃, g̃) zur Verfügung stellt – dies jedoch nur unter Einfluss der Geometrie
von M̃ auf die Menge der zugelassenen Funktionen f .

Im Folgenden steht sec stellvertretend für alle Schnittkrümmungen von (M̃, g̃). Mit Pro-
position 2.1 lassen sich direkt für eine beliebige g̃-Orthonormalbasis {e1,e2,e3} von TpM̃

sec(span{e1,e2}) =
1
2
(
Rc(e1,e1)+Rc(e2,e2)−Rc(e3,e3)

)
und Analoga für alle weiteren ei 6= e j zeigen. Hiermit ergibt sich insbesondere die Relation

|sec |< |Rc |g̃

sowie für eine beliebige Orthonormalbasis {e1,e2} von TpΣ

Rc(ν ,ν) = sec(span{e1,ν})+ sec(span{e2,ν}).

Satz A.4 ([HS74, Satz 2.1] mit m = 2,n = 3,α = 3/4). Sei (M̃, g̃) Riemannsche 3-Mannig-
faltigkeit, F : (Σ,γ)→ (M̃, g̃) isometrische Immersion.
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Existiert ein b = b(M̃)> 0 mit

sec≤ b2,

πb−1 ≤ injg̃(F(Σ)),
(A.12)

wobei injg̃(F(Σ)) := inf
{

injg̃(p) : p ∈ F(Σ)⊂ M̃
}

, so gilt Ungleichung (B.20) mit einer ab-
soluten Konstante c für jedes nichtnegative f ∈C1(Σ) mit

3b2|spt f |γ ≤ π. (A.13)

Gelten anstelle von (A.12) die (stärkeren) Eigenschaften

sec≤ 0,
injg̃(F(Σ)) = ∞,

(A.14)

so kann formal b = 0 gewählt werden – Ungleichung (B.20) gilt damit unabhängig von Vor-
aussetzung (A.13).

Unter den Voraussetzungen von Satz A.4 ergibt sich sofort ein Analogon von Korollar
B.15 für alle f , die der Voraussetzung (A.13) genügen. Bei der Übertragung aller weiteren in
Abschnitt B.3 aufgestellten Resultate können wir uns ihre lokale Natur zunutze machen, um
Forderung (A.13) direkt in eine Forderung an die Abschneidefunktionen η umzuwandeln:

Proposition A.5. Seien (M̃, g̃), (Σ,γ), F und b≥ 0 wie in Satz A.4, und η ∈C1
c (Σ) Abschnei-

defunktion mit |∇η | ≤ Λ < ∞ sowie

3b2|sptη |γ ≤ π. (A.15)

Dann gilt Ungleichung (B.21) für alle nichtnegativen f ∈ C1(Σ). Für dieses η ergibt sich
außerdem die Gültigkeit der Ungleichung aus Lemma B.18, und es existiert eine absolute
Konstante ε̃0 ∈ (0,1), sodaß unter der Voraussetzung

‖A‖2
2,[η>0] < ε̃0

die Ungleichungen aus Proposition B.19 gültig sind.

Sei im Folgenden F0 : Σ→ M̃ beliebige, feste Immersion, und eine kompakte Umgebung
V ⊂ M̃ von F0(Σ) fest gewählt, die für ein geeignetes ρ0 > 0, ein festes, minimal gewähltes
N ∈ N, und alle metrischen Kugeln Bg̃

ρ(x) mit x ∈V und ρ < ρ0 der Forderung

Es gibt x1, . . . ,xN ∈V mit Bg̃
ρ(x)⊂

⋃
i

Bg̃
ρ/2(xi) (A.16)

genügt. Damit lässt sich N in Überdeckungsargumenten einsetzen, die denen im Beweis zu
Satz 3.25 entsprechen. Sei außerdem b = b(V )≥ 0 explizit durch

b :=

{
0, sec≤ 0 und injg̃(M̃) = ∞,

max
{

supV |Rc | 12 ,π(injg̃(V ))−1
}
, sonst

(A.17)

festgelegt; dies stellt eine zur Verwendung in Satz A.4 bzw. Proposition A.5 geeignete Wahl
von b für alle Immersionen F(Σ)⊂V dar. Wir bemerken, daß für jedes kompakte V Konstan-
ten ρ0,N wie oben existieren und darüberhinaus b(V )< ∞ gilt; die Wahl

V = M̃
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ist damit bei allen kompakten M̃ zulässig und allgemeiner bei allen M̃, für die alle auf den
folgenden Seiten auftretenden Ausdrücke wohldefiniert sind.

Für b ≥ 0 wie in (A.17) definieren wir im Folgenden die Größe ζ0 = ζ0(V ) ∈ R+ ∪{∞}
formal durch

ζ0 :=
π

3b2 (A.18)

und können somit Bedingung (A.15) äquivalent durch

|sptη |γ ≤ ζ0 (A.19)

formulieren. Seien nun für x ∈ V und ρ > 0 die Abschneidefunktionen η̃x bezüglich der me-
trischen Kugeln Bg̃

ρ(x) über die Eigenschaften

χBg̃
ρ/2(x)

(y)≤ η̃x(y)≤ χBg̃
ρ (x)

(y),

Λi := sup
x∈V
|∇(i)

ηx|g̃ < ∞ für i ∈ {1,2}
(A.20)

festgelegt, und ηx(·, t) := η̃x|F(Σ,t) analog zu (3.20). Bei hinreichend kleinem ρ ist Bedin-
gung (A.19) auf F0(Σ) für jedes ηx erfüllt; durch Adaption der Methoden aus Abschnitt 3.4
lässt sich gewährleisten, daß dies unter dem Fluss (WF∗) auch auf einem kurzen Zeitintervall
gewährleistet ist und wir erhalten ein Analogon zu Satz 4.11.

Wir bemerken, daß ein ähnliches Resultat für (WF) in (M̃, g̃) kürzlich in [MWW13] auf-
gestellt wurde; der Verzicht auf die kompakte Umgebung V ⊃ F0(Σ) und auf die damit verbun-
denen Ungenauigkeiten bei der Quantifizierung des Zeitintervalls wurde dort durch die Forde-
rung nach globaler Erfüllbarkeit der Eigenschaften (A.12) erkauft. Insbesondere in kompakten
M̃ jedoch relativiert sich dieser Unterschied.

Satz A.6. Sei (M̃, g̃) Riemannsche 3-Mannigfaltigkeit, Σ geschlossene 2-Fläche, F : Σ×
[0,Tmax) → M̃ maximale Lösung von (WF∗) zu Startwerten F0(Σ) und sei V feste, kom-
pakte Umgebung von F0(Σ). Dann existiert eine absolute Konstante δ > 0 und Konstanten
ε̃1(V ),N(V ),ρ0(V )> 0, ζ1(V ) ∈ (0,∞), sodaß, falls die Bedingung

‖θ‖2
2,[0,Tmax)

< δ

und für ρ < ρ0 sowie ε̃ ′ ≤min{ε̃1,ζ1} die Bedingungen

sup
x∈V

∫
F0(Σ)∩Bg̃

ρ (x)
|A|2 dµ ≤ ε̃

′,

sup
x∈V
|F0(Σ)∩Bg̃

ρ(x)| ≤ ζ1

erfüllt sind,

Tmax > t∗ := min{(cN(Λ4
1 +Λ

2
2))
−1, ε̃ ′(Π2

1ζ1)
−1, tM̃, tV},

wobei Λi für i ∈ {1,2} wie in (A.20) definiert ist, Πi := supV |∇
(i)

Rc |g̃,

tV =

{
∞, F(Σ, t)⊂V für alle t ∈ [0,Tmax),

inf{t ≤ Tmax : F(Σ, t) 6⊂V}, sonst
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und

tM̃ = c ·min{(N(Π2
0 +Π

4
3
1 ))
−1,N−1,Π−2

1 }.

Auf [0, t∗] gilt

sup
x∈V

∫
F(Σ,·)∩Bg̃

ρ (x)
|A|2 dµ ≤ cNε̃

′ ≤ ε̃0

sowie

sup
x∈V
|F(Σ, ·)∩Bg̃

ρ(x)| ≤ ζ0

für ε̃0,ζ0 wie in Proposition A.5 bzw. (A.18). Unter Reskalierungen τ 7→ τ2g̃ gilt

N(τ)≡ N(1),
ρ0(τ)≡ ρ0(1),
ε̃1(τ)≡ ε̃1(1),

ζ1(τ) = τ
2
ζ1(1).

Ist tV wie oben definiert endlich, so hängt tV in monoton steigender Weise von dist(F0(Σ),∂V )

sowie ∑k≤2 sup[0,t∗] ‖∇
(k) A‖−1

∞,Σ ab.

Beweis. Wir können uns an der Argumentation in den Beweisen der Sätze 3.25 bzw. 4.11
orientieren. Wir wählen ρ0(V ),N(V ) und ζ0(V ) entsprechend zu (A.16) bzw. (A.18), ε̃0 wie
in Proposition A.5 und δ > 0 zunächst beliebig, fest. Wir setzen

ε̃1 :=
1

4N
ε̃0,

ζ1 :=

{
1

5N ζ0, ζ0 < ∞,

|F0(Σ)|, ζ0 = ∞.

Sei nun ε̃ ′ ≤min{ε̃1,ζ1} sowie ρ < ρ0 wie oben angenommen. Für Abschneidefunktionen
η̃x wie in (A.20) setzen wir nun in Analogie zu (3.71)

ε(t) := sup
x∈V

∫
F(Σ,t)∩Bg̃

ρ (x)
|A|2 dµ,

Φ(t) := sup
x∈V

∫
F(Σ,t)

η
4
x |A|2 dµ,

sowie

ζ (t) := sup
x∈V
|F(Σ, t)∩Bg̃

ρ(x)|,

Ψ(t) := sup
x∈V

∫
F(Σ,t)

η
4
x dµ .

Nach Voraussetzung ergeben sich damit die Relationen ε(0) ≤ ε̃ ′, ζ (0) ≤ ζ1, sowie für alle
t ∈ [0,Tmax)

Φ(t)≤ ε(t)≤ NΦ(t),

Ψ(t)≤ ζ (t)≤ NΨ(t).
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Sei nun t0 ∈ [0,Tmax) als der erste Zeitpunkt definiert, an dem mindestens eines der Ereig-
nisse

Φ(t0) = 4ε̃
′,

Ψ(t0) = 5ζ1,

F(Σ, t0) 6⊂ V̊

eintritt. Falls Tmax < ∞, so folgt bei Nichtexistenz von t0 wie in Rechnung (3.76)

ε(·)< 4Nε̃
′

≤ ε̃0

sowie

ζ (·)≤ NΨ(·)
< 5Nζ1

= ζ0,

(A.21)

damit sind für alle t ∈ [0,Tmax) und alle ηx(·, t) die Voraussetzungen von Proposition A.5
erfüllt. Dies ermöglicht uns, in den Rechnungen in Kapitel 3.3 auf die Forderung (VΣ) zu ver-
zichten, und wir erhalten analog zur Argumentation in Satz 3.25 für jedes k ∈N die uniformen
Schranken

sup
[0,Tmax)

‖∇
(k) A‖∞,Σ <C,

wobei Rechnung (3.77) hier durch die aus (A.21) folgende uniforme Schranke

|[ηx > 0]| ≤ NΨ(·)< 5Nζ1

ersetzt werden konnte. Da außerdem ‖θ‖1,[0,Tmax) < ∞, ergibt sich damit ein Widerspruch zur
Maximalität von Tmax; Lemma 3.24 lässt sich hierfür direkt übernehmen.

Es bleibt nun die Aufgabe, t0 auf geeignete Weise nach unten zu beschränken, wofür wir
uns wiederholt der aus Satz 3.19 für alle (x, t) ∈V × [0, t0] folgenden Abschätzung∫

Σ

η
4
x |A|2 dµ

∣∣∣
t
+

1
2

∫ t

0

∫
Σ

η
4
x

(
|∇(2) A|2 + |A|6

)
dµ dξ

≤
∫

Σ

η
4
x |A|2 dµ

∣∣∣
0
+ cε̃

′
∫ t

0
|θ |2 dξ

+ cNε̃
′(Π2

0 +Π
4
3
1 +Λ

4
1 +Λ

2
2) · t + cΠ

2
1

∫ t

0

∫
Σ

η
4
x dµ dξ

≤ ε̃
′+ cδ ε̃

′+ cNε̃
′(Π2

0 +Π
4
3
1 +Λ

4
1 +Λ

2
2) · t + cΠ

2
1

∫ t

0
Ψ(ξ ) dξ

(A.22)

bedienen werden. Wählen wir nun δ derart, daß

cδ ≤ 1,

so ergibt sich hieraus direkt

Φ(t0)< 2ε̃
′+ cNε̃

′(Π2
0 +Π

4
3
1 +Λ

4
1 +Λ

2
2) · t0 + cΠ

2
1ζ1 · t0
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und damit Φ(t0)< 4ε̃ ′, falls t0 < t∗ wie oben festgelegt. Auch das Wachstum von Ψ lässt sich
kontrollieren; zunächst ergibt sich unter Verwendung der Evolutionsgleichungen in Lemma
2.3 für alle (x, t) ∈V × [0, t0] direkt∫

Σ

η
4
x dµ

∣∣∣
t
=
∫

Σ

η
4
x dµ

∣∣∣
0
+
∫ t

0
∂t

∫
Σ

η
4
x dµ dξ

≤Ψ(0)+ c
∫ t

0

∫
Σ

|η3
x Λ1 +η

4
x H||4H +H(|Å|2 +Rcνν +θ)| dµ dξ

≤ ζ1 + c
∫ t

0

∫
Σ

η
2
x Λ

2
1 +η

4
x (1+Π

2
0)H

2 dµ dξ

+
∫ t

0

∫
Σ

η
4
x

(
|∇(2) A|2 + |A|6 +H2|θ |2

)
dµ dξ

≤ ζ1 + cNΛ
2
1ζ1 · t + c(1+Π

2
0)ε̃
′ · t +δ ε̃

′

+
∫ t

0

∫
Σ

η
4
x

(
|∇(2) A|2 + |A|6

)
dµ dξ

(A.23)

woraus mit (A.22) nach Wahl von δ und wegen ε̃ ′ ≤ ζ1

Ψ(t)≤ ζ1 + cNΛ
2
1ζ1 · t + c(1+Π

2
0)ε̃
′ · t +3ε̃

′

+ cNε̃
′(Π2

0 +Π
4
3
1 +Λ

4
1 +Λ

2
2) · t + cΠ

2
1ζ1 · t

≤ 4ζ1 + cNζ1 · t + cNζ1(Π
2
0 +Π

4
3
1 +Λ

4
1 +Λ

2
2) · t + cΠ

2
1ζ1 · t

ergibt. Für t0 < t∗ wie oben festgelegt ergibt sich also Ψ(t0)< 5ζ1; die Behauptung folgt. Die
Monotonie von tV ergibt sich abschließend analog zu Rechnung (3.57).

Falls in M̃ zusätzlich die Eigenschaften (A.14) erfüllt sind, bzw. in (A.18)

ζ0 = ∞

wählbar ist, so gilt folgende Variante von Satz A.6, die zusätzlich eine quantitative Aussage
über lokale Flächeninhaltsschranken liefert.

Satz A.7. Sei (M̃, g̃) Riemannsche 3-Mannigfaltigkeit mit

sec≤ 0,

injg̃(M̃) = ∞,

sei Σ geschlossene 2-Fläche, F : Σ× [0,Tmax)→ M̃ maximale Lösung von (WF∗) zu Startwer-
ten F0(Σ) und V feste, kompakte Umgebung von F0(Σ). Dann existiert eine absolute Konstante
δ > 0 und Konstanten ε̃1(V ),N(V ),ρ0(V )> 0, sodaß, falls die Bedingung

‖θ‖2
2,[0,Tmax)

< δ

und für ρ < ρ0 sowie ε̃ ′ ≤ ε̃1 die Bedingung

sup
x∈V

∫
F0(Σ)∩Bg̃

ρ (x)
|A|2 dµ ≤ ε̃

′

erfüllt ist,

Tmax > t∗ := min{(cN(Λ4
1 +Λ

2
2))
−1, ε̃ ′

(
Π

2
1ζ
′)−1

, tM̃, tV},
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wobei

ζ
′ := sup

x∈V
|F0(Σ)∩Bg̃

ρ(x)|,

die Größen Λi,Πi und tV wie in Satz A.6 festgelegt sind, sowie

tM̃ = c ·min{1,(N(Π2
0 +Π

4
3
1 ))
−1,Π−2

1 }.

Auf [0, t∗] gilt

sup
x∈V

∫
F(Σ,·)∩Bg̃

ρ (x)
|A|2 dµ ≤ cNε̃

′ ≤ ε̃0

für ε̃0 wie in Proposition A.5 sowie

sup
x∈V
|F(Σ, ·)∩Bg̃

ρ(x)| ≤ cN(ζ ′+ ε̃
′).

Beweis. Es sind nur kleine Änderungen am Beweis zu Satz A.6 notwendig; wir wählen
ρ0(V ),N(V ), ε̃1, sowie ε(t),Φ(t),ζ (t),Ψ(t) wie dort.

Ist nun t0 ∈ [0,Tmax) als der erste Zeitpunkt definiert, an dem eines der Ereignisse

Φ(t0) = 4ε̃
′,

Ψ(t0) = 2Ψ(0)+6ε̃
′,

F(Σ, t0) 6⊂ V̊

eintritt, so ergibt sich wie im Beweis zu Satz A.6 die Existenz von t0 bei endlichem Tmax.
Ist δ wie dort gewählt, so ergibt sich analog zu (A.22) für (x, t) ∈V × [0, t0]∫

Σ

η
4
x |A|2 dµ

∣∣∣
t
+

1
2

∫ t

0

∫
Σ

η
4
x

(
|∇(2) A|2 + |A|6

)
dµ dξ

≤ 2ε̃
′+ cNε̃

′(Π2
0 +Π

4
3
1 +Λ

4
1 +Λ

2
2) · t + cΠ

2
1(Ψ(0)+ ε̃

′) · t

und damit Φ(t0)< 4ε̃ ′, falls t0 < t∗ wie oben.
Für t ≤ t0 < t∗ ergibt sich damit analog zu Rechnung (A.23) direkt∫

Σ

η
4
x dµ

∣∣∣
t
≤Ψ(0)+ cN(Λ4

1 +1)(Ψ(0)+ ε̃
′) · t + c(1+Π

2
0)ε̃
′ · t +5ε̃

′,

und damit insbesondere Ψ(t0)< 2Ψ(0)+6ε̃ ′; die Behauptung folgt.
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Anhang B

Dinge von Interesse

B.1 Umskalieren in M
Ziel dieses Abschnittes ist es, eine sinnvolle und für unsere Zwecke brauchbare Skalierungs-
methode einzuführen.

Wir betrachten im Folgenden (M,g) mit (m,κ,σ)-asymptotisch schwarzschildscher Me-
trik g in globalen euklidischen Standardkoordinaten id : M→ R3, deren Anwendung wir hin-
sichtlich der besseren Lesbarkeit nicht explizit erwähnen oder kennzeichnen werden.

B.1.1 Anpassung der Hintergrundmetrik
Anders als beim Reskalieren geometrischer Flüsse von Hyperflächen im Rn reicht es in ge-
krümmten Räumen nicht mehr aus, sich nur auf die Flächen selbst zu konzentrieren; im Allge-
meinen stehen der Normalenvektor und damit sämtliche extrinsischen Krümmungsgrößen ei-
ner umskalierten Fläche in keinem Zusammenhang mehr zu denen der ursprünglichen Fläche.

Vorbereitend zur eigentlichen Umskalierung des Flusses muss daher die Hintergrundme-
trik g geeignet angepasst werden.

Definition B.1. Sei für jedes r > 0 die Abbildung Sτ : M→M definiert über Sr(p) := r · p.
Wir setzen für jedes τ > 0

τ g := τ
2Sτ−1

∗g.

Unter dieser Definition weist (M, τ g) weiterhin ein im Rahmen unserer Voraussetzungen
liegendes asymptotisches Verhalten auf.

Lemma B.2. Sei g (m,κ,σ)-asymptotisch schwarzschildsch, τ g wie in Definition B.1. Dann
ist τ g (τm,τ2κ,τσ)-asymptotisch schwarzschildsch und es gilt für die durch τ g induzierten
Größen τ Γ

k
i j und τ Rc

τ Γ
k
i j(p) = τ

−1
Γ

k
i j(τ

−1 p),

τ Rci j(p) = τ
−2 Rci j(τ

−1 p),

τ ∇l τ Rci j(p) = τ
−3

∇l Rci j(τ
−1 p).

(B.1)

Beweis. Analog zur Definition von τ g setzen wir zunächst

τ gS := τ
2Sτ−1

∗gS.
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Nun gilt in jedem p ∈ M für die Matrixdarstellung DSτ−1(p) des Differentials dSτ−1(p) :
TpM→ Tτ−1 pM

DSτ−1(p) = τ
−1E3,

E3 bezeichnet hier die 3×3-Einheitsmatrix, es ergibt sich insbesondere für jeden Vektor X =
Xk(p)ek(p) ∈ TpM

dSτ−1X = τ
−1Xk(p)ek(τ

−1 p)

und wir erhalten mit r = r(p)

τ gS
i j(p) = gS

i j(τ
−1 p)

=
(

1+
mτ

2r

)4
δi j.

Damit ist τ gS Schwarzschildmetrik zur Masse mτ und darüberhinaus folgt nach der Kettenre-
gel für die durch τ gS induzierten Größen S

τ Γ
k
i j und τ RcS

S
τ Γ

k
i j(p) = τ

−1 S
Γ

k
i j(τ

−1 p),

τ RcS
i j(p) = τ

−2 RcS
i j(τ

−1 p),

τ ∇
S
l τ RcS

i j(p) = τ
−3

∇
S
l RcS

i j(τ
−1 p).

(B.2)

Nach obiger Argumentation ist außerdem τ gi j(p) = gi j(τ
−1 p), und Aussage (B.1) folgt ana-

log.
Insgesamt erhalten wir nach Voraussetzung an g für jedes p ∈M\Bτσ (0)

|τ g− τ gS|(p) = |g−gS|(τ−1 p)

≤ κ(τ−1r)−2

= κτ
2r−2,

|τ ∇−τ ∇
S |(p) = τ

−1|∇−∇
S |(τ−1 p)

≤ τ
−1

κ(τ−1r)−3

= κτ
2r−3,

und analog

|τ Rc−τ RcS |(p)≤ κτ
2r−4,

|τ ∇τ Rc−τ ∇
S
τ RcS |(p)≤ κτ

2r−5.

Die Aussage folgt.

Aus der einfachen Gestalt von DSτ−1 erhalten wir außerdem durch wiederholte Anwen-
dung der Kettenregel und Benutzung von Aussage (B.1) über die Christoffelsymbole

Proposition B.3. Für jede r-Form φ auf M und p ∈M gilt für alle k ≥ 0(
τ ∇

(k)
(Sτ−1

∗
φ)
)

j1,..., jk,i1,...,ir
(p) = τ

−(r+k)
(

∇
(k)

φ

)
j1,..., jk,i1,...,ir

(τ−1 p).
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Wir erhalten daraus

τ ∇
(k)

(Sτ−1
∗
φ) = Sτ−1

∗
(

∇
(k)

φ

)
sowie

|τ ∇
(k)

(Sτ−1
∗
φ) |

τ g(p) = τ
−(r+k)|∇(k)

φ |g(τ−1 p).

Ebenfalls aus der Kettenregel und dem in (B.1) angegebenen Transformationsverhalten
der Krümmung ergibt sich

Proposition B.4. Für alle k ≥ 0 gilt(
τ ∇

(k)
τ Rc

)
j,l,i1,...,ik

(p) = τ
−(2+k)(

∇
(k)

Rc
)

j,l,i1,...,ik
(τ−1 p).

Es folgt

τ ∇
(k)

τ Rc = Sτ−1
∗(

∇
(k)

Rc
)

sowie

|τ ∇
(k)

τ Rc|
τ g(p) = τ

−(2+k)|∇(k)
Rc|g(τ−1 p).

B.1.2 Umskalierter Willmore-Fluss
Wir sind nun in der Lage, den Fluss (WFF) ähnlich zur Vorgehensweise beim Willmore-Fluss
im Rn umzuskalieren.

Definition B.5. Sei F : Σ× [0,T )→ (M,g) Lösung von (WFF), τ > 0 und Sτ wie in Definition
B.1. Wir definieren die Variation Fτ : Σ× [0,τ4T )→ (M, τ g) durch

Fτ(x, t) := Sτ

(
F(x,τ−4t)

)
.

Wie in Abschnitt 2.1.1 beschrieben, induziert Fτ für jedes t ∈ [0,τ4T ) eine Metrik und
andere geometrische Größen auf Σ. Das genaue Verhältnis dieser Größen zu den von F indu-
zierten liefert uns folgendes

Lemma B.6. Auf Σ gilt für die von Fτ durch τ g bzw. die von F durch g induzierten geometri-
schen Größen für alle t ∈ [0,τ4T ) und s := τ−4t

τ γ |t ≡ τ
2
γ |s, (B.3)

τ dµ |t ≡ τ
2 dµ |s, (B.4)

τ ν(Fτ)|t ≡ τ
−1dSτ(ν(F))|s, (B.5)

τ A|t ≡ τA|s, (B.6)

τ H|t ≡ τ
−1H|s, (B.7)

|τ A|
τ γ |t ≡ τ

−1|A|γ |s, (B.8)

|Pk
j (τ A)|

τ γ |t ≡ τ
−(k+ j)|Pk

j (A)|γ |s, (B.9)

τ ∇ |t ≡ ∇ |s, (B.10)

τ4|t ≡ τ
−24|s. (B.11)
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Beweis. Wir rechnen in einem beliebigen, festen Punkt x∈Σ. Da Fτ
∗|t =(Sτ ◦F)∗|s =F∗Sτ

∗|s,
gilt dort

τ γ |t = (Fτ
∗

τ g) |t
= τ

2 (F∗Sτ
∗Sτ−1

∗g) |s
= τ

2
γ |s,

und es folgen direkt (B.3), (B.4), (B.10) und (B.11).
Sei nun τ ν wie in (B.5) definiert. Man rechnet direkt

τ g〈τ ν(Fτ), τ ν(Fτ)〉|t = τ
−2 (Sτ

∗
τ g)〈ν(F),ν(F)〉|s

= (Sτ
∗Sτ−1

∗g)〈ν(F),ν(F)〉|s
= 1,

und analog für jedes V ∈ TxΣ

τ g〈τ ν(Fτ),dFτ(V )〉|t = τ
−1 (Sτ

∗
τ g)〈ν(F),dF(V )〉|s

= 0.

Da abschließend für alle V,W ∈ TxΣ

sgndet
(

dFτ(V ),dFτ(W ), τ ν(Fτ)

)∣∣∣∣
t
= τ

2 sgndet
(

dF(V ),dF(W ),ν(F)

)∣∣∣∣
s
,

erhält τ ν auch die die Orientierung der Fläche und (B.5) ist gezeigt.
Für Gleichung (B.6) beachtet man zunächst, daß für die Christoffelsymbole auf M wegen

(B.1) in jedem beliebigen p ∈M

τ
−1

Γ
k
i j(p) = τ Γ

k
i j(τ p).

Daraus ergibt sich für jedes Vektorfeld X auf M mit Sτ
∗X := dSτ−1(X ◦Sτ)(

∇i(Sτ
∗X)
)
(p) =

(
∇i

(
τ
−1(Xk ◦Sτ)ek

))
(p)

= τ
−1
(

∂i(Xk ◦Sτ)ek +(Xk ◦Sτ)Γ
r
ik er

)
(p)

= ∂iXk(τ p)ek(p)+Xk(τ p)τ Γ
r
ik(τ p)er(p)

= τdSτ−1

((
∂iXkek +Xk

τ Γ
r
iker

)
(τ p)

)
= τdSτ−1

(
(τ ∇i X)(τ p)

)
,

und wir erhalten in jedem x ∈ Σ für beliebige V,W ∈ TxM wegen dSτ(ei(p)) = τei(τ p)

dSτ−1

((
τ ∇dFτ (V ) dFτ(W )

)
(Fτ(x, t))

)
= dF(V )i · τdSτ−1

((
τ ∇i Sτ−1

∗dF(W )
)
(τF(x,s))

)
= dF(V )i

(
∇i Sτ

∗Sτ−1
∗dF(W )

)
(F(x,s))

=
(

∇dF(V ) dF(W )
)
(F(x,s)).
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Abschließend ergibt sich also

τ A(V,W )|t =−τ g〈τ ν(Fτ), τ ∇dFτ (V )dFτ(W )〉|t

=−τ
2g〈dSτ−1 (τ ν(Fτ)) ,dSτ−1

(
τ ∇dFτ (V )dFτ(W )

)
〉|t

=−τg〈ν(F),∇dF(V ) dF(W )〉|s
= τA(V,W )|s

und (B.6) ist gezeigt; Gleichungen (B.7), (B.8) und (B.9) folgen sofort.

Satz B.7. Fτ wie in Definition B.5 löst (WFF) in (M, τ g) auf Σ× [0,τ4T ).

Beweis. Analog zu den Definitionen in Abschnitt 2.2 definieren wir τ αW(x, t) und τ λ (t) durch

τ αW :=−τ4τ H−τ H
(
|τ Å|2 +τ Rc(τ ν , τ ν)

)
,

τ λ :=
1∫

Σ τ H2
τ dµ

∫
Σ

|τ ∇ τ H|2− τ H2
(
|τ Å|2 +τ Rc(τ ν , τ ν)

)
τ dµ.

Da nach Proposition B.4 und Lemma B.6 für t ∈ [0,τ4T ) und s = τ−4t gilt, daß

τ Rc(τ ν , τ ν)|t ≡ τ
−2 Rc(ν ,ν)|s,

erhalten wir

τ αW|t ≡ τ
−3

αW|s,

τ λ (t) = τ
−2

λ (s).
(B.12)

Da F nach Voraussetzung (WFF) in (M,g) löst, folgt direkt

∂tFτ |t = dSτ

(
τ
−4

∂sF
)
|s

= τ
−4(−αW +Hλ )dSτ (ν(F)) |s

= τ
−3(−τ

3
τ αW + τ

3
τ Hτ λ )τ ν(Fτ)|t

= (−τ αW + τ Hτ λ )τ ν(Fτ)|t

und damit die Behauptung.

Mit Hilfe von Lemma B.6 können wir abschließend eine Aussage über das Zusammenspiel
des umskalierten Flusses mit Formen auf bzw. Krümmungen von M formulieren.

Proposition B.8. Wegen Proposition B.3 und Relation (B.3) ergibt sich für jede r-Form φ auf
M mit F,Fτ , t,s wie oben für alle k ≥ 0∣∣(

τ ∇
(k)
(Sτ−1

∗
φ)
)>∣∣

τ γ

∣∣
t ≡
∣∣Fτ
∗(

τ ∇
(k)
(Sτ−1

∗
φ)
)∣∣

τ γ

∣∣
t

≡ τ
−(r+k)∣∣F∗(∇

(k)
φ
)∣∣

γ

∣∣
s

≡ τ
−(r+k)∣∣(∇

(k)
φ
)>∣∣

γ

∣∣
s

(B.13)

sowie wegen (B.10)∣∣
τ ∇

(k)((Sτ−1
∗
φ)>

)∣∣
τ γ

∣∣
t ≡ τ

−(r+k)∣∣∇(k)(
φ
>)∣∣

γ

∣∣
s. (B.14)
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Analog folgt mit Proposition B.4∣∣(
τ ∇

(k)
τ Rc

)>∣∣
τ γ

∣∣
t ≡ τ

−(2+k)∣∣(∇
(k)

Rc
)>∣∣

γ

∣∣
s (B.15)

und ∣∣
τ ∇

(k)(
τ Rc>

)∣∣
τ γ

∣∣
t ≡ τ

−(2+k)∣∣∇(k) (Rc>
)∣∣

γ

∣∣
s. (B.16)

B.2 Strukturgleichungen
Wir betrachten Hyperflächen F(Σ) in einer beliebigen 3-Mannigfaltigkeit M̃ und folgen den
Notationen in Abschnitt 2.1.1; wir halten außerdem fest, daß die im Folgenden aufgestell-
ten Betrachtungen auch auf Hyperflächen in allgemeineren n-Mannigfaltigkeiten ohne Ein-
schränkung ihre Gültigkeit behalten. Zur Motivation folgendes

Lemma B.9. Sei f̃ ∈C2(M̃) sowie f := f̃ |Σ. Dann gilt auf Σ

|∇ f | ≤ |∇ f̃ |,

|∇(2) f | ≤ |∇(2)
f̃ |+ |A||∇ f̃ |.

Beweis. Wir rechnen um einen festen Punkt p ∈ Σ in Koordinaten {x1,x2,xν} von M, sodaß
lokal Σ= {xν = 0}, ν = ∂

∂xν |Σ, sowie gi j(p) = δi j. Die Einschränkung {x1,xn} liefert auf Σ ein
Koordinatensystem mit γi j(p) = δi j. Für i ∈ {1,2} folgt ∇i f = ∂

∂xi f = ∇i f̃ auf Σ und damit
in p

|∇ f |2 = ∑
i
(∇i f̃ )2

≤ (∇ν f̃ )2 +∑
i
(∇i f̃ )2

= |∇ f̃ |2,

die erste Aussage folgt. Für i, j ∈ {1,2} gilt außerdem

∇i ∇ j f = ∇i ∇ j f̃ +∇(∇−∇)ie j
f̃

= ∇i ∇ j f̃ −Ai j ∇ν f̃

und wir erhalten in p

|∇(2) f |2 = ∑
i, j
(∇i ∇ j f̃ −Ai j ∇ν f̃ )2

≤∑
i, j

(
(∇i ∇ j f̃ )2 +2|Ai j ∇ν f̃ |+(Ai j ∇ν f̃ )2

)
≤ |∇(2)

f̃ |2 +2|A||∇ f̃ |+ |A|2|∇ f̃ |2

= (|∇(2)
f̃ |+ |A||∇ f̃ |)2.
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Unser Ziel ist nun, Lemma B.9 auf Einschränkungen beliebiger Tensoren und beliebig
hohe Ableitungen zu verallgemeinern. Sei dazu s ∈ N0, und φ eine beliebige s-Form auf M̃.
Im Folgenden bedienen wir uns in großem Maße der in Abschnitt 2.1.3 eingeführten (·)(ν)-
Notation.

Lemma B.10. Für φ wie oben und beliebige k ∈ N0 gilt

∇
(k)(φ)(ν) = (∇

(k)
φ)(ν)+

k−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

k− j

∑
a=1

Pk− j−a
a (A)

)
.

Beweis. Wir führen eine Induktion über k durch. Für k = 0 ist die Behauptung klar. Im Fall k =
1 rechnen wir in Koordinaten wie im Beweis zu Lemma B.9 und nehmen ohne Einschränkung
an, daß (φ)

(ν)
i1,...,ir

= φν ,...,ν ,i1,...,ir , 0≤ r ≤ s fest. Wir erhalten

∇ j

(
(φ)(ν)

)
i1,...,ir

=
∂

∂x j φν ,...,ν ,i1,...,ir −∑
q

φ(ν , . . . ,ν ,ei1 , . . . ,∇ j eiq , . . . ,eir)

= (∇ j φ)(ν , . . . ,ν ,ei1 , . . . ,eir)

+∑φ(ν , . . . ,∇ j ν , . . . ,ν ,ei1 , . . . ,eir)

+∑
q

φ(ν , . . . ,ν ,ei1 , . . . ,(∇−∇) jeiq , . . . ,eir)

= (∇φ)
(ν)
j,i1,...,ir

+
(
(φ)(ν) ∗A

)
j,i1,...,ir

,

(B.17)

dies entspricht dem gewünschten Ausdruck für k = 1. Nimmt man nun an, die Behauptung
gilt für ein beliebiges, festes k ∈ N, so erhält man unter erneuter Anwendung von (B.17)

∇
(k+1)(φ)(ν) = ∇

(
(∇

(k)
φ)(ν)+

k−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

k− j

∑
a=1

Pk− j−a
a (A)

))
= (∇

(k+1)
φ)(ν)+(∇

(k)
φ)(ν) ∗A

+
k−1

∑
j=0

((
(∇

( j+1)
φ)(ν)+(∇

( j)
φ)(ν) ∗A

)
∗

k− j

∑
a=1

Pk− j−a
a (A)

)

+
k−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

k− j

∑
a=1

Pk+1− j−a
a (A)

)
= (∇

(k+1)
φ)(ν)+(∇

(k)
φ)(ν) ∗A

+
k

∑
j=1

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

k−( j−1)

∑
a=1

Pk−( j−1)−a
a (A)

)

+
k−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

k+1− j

∑
a=2

Pk− j−(a−1)
a (A)

)

+
k−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

k− j

∑
a=1

Pk+1− j−a
a (A)

)

= (∇
(k+1)

φ)(ν)+
k

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

k+1− j

∑
a=1

Pk+1− j−a
a (A)

)
und damit die Behauptung für k+1.
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Wir wollen nun das Resultat aus Lemma B.10 auf die Potenzen der implizit enthaltenen
Gradiententerme von A untersuchen, und richten unser Augenmerk dabei vor allem auf die
höchsten auftretenden Ableitungen.

Korollar B.11. Seien k,b≥ 1 und gelte 2b≤ k+1. Dann gilt für φ ,(·)(ν) wie oben

∇
(k)(φ)(ν) = (∇

(k)
φ)(ν)+

k−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

k− j

∑
a=1

Pk− j−a;≤k−b−1
a (A)

)

+∇
(k−1) A∗ (φ)(ν)+

b−1

∑
j=1

∇
(k− j−1) A∗

[
(∇

( j)
φ)(ν)

+
j

∑
p=1

(
(∇

( j−p)
φ)(ν) ∗

p

∑
a=1

Pp−a;≤k−b−1
a (A)

)]
.

Beweis. Zunächst folgt aus Lemma B.10 durch Aufspalten der Summenterme direkt

∇
(k)(φ)(ν) = (∇

(k)
φ)(ν)+

k−1

∑
j=b

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

k− j

∑
a=1

Pk− j−a
a (A)

)

+
b−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

k− j

∑
a=b− j+1

Pk− j−a
a (A)

)

+
b−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

b− j

∑
a=1

Pk− j−a
a (A)

)

= (∇
(k)

φ)(ν)+
k−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

k− j

∑
a=1

Pk− j−a;≤k−b−1
a (A)

)

+
b−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

b− j

∑
a=1

Pk− j−a
a (A)

)
,

(B.18)

da nur die P-Terme in der letzten Summe Ableitungen höher oder gleich ∇
(k−b) A enthalten

können. Genauer gilt für j ∈ {0, . . . ,b−2}, a ∈ {2, . . . ,b− j}, daß

Pk− j−a
a (A) = ∑

i1+···+ia=k− j−a
i1≥i2≥···≥ia

∇
(i1) A∗ . . .∗∇

(ia) A

=

(
b−a− j

∑
r=0

∇
(k− j−a−r) A∗Pr

a−1(A)

)
+Pk− j−a;≤k−b−1

a (A),

Summieren des ersten Terms über all solche a ergibt

b− j

∑
a=2

(
b−a− j

∑
r=0

∇
(k− j−a−r) A∗Pr

a−1(A)

)

=
b− j

∑
p=2

(
∇
(k− j−p) A∗

b− j

∑
a=2

b−a− j

∑
r=0

Pr
a−1(A) ·δ r

p−a

)

=
b− j

∑
p=2

(
∇
(k− j−p) A∗

p−1

∑
a=1

Pp−a−1
a (A)

)
.
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Setzt man dies nun in (B.18) ein, ergibt sich also insgesamt

∇
(k)(φ)(ν) = (∇

(k)
φ)(ν)+

k−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

k− j

∑
a=1

Pk− j−a;≤k−b−1
a (A)

)

+
b−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗∇

(k− j−1) A
)

+
b−2

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

b− j

∑
a=2

Pk− j−a
a (A)

)

= (∇
(k)

φ)(ν)+
k−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

k− j

∑
a=1

Pk− j−a;≤k−b−1
a (A)

)

+
b−1

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗∇

(k− j−1) A
)

(B.19)

+
b−2

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

b− j

∑
p=2

(
∇
(k− j−p) A∗

p−1

∑
a=1

Pp−a−1
a (A)

))
,

der neu hinzugekommene ∑a Pk− j−a;≤k−b−1
a (A)-Term wurde hier bereits in den vorhandenen

Summenterm absorbiert. Beachtet man nun, daß
b−2

∑
j=0

(
(∇

( j)
φ)(ν) ∗

b− j

∑
p=2

(
∇
(k− j−p) A∗

p−1

∑
a=1

Pp−a−1
a (A)

))

=
b

∑
q=2

∇
(k−q) A∗

b− j

∑
p=2

b−2

∑
j=0

(
δ

j
q−p · (∇

( j)
φ)(ν) ∗

p−1

∑
a=1

Pp−a−1
a (A)

)

=
b

∑
q=2

∇
(k−q) A∗

q

∑
p=2

∑
j∈N

(
δ

j
q−p · (∇

( j)
φ)(ν) ∗

p−1

∑
a=1

Pp−a−1
a (A)

)

=
b

∑
q=2

∇
(k−q) A∗

q

∑
p=2

(
(∇

(q−p)
φ)(ν) ∗

p−1

∑
a=1

Pp−a−1
a (A)

)

=
b−1

∑
q=1

∇
(k−q−1) A∗

q

∑
p=1

(
(∇

(q−p)
φ)(ν) ∗

p

∑
a=1

Pp−a
a (A)

)
,

so folgt nach den Voraussetzungen an k und b in der letzten Summe Pp−a
a = Pp−a;≤k−b−1

a , und
nach Einsetzen in (B.19) die Behauptung.

Da immer |(φ)(ν)|γ ≤ |φ |g, erhalten wir sofort

Proposition B.12 (Allgemeine Strukturformel). Sei |∇(k)
φ |g ≤Πk ∈R für alle k ∈N0. Dann

folgt auf Σ unter den Voraussetzungen von Korollar B.11 punktweise

|∇(k)(φ)(ν)| ≤ cΠ0|∇(k−1) A|

+ c
b−1

∑
j=1
|∇(k− j−1) A|

j

∑
p=1

p

∑
a=1

(
Π j +Π j−p|Pp−a;≤k−b−1

a (A)|
)

+Πk + c
k−1

∑
j=0

k− j

∑
a=1

Π j|Pk− j−a;≤k−b−1
a (A)|.
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B.3 Sobolevungleichungen
Sei im Folgenden (M,g) (m,κ,σ)-asymptotisch schwarzschildsch wie in Abschnitt 2.3 fest-
gelegt, und F(Σ) immersierte Hyperfläche in M.

Zunächst erhalten wir wie in [HY96, Proposition 5.4] eine Variante der Michael-Simon-
Sobolevungleichung für Flächen in asymptotisch schwarzschildschen Metriken.

Lemma B.13. Seien M,F,Σ wie oben. Dann gibt es ein r̃0(m,κ,σ) und eine absolute Kon-
stante c, sodaß, falls

rmin > r0 := r̃0 · ‖H‖2,Σ,

für alle lipschitzstetigen f : Σ→ R

‖ f‖L2(Σ) ≤ c
∫

Σ

|H f |+ |∇ f | dµ . (B.20)

Beweis. Dies folgt analog zum Beweis von [HY96, Proposition 5.4] unter Benutzung von
Lemma 2.14 statt [HY96, Lemma 5.2 (ii)]; die a-priori-Schranke [HY96, (5.7)] an ‖H‖2,Σ
steht uns nicht zur Verfügung und muss daher gesondert in r0 einfließen.

Durch Umskalieren der Immersion in Lemma B.13 (siehe Abschnitt B.1) erhalten wir
unter Benutzung von Lemma B.2 direkt

Proposition B.14. Für das r̃0 in Lemma B.13 gilt für alle τ > 0

r̃0(m,κ,σ) = τ
−1r̃0(τm,τ2

κ,τσ).

Folgendes Korollar stellt eine direkte Verallgemeinerung von [KS02, Satz 5.6] dar.

Korollar B.15. Unter den Voraussetzungen von Lemma B.13 gilt für 2 < p ≤ ∞, 0 ≤ q ≤ ∞

und 0 < α ≤ 1 mit 1
α
=
(

1
2 −

1
p

)
q+1

‖ f‖∞,Σ ≤ c(p,q,α)‖ f‖1−α

q,Σ (‖H f‖p,Σ +‖∇ f‖p,Σ)
α .

Beweis. Der Beweis von [KS02, Satz 5.6] für Flächen im Rn benutzt nur die Gültigkeit von
(B.20) und lässt sich somit direkt übernehmen.

Korollar B.16. Unter den Voraussetzungen von Lemma B.13 gibt es eine absolute Konstante
c, sodaß für jede Abschneidefunktion η ∈C1

c (Σ) mit supΣ |∇η | ≤ Λ < ∞ und alle s≥ 2

‖ηs f‖4
∞,Σ ≤ c‖ηs f‖2

2,Σ ·
(
‖ηs

∇
(2) f‖2

2,Σ +‖ηsH2 f‖2
2,Σ + c(s)Λ4‖ f‖2

2,[η>0]

)
. (B.21)

Beweis. Dies folgt für s = 2 direkt aus Korollar B.15, vgl. [KS01, Lemma 2.8]. Für s > 2
rechnet man mit ηs := η

s
2 und benutzt |∇ηs| ≤ c(s)Λ.

Bemerkung B.17. Wegen Katos Ungleichung

|∇|φ || ≤ |∇φ |

gilt Lemma B.13 und somit auch Korollar B.16 auch für beliebige Formen φ .
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Lemma B.18 (Multiplikative Sobolevungleichung für A). Unter den Voraussetzungen von
Lemma B.13 gibt es eine absolute Konstante c, sodaß für jede Abschneidefunktion η ∈C1

c (Σ)
mit supΣ |∇η | ≤ Λ < ∞ und alle s≥ 4∫

Σ

η
s|A|6 dµ +

∫
Σ

η
s|A|2|∇A|2 dµ

≤ c
∫
[η>0]

|A|2 dµ ·
∫

Σ

η
s(|∇(2) A|2 + |A|6) dµ +c(s)Λ4

(∫
[η>0]

|A|2 dµ

)2

.

Beweis. Für s = 4 folgt dies aus Lemma B.13 nach Einsetzen von f = η2|A||∇A| und f =
η2|A|3 analog zum Beweis von [KS02, Lemma 4.2] unter genauer Beachtung der |∇η |-Terme.
Für s > 4 setzt man ηs := η

s
4 und benutzt |∇ηs| ≤ c(s)Λ.

Ist der Term
∫
[η>0] |A|2 dµ in Lemma B.18 klein genug, so ergibt sich nach Absorbieren

direkt

Proposition B.19 (Integralungleichungen bei L2-kleiner Krümmung). Es gibt absolute Kon-
stanten c > 0,ε0 ∈ (0,1), sodaß unter den Voraussetzungen von Lemma B.18 und der Zusatz-
bedingung∫

[η>0]
|A|2 dµ ≤ ε0

für alle s≥ 4 gilt, daß∫
Σ

η
s|A|6 dµ +

∫
Σ

η
s|A|2|∇A|2 dµ

≤
∫

Σ

η
s|∇(2) A|2 dµ +c(s)Λ4

(∫
[η>0]

|A|2 dµ

)2

.

(B.22)

Einsetzen von f = A in Korollar B.16 liefert unter Benutzung von (B.22) für s≥ 4

‖ηsA‖4
∞,Σ ≤ c‖ηsA‖2

2,Σ

(
‖ηs

∇
(2) A‖2

2,Σ +Λ
4‖A‖2

2,[η>0]

)
. (B.23)

B.4 Lokale Interpolationsungleichungen
Bei folgender Interpolationsungleichung handelt es sich um eine skalierungsinvariante Form
der in [KS02, Korollar 5.3] zu findenden, die auf allgemeinen Riemannschen Mannigfaltig-
keiten und damit insbesondere auf beliebigen Hyperflächen F(Σ)⊂ M̃ gültig ist.

Proposition B.20 ([KS02, Korollar 5.3]). Sei η Abschneidefunktion auf Σ mit supΣ |∇η | ≤Λ,
Λ > 0. Sei k ∈ N0, p ∈ [2,∞), s≥ kp, und ε > 0. Dann gilt für jede beliebige Form φ auf Σ(∫

Σ

η
s|∇(k)

φ |p dµ

) 1
p

≤ εΛ
−1
(∫

Σ

η
s+p|∇(k+1)

φ |p dµ

) 1
p

+ c(ε,s, p,k)Λk
(∫

[η>0]
η

s−kp|φ |p dµ

) 1
p

.
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Sukzessives Anwenden von Proposition B.20 ergibt folgendes

Korollar B.21. Unter den Voraussetzungen von Proposition B.20 gilt

k

∑
r=0

Λ
k−r
(∫

Σ

η
s−kp+rp|∇(r)

φ |p dµ

) 1
p

≤ εΛ
−1
(∫

Σ

η
s+p|∇(k+1)

φ |p dµ

) 1
p

+ c(ε,s, p,k)Λk
(∫

[η>0]
η

s−kp|φ |p dµ

) 1
p

.

Beweis. Für k = 0 ist die Behauptung klar erfüllt. Gelte die Behauptung also für ein k ∈N und
sei s≥ (k+1)p. Dann gilt s− p≥ kp und damit nach Voraussetzung mit ε = 1

k+1

∑
r=0

Λ
k+1−r

(∫
Σ

η
s−(k+1)p+rp|∇(r)

φ |p dµ

) 1
p

=

(∫
Σ

η
s|∇(k+1)

φ |p dµ

) 1
p

+Λ

k

∑
r=0

Λ
k−r
(∫

Σ

η
(s−p)−kp+rp|∇(r)

φ |p dµ

) 1
p

≤
(∫

Σ

η
s|∇(k+1)

φ |p dµ

) 1
p

+

(∫
Σ

η
(s−p)+p|∇(k+1)

φ |p dµ

) 1
p

+ c(s, p,k)Λk+1
(∫

[η>0]
η
(s−p)−kp|φ |p dµ

) 1
p

= 2
(∫

Σ

η
s|∇(k+1)

φ |p dµ

) 1
p

+ c(s, p,k)Λk+1
(∫

[η>0]
η

s−(k+1)p|φ |p dµ

) 1
p

.

Anwendung von Proposition B.20 auf den vorderen Term liefert die Behauptung für k+1.

Lemma B.22. Sei η Abschneidefunktion auf Σ mit supΣ |∇η | ≤ Λ. Dann gilt für alle k ∈ N,
s≥ 2k und alle i ∈ {1, . . . ,k}(∫

Σ

η
s|∇(i)

φ |
2k
i dµ

) i
2k

≤ c(s,k)‖φ‖1− i
k

∞,[η>0]

((∫
Σ

η
s|∇(k)

φ |2 dµ

) 1
2
+Λ

k
(∫

[η>0]
|φ |2 dµ

) 1
2
) i

k

.

Beweis. Dies ist eine lokale Version von [KS02, Satz 5.4] und folgt vollkommen analog zum
dortigen Beweis mit a0 = b0 := ‖φ‖∞,[η>0] und

ai :=
(∫

Σ

η
s|∇(i)

φ |
2k
i dµ

) i
2k
, bi := Λ

i
(∫

[η>0]
|φ |

2k
i dµ

) i
2k

für i ∈ {1, . . . ,k}.
Benutzung von Lemma B.22 wie im Beweis zu [KS02, Korollar 5.5] ergibt direkt

Proposition B.23. Seien η ,φ wie oben, seien i1, . . . , ir ∈ {1, . . . ,k} mit i1 + · · ·+ ir = 2k und
s≥ 2k für ein k ∈ N. Dann gilt

|
∫

Σ

η
s
∇
(i1) φ ∗ · · · ∗∇

(ir) φ dµ |

≤ c(s,k)‖φ‖r−2
∞,[η>0]

(∫
Σ

η
s|∇(k)

φ |2 dµ +Λ
2k
∫
[η>0]

|φ |2 dµ

)
.
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Anhang C

(Kurze) Zusammenfassung

Diese Arbeit beschäftigt sich mit geschlossenen 2-Flächen in einer umgebenden 3-Mannig-
faltigkeit M und dem Willmorefunktional W, das grob gesprochen jeder dieser Flächen die
(quadrierte) L2-Norm ihrer mittleren Krümmung H zuordnet. Betrachtet man W auf Flächen
im euklidischen Raum M = R3, so handelt es sich bei Minimierern gerade um runde, belie-
bige Koordinatensphären; Minimierer unter vorgegebenem Flächeninhalt sind Koordinaten-
sphären mit passend gewähltem Radius. In allgemeinen M lassen sich derartige Minimierer
als ”nichteuklidische Analoga zu Koordinatensphären“ auffassen, was sie für eine Vielzahl
von Anwendungen interessant erscheinen lässt.

In der vorliegenden Arbeit werden diese Minimierer mit Hilfe des flächeninhaltserhalten-
den Willmore-Flusses (WFF) gesucht. Unter diesem Fluss, der aus dem klassischen Gradien-
tenfluss (WF) von W konstruiert wird, bleibt der Flächeninhalt der sich bewegenden Flächen
unverändert, während der Wert von W monoton fällt. Der Raum M ist im überwiegenden Teil
dieser Arbeit asymptotisch schwarzschildsch gewählt; das heißt, er modelliert modulo kleiner
Störungen die Umgebung eines isolierten stationären schwarzen Loches.

Den Kern der bewältigten Arbeit bildet die notwendige Übertragung der von E. Kuwert
und R. Schätzle in [KS02],[KS01] und [KS04] erarbeiteten Theorie für (WF) im Rn. Hierfür
sind große analytische Hürden, vor allem durch die Kontrolle eines durch die Konstruktion
von (WFF) erzeugten nichtlokalen Terms, und große algebraische Hürden durch die Struktur
der durch die Krümmung von M induzierten Zusatzterme in den Evolutionsgleichungen zu
bewältigen. Darüberhinaus ist die Entwicklung geeigneter Techniken notwendig, um in nicht-
euklidischen Räumen eine Blowupanalyse von Singularitäten auf sinnvolle Weise durchführen
zu können.

Als Hauptresultate der Arbeit sind das Aufstellen eines Kurzzeitexistenzresultates für
(WFF) anzusehen, sowie die Herleitung einer unteren Schranke an die maximale Existenz-
zeit des Flusses, die nur vom Grad der lokalen ”Konzentration“ der Krümmung der Start-
fläche abhängt. Darüberhinaus wird ein Langzeitexistenzresultat aufgestellt, das besagt, daß
eine hinreichend kleine Willmoreenergie der Startfläche ausreichend ist, um die Herausbil-
dung von Singularitäten unter (WFF) auszuschließen und Teilfolgenkonvergenz der Lösung
zu einer der oben angesprochenen sphären-artigen Flächen zu erhalten. Hierfür ist zu gewähr-
leisten, daß die Flächen nicht in den stark gekrümmten Bereich nahe des Zentrums von M
eindringen; es sei angemerkt, daß der Beweis derartiger Positionsabschätzungen noch nicht
durchgeführt wurde, und diese daher in den Voraussetzungen zu obigen Resultaten gesondert
gefordert werden müssen.

Als Nebenprodukt der aufgestellten Resultate ergibt sich im Fall M = R3 außerdem die
glatte Konvergenz einer großen Klasse von Flächen unter (WFF) zu runden Koordinaten-
sphären und damit die volle Übertragbarkeit der Resultate aus [KS02] und [KS04].
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Mathematischen Seminar der Universität Hamburg 3(1), 31–56 (1924).

[Wil96] T. J. Willmore, Riemannian Geometry, Oxford Science Publications, Oxford
University Press, 1996.



Literaturverzeichnis 141

[Zei99] E. Zeidler, Applied Functional Analysis: Applications To Mathematical Physics,
Band 108 aus Applied Mathematical Sciences, Springer-Verlag, dritte Auflage,
1999.


	Einleitung
	Vorbereitungen
	Geometrische Grundlagen und Konventionen
	Geometrie von Hyperflächen
	Sternnotation und -Polynome
	()-Notation

	Willmoreenergie und induzierte Gradientenflüsse
	Willmore-Fluss
	Willmore-Fluss mit Nebenbedingungen

	Asymptotisch schwarzschildsche Mannigfaltigkeiten
	Eigenschaften von M
	Hyperflächen in M


	Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen
	Kurzzeitexistenz bei bekanntem 
	Evolution der Krümmung
	Höhere Ableitungen
	Integralgleichungen

	A-priori-Abschätzungen
	Krümmungsschranken

	Untere Schranken an die Existenzzeit

	Flächeninhaltserhaltender Willmore-Fluss
	Kurzzeitexistenz
	Kurzzeitexistenz über Fixpunktmethoden
	Kurzzeitexistenz aus abstrakter Lösungstheorie

	L2-Schranken an 
	Untere Schranken an die Existenzzeit
	Krümmungskonzentration bei endlicher Existenzzeit

	Blowupanalyse bei Krümmungskonzentration
	Konstruktion einer Blowupfläche
	Langzeitexistenz bei kleiner Willmoreenergie

	Langzeitverhalten
	Teilfolgenkonvergenz


	Flächeninhaltserhaltender Willmore–Fluss in weiteren Mannigfaltigkeiten
	Langzeitexistenz und glatte Konvergenz im R3
	Untere Schranken an die Existenzzeit in allgemeinen Mannigfaltigkeiten

	Dinge von Interesse
	Umskalieren in M
	Anpassung der Hintergrundmetrik
	Umskalierter Willmore-Fluss

	Strukturgleichungen
	Sobolevungleichungen
	Lokale Interpolationsungleichungen

	(Kurze) Zusammenfassung

